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30-LECIE BADAN DYNAMIKI MASZYN I WIBROAKUSTYKI

Bronistaw Siotkowski, Krzysztof Wernerowski

Wiekszo$¢ badan zrealizowano w Zespole Mechaniki Technicznej Wieczorowej
Szkoly Inzynierskiej, Wyzszej Szkoly Inzynierskiej, Zaktadzie Mechaniki Stosowane;j
i od 1992 r. w Katedrze Mechaniki Stosowanej Akademii Techniczno-Rolniczej im.
Jana i Jedrzeja Sniadeckich.

Rowniez inne jednostki Wydzialu Mechanicznego zajmuja si¢ czescig tematyki
dotyczacej dynamiki maszyn i wibroakustyki, np. w zakresie diagnostyki, konstrukcji
maszyn i technologii.

Katedra Mechaniki Stosowanej realizowala badania naukowe w nastgpujacych
dziedzinach:
kinematyce, dynamice i teorii drgan,
podstawach dynamiki maszyn,
mechanice plynow,
dynamice obrabiarek,
drganiach i hatasie w eksploatacji maszyn,
oczywiscie rowniez w wspomaganiu komputerowym w mechanice,
wykonywaniu analiz dynamiczno-wytrzymatosciowych elementow nosnych i urza-
dzen mechanicznych,
realizacji prac pasywnych i aktywnych metod minimalizacji drgan mechanicznych,
realizacji prac wibroakustycznych (pasywne i aktywne tlumienie hatasu maszyn,
poprawianie klimatu akustycznego w halach produkcyjnych, w pomieszczeniach
towarzyszacych i srodowisku naturalnym),

e realizacji badan w zakresie modelowania przeptywéw laminarnych i turbulentnych w wa-
skich kanafach oraz przeptywéw i dwufazowych newtonowskich i nienewtonowskich.

Dorobek naukowy jednostek zajmujacych si¢ mechanika stosowana kolejno pod
kierownictwem mgr. inz. Zdzistawa Arnolda, dr. hab. inz. Krzysztofa Wernerowskiego,
prof. nadzw. ATR i dr. hab. inz. Bronistawa Siotkowskiego, prof. nadzw. ATR przed-
stawiaja nastgpujace liczby:

e zrealizowane rozprawy habilitacyjne 3
e zrealizowane przewody doktorskie 12
¢ opublikowane monografie i rozprawy 18
¢ opublikowane artykuly naukowe ok. 235
e wydane podregczniki i skrypty 16
¢ uzyskane patenty ok. 67
e zrealizowane prace promocyjne i wdrozeniowe  ok. 100
e zrealizowane staze naukowe zagraniczne 7
e wygloszone referaty konferencyjne krajowe ok. 200

1 zagraniczne ok. 35

Nalezy podkresli¢ osiagnigcia prof. dr. hab. inz. Bogdana Zéttowskiego, kierowni-
ka Katedry Maszyn Roboczych i Pojazdéw Wydzialu Mechanicznego ATR w zakresie
diagnostyki wibroakustycznej.

Ciekawe badania w zakresie wytrzymatosci zmeczeniowej nawiazujace do ruchu
okresowego sa realizowane przez Katedry Konstrukcyjne kierowane przez prof. zw. dr.
hab. inz. Jozefa Szalg i dr. hab. inz. Janusza Semprucha, prof. nadzw. ATR.

Badanie halasu realizowal tez w obrobce skrawaniem dr hab. inz. Hubert Latos,
prof. nadzw. ATR.
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TEUMIENIE DRGAN PRZEWODOW I OSPRZETU
LINII ELEKTROENERGETYCZNYCH

Jozef Niziot
Instytut Mechaniki i Podstaw Konstrukcji Maszyn, Wydzial Mechaniczny

Politechnika Krakowska
ul. Jana Pawta 11 37, 31-864 Krakow

W pracy przeanalizowano drgania przewoddéw linii elektroenergetycznych
z uwzglednieniem ich interakcji z osprzetem, ktory stanowi uktad dyskretno-
ciagly. Model matematyczny zbudowano przy pomocy metody przemieszczenio-
wej. Wymagalo to wyznaczenia macierzy sztywnosci dynamicznej dla elementow
osprzetu. W dalszej kolejnosci podano metode doboru optymalnych parametrow
ttumika drgan Stockbridge’a oraz miejsca jego zawieszenia na przewodzie.

1. WSTEP

Napowietrzne linie elektroenergetyczne sa narazone na rdznego typu drgania me-
chaniczne, wywotane oddziatywaniem wiatru. Drgania te moga przybierac rozne formy
(drgania eolskie, galopada przewodéw, drgania odcinkowe) charakteryzujace sie od-
miennym mechanizmem wzbudzania, rézniace si¢ zakresem czestotliwosci i warto-
$ciami amplitud.

O wrwatosci linii elektroenergetycznych decyduja nie tylko poziomy naprezen dy-
namicznych w przewodach lecz rowniez w elementach osprzgtu do ktorego zaliczamy
elementy ttumiace drgania (petle, thumiki Stockbridge’a) oraz ukiady taczace przewody
bezpodrednio z konstrukcja nosng shupow (tancuchy izolatorowe, taczniki, mostki pra-
dowe). W wielu przypadkach zachodzi koniecznos¢ tlumienia drgan pojedynczych
przewodow. Najczgsciej czyni si¢ to przy pomocy thumikéw typu Stockbridge’a. Przy
budowie linii elektroenergetycznych najwyzszych napigé stosuje sie wiazki przewodow.
Doswiadczenia wykazuja, ze wiagzki przewodow ze wzgledu na swoja specyficzng kon-
strukcj¢, w szczegolnoscei niewielka odleglos¢ miedzy przewodami sa narazone na wy-
stegpowanie wielu typéw drgan. Do najbardziej niebezpiecznych wg [2] naleza drgania
samowzbudne, zwane odcinkowymi. Odbywajg si¢ one z niskimi czestotliwo$ciami
0,5-3 Hz, powstaja przy predkosci wiatru 6-20 m/s i sa zlokalizowane w podprzestach,
tj. w odcinkach wiazki pomigdzy grupami odstepnikow. Najczesciej wzbudzenie drgan
odcinkowych nastgpuje w plaszczyznie rownolegtej do kierunku wiatru. Ze wzgledow
konstrukcyjnych ograniczenie drgan odcinkowych moze nastapi¢ tylko przez odpo-
wiednie usytuowanie: odstgpnikéw w grupach, grup odstepnikéw wzdhuz przesta oraz
poprzez odpowiedni dobér parametrow odstepnikow. Chodzi o maksymalne zwigksze-
nie samotlumiennosci wiazki. Rozwazane uktady: przewody z osprzgtem oraz wiazki
przewodow sa typowymi uktadami dyskretno-ciaglymi. Ich réwnania opisujace ruch sa
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réwnaniami rézniczkowymi o pochodnych czastkowych (opis drgan przewodow) sprzg-
zonymi z réwnaniami rézniczkowymi zwyczajnymi (opis drgan osprzetu i odstepni-
kéw). Celem pracy jest analiza wptywu ukladoéw dyskretnych na mozliwo$¢ powstawa-
nia ustalonych w obrebie jednego przgsta, a takze wptywu tych elementow na propaga-
cje drgan do sasiednich przesel. Analizowany bedzie uklad otwarty zlozony z dwoéch
przeset o nieskonczonej dhugosci oraz z podukiadu dyskretno-ciagltego modelujacego
osprzet.

2. DRGANIA UKLADU PRZEWOD-OSPRZET SIECIOWY

W celu zbadania interakcji pomigdzy drgajacymi przewodami a ukladem odcia-
gowym wprowadza si¢ nastgpujacy model dynamiczny (rys.1).

podukiad dyskretno-ciagty

przesfo aktywne

Rys.1. Ogdlny model uktadu otwartego

Uklad sklada sie z dwoch przeset o nieskonczonej diugosei polaczonych w we-
zlach K i M podukladem dyskretno-ciaglym modelujacym uktady odciagowe lub prze-
lotowe, kiére moga sktadaé si¢ z tancuchow izolatorowych, mostka pradowego oraz
elementéw tlumiacych drgania. Zakladamy, ze rozpraszanie energii drgaft w podukia-
dzie dyskretno-ciaglym moze wystapi¢ tylko w elementach thumiacych drgania, a wigc
w petlach thumigcych lub tlumikach drgan. Przyjmujemy, ze wszystkie elementy wyko-
nujq mate drgania, a drgania przewodow moga by¢ opisane réwnaniem struny. Po-
szczegblne elementy ukladu polaczone sg przegubami sprezystymi o charakterystykach
liniowych. Zakladamy, ze w jednym przg$le nazywanym dalej aktywnym  wzbudzane
sg drgania harmoniczne o zadanej czestotliwosci. Biegnaca fala drgan o amplitudzie
U (fala inicjujaca) oddziatuje na pozostalg czesc ukladu, przy czym zostaje ona Czg¢-
éciowo odbita a czesciowo przechodzi do drugiego przgsta — nazwanego dalej pasyw-
nym - wzbudzajac jego drgania. Zdolno$¢ do transmisji lub odbicia dochodzacych fal
opiszemy przez wspolczynnik transmisji T lub odbicia R. W przypadku fal poliharmo-

nicznych zdefiniujemy te wspotczynniki dla kazdej harmoniczne] R, :—aUl.Tl :%—,
gdzie a, oraz b, sa odpowiednio amplitudami i-tej harmonicznej fali odbitej i przecho-
dzacej do przesta biernego.

Biorac pod uwage powyzsze zalozenia mozna wyrazi¢ catkowitg fale biegnacy
w przesle aktywnym jako sumg fali inicjujacej o zadanej amplitudzie U i czgstosci ko-
lowej o oraz fal odbitych o nieznanych skladowych harmonicznych
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Ny
U(x,t) = Usink, (x +¢,t) + Y_[A; sinik; (x - ¢;t) + B; cosik; (x -] @D

i=1

gdzie k;, ¢, sa odpowiednio liczba falowa i predkoscia fazowa podstawowej harmonicz-
nej w przesle aktywnym a sumowanie ograniczone do skoficzonej liczby Ny sktado-
wych harmonicznych. Nalezy zauwazy¢, ze wskutek braku dyspersji w przewodach
wszystkie sktadowe fali poruszaja si¢ z ta sama predkoscia fazowa. Predkos¢ ta zwiaza-
na jest z masa jednostkowa (pF); i napieciem przewodu S, nastepujaca zaleznoscia

¢ =y Sl'(P F)l

Fala przepuszczona przez podukfad dyskretno-ciagly propagujaca si¢ w przgsle
pasywnym opisana jest przez funkcje:

- _ Ny - — —
U(x,t) = Z[Al sinik,(x —c,t) + Bicosik,(x —czt] (2.2)
i=l

Predkosci propagacji fali w obu przgstach moga by¢ rézne jednakze musi zacho-
dzi¢ pierwszy ze zwiazkow (2.3).

Dla opisu réwnowagi dynamicznej wgziow nalezy napisa¢ zwiazek migdzy wektorem

przemieszczen uogélnionych ae i sit uogodlnionych 1_:(6) . Jest to drugi ze zwiazkéw (2.3).

kicy =ksey =@
(2.3)

F =69 @) "

gdzie:
G (®) - macierz sztywnosci dynamiczne;.
Macierz ta moze by¢ wyznaczona analitycznie lub na drodze doswiadczalnej.
W przypadku, gdy ruch elementu opisany jest rownaniami nieliniowymi, wowczas

macierz G zalezy od przemieszczen uogdlnionych a(e) i drugi ze zwiazkow (2.3)
przyjmuje postac:

F - G(e)(m ,E(e)j a (2.4)

Dla napisania rownan ruchu poduktadu dyskretno-ciagltego konieczne jest, oprocz
wyznaczenia macierzy sztywnosci dynamicznych elementéw, okredlenie sif Fx i Fy
dziatajacych na skrajne wezly K i M. Mozna wyrazi¢ je poprzez przemieszczenia qg
i qu weztéw K i M oraz amplitudg fali inicjujacej U. Przedstawimy je w postaci zwiaz-
kow (2.5) i (2.6).
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Nu
Fg =-S5 alé;(),_t)_ = Z(F,Ei cosimt + Fg; sin i(ot)
= (2.5)
au(0,1) Nh(c ot + S, siniot)
Fy =-S5, o = Z Fy; cosimt + Fyy; siniot
i=1
Ny
qx = U(0,t) = Z(qi,“ cosimt +qjy, sinimt)
=l (2.6)

Ny

qu = U(0,1) = Z(qﬁ,ﬁ cosimt + gy Sin i(ot)
i-1

Po wykonaniu prostych przeksztalcen na funkcjach (2.5) i (2.6) uzyskamy naste-
pujace wyrazenia na skladowe sit w weztach K i M.

FM{ 0 slkﬂ_{q;, [ o
i) lski o la] i
Frf/h _ 0 S,k,i _ qcﬂm (2.8)
Fo) L-Sokoi 0 |g3,

qk, =1 +D8;SkU , qi, =0 (2.9)

gdzie:

Ponadto uzyskuje sie nastepujace zwiazki pomiedzy statymi A,, B, A..B. a skia-
dowymi przemieszczen K i M:

A, =US, -qy, . B, =qj, (2.10)
A =-q . Bi=q% .11
gdzie:
8, - delta Kroneckera.
Zwiazki (2.7) i (2.8) nalezy dotaczy¢ do warunkow rownowagi weziow K i M. Za
pomoca zaleznosci (2.10) i (2.11) obliczy¢ mozemy wspoélczynniki odbicia R(w,U)
i transmisji T,(w,U)

R,(w,U)zJ(ali—q;,./uf+(q°,<l/uf o1
LTI(‘D»U):\/(%/UY +(q§4,/uf (2.13)

Zdecydowanie najwickszy wplyw na naprezenia dynamiczne wystgpujace
w przewodach jak i osprzecie podczas drgan maja tancuchy odciagowe lub przelotowe.
Lancuchy te skladaja si¢ z bryt sztywnych potaczonych przegubami. Przyktadowo po-
kazemy macierz sztywnosci dynamicznej elementu typu bryty sztywnej (rys.2).
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Elementy symetrycznej macierzy sztywnosci dynamicznej G wyrazajg si¢ naste-
pujacymi wzorami:

Gy, =S/ +(k +ki )/ ~w2[10i/1? +(1-E,'C/1jm,]+cs,

Gy, =k /1,
Gys =S/ —( +kiy V17 +mz[1ci /1 —(—1 —& /li)zmi}csi
Gy =kin /Y
G,, =k;
z-H (2.16)
Gy =0
Gy =S/ +(k, +kiy )/ 1] —w2[lci /12 +(&,‘c/1jmi}+cﬂ
Gy = K/ l;
Gys =kin
gdzie oznaczono:

W podobny sposob mozna wyznaczy¢ macierze sztywnoéci dynamicznej dla pozo-
stalych elementu osprzetu (petle thumiace, mostek napedowy, faczniki itp.) [3].

W dalszej kolejnosci mozna obliczy¢ - wykorzystujgc wzory (2.12) i (2.13) -
wspolczynniki odbicia i transmisji. W zakresach czestotliwosci, dla ktérych wspotczyn-
niki odbicia sa bliskie jednosci pojawia si¢ duze prawdopodobiefistwo drgan ustalonych
w przesle aktywnym. Stwarza to zagrozenie zniszczef zmgczeniowych przewodu
a zatem zachodzi potrzeba stosowania tlumikéw drgan.

3. DOBOR OPTYMALNYCH CHARAKTERYSTYK TLUMIKOW
DRGAN EOLSKICH PRZEWODOW

W rozdziale tym podamy skrétowo metodyke i przykladowe wyniki optymalnego
doboru charakterystyk dynamicznych thumikéw drgan eolskich przewodow typu Stock-
bridge’a.

Thumiki projektowane sa w ten sposob, aby ich impedancja mechaniczna byla jak
najlepiej dopasowana do jego optymalnej impedancji, ktéra wyznaczana jest w zalezno-
éci od impedancji falowej przewodu. Optymalng impedancj¢ tlumika drgan przewodow
mozna wyznaczy¢, analizujac propagacje fal w vkladzie otwartym przedstawiong
w poprzednim rozdziale.

Przyjmujemy, ze thumik zawieszony jest w przesle aktywnym w odleglosci xo od
punktu A podukladu dyskretno-ciaglego. (rys.3).
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<4200 0 - o — R
f L=l

X

o

Rys.3. Model ukladu do wyznaczania optymalnej impedancji tumika drgan eolskich
przewodow

Za optymalny w sensie maksymalnego rozpraszania energii drgan bedziemy uwa-
za¢ taki ttumik, ktory nie bedzie odbijat fal w kierunku przesta aktywnego dla dowolnej
czgstotliwodci fali biegnacej.

Zatozmy, ze drgajacy przewod mozna zmodelowaé strung o naciagu S i masie jed-
nostkowej pFo. Przyjmujac, ze thumik wykonuje drgania pionowe, mozna wyrazi¢ jego
site oddziatywania na przewod.

R(1) = |Z(io))|v(t —Ej G.1)
®
Za pomocg zespolonej impedancji mechanicznej Z oraz predkosci v uchwytu
tlumika, kat fazowy a moze by¢ wyrazony przez argument impedancji
o =-ArgZ(in) (3.2)
Jezeli fale w przesle aktywnym przedstawimy w postaci:
u(x,t) = Usink(x +ct) + Gsink{x —ct) + Hcosk(x —ct) (3.3)

wowczas naszym zadaniem jest wyznaczenie takiej impedancji aby nie bylo w tym
przesle fali odbitej czyli by stale G i H byly rowne zero. Fale biegnace pomigdzy ukta-
dem odciggowym a punktem zawieszenia ttumika mozna przedstawi¢ w nastepujacy
sposéb:

a(x,t) =Usin k(x +ct)+Vcosk(x +ct) +asink(x —ct) +ﬁcosk(x —ct) (G4
Wykorzystujac warunki brzegowe w miejscu zamocowania tlumika:

H(xo,t):u(xo,t)

u du (3.5)
R-gM_0u

ox 00X

mozna wyrazi¢ state UVE H za pomoca bezwymiarowej impedancji Zopt =7

Jsm

opt

W nastepujacy sposob:
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1 .
opt ysin? kx, — 5 Im(z,,,, )sin 2kzo}

U-G=x, :U{I—Re(z

= = I 1 ,
U+G=x,=U1- Re(zopl)+cos2 kxg +Elm(zopt)sm 2kx0}
- (3.6)
= 1
H-V=x,=U ERe(zop,)+ Im(zop‘)cos2 kxO:l
H+V= x,=U %Re(zopt)— Ir'n(zopt)sin2 kxo}
Sita w wezle A jest rowna:
Fy = E cosot + FY sinot = ~Sk(x, cosot + x5 sinwot) 3.7

a nastgpnie wyrazi¢ poprzez nieznane skladowe przemieszczenia qu wezla A. Otrzy-
muje si¢ w ten sposob nastepujaca zaleznos$¢ pomiedzy sktadowymi sity dziatajacej na
wezel A a jego przemieszczeniem:

FS tgk 0 N 1
N :Sk{cg Xo } N —Sl{ }U (3.8)
Fri 0 ctgkxg qi] ctgkxg

ktéra opisuje wklad podukiadu ttumik - przewéd do warunku réwnowagi w punkcie A.
Nieznane funkcje Re(zopt)iIm(zopt) zostaly zastapione przez przemieszczenia
N, A -
Po rozwiazaniu ukladu réwnan na wspohrzedne wektora przemieszczen wezio-

wych a mozemy wyznaczy¢ impedancje optymalnego ttumika w postaci:

sin” kx,

z,, =1+i|ctghx, — (3.9

opt

Obliczajac qu dla zmieniajacej si¢ czestotliwoscei fali inicjujacej, uzyskamy zalez-
nos¢ optymalnej impedancji thumika od czestotliwosci drgan.

Na rysunku 4 przedstawiono optymalna impedancje dla przesta odciagowego
z fancuchem izolatorowym L.0 110 kV i obliczong wg Hagedorna [3] optymalng impe-
dancje, bez uwzglednienia oddziatywania ukladu odciagowego. Widoczne sg trzy cha-
rakterystyczne maksima, bedace wynikiem wewnetrznych rezonansow fancucha izolato-
rowego. Wystepuja one dla czestotliwosci fi=4,1 Hz, £,=12,5 Hz i £;=22,9 Hz. Modul
impedancji wyraznie zalezy od miejsca xq, w ktdrym thumik jest zamocowany.

Na rysunku 5 podano mod$ drgan przewodu z izolatorem i optymalnym ttumikiem
w zalezno$ci od odleglosci x,.

Na rysunku 6 przedstawiono modut impedancji dla réznych wartosci x,.
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. WNIOSKI

. Badanie drgan przewod elementow osprzetu linii elektroenergetycznych mozliwe

jest za pomoca modelu ukfadu otwartego, ztozonego z dwoch przesel o nieskofczo-
nej diugosci i znajdujacego si¢ pomigdzy nimi poduktadu dykretno-ciaglego. Bada-
jac propagacje fal mechanicznych w takim ukfadzie, mozna sformutowac réwniez
odpowiednie problemy optymalizacji.

Model matematyczny uktadu wygodnie jest zbudowa¢ metoda przemieszczen. Wy-
maga to wyznaczenia macierzy sztywno$ci dynamicznej elementow tworzacych
konstrukcje linii elektroenergetycznej.

Na optymalny dobér parametrow tlumika drgan i miejsca jego mocowania istotny
wplyw maja glownie faficuchy odciagowe.
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W pracy zbadano zachowanie si¢ piezolektrycznych warstw jako ttumikow
dynamicznych drgan cienkich ptyt oraz mozliwoéci dostarajania przez boczniko-
wanic pojemnosciowe. Wyznaczono odpowiedz cienkich ptyt kotowych lub pier-
$cieniowych na wymuszenie pochodzace od piezoclektrycznych elementow wy-
konawczych w ksztalcie kola, pierscienia lub sektora pierscienia przyklejonych do
obu powierzchni plyty. Aktuatory sa zasilane odpowiednio zsynchronizowanym
napi¢ciem harmonicznie zmiennym. Wyznaczono charakterystyki odpowiedzi dla
rézne) konfiguracji aktuatorow.

Stowa kluczowe: plyty pierscieniowe, piczoelektryczne aktuatory, tlumienie

drgan.

I. WSTEP

W celu wyjaénienia zjawiska piezoelektrycznego zajmijmy si¢ kwarcem SiOs,
ktorego krysztaly o ksztalcie sze$ciokatnym skladaja si¢ z trzech atoméw krzemu
i trzech czgsteczek tlenu.  Atomy krzemu niosa fadunek dodatni, a czasteczki tlenu
ujemny. Bez przylozenia sil krysztaly sa elektrycznie obojetne. Po przylozeniu sit $ci-
skajacych siatka krysztalu ulega deformacji i pojawiaja si¢ tadunki dodatnie (od krzemu)
na powierzchni gornej oraz ujemne (od czasteczek tlenu) na powierzchni dolnej. Pod
wplywem sit rozciagajacych obserwujemy odwrotne gromadzenie tadunkow. Istote
odwrotnego zjawiska piezoelektrycznego, wykorzystywanego w elementach wykonaw-
czych mozna opisa¢, rozpatrujac prostopadtoscienny element piezoelektryczny o dtugo-
$ci szeroko$ci b1 grubosci h. Jezeli napigcie migdzy gorng i dolna powierzchnia prze-
wodzacg piczoclektryka jest rowne zeru to prostopadlo$cienny element jest w stanie
nieodksztatconym. Kierunek polaryzacji piezoelektryka jest skierowany pionowo ku
gorze. Gdy napigcie przylozone do elektrod jest przeciwne do kierunku polaryzacji, to
wskutek odwrotnego wzdtuznego efektu piezoelektrycznego wzrasta grubos¢ do h+Ah.
Poprzeczny odwrotny efekt piezoelektryczny powoduje zmniejszenie szerokosci do
b-Ab oraz dlugosci do I-Al Jezeli kierunek napigcia U i polaryzacji sa zgodne, wowczas
grubos¢ maleje do h-Ah, a wymiary poprzeczne: szerokosé¢ i dlugosé odpowiednio
rosng.
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Rys. 1. Istota zjawiska piezoelektrycznego

Pierwsze proby analizy i do$wiadczalnej weryfikacji konstrukeji z roztozonymi
thumikami drgan w postaci folii piezoelektrycznej PVDF zostaly opisane przez Baileya
i Hubbarda (1985). Wykorzystano prosty i odwrotny poprzeczny efekt piezoelektryczny
opisany réwnaniem:

d,;V
h

€= (1)
gdzie € jest odksztatceniem wzglednym, V przylozonym napigciem w kierunku prosto-
padtym do obserwowanego odksztalcenia, h jest gruboscia piezoelektryka. Daje to moz-
liwos¢ pomiaru odksztalcen na powierzchni ptyty, a nastepnie po przetworzeniu sygnatu,
wymuszenia (np. na przeciwnej powierzchni konstrukcji pozadanych odksztatcen).
W szczegolnosci uklady inteligentne moga by¢ stosowane do aktywnego ttumienia
drgan. Ze wzgledu na wymagane wymuszenie sitowe na elementy wykonawcze stoso-
wane sa materialy piezoceramiczne o symbolach handiowych PZT. Sa one znacznie
grubsze i w poréwnaniu z foliami PVDF i maja wigksza gestos¢, co moze prowadzi¢ do
koniecznosci uwzgledniania ich masy w réwnaniach ruchu ukfadu. Prosty efekt piezo-
elektryczny wykorzystany jest w roztozonych elementach pomiarowych. Jezeli przyjac,
ze przylozone napiecie jest rowne zero, to przesuniecie elektryczne wywotane napreze-
niami wymuszonymi przez konstrukcje, do ktorej przyklejono element pomiarowy jest
rowne. Pelne rownanie konstytutywne piezoelektrykow jest bardziej ztozone, gdyz ma-
cierz kolumnowa przesunieé dielektrycznych D (prosty efekt piezoelektryczny opisujacy
element pomiarowy) zalezy nie tylko od macierzy kolumnowej odksztalceh mechanicz-
nych, lecz takze od pola elektrycznego E:

D; = g4+ € Ex (2)

gdzie e jest macierza stalych piezoelektrycznych, e jest macierza przenikalnosci
elektrycznej przy stalych odksztatceniach, i,k=1,2,3 oraz p,q =1,2,....6.
Rownanie elementu wykonawczego zwiazane z odwrotnym efektem piezoelektrycznym
ma postac:

€, =Spq0q +diE; (3)
gdzie s,q jest macierza podatnosci przy statym, polu elektrycznym, d;, macierza od-
ksztalceniowych statych piezoelektrycznych, a 6, macierza kolumnowa naprezen. Warto
jeszcze przypomnieé, ze w rownaniach konstytutywnych —zastosowano uproszczong
notacje, zmniejszajac wymiar i liczbe skladowych pola naprezen, odksztatcen, przesu-
nie¢ elektrycznych i pola elektrycznego. Piezoelektryczne elementy juz wielokrotnie
byly uzywane jako elementy wykonawcze - wzbudniki w ukfadach inteligentnych
(adaptacyjnych, aktywnych). Zaletami piezoelektrycznych wzbudnikow i elementow
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pomiarowych jest szerokopasmowos¢ przenoszonych sygnalow, wysoka sprawno$¢
zamiany energii mechanicznej na elektryczng (i odwrotnie), mozliwo$¢ fatwego ksztal-
towania elementow do potrzeb projektanta i prostota uktadu. Efekt ten jest wykorzysty-
wany do oddzialywania na uklad ciagly. Gérng i dolng ptytke lub folig piezoelektryczng
o tym samym kierunku przyklejono do belki i poddano dziataniu napigcia. Jezeli przy-
lozone napigcia majg przeciwne kierunki polaryzacji, to gérna warstwa zmniejsza swoja
dlugos¢, a dolna wydtuza sig. Oddziatywanie sit stycznych migdzy belka a warstwami
piezoelektryka ustala rownowage. Otrzymane przy réznych zalozeniach i stopniach
uproszczenia wyniki roznig si¢ jedynie czynnikiem C,, zaleznym od geometrii i statych
materialowych wskazujac, ze piezoelektryki odksztatcaja powierzchnie belki powodujac
jej zginanie. W ten sposob roztozone elementy w fazie przeciwnej tylko zginajg kon-
strukejg. do ktorej sa przytwierdzone ze wzglgdu na brak sily osiowej (czyste zginanie).
Zwiazek migdzy wymuszonym na powierzchniach gornej i dolnej belki odksztatceniu,
a odksztalceniem piezoelektrycznego elementu wykonawczego zalezy réwniez od mo-
dutu scinania warstwy klejacej G i czgstosci drgan. Generalnie pomijane sg efekty dy-
namiczne i przyjmuje si¢ proporcjonalno$¢ odksztalceni powierzchni belki i elementu
wykonawczego:

£, = C,&; 4

Uktadem réwnowaznym, zastgpujacym elementy wykonawcze jest para momentow
roztozonych na linii prostopadtej do osi belki. Na podstawie elementarnej teorii belek,
odksztalcenia elementu pomiarowego sg proporcjonalne do krzywizny belki i odlegtodci
od osi obojetnej. Zatem catkujac przesunigcie dielektryczne po powierzchni czujnika
obliczamy tadunek elektryczny. Wprowadzajac pojemno$¢ C, czujnika mozna wyzna-
czy¢ napigcie indukowane pomigdzy elektrodami elementu pomiarowego. Element po-
miarowy mozna dostosowa¢ do konkretnej konstrukeji lub jej zadan poprzez dobor
polozenia i ksztaltu piezoclektryka. Uzupetnienie elementu pomiarowego 1 wyko-
nawczego ukladem sterujacym (analogowym lub cyfrowym) sprzgga uklad i rozwigzuje
ogolng koncepcje konstrukcji inteligentnej. Piezoelektryczny element pomiarowy wy-
znacza sygnal proporcjonalny do $redniej krzywizny, regulator (procesor) generuje
odpowiedni wzmocniony sygnal, ktory stabilizuje drgania poprzez piezoelektryczny
element wykonawczy.

2. POLAKTYWNY TLUMIK DYNAMICZNY DRGAN PLYTY
KOLOWE]

Zbadajmy wplyw dwéch kolowych piezoelektrycznych warstw przyklejonych do
ptyty kotowej na drgania wymuszone harmonicznie zmiennym cisnieniem. Plyta jest
spetnia warunki Kirchhoffa. a elementy piezoelektryczne jednakowo spolaryzowane
w kicrunku prostopadtym do plaszczyzny piyty sa idealnie przyklejone do obu po-
wierzchni (rys.2).
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Piezoelektryczne elementy wykonawcze Plyta kolowa

- N

A

Rys.2. Geometria ptyty z powierzchniowymi piczoelektrycznymi tlumikami

Osiowosymetryczny problem traktujemy linjowo w ramach teori piyt cienkich i li-
niowej teorii piezoelektrycznosci. Réwnania konstytutywne (2) i (3) dla kotowych ele-
mentow piezoelektrycznych przyklejonych do powierzchni ptyty majg postac

E d
o, = 32(—U+Va£]—e3rE3 )
1—v; \dr r
E u du
o, = l—i/z (Tﬂ/aaj_e}ﬁa (6)
du u
Ds :earg+e3n‘r‘+€33 E, (7

gdzie o, i o, sa naprezeniami normalnymi dziatajacymi w elemencie piezoelektrycznym,
D; jest przemieszczeniem elektrycznym. Z powodu matej grubosci elementow piezo-
elektrycznych zatozono jednorodny stan naprezefi na grubosci. W dalszej czesci zakfa-
damy. ze element piezoelektryczny jest izotropowy w plaszczyznie prostopadtej do
plaszczyzny plyty. czyli ze:

€3, = €3 = €3 (8)

Zalozenie o doskonatym przyklejeniu elementéw piezoelektrycznych do ptyty daje
geometryczny warunek zgodnosci przemieszczen poprzecznych w ptycie i w plaszczyZnie
piezoelektryka:

t, dw
P

u=--L—" 9)
2 dr

Podstawienie prowadzi do réwnan wzgledem przemieszczen poprzecznych w pty-
cie. Catkujac po powierzchni element piezoelektrycznego wyznaczamy tadunek zebrany
na powierzchniach metalizowanych elementu piezoelektrycznego, bedacego kondensa-
torem o pojemnosci C, :

Q :-tpne3lb%ﬁ<b>—cav (10)
r

gdzie V jest napieciem, b jest promieniem warstwy piezoelektrycznej. Zapisujac rowna-
nie pojemno$ciowego obwodu zewnetrznego wyrazamy fadunek —przez impedancjg
kondensatora Z = 1/ioC,, gdzie C, okreslamy jako pojemno$¢ bocznika. Podstawiajac
napiecie do réwnania (5) otrzymujemy:
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dw
(b 11
C,+Cy 1, dr( ) ()

dr? r dr

r

_Eay {dzw v, dw]_ 2nbes,

2
I-v;

Na podstawie wzoru (11) zapisujemy warunek brzegowy swobodnego brzegu
elementu wykonawczego ©,=0. Réwnania drgan poprzecznych plyty zapisujemy od-
dzielnie dla kota 0 < r < b, gdzie uwzglednione jest oddzialywanie elementu wyko-
nawczego:

O*w  putaty (3w
2 * ara’p .
(D, +D, Ww +pit, A = (12)

oraz dla plyty pierscieniowej b <r <R.
2 02\)\/ .
DPAW+pptp—at—2—:q (13)

gdzie D, D,. t,. t,, p oznaczaja sztywnosci gru‘boéci i gestoscei, indeksy a i p okreslajg
odpowiednio warstwe piezoelektryka i plyte, p oznacza zastgpcza gestosé w rownaniu
drgan poprzecznych w przedziale wspétpracy z piezoelektrykiem.

1.5x1078 obwad obwéd zwarty

1.25%x10°8 | otwarty
1x108| =0
7.5%x107°
5x1077
2.5%x107°

C{,—"OO

r=0
w

6900 7000 7100 7200

Rys.3. Charakterystyki czgstotliwosciowe przemieszczenia srodka plyty

Warunki brzegowe odpowiadajace sztywnemu utwierdzeniu w r = R oraz warunki
ciaglosci w r = b wraz z zerowaniem si¢ naprezen normalnych w r = b formutujg pro-
blem brzegowy. Rozwiazano go analitycznie. Na rys.3 i 4 przedstawiono charakterystyki
amplitudowo-czestotliwo$ciowe przemieszczenia poprzecznego w Srodku ptyty oraz
przestrzenng charakterystyke amplitudy predkosci w pierwszym rezonansie. Rysunki
pokazuja wptyw pojemnosci bocznikujacego kondensatora na charakterystyki dyna-
miczne.
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Rys.4. Charakterystyki przestrzenne predkosei srodka plyty

3. CHARAKTERYSTYKI DYNAMICZNE PIERSCIENIOWE]J
PLYTY Z PIEZOELEKTRYCZNYMI ELEMENTAMI
WYKONAWCZYMI

Rozpatrzmy odpowiedz plyty pierscieniowej na wymuszenie pochodzace od pier-
scieniowo-sektorowych piezoelektrycznych elementéw wykonawczych, przyklejonych
do obu powierzchni piyty (rys.5). Elementy piezoelektryczne sa jednakowo spolaryzo-
wane w kierunku prostopadtym do powierzchni plyt, natomiast napiecie zasilania jest
odpowiednio dobierane, tak aby wzbudzac¢ pozadane postacie drgan.

Rys.5. Geometria plyty 7 picrScieniowo-sektorowymi elementami wykonawczymi

Zaktadajac idealne pofaczenic elementu wykonawczego z plyta i korzystajac
z dystrybucji & - Diraca i jej pochodnych oddzialywanie jednej pary elementow zamo-
cowanych po jednej stronie plyty zapisujemy jako obcigzenie ciggle w postaci:
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SEMIACTIVE AND ACTIVE PIEZOELECTRIC DAMPERS
OF VIBRATIONS IN CIRCULAR AND ANNULAR PLATES

Summary

The purpose of this work is to examine the use of piezoelectric distributed ele-
ments as a part of a tuned vibration absorber. The effective properties of the structure is
adjusted clectrically, using a passive capacitive shunt circuit. A general model of the
response of thin circular and annular plates to excitation by an actuator made using an-
nular piezoceramics glued to the plate surface is analysed. The actuators are driven by
properly synchronized electrical fields. Amplitude frequency characteristics of the plate
are shown.. Different configurations of actuators expressed by the inner and outer radii
of piezoelectric patches of full annular actuators and by the angle of sector annular
actuator are tested.
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DRGANIA BELKI TIMOSHENKI-KELVINA
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W pracy przedstawiono analityczng metodg rozwiazania zagadnienia drgan
swobodnych i wymuszonych belki Timoshenki. Zatozono, ze belka jest wykonana
2 materiatu lepko-sprezystego opisancgo modelem reologicznym Voigta-Kelvina.
W opracowancj metodzie uzyto regul operatorowych przedstawionych w pracy [2].
Istoty te) metody jest rozdziclenie zmicnnych w przestrzeni zespolonej oraz wia-
snos¢ ortogonalnosci zespolonych wektoréw drgan wlasnych. Rozwiazania uzyska-
no w postaci uogolnionych szeregdw Fouriera.

Stowa kluczowe: drgania, belka, Timoshenko, lepko-sprezysty, ortogonalnose,
wektor wlasny.

1. WSTEP

Niektére elementy konstrukcyjne sa traktowane jako ustroje jednowymiarowe.
Sposrod nich wyrdznia sie belki. W zaleznosci od stopni zlozonosci tych belek i stawia-
nych wymagan dotyczacych analizy statycznej i dynamicznej stosowane sa rézne modele
belek. Model belki Timoshenki w zasadzie uwzglednia wszystkie cechy fizyczne majace
istotny wplyw na wyniki oblicze rozwiazan probleméw statycznych i dynamicznych.

Dotychczas w wielu opracowaniach, migdzy innymi w pracach [1, 3] nie uwzgled-
niono tlumienia wewngtrznego. Celem tej pracy jest rozwiazanie analityczna metoda
zagadnienia drgan swobodnych i wymuszonych belki Timoshenki wykonanej z mate-
rialu lepko-sprezystego opisanego modelem reologicznym Voigta-Kelvina. W metodzie
tej podjeto probe wykorzystania zasad operatorowych przedstawionych w pracy [2].

2. SFORMULOWANIE PROBLEMU

Zjawisko drgan belki Timoshenki z lepkim tlumieniem wewnetrznym jest opisane
nastepujacym ukladem czastkowych réwnan rozniczkowych:

o’w o o°w o
pA " —[l+aa—thGA[ > a—%]:q (1)

oy & )., 0%y el ow
J — 1+ El —| 1+ o— |kGA| —— =m
P ot [ Batj ox’? ot Ox v
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oraz nastepujacymi zwigzkami mechanicznymi:

ow

ox

=2 ym, =B 20, =kGAY, )
oX

gdzie:

A - pole przekroju poprzecznego belki,

I moment bezwladnoéci przekroju poprzecznego belki,
E - modut Younga materiat belki,

G - modut Kirchhoffa materiatu belki,

p - gestos¢ materiatu belki,
o

p

k

X

t

- wzgledny wspotczynnik lepkosci zginania belki,
- wzgledny wspéfczynnik lepkosci scinania belki,
wspolczynnik cinania przekroju poprzecznego belki,
wsp6irzedna osi belki,

- czas,
w=w(x,t) - ugigcie belki,
w=wy(xt) - kat obrotu przekroju poprzecznego belki,

v = y(x,t) - kat odksztakcenia postaciowego belki,
q=q(x,t) - obciazenie poprzeczne belki,
m=m(x.t) - obcigzenie momentowe belki,

M, = M((x,t) - moment zginajacy w belce,
Q.= Q,(x,t) - sila scinajaca w belce.

Ukdad réwnan (1) przyjmuje w zapisie operatorowym nastepujacg postac [2]:

o°u
2

M

+Ku+LQu—:F 3)
ot

o o

jest wektorem odpowiednio przemieszczenia i obciazenia belki, natomiast:

st

gdzie:

o _9
2 5}
k-p| & AN (5)
0 R 0
+— - -1
ox Dax2
A}
ox? 1524

4+ —

L=uaD 5
o _| BRI
ox
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jest operatorem odpowiednio bezwiadnosci, sztywnoéci i tlumienia, przy czym operato-
ry K i L sg samosprz¢zone, gdzie:

u=pA3=pl

(6)
D=kGAR =EL
Stale o 1 B sq od siebie zalezne, a w szczegdlnosci moga by¢ sobie rowne.
Nalezy zauwazyc, Ze operatory K i L sa podobne tylko w przypadku, gdy o = .
3. ROZDZIELENIE ZMIENNYCH
Przyjmujac F =0 rownanie (2) redukuje si¢ do postaci:
2
M0?+Ku+La—“:o (7)
o ot

Poniewaz wektory wystgpujace w (7) sa w ogdlnym przypadku komplanarne, to roz-
dzielenie zmienne] przestrzennej i czasowej moze istnie¢ tylko w przestrzeni zespolonej
Hilberta [2]. Przestrzen Hilberta jest uogolnieniem przestrzeni Euklidesa i szczegolnym
przypadkiem przestrzeni Banacha. Po podstawieniu do (7) nastgpujacego iloczynu:

u=UT (8)
otrzymano jedno réwnanie operatorowe [2]:
(VM-K-ivLU=0; i=+"1 9)
oraz jednorodne zwyczajne rownanie rozniczkowe ruchu [2]:
T-ivT=0 (10)
gdzie:
U W 1)
=]
£ ‘

Jjest wektorem postaci drgan W = W(x) i ¥ =¥ (x), natomiast T = T(t) stanowi ska-
larng funkcje ruchu, zas

v=into (12)

jest zespolong czestoscig drgan, przy czym 1 jest odpowiedzialne za tlumienie,
a o - za oscylacje ruchu.

4. ROZWIAZANIA ROWNAN ROZNICZKOWYCH

Rozwiazanie réwnania rozniczkowego (10) ma postaé:

T = Cexplivt) (13)
gdzie C jest dowolng stala catkowania.
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Rownanie (9) w zapisie skalarnym stanowi nastgpujacy uktad jednorodnych zwy-
czajnych rownan rézniczkowych:

2
(1 +ivoc)D[d VZV —ﬂ]wzpw =0

dx dx
(14)

. 2
(1+1VB)RE§—+D d—x—tﬂw ¥ = 0.

>y [dW
)

Po podstawieniu do (14) nast¢pujacej zaleznosci:

Wi_| A (15
| =] [P )

otrzymano uklad liniowych réwnan algebraicznych, ktéry w zapisie wektorowym ma
postac:

HV =0 (16)

a; 4y A
H= V= (17
ayy Ay B

a; = (1 + ivoc)Dr2 +v7,

gdzie:

przy czym oznaczono:

a, = ~(l +iv0t)Dr, (18)
azl = (1 + iVO()Dl‘,
ay, = (1+ivp)Rr? — (1 +iva)D + 9,
Natomiast A i B sa dowolnymi statymi. Warunkiem niezerowego rozwigzania uktadu
réwnan (16) jest zerowanie si¢ macierzy charakterystycznej tego uktadu, mianowicie:
detH =0, (19)
Pierwiastki réwnania charakterystycznego (19) maja nastepujgca postad:
r=(-1)"iAgs = 125 = (25 - 1),2s, (20)
gdzie:

XS:\/A+(~])HJA2+1’I Q1)
przy €zym oznaczono:
vz[(l + ivB)pR + (1 + ivoc)SD]
A =
2(1+ivof1 +ivB)DR
- vzpkl + iva)D - v29]
(1+iva)1+ivB)DR

3

(22)

Wielkosci rj beda wyznaczone w problemie brzegowym.
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Uwzgledniajac (20) w (15) otrzymano fundamentalny ukiad liniowo niezaleznych

rozwigzan szczegdinych:
V=l (23)
: j exp(r;x) 23

Ogolne rozwiagzanie uktadu réwnan (14) jest kombinacja liniowa rozwiazan szcze-
golnych (23)

M-

W= (A\ sin A, x+ A, cos /?,_\‘x)
‘\'2=l (24)
W =3(B! cos A, x+ B sin 4,x)
v=1
gdzie: A7, A" ,B. i B sa dowolnymi statymi catkowania.
Relacje migdzy stalymi wystepujacymi w (24) tj.:
. (25)
AS As
okreslono na podstawie (16) nastepujacymi wzorami:
. 2 2
o = (1 +1va)DkS VI e e 26)

(+iva)Dr,

Znajac relacje (25) pozostaja do wyznaczenia jeszcze cztery state calkowania.

5. PROBLEM BRZEGOWY

Dowolne jednorodne warunki brzegowe prowadza do ukfadu liniowych jednorod-
nych rownan algebraicznych, ktéry w zapisie wektorowym ma nastepujaca postaé:

AX =0 27

gdzie A jest macierza charakterystyczna tego ukladu, zas X jest wektorem statych cal-
kowania.

Warunkiem nietrywialnego rozwiazania uktadu réwnan (27) jest zerowanie sie wy-
znacznika macierzy charakterystycznej tego ukladu réwnan:

detA =0 (28)

Z roéwnania charakterystycznego (28) wyznacza sie ciag zespolonych czestosci
drgan wiasnych {v,}, a nastgpnie z rownania (27) ciag wektorow {X,}; n=1,2,.... Po
podstawieniu tych ciagéw do (24) otrzymuje sie ciag wektorow whasnych {U,}, gdzie:
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W
U, :[ "}nzl,Z,... 29)
Y

przy czym:

2
W, = Z(A:n SinAg, X + A;: cos ksnx)

n
* * * o,
Tn = Z(CSHAS“ cos 7\'Sllx + CSCASH sin 7\'Sﬂx)

s=1

Rozwiazanie problemu brzegowego przy dowolnych warunkach brzegowych oraz
nastepujaca wiasno$¢ ortogonalnosci wektorow wilasnych [2]:
(v, —vi X[(Va + v IM+LJU, U, }=0, dla v, # v, (1)

m

stanowia podstawe do rozwiazania zagadnienia drgan swobodnych przy dowolnych
warunkach poczatkowych i zagadnienia drgan wymuszonych dowolnym obciazeniem.

6. DRGANIA SWOBODNE

Wektor drgan swobodnych jest rozwiazaniem ogélnym réwnania (7). Rozwiazanie
to jest kombinacja liniowg rozwiazan szczegolnych:

w=SU,T, (32)

Rozwigzanie (32) w zapisie skalarnym przyjmuje postac:
w1
t ZC L Jexp(ivn) (33)
n=l “

Z uwagi na zespolone sprz¢zone skladniki wystepujace w (33) znikaja ich czgsci urojone. co
w konsekwencji prowadzi do przedstawienia rozwigzania (33) w dziedzinie rzeczywistej:

w = ZICHHWn e cos{wt +©, + )

n=l

(34)
Y= ZICHHWHic "' cos(ot +0, +Q, )
n=l
gdzie:
O, = ArgC, @, = ArgW :Q, = Arg'V,. (33)
Stale C, wyznacza si¢ z nastgpujacego wzoru [2]:
Cn :([M(lvllu0+u )+Lu0lUn) (36)
(2v,iM+ LU, ,U,)

wyprowadzonego z wykorzystaniem warunku ortogonalnoci wektorow  wiasnych
i warunkow poczatkowych, gdzie:
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w w
uoz{ 0]’ uoz{-o} (37)
WO WO

jest wektorem poczatkowym odpowiednio przemieszczen i predkosci, przy czym:

w, = W(x,0), Wy, =y(x,0)

ow oy (38)
Yo ol Vo Al
tit=0 =0

Wzor (36) w zapisie skalarnym ma postac:

J
C,=— 39
"IN (39

gdzie:
}, = f[p[ivnwo +W0JWH +8(ivnwo +\uoj‘{’n +
ow dw, oy, d¥

+ oD o — LY |+pR—2—"|dx 40
[ ax WOJ( dx "j g X ax} “0)

2 2
N, = L{Zivn(pwr? +S‘Ynz>+ocD(d:v" —\yn] +BR(d:j") }dx
X X

7. DRGANIA WYMUSZONE

Wektor drgan wymuszonych stanowiacy ogolne rozwiazanie rownania (2) jest
poszukiwany w postaci nastepujacego uogolnionego szeregu Fouriera:

u'=>"US,. (41)
n=1
Rozwiazanie (41) w zapisie skalarnym ma postac
w & W
=28 { } (42)
t:W } n=1 " \Yﬂ
gdzie:

S, - skalarna funkcja ruchu drgan wymuszonych.

Rozwijajac wektor obciazenia w uogolniony szereg Fouriera:

F=) MU,f, (43)
n=l .
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a nastepnie podstawiajac (43) i (41) do (2) otrzymano réwnanie rézniczkowe ruchu [2]:

n Sﬂ >

S, —iv -f,=0 n=12,..
gdzie:

f, sa wspotczynnikami rozwinigcia wektora obciazenia w szereg (43).

(44)

Wykorzystujac wiasnos¢ ortogonalnosci wektorow wiasnych (31) okreslono

wspotczynniki f, wzorem przedstawionym w postaci operatorowej [2]:

(ivaU,]F)

" (pivMm+Lu,.U,)

Wzor (45) w zapisie skalarnym ma nastepujaca postac:

edzie:
N, jest okreslone wzorem (40),. natomiast
n

P, =1iv, _Equ + ¥, mdx

Rozwiazanie réwnania rézniczkowego (44) ma postac:

1
S, =C,, +Cy, e)<p(ivnt)+_L 'ﬂexpivn(t -1) 7l]fn(r)dr

Vi g

gdzie Cy,, 1 Gy, sq stalymi catkowania wyznaczanymi z warunkéw poczatkowych.

W przypadku zerowych warunkéw poczatkowych jest rownosé: C,, =C,, =0.

Rozwiazanie (42) przeksztalcono ostatecznie do nastgpujacej postaci:

w = ilSHHWIJcos(@: + (D,l)

n=1}

\V* = Z.O]Sn”an|COS(®:1 + Q“)

n=l
edzie:

©, = ArgS, b, = ArgW,.Q, = Arg¥

n’

przy czym: S, =S, (t) oraz ®, =, (1)

(45)

(46)

(47)

(48)

(49)

(50)
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VIBRATION OF TIMOSHENKO-KELVIN’S BEAM

Summary

In this paper an analytical method of solving the free and forced vibration pro-
blems of Timoshenko beam is presented. It’s assumed, that the beam is carried out from
a viscoelastic material, which is descriebed by the rheology Voigt-Kelvin model. The
besis of the elaborate method are the operator principles [2]. The essence of this method
is separation of variables in the conjugate space and the property of orthogonality of
complex eigenvector of free vibration. The solution in the generalize form of the Fo-
urier’s series is obtained.

Key words: vibration, beam, Timoshenko, visco-elastic, orthogonality, eigenvector
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W pracy przedstawiono syntez¢ podatnosci metoda strukturalna. Metoda
posiada szereg zalet. Kazdy 7z poduktadow pojawia si¢ w strukturze samodzielnie
i jezeli poduktad jest trudny do opisu analitycznego mozna go wyznaczy¢ do-
$wiadczalnie. Metoda moze by¢ réwniez zastosowana do aktywnych uktadow
kontroli drgan poniewaz na podstawie snajomosci macierzy podatnosci mozna
wy7znaczy¢ rownania stanu uktadu.

W celu przedstawicnia proponowanej metody proces zakonczono przyktadem.

Stowa kluczowe: synieza podatnosci, macierz podatnosci, kontrola drgan,
réwnania stanu.

1. WSTEP

Podstawa kazdej analizy ukladu dynamicznego jest model matematyczny, ktéry
powinien wiernie opisywac model rzeczywisty. Czgsto nie jest to zadanie tatwe. Szcze-
golnie dotyczy to ukladow dyskretno-ciagtych, w ktorych uklad ciagly jest bardzo
skomplikowany. np. pokfad statku z posadowionymi tam urzadzeniami, strop hal
Z maszynami, itp.

Dogodna metoda analizy takich uktadow jest metoda oparta na strukturalnej synte-
zie podatnosci poszezegolnych poduktadow.

Zastosowanie metody syntezy podatnosci dynamicznych znacznie upraszcza opis
ukladu, ¢dyz nieznany i trudny do wyznaczenia analitycznego uklad ciagly zastgpujemy
jego podatno$ciami, wyznaczonymi doéwiadczalnie w punktach pofaczenia z ukfadami
dyskretnymi.

Tak zbudowany schemat polaczen jest w pelni przystosowany do analizy jaka sto-
suje sie w automatyce za pomoca macierzy transmitancji [1]. Ponadto w tak otrzymany
schemat strukturalny tatwo wpisa¢ czton aktywny realizujacy zadanie aktywnej kontroli
drgan.

Czesto jednak dogodnicjsza forma projektowania uktadu dynamicznego jest opis
obiektu za pomoca réwnan stanu, ktore rowniez otrzymuje si¢ za pomoca proponowanej
metody [2].

Procedura badania przedstawionych pokazano na rys.1.
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Model mechaniczny

Wyznaczenie

Wyznaczenie podatnosci podatnoéci
uktadéw dyskretnych ukladéw ciaglych

Badania
do$wiadczalne

V!

~N\ &

Synteza podatno$ci
metoda strukturalng

V!

Okreélenie macierzy
podatnosci G(iv)

Badanie ukladu

j @

s=

G(s)=C[s I-A] B+D

y

;c_—_Ax+Bu
y=Cx+Du

Badanie ukladu

Rys.1. Procedura badania uktadow dyskretno-ciagtych

2. SYNTEZA PODATNOSCI

Po opracowaniu model mechaniczny - zgodnie z procedura przedstawiona na rys. 1
- dzieli si¢ go na poszczegolne poduklady opisane ich podatnosciami, a nastepnie przepro-
wadza si¢ syntezg strukturalna podatnosci [3]. Rozpatrzmy model przedstawiony na rys.2.

Rys.2. Uktad dyskretno-ciagty
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Uklad podzielono na trzy poduklady o, B, y. Nalezy zauwazy¢, ze detalizacja mo-
delu zalezy od celu zadania i w wielu przypadkach poduktady o i B mozna traktowad
jak jeden.

Jak powiedziano, metoda jest szczegélnie przydatna dla uktadéw, w ktorym podu-
kiad ciagty jest zlozony i trudny do okreslenia analitycznie.

Ukfad ten opisany jest macierza podatno$ci, w ktérym jej elementami sa podatnosci
pomierzone w interesujacych nas punktach:

Y33 Y34 Y35 -V

ploy=| 0T T T (1)

Yn3 Y4 ® - Ymn
Zachodzi oczywiscie odpowiednio$¢ Y =750

Schemat strukturalny powiazan pomigdzy poszczegélnymi blokami podatnosci
przedstawiono na rys.3.

_— **@i" - f*”f1 1B % T L
7
|
V-
I | |' 1By | X 1 """""""
1 - :
-~ g4 X L
- TaKT
. [
[+ . 3
i @L |] o33 Il _@——r_\l
_ ,TYS—S—_I | !
V43 Y34

Rys.3. Synteza strukturalna podatnosci z rys.2.
Obliczamy dla przyktadu podatnos¢ G,,(iw)

L

Rys.4. Schemat blokowy podatnosci G ;(im)
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Redukujac wymieniony schemat zgodnie z zasadami przeksztatcen schematow bloko-
wych otrzymujemy:

G (iw) = [a”(YB +a33)"0‘|23b11 _ Ly (io) @)
2 . 4
(0‘33 +Y33X0m +Bn)—0tf3 M(i o)
Podobnie otrzymano:
i Loy @By LiGie)
Gi(im)=Gy(in)= 3'1\/5:10))3’33 _ I\;(i . .

Nalezy zauwazy¢, ze mianownik jest réwny dla wszystkich podatnosci i po przyréwnaniu
go do zera wyznacza si¢ czgstos$ci wlasne uktadu.
Wzor (3) mozemy przedstawi¢ w innej formie:

Gy = Sy =K a0 1) @

gdzie K,;(i ®)oznacza podatno$¢ ukladu dyskretnego od wspélrzednej pierwszej do
podioza.

Mozna udowodni¢, ze zalezno$¢ ta jest wazna dla wszystkich innych wspotrzed-
nvch lezacych na uktadzie ciggtym.

Ze schematu gtownego otrzymujemy bowiem:

tn
—

Guio)=K;;(10) 73,0 0) (
i ogdlnie:
G, (i) =K3(i0) v, (i ©) (6)
Powyzszy wzor pozwala w fatwy sposob analizowaé drgania np. stropu od posa-
dowionych tam maszyn, gdzie podatno$¢ K(i w)jest wartoscia stala. reprezentujaca
podatnos¢ maszyny w miejscu jej posadowienia.

3. MACIERZ PODATNOSCI

Na podstawie schematu strukturalnego przedstawionego na rys.3 mozna wyznaczy¢
wszystkie interesujace nas podatnos$ci tworzace w calosci macierz podatnosci G(i a))

Gll G]Z Gl?. GM [‘]l LI?_ LI LHW
. . . G 1 . . . .
Glio)= e —— (7)
° ° ° ° M(l (0) ° ° ° °
LGy e Gy Ly o @ L44J

Ponadto oznaczamy:

oy == Bl] =5 Yy T (8)
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Wzory (8) podstawiamy do (2) i (3) i pozostatych podatnosci tworzacych macierz
podatnosci (7).
Po wymnozeniu otrzymujemy:

M(i m):(a33-G+g33 A)(3118+b1|A)_3123 rB ©®)
L@ 03):{311(233'A)+333r)_3123 lﬂJbll (10)
Li(io)=aj3-b;y-g35-A  itd. (n

Nieznana podatno$¢ ukiadu ciaglego zastgpujemy modelem drugiego rzedu opisa-
nym wzorem (12)

133 :g_33_:_____b§+b0 2
T sP+as+a, (12)

Pozostate elementy macierzy (7) wyznaczamy réwniez w funkeji s, gdzie:

* 2
AEﬁngl : (xnzili:——kl_'—m's (13)
A K| -mgs’ ) A A

(14)

gdzie:
ki =k, +¢, s
W wymienionych zaleznosciach przeszli§my od opisu transmitancji z dziedziny
czestotliwosciowej do opisu w dziedzinie zmiennej zespolonej s, co mozna zapisa¢:

Gli 0)= G(s)|s=im (15)

Zachodzi zaleznos¢:
y(s) = G(s)- U(s) (16)

Transmitancja opisana réwnaniem (16) wiaze dowolny sygnal wejscia z wyjsciem
w dziedzinie zmiennej zespolonej s przy zerowych warunkach poczatkowych.

Majac okre$long macierz transmitancji mozemy okresli¢c odpowiedZz uktadu, jak
rowniez realizowac rozne inne zagadnienia analizy.

W wielu przypadkach metoda transmitancji jest jednak ograniczona. Cechuja ja
jednak prostota interpretacji i fatwos¢ okreslania na drodze pomiarowej.

Réwnania stanu sa trudniejsze do interpretacji fizycznej i trudne do bezposrednie-
go okreslenia na drodze pomiarowej, jednak forma opisu matematycznego jest bardzo
dogodna dla celéow modelowania i projektowania uktadow wielowymiarowych.
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4. WYBOR ZMIENNYCH STANU

Roéwnanie stanu i rownanie wyj$cia maja postac:
x(t)y=A-x(t)+Bu(t) (17)

y(t) =C-x(t) + D u(t) (18)

gdzie:

n wymiarowy wektor stanu,

macierz obiektu o wymiarach n x n,
macierz wejscia 0 wymiarach n x p,

p wymiarowy wektor wymuszenia.

- g wymiarowy wektor odpowiedzi,

- macierz wyj$cia o wymiarach g x n,

- macierz transmitancyjna o wymiarach g x p.

TOX S m» X

Zadanie polega na wyznaczeniu macierzy A, B, C i D na podstawie danej macie-
rzy transmitancji G(s).

Problem taki powstaje wowczas, gdy cala macierz lub poszczegdlne jej elementy
uzyskane sa na drodze pomiaréw obiektu rzeczywistego. W rozpatrywanym w pracy
przykladzie pomierzono doswiadczalnie podatnos¢ ukfadu ciagtego y.

Przeksztalcajac odpowiednio (17), (18) i poréwnujac z (16) otrzymujemy:

c[sI—A]adJB

G(S):C[SI—AT]B:m

(19)

Wzor ten pozwala wyznaczy¢ macierz G(s) na podstawie danych macierzy A, B. C, D
lub odwrotnie, na podstawie znajomosci G(s) wyznaczy¢ macierze ABC i D.

Czworke poszukiwanych macierzy A,B.C.D na podstawie znajomosci G(s) spet-
niajacych (19) nazywamy realizacja macierzy G(s). Zaleznos¢ (19) nie jest jednoznacz-
na, tzn. znalez¢é mozna wiele macierzy spetniajacych ten warunek. Dlatego wprowadza
si¢ pojecie tzw. realizacji minimalnej. dla ktérej liczba wspétrzednych ,n™ jest mini-
malna.

W celu ulatwienia poszukiwania realizacji minimalnej autor wykorzystat pewne
wlasnoéci znamienne dia ukladéw mechanicznych
- D=1imG(s) =0 zachodzi gdy stopien licznika jest nizszy od stopnia wielomiana

S—w
mianownika transmitancji operatorowej G(s),
- macierz G(s) jest wymiarem gxp. Dla ukladéw mechanicznych zachodzi
G, (s)=G (s) stad p=¢
- mianownik transmitancji jest ten sam dla wszystkich elementow macierzy G(s)
i1z (19) otrzymujemy M(s)=[sI-A]

- minimalna liczba zmiennych stanu n jest rowna stopniowi wielomianu w mianowni-
ku M(s).
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5.PRZYKLAD OBLICZEN

Rozpatrzmy model z rys.2, w ktérym dla uproszczenia pominigto poduktad §.
Obliczamy drgania podtoza od wymuszen dziatajacych wzdtuz wspotrzednej y.
Macierz podatnosci tak przyjetego ukfadu ma postac:

. Gy Gy,
G(iw) :{ o (20)
Gi; Gy
Rozwiazujac schemat strukturalny z rys.3 otrzymujemy:
. Oy
Gs(io) = 213 Y33 @1
033 +733
: *33-¥33
Gy (i) = —2-233
33 +7Y33 2)
S oy (o3 +Yn)—0‘123
Gplio)= “" (23)
Q33 +733
Dla modelu z rys.2 poszczeg6lne podatnosci maja postac:
aj k,‘
ap(s)=oy(s) == ——1 24
13 3 A K ms (24)
asy; k; +m,s2
Ug3(s) = —==—p—7F (25)
k; -ms”
adzie:
k = k,+cs.
Uktad o reprezentuje masa m;=0.1 kg, podparta na sprezynie o sztywnosci
N
K, = 40—,

m
Dia uktadu ciagtego wyznaczono doswiadczalnie charakterystyke amplitudowo-
czgstotliwosciows i na jej podstawie okreslono wzor opisujacy podatnosé yss:

33 = 71 =8 (26)
P02 va0f) T

Macierz transmitancji G(s) otrzymamy podstawiajac (24,25,26) do (21,22,23):

-
a3 as) ?

ayl 7

G(s) = .
®) M(s)| a3 %(313[*”/\)‘ A)

edzie:
M(s) =ay 1 +qy5A .
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Ostatecznie po podstawieniu danych otrzymujemy:

G(s) (28)

1 [10s* +18000 2000
M(s) 2000 5% +2000

i M(s)=s" +2200s” + 64000
a) stopien mianownika wynosi cztery, stad n=4,
b) D=0, gdyz lim G(s) =0,
S§—

¢) stosujac wariant 1 metody bezpoéredniej otrzymujemy [2]:

0 1 0 0y 0 0 0 o] [0 o]

0 0 1 0ol 0 0O 0 0 0 0

o o o0 1{ 0 0 0 0 100

A _|76410° 0 22.10° 01 0 0 0 0f |10
oo 0 0 01 0 0o 0 o] oo
0 0 0 0 0 ! 1 0 0 0

0 0 0 0! 0 0o 0 1 00

. 0 0 0 01-64-10° 0 22-10° 0| |0 1]

co 18:10° 0 10 0 2-10° 0 0 0
210° 0 0 0 2:10° 0 5 0

) A B
d) przeksztatcamy macierz c

D

Ay, 00
do postaci | A5, A, B,
c, ¢, o0

gdzie poszukiwana realizacja minimalna jest realizacja Ay, B, C,.

e) po przeksztalceniach otrzymujemy,

0 1 0 0 0 0
—-400 0 400 O 10 0
Ay = B, =
0 0 0 1 0 O
200 0 -1800 O 0 5

i 0 00
C2:
0 01O
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f) sprawdzamy podstawiajac A,, do zaleznosci:

M(s) = [s I- A, ]=s* +2200s> + 640000

6. WNIOSKI

1. Metoda strukturalnej syntezy podatnosci jest szczegélnie przydatna dla ukladow
dyskretno-ciagtych, w ktérym uktad ciagly jest ztozony i trudny do opisu analitycz-
nego. Unikajac skomplikowanych procedur identyfikacyjnych, okreslamy do§wiad-
czalnie charakterystyki dynamiczne tylko w punktach polaczenia z uktadami dys-
kretnymi. Otrzymana w efekcie pofaczenia macierz podatnosci pozwala na petng
analize jak | badanie rozwazanego obiektu.

. W struktury otrzymanego potaczenia mozna fatwo wpisaé czlony aktywne realizujace
aktywna kontrole drgan.

. Otrzymana macierz podatnosci pozwala przej$¢ do opisu uktadu za pomoca réwnan
stanu dajacych jeszcze inne narzedzie badania ukfadu.

2

(VS)
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THE CHOISE OF STATE VARIABLES OF A DISCRETE AND FLEXIBLE
SYSTEMS BY MEANS OF THE RECEPTANCE SYNTHESIS

Summary

The paper presents the synthesis of the receptance by using the block diagrams.
This methos has same advantages. Each sub-system is described by its receptance and
occour in the formulas separately and the second, if the sub-system is so complicated its
receptance can be obtained by experiments. It can be applied also to the active method
of vibration control by formulation the state space equations from the receptance matrix.
In oder to illustrate the connection of the receptance and transformation to the state-
space equations the example was presented.

Key words: recetance synthesis, receptance matrix, vibration control, state-space
method.






AKADEMIA TECHNICZNO-ROLNICZA IM. JANA I JEDRZEJA SNIADECKICH
W BYDGOSZCZY
ZESZYTY NAUKOWE NR 221 - Mechanika 44 - 1999

STABILITY BOUNDARIES OF AUTONOMOUS NON-LINEAR
DYNAMIC SYSTEMS

Kazimierz Peszynski', Vaclav Tesai”

'Katedra Sterowania i Konstrukcji, Wydzial Mechaniczny ATR
ul. Prof. S. Kaliskiego 7, 85-796 Bydgoszcz

chparlment of Chemical & Process Enginecring, University of Sheffield
Mappin Street, Sheffield - ST 3JD, United Kingdom
(on leave from CVUT Praha)

The paper discusses general behaviour of nonlincar dynamic systems with-
out external excitation. Their vector of state quantities gradually evolves in time,
reaching cither a stable equilibrium state or, in an unstable case, exceeds physical
limits. In higher-order nonlinear systems, there may be many cquilibrium states
and it is important to determine the extent of stability region for the stable ones.
The approach to this problem is explained using the hypervector notation and
basing the system classification on the analogy with potential in fluid mechanics.

Key words: Dynamic systems. stability, state space, hypervector, potential

1. INTRODUCTION

The specific property of dynamic systems is their evolution in the course of time.
The autonomous systems, of interest in the present paper, evolve without any external
forcing action. The fundamental question is then their stability: if the system is stable,
its evolution leads to an equilibrium state.

There are also unstable equilibrium states —~ which are unlikely to be observable,
since any disturbance, however small, causes the state parameters to increase until
reaching some physical limits. The system stalls, bursts or deteriorates. To avoid such
unpleasant consequences, it is necessary to study the character of evolution. This is
relatively simple in linear systems — stable or unstable everywhere. However, in the
non-linear dynamic systems — which recently become more and more important — the
question may become rather difficult.

There are many equilibrium states and it may be not easy to determine the bounda-
ries of the stability region. Fortunately, because of the one-directional character of
changes, the study of evolution may be based simply on the basic geometric properties
of the differential equations that describe the system.

2. STATE VECTOR AND ITS VARIATION IN TIME

Very instructive insight into the problem may be gained by using the hypervector
notation. A single variable quantity - which is an object of interest in a study of a first
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order dynamic system - is a scalar, Fig.1. The problems become mode complicated
whenever there are more variables (such as simultaneously varying position, pressure,
temperature, ...) or the behaviour of the system is of a higher order.

The description of the behaviour may be expressed in the form of a system of sev-
eral simultaneous first-order ordinary differential equations (in a higher order system. a
decomposition is possible by formally introducing additional variables equal to time
derivatives). It is then useful to describe the state of the system by a first-order tensor -
the state vector X , Fig.1 - that encompasses all quantities required for unique descrip-
tion of the state.

Position of a point X on aline

o~

Position of a point X on a plane

X

0 X, Defermined by vector X= |y

X ' etermined by vecior X = X
/2 \- ofthe two distances X;; X, !

Determined by a scalar X,
= diskance from the origin O

oy in the two orboganal directions Matrix writfen here with cross-bar below e g A
. . . ... an array of VECTORS A,;AIIAJ
X3 A Position of a point Xin space X arranged ane after another in a perfectanalogy
! ia the arrangement
’ X Determined by vector X= | X, of the scalars in the vectar AnlAp| A
: = first order fensor X, " " 13
0 H

X, with the three elements \_A_a=[A||AIlA1] =1 An| An| Ay
- XHX)?Xa A]‘ A32 AJJ

Fig.!. Geometrical interpretation of a scalar
valucd quantity as a position of a point
on aline. A vector valued quantity may

Fig.2. Matrix is an array of vector in an
analogy to a vector being an array of
scalars

be thought of as indicating the position
on a planc or in space

Linear relations between vectors are very instructively expressed by means of tradi-
tional concept of a matrix. Fig.2 - which is basically a scheme for writing down a second-
order tensor. In the lincar relation it is necessary to operate with second-order multi-
plicative tensors, because the simple scalar multiplication in the scalar function is replaced
by the contracted product Fig.8. If we wish to use a quadratic vector-to vector de-
pendence, we find that also the square of the state vector - Fig.5 -isa second-order tensor.

The limitation of matrix calculus towards the higher power expressions is due to
the fact that for the quadratic function we then need as a tensor of the multiplicative
constants an object of a higher dimension than matrix - the third-order multiplicative
hypervector Fig.6. One of the advantages of the hypervector notation is that it makes
possible expressing the higher powers (Fig.16) — and this means the possibility of
working with polynomials and power series (which, for continuous functions. permit
expressing any non-linear behaviour).

An important fact is that using the hypervectors, it is possible to transfer directly -
unchanged - formal expressions as we know them from scalar functions of a scalar
variable into the realm of vector function of vector variable (Fig.17). This, of course. is
exactly what we need for the study of non-linear higher-order dynamic systems. Perhaps
equally important is that even the expressions for the derivatives and integrals (Fig.16)
of these functions are formally identical to the corresponding scalar cases.
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[Symmetnsofion of @ matrix A }

1 ~. |0 |0
symA,= = (A+isoA) LS
2 A 9

this operation generates a mairix with equal LY N
elerments on locatians positioned syrmmetrically
with respect fo the main diogonal
Matrix B, is @ symmetric one i therets B:-smpB
sothatthere ise g.- B]2= B21

All matrices may be decomposed into a symmetric

and an alternating component, defined

ot A= A- symA,

If for some mmnx&
L,=atC ten C,;=Cypy=0

€= Cq

Imporiant unitary matrices used in this paper:

- oY) - [ol%) - 313

Fig.3. An important fact about matrices is the Fig.4. Important unitary 2D matrices used in
possibility to split them into their sym- this paper: Identity matrix, unit alter-

metric and alternating components

nating matrix, and a matrix with differ-
ent signs on the main diagonal

Third-order hypervector
written here with double cross-bar below .. e.g. A

Ad
...an array of MATRICES A1;A2;A3

Square of a vector

X1X1 ‘x1 X2
X2 XX,

arranged one after another in a perfectanalogy
to the arrangement Al A
of the scalars in the vector m A

A?Hi AI?\

XX, | X, X, A=[A1HA2HA;]-~——;—A

is a second order fensor - ne| P
which may be written as a matrix ALl A,

Fig.5. A matrix is required to write down a
square of a vector

Fig.6. Third-order hypervectors are genera-
lisations of the second-order matrices

Tf]lrid pO}fNer X, XX, l X, X, X,
or
of avec X XX, X, XX, X,
x = ==
X1X1X2 X‘IX2X2
X2X1X2 X2X7x2
requires a third-order hypervector

o be written down

[Contracted product of a matrix and a veclor

- the resultis a
vector ApX i+ ApXy + ApX,
AX =

AyX+ ApXy+ Ay X,

A]IXI+ ApXy+ ApX,
or written In the index notahon:

2 A X
]

Fig.7. Third-order hypervector is required to Fig.8. The contracted product is an essential

writec down the third power of a vector

operation of the matrix calculus, used to
express (see Fig.12) the linear vector
function of a vector variable



Vector function of a vector variable - three dimensional case

Iig.9. Association between two spaces ex-
pressed by the vector function ofa
vector variable

Rellef surface:

Local height above |
the X; X, plane |
corresponds fo
the value Y
evaluated
from

AY
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Scalar funchon of a vector vanable e

One of the posstble geometric interpretations
Y=f(X)

mapping between points X- (X, .X,) of a plane
and points Y of aline

The simplest case
linear homogeneous funcion

Y- AX
with mulhplicaton vecior [ A ]

AZ
YA X, 4R, X,

Association of a scalar (Y) to points
of a plane may be interprcted and
viewed upon as a reliet surface

[ Scalar function of a scalar variab|e:H Y =f (X)l—

QOne ot alternative geomerric Inferprefations  1ocal height above x
hne corresponds 10
vatue Y evotuated

from Y - 1[X)

on oxample
Y P

Fig.10. Association of a line to a planc: geo-
metrical interpretation of the scalar
function of a vector vanable

I Vector function of a vector variable ]

One of the poss:bleigeomemc Interpretations
mapping between points X- [X,.X,) and

¥Y=L[Y.:Y,} oftwo pianes

The simplest case
hnear homogeneous funchon
Y-AX
with muttiphcation
fensor A- Anfhe
AnlAy
which contoins the
necessary muthplicative
consmnts

Represent the set
of scalar equations

Vs A XA, X,
Yot Ap Xt Ay X,

Association between two  surfaces
(planes): a geometrical interpretation
of the vector function of a vector
variable

Fig.12.

DERIVATIVE- I dyY = Yv dXI

- local substitution by linear

hamogeneous functional
dependence between
Infinitesimally small
Eed e i ts:
wifiriiesimat ncrements MCremeNS: gy« A aX

The derivative 1s the mulitplicative scalar Yv In this substitution

Time derivative operator o
I dY¥ = Yo dt |
- rate of change with fime YO represents a mutfiplicative

constant in the local linear homogeneous approximation fo
the fime dependence  y = {(t)

I'ig.13. Standard geometrical interpretation
of a scalar function of a scalar vari-
able and of the derivative of this

function

Fig.14. Derivation with respect to time is
essential for differential equations of
dynamic systems
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Derivative of the funcfion ¥ = f(X)
is a second order tensor - may be written

as a matrix
s Yy - Yy Y, vz]
= Y51YT,

[Power series
representation of vector functions
DEFINITION:  local substitufion of the actual of a vector variable

function by a linearhomogeneous substitution _ 7+ A x3+
valid between small finfinitesimal) increments Y=A+AX+ éx =i

n

a¥- Yo, aX T AX
¥, 9,dX, + Y, 7,dX, n n
) [sz‘d)(|+ ¥, v, dX, DERIVATIVE: Yy = Zn_An‘flx

Fig.15. Spatial derivative of the vector func- Fig.16. Easily differentiable power vector
tion of a vector variable from Fig.12 functions of a vector variable make
possible to introduce the concept
of power series by which it may be
possible to describe any conti-
nuous nonlinear vector-to vector

function

| Integral .'

of a vector power A, ”X

n
n+l
" =1 AX +
©= ‘_A4 X )dx_nﬂ syﬂ" Sl c
n#l
the result is scalar-valued
Note that derivating the infegral leads fo only
the symmetric [noncirculatory) component of the
original function: n
$v=sym A X
>

=n+}

Fig.17. The inversc operation to differentia-
tion is integration: the integration
constant K is irrelevant in the present
context

3. FIRST ORDER SYSTEMS

In the simple case of the first order system (Fig.18) the geometrical interpretation
of the differcntial equation that describes its behaviour is that of a scalar-to-scalar map-
ping. In the lincar case there is only one equilibrium state in which the system stops
evolving.

Nonlinear systems (Fig.20) posses several equilibrium states. The position of
equilibria is found by solving of the algebraic relation obtained from the requirement of
zero left-hand side (no change in time). Character of the equilibrium state in the linear
case is determined by the sign of the multiplicative scalar (Fig.19). In the nonlinear
cases, the character is determined by the sign of the derivative, which substitutes the
behaviour by s lincar homogeneous relation valid for small changes in the vicinity of
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the equilibrium. The boundaries of the stability region are best found by the very in-
structive procedure of evaluating the integral and assuming that the evolution of the
system proceeds by the state climbing everywhere up the integral curve (Fig.22). It is
obvious, that the most distant position from which this development will climb to a
particular stable equilibrium is the nearest local minimum of the potential - which corre-
sponds to the location of the neighbouring unstable equilibrium state.

I First order dynamic system

STABILITY: “LINEAR
Xo A
°¢  Unstable
[A>0]
_ X
Xg=0

First order dynamic sysem  |————— .
- described by first order scalar ordinary differential Xo L

equation T Stable
R o\

A
oY The simplest case-
X g [ linear hormogeneous X0 = A X N
Equilibrium state Xo X
Xg=0
Another simple case
\ Unear inhormogeneous: Spe(i(ﬂ case:
X X0 - AX+B :
R X . ) —
> eaullbriom x o - B/A Indifferent |A - OI
Fig.18. The simplest autonomous dynamic Fig.19. If the system according to Fig.18 is
system is geometrically interpreted linear, it is easy to evaluate stability
as a one-dimensional problem des- of its single equilibrium point

cribed by a scalar equation

First order dynamic system - NONLINEAR [ XO ={ {X)
- several equilibrium slales X, some stable, some unstable
- the slable ones have limited region of affraction Stabiiity of Spatial
An example Xo A equilibrium states derivative:
with 3 equilibnum T \ Xo Xov 4
stdtes: Xov >0
Unstable \/
\ /
p (~>
< 7 -
. -7 X
Xov<0
Stable

Fig.20. If the system according to Fig.18 is Fig.21. The sign of the spatial derivative

nonlinear, the situation is complicated of anonlinear first-order system
by there being, in principle, several used to determine stability of
equilibrium states - the stable ones equilibrium points

have a limited region of stability
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Differennal Spatial

equation derivative:

i oy 2 Xoy=-1+2X
X=X+ X .

Motion
up the
potential

2143
- 1x-1x

Xov >0
X0V <0 " Unstable
Stable Region
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of stability

Power series representafion }——

for nonlinear systems

XO= At AX+AXFAX .
XO = ZAnﬂxn

advantage: simple evaluation of the

spatial derivative: n
XOV = Z An+lx

Fig.22. Another example of a simple nonli-
near system with the distribution of
its spatial derivative and integral
(= potential). The notion of the time
development climbing up the poten-
tial curve makes possible to deter-
minc the boundaries of their stability
reglon

{ Second order dynamic system }—

des(r;bed by two fiust order scalar ordinary differental
equations _
X0 = £ (X;.X7)

SR

Equibnumstate X yom f (X)-0

charackr of equiibum skbility) determined by sym XOV

r
I The simplest case
! Iinear hemogeneous XO= ._A_.X

Equilibrium XR -
Stabity AXe- D

oteculibria - XOV = A, - symmemcport sym A,
I 15 rofated fo find

sogA = [ L ir sy Xov, - 2 qued symXov |

4) Stable it Aj<0 and Ay<0
Bl Unstable 1fA;>0andA,>0
C} Stagnation point  sign Ay# sign Ay

Nonlinear cases usually may be expressed as

XC=A+AX+éX7+_A4XJ+_'_ - > AX

Skebitty of equilibrium A x
ponts 15 defermined from the dervative XOV, = Z &

Fig.23. The functions appearing on the right-

hand side of the differential equa-
tions describing the first-order sys-
tem may be very complicate. If the
dependence is continuous. however,
it is possible to represent them by
casily differentiable and integrable
power series

| Potential component of Xo=1({X)

—

This part of sysfern behaviour may be described by the distribution of the potentiol

Value of the infegrafion constant K

@ = XO dX is Irrelevant

Siabllty ofequilbria n X g are defermined by Sym Xov
Locol linear homogeneous rekifion between incements dX and d XO
In the vicsnity of eaullibrivm skate dXo = sym Xov aX
In rotated co-ordinates Z = R X the multipticative hypervector s diagonat
— -
dXo = diagD dX
dagD = 3 [L Ir sym XOV, ~ €, quad sym XO¥

D, 0 Stable i Dy< 0 and D;< 0O
diagD = 0 Unstable D> 0 and D;> 0

D Stagnation point. sign D, # sign Dy

1g.24. Autonomous sccond order dynamic
systems are geometrically interpreted
as a two-dimensional problem desc-
ribed by a vector function of vector
variable from Fig. 12

Fig.25. Representation of a system from

Fig.24 by the scalar potential makes
possible  particularly  instructive
geometric characterisation by equi-
potential lines in the state plane
(Fig.11). Unfortunately. this neglects
the circulatory component of system
behaviour
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h(o=-Lx+E°‘x2+cLﬂ1

“\Subcritical positive C
Stagnation point

in XR- 0

Shaded region
unsiable Xz

[xo=- 2 X+E°X*CkX]

~LCincal
circulation
C=1 e

X

Stagnation traectories
I

Fig.32. Trajectories in the state plane com- Fig.33. The system from Fig.26 with the

puted for the system from Fig.26 origin translated into the stagnation
with superimposed linear circulatory point and then superimposed linear
component. Here the circulation is of circulatory behaviour component of
subcritical intensity — and the be- exactly critical intensity

haviour is topologically equivalent to
that from Fig.29

4. HIGHER ORDER SYSTEMS —
POTENTIAL AND CIRCULATORY BEHAVIOUR

The geometrical interpretation of relations in higher order systems — e.g. the sec-
ond order one as discussed in Fig.24 — is complicated by the difficulty of an instructive
diagrammatic presentation. Even in the two-dimensional case (Fig.24) it is not possible
or, anyway, really instructive to plot simultaneously the two components of the rate of
change. An interesting possibility is to use the idea successfully used in a similar situation
in fluid mechanics, which faces an analogous problem that it is not instructive or even
possible to plot simultaneously the two components of the velocity vector. One solution
used there is to work with the integral, potential of the velocity distribution.

The spatial distribution of the integral (Fig.17) is a scalar function of a vector vari-
able (Fig.10). As such, is in fact quite casy to plot -Fig.11. Unfortunately, not all veloc-
ity fields may be completely described by potential, but those for which such a descrip-
tion is possible the plotted distribution of equipotential lines (or, in third-order systems,
equipotential surfaces) is very instructive. A similar illustrative presentation of proper-
ties of a dynamic system by means of a potential integral. The example presented is
shown in Figs.25 to Fig.29 is a quadratic second-order dynamic system with symmetric
multiplicative matrices - which means that it can be described completely by its poten-
tial. The boundaries of the region of stability are trajectories passing towards the stag-
nation equilibrium states. In Figs.25 to Fig.29 it is immediately seen how the sates to
the left of the stagnation trajectories (which, rather exceptionally, are here straight lines)
finish in the stable equilibrium state. Of course, potential can represent only the irrota-
tional part of velocity field. This is the part corresponding to the symmetric (Fig.3)
component of the derivative hypervector.
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The remaining circulatory component (Fig.30) corresponds to the alternating part
of the derivative. Apart from deforming the trajectories into a more or less spiral form,
the important effect of the circulatory (alternating) component of behaviour is the fact it
moves the equilibrium position. It may be interesting to watch the migration of these
equilibria with gradually increasing intensity of circulation (example in Fig31). If the
circulation component intensity is weak, it does not change the overall topological char-
acter of the field of trajectories - this is seen in the example Fig.31. In spite of changes
(deformed trajectories, migrated stagnation point) the basic features if this case is the
same as in the zero circulation case in Fig.29. If, however, its intensity is higher than the
critical value (indicated in Fig.30) the presence of circulation may cause reversal in
character of the equilibrium points of stagnation character —Fig.30.

Supercrial C=2 A X2

Fig.34. An example of orbital stability: it is obtained in the system from Fig.33
(which corresponds to Fig.26 with the origin translated into the stagnation
point and then superimposed lincar circulatory behaviour) with circulation of
supercitical magnitude

CONCLUSIONS

Even though study of dynamics of nonlinear systems does not depend upon hyper-
vector notation used in the present paper, we have found this particular approach very
effective. 1t makes possible to express the complicated spatial relations in a particularly
simple way, instructive and easy to use - because of the direct analogy with scalar ex-
pression. In this paper the hypervector approach is used to investigate location of stabil-
ity boundaries. It made possible to study this quite old problem from a new point of
view. Equipotential lines, stagnation trajectories, vortex motion and another concepts as
used successfully for understanding fluid flow fields could be here applied to the study
of system dynamics under the conditions of an autonomous, nonexcited temporal devel-
opment.

Recent experience has shown that the method presented here may be easily further
developed to incorporate the effects of periodic excitations. It was e.g. applied to study
of harmonically excited bistable vortex flows [3], where the results tend to indicate that
bifurcation into the bistability — described by third-power two-dimensional hypervector
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equation with circulatory components — seems to be an important step in the scenario
leading to chaotic behaviour and fluid flow turbulence.
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GRANICE OBSZAROW STABILNOSCI W AUTONOMICZNYCH
NIELINIOWYCH SYSTEMACH DYNAMICZNYCH

Streszczenie

W artykule omawiane jest ogolne zachowanie nieliniowych systemow dynamicz-
nych bez zewnetrznego wzbudzenia. Wektor ich wielkosci stanu stopniowo rozwija si¢
w czasie, osiagajac albo stan rOwnowagi stabilnej, lub w przypadku niestabilnym prze-
kracza fizyczne granice. W systemach nieliniowych wyzszego rzedu moze istnie¢ wiele
stanéw niestabilnych wobec czego istotne jest okreslenie zakresu ich obszaréw stabil-
nosci. Problematyka jest wyjasnione na bazie zapisu przy pomocy hiperwektoréw', przy
czym punktem wyjécia jest analogia do pojecia potencjatu w mechanice ptynow.

Stowa kluczowe: system dynamiczny, stabilno$¢, przestrzen stanow, hiperwektor,
potencjat.

! Najogo6inie) mowiac hiperwektor jest to odpowiednik wektora zawierajacy macierze zamiast
wielkosci skalarnych. Pojecie ,,hypervector” jest stosowane w literaturze anglosaskiej.
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DOSWIADCZALNA WERYFIKACJA DYNAMICZNEGO
MODELU PROCESU ZGARNIANIA EADUNKOW

Tomasz Pigtkowski, Janusz Sempruch

Katedra Sterowania i Konstrukcji, Wydziat Mechaniczny ATR
ul. Prof. S. Kaliskiego 7, 85-796 Bydgoszcz

W celu prowadzania badan optymalizacyjnych procesu zgarniania na ma-
szynie rozdzielezej zbudowano model teoretyczny procesu zgarniania. Ciagly
proces zgarniania poddano dyskretyzacji wyodrgbniajac z niego etapy, ktére wy-
znaczajg rozne stany kinematyczno-dynamiczne tadunku w jakich moze si¢ on
znalez¢ podczas zgarniania. O przydatnosci tego modelu zadecydowaé moze tylko
badanie do$wiadczalne. Wykonane badania potwierdzily warto$¢ modelu teore-
tycznego.

Stowa kluczowe: proces zgarniania, zgarniak, modelowanie.

1. WSTEP

Dotychczasowym mankamentem maszyn do automatycznego sortowania fadun-
kow jednostkowych na kierunki byt dobér przez obshige odpowiednich parametrow
zgarniania (predkosci tasmy, cyklu pracy zgarniaka, op6znienia zadziatania zgarniaka)
[4]. Dobierane byty one przypadkowo na zasadzie prob i bledow, przy braku informacji
0 poziomie pojawiajacych sig¢ przy zgarnianiu przeciagzen tadunkéw oraz o przyczynach
niepoprawnego ich zgarniania. Do rozwiazania tego problemu potrzebny jest teoretycz-
ny model procesu zgarniania. Przeprowadzenie badan modelu pod wzgledem: symulacji
zgarniania fadunkow, optymalizacji parametréw zgarniania uwzgledniajacego ograni-
czenia, pozwola na $wiadome sterowanie pracg maszyn rozdzielczych. W celu Zaspo-
kojenia wymienionych potrzeb zbudowano taki teoretyczny model [2, 3]. Ciagly proces
zgarniania podzielono na fazy:

1) uderzenie uko$ne narozem paczki o zgarniak,

2) ruch plaski paczki przy odskoku po udarze,

3) powtérne ukosne uderzenie o zgarniak,

4) obrot paczki wokot naroza ocierajacego sie o ramie zgarniaka,

5) ruch paczki wzdtuz ramienia zgarniaka,

6) poslizg naroznikami paczki o ramig zgarniaka i burte tasmociagu.

Wyznaczaja one odmienne stany kinematyczno-dynamiczne tadunku i opisane sg
odr¢bnymi réwnaniami dynamicznymi. Superpozycja tych stanow tworzy matematyczny
model procesu zgarniania. O przydatnosci tego modelu zadecydowaé¢ moze jednak
sprawdzenie go podczas badan doswiadczalnych.
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2. DOSWIADCZALNE WYZNACZANIE WSPOLCZYNNIKA
RESTYTUCIJI PACZKI PRZY UDARZE

2.1. Metoda i program badan

Jedna z danych wejsciowych teoretycznego modelu procesu zgarniania jest wspot-
czynnik restytucji paczki przy udarze. Jego wyznaczenie przeprowadzono doswiadczal-
nie, metoda swobodnego spadku. Paczki zrzucano z wysoko$ci Ho i obserwowano wy-
sokoé¢ ich odbicia po udarze H,. W celu uzyskania powtarzalnosci badan, paczki przed
spadkiem pozycjonowano przy pomocy przyrzadu. Kwadrat wspoiczynnika restytucji K’
wyznaczono, jako stosunek energii potencjalnej ci¢zkosci odzyskanej przez paczke po
zderzeniu z nieodksztatcalnym podtozem do energii potencjalnej cigzkosci jaka paczka
posiadata przed zderzeniem [5]:

k2 — mgH] (1)
mgH,
czyli
oo [ o
Hy
gdzie:

m - masa tadunku,
g - przyspieszenie ziemskie.

Do badan uzyto paczek o trzech réznych masach i wymiarach: 1 kg (0.2x0.1x0.1 m),
5 kg (0.4x0.26x0.15 m) i 15 kg (0.4x0.4x0.2 m). Przygotowano po dwie paczki o wy-
mienionych masach. Kazda z nich poddawano swobodnemu spadkowi z wysokosci Hy:
0.1 m, 0.2 m, 0.3 m oraz 0.4 m. Préby spadku dla poszczegdlnych wysokosci 1 paczek
wykonywano trzykrotnie na jeden wybrany bok i dwukrotnie - na krawedz (za kazdym
razem inna). Na podstawie prowadzonych badaf wstepnych stwierdzono, ze kolejne
spadki na tg sama krawedZ powoduja obnizanie jej wiasciwosci ttumiacych przy ude-
rzeniu (wzrost wspotczynnika restytucji do poziomu osiaganego przy spadku na bok),
za$ kilkakrotny spadek na ten sam bok nie powoduje zasadniczych zmian mechanicz-
nych paczki. Paczki wykonane byly zgodnie z zaleceniami PN [7] z jednego arkusza
trzywarstwowej tektury falistej [6]. Do uzyskania odpowiedniej masy je wypetniano
uporzadkowanymi (powiazanymi w paczki) warstwami papieru.

2.2. Opis i warunki badan

Badania wspolczynnika restytucji metoda swobodnego spadku przeprowadzono
z wykorzystaniem przyrzadu do pozycjonowania paczek (rys.1). Przebieg eksperymentu
swobodnego spadku paczek rejestrowano kamerg monochromatyczng CCD K-45R
Elemis (z elektroniczna migawka 1/2000 s) ustawiong naprzeciwko stanowiska badan
oraz nagrywano na magnetowidzie S-VHS Panasonic. Przyrzad do pozycjonowania
paczek posiada przesuwna wzdtuz pionowej prowadnicy 4 potke 2, z mozliwoscig blo-
kowania jej polozenia $ruba 1. Przyrzad po wypoziomowaniu péiki mocowany jest
uchwytem 5 do $ciany budynku. W péice 2 wykonany jest otwor, przez ktory podczas
prob spadku paczki 3 przewlekano ciggno.
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W przypadku proby spadku paczki na bok, jeden koniec ciggna utwierdzano w jej
srodku ciezkosci, a drugim podciagano paczke, opierajac jej bok o wypoziomowang
powierzchnie potki (rys.1). Przy probie spadku paczki na krawedz, ciggno mocowano
do naroznika paczki, a paczke podciagano pod poike, az do oparcia krawedzia. W takim
ulozeniu $rodek ciezkosci paczki ustawiat si¢ na normalnej uderzenia. Potozenie potki
podczas préb blokowano w taki sposob, aby dno paczki (lub krawedz) znajdowato sig
na zadanej wysokosci spadku Ho. Paczka posiadala na powierzchni bialy znacznik
w ksztalcie krzyza na czarnym tle (kontrastowe zestawienie koloréw, czarne tlo nie
powoduje odbi¢ o$wietlenia). Na krzyzu znajdowat si¢ ciemny punkt kontrolny o sred-
nicy 1 mm. Na czarnym tle §ciany, na ktorej umocowano przyrzad umieszczono po-
dziatke liniowa w postaci biatych paskéw stuzaca do wyskalowania odczytéw z préb
zapisanych na ta$§mie video. Po przeprowadzeniu serii badan swobodnego spadku od-
twarzano zarejestrowany magnetowidem zapis, przegladajac go klatka po klatce. Naj-
wazniejszym i najtrudniejszym elementem badan bylo ustalenie wysokosci, na jaka
paczka wznosi sie po odbiciu od podtoza po spadku. W tym celu kilka ostatnich klatek
odpowiadajacych najwyzszemu polozeniu paczki po odbiciu zapisywano w postaci
pliku mapy bitowej, korzystajac z oprogramowania multimedialnego VideoCAP-C210
i karty video C210 firmy Tekram wspotpracujacej z magnetowidem. Utworzone pliki
importowano do edytora graficznego MS Paint i z doktadnoscia do jednego piksela
odczytywano polozenie znacznika paczki. Najwyzsze z polozen znacznika z poszcze-
gélnych klatek jednej préby spadku przyjmowano za wysoko$¢ odbicia paczki H; po
swobodnym spadku. Obraz bitowy zapisywano z rozdzielczo$cia 640x480 punktow.
Przestrzen 0.3 m oznaczona liniatem obok przyrzadu odpowiadata 305 punktom na
zarejestrowanym obrazie.

\ Zapis cyfrowy,
- przetwarzanie
1. 6 7 8

| 7
2;\\ ! \ Karta video

. ﬁ y Tekram C210
e
4 f
5 J " Ho /

N H /

Zapis analogowy, /
wstepna selekcja obrazu /

Rys.1. Uklad rejestracji i odczytu wysokosci odbicia fadunku: 1 - $ruba, 2 - nastawna
potka, 3 - zrzucana paczka, 4 - prowadnica, 5 - uchwyty mocujace, 6 - kamera,
7 - magnetowid, 8 — komputer
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2.3. Wyznaczanie wspotczynnika restytucji
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W tabelach 1 12 przedstawiono pomiary badan wysokosci odbicia paczek H, z za-
rejestrowanych badan doswiadczalnych wysokosci odbicia paczek przy swobodnym
spadku na bok i na krawedzZ. Przykladowy kadr z zapisanych badan przedstawiono na
rysunku 2. Wspéiczynniki restytucji (rys.3) wyznaczono na podstawie danych z tabel 1
i 2 po poddaniu ich aproksymacji wielomianem kwadratowym. Dodatkowo, dla paczki
o masie 5 kg przy spadku na bok zaznaczono pasma rozrzutéw wynikoéw. Dla pozosta-
tych paczek pasma rozrzutéw maja podobne wartosci (nie zaznaczono ich na wykresie).

Tabela 1
H; [m]
“i’; | [I:f] Paczka | Paczka I
I proba 11 préba III préba I proba 11 préba 111 proba
0,1 0,006 0,005 0,007 0,007 0,005 0,005
1 0,2 0,010 0,009 0,011 0,009 0,009 0,011
0,3 0,013 0,011 0,013 0,011 0,011 0,012
0,4 0,016 0,015 0,017 0,016 0,015 0,015
0,1 0,005 0,004 0,006 0,005 0,005 0,004
5 02 0,008 0,007 0,009 0,008 0,009 0,007
0,3 0,012 0,011 0,013 0,013 0,011 0.012
0,4 0,015 0,014 0,016 0,016 0,015 0,014
0,1 0,004 0,003 0,005 0,003 0,004 0,005
s 0,2 0,008 0,007 0,009 0,008 0,009 0.007
0,3 0,011 0,010 0,012 0,011 0,012 0,010
04 0,014 0,013 0,015 0,013 0,015 0,014
Tabela 2
8, [m]
[:;] [ljno] Paczka | Paczka II

I préba 11 proba I proba 11 préba

0,1 0,006 0,005 0,004 0,005

| 0,2 0,010 0,007 0,009 0,009

0,3 0,013 0,012 0,011 0,012

0.4 0,016 0,016 0,016 0.015

0,1 0,004 0,003 0,005 0,005

5 0,2 0.008 0,008 0,008 0,008

0,3 0,012 0,010 0,013 0,011

0,4 0,015 0,015 0,015 0,015

0,1 0,004 0,004 0,003 0,004

s 0,2 0.008 0,006 0,008 0,007

0,3 0,011 0,010 0,010 0,012

0,4 0,014 0,015 0,013 0,014

Wiekszy rozrzut wynikdéw obliczonego wspolczynnika restytucji wystepuje przy spadku
z nizszej wysokosci Hy (nizszej predkosci paczki w kierunku normalnym w,, uzyskane
przed uderzeniem), a mniejszy - przy spadku z wyzszej wysokos$ci. Rozrzuty wynikow
jednej paczki sa na tyle duze, ze ,,zachodza” na wyniki obliczenn wspdtczynnika restytu-
cji paczek o innych masach. Wyznaczony wspdlczynnik restytucji paczki przy spadku
na krawedz jest nieco mniejszy niz przy spadku na bok, jest takze mniej zalezny od
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3. BADANIE DOSWIADCZALNE PRZECIAZEN PACZKI PODCZAS
ZGARNIANIA NA PMR I PRZY SWOBODNYM SPADKU

3.1. Metoda 1 program badan

Dla celow weryfikacji teoretycznej analizy procesu zgarniania paczek z maszyny
rozdzielczej przeprowadzono badania doswiadczalne zgarniania paczek i ich swobod-
nego spadku na nieodksztalcalne podtoze. Przecigzenie jakiemu poddawana jest paczka
w procesie sortowania nie powinno przekraczaé przeciazenia osigganego przez t¢ pacz-
k¢ przy swobodnym spadku na nieodksztalcalne podloze z wysokosci 0.3 m [1]. Do
rejestracji przeciazen jakim poddawana jest paczka wykorzystano czujnik sejsmiczny
wbudowany w paczkg. Wprowadzone uproszczenia w modelowaniu teoretycznym
traktujace paczke jako cialo sztywne, a zgarniak jako mechanizm o nieodksztatcalnych
czlonach i nieskonczenie wielkiej bezwtadno$ci wymagaja, aby wyznaczy¢ rzeczywiste
wartosci przeciagzen w procesie zgarniania w odniesieniu do przecigzen dopuszczalnych.

W badaniach wykorzystano dwie paczki o masie 15 kg i wymiarach 0,4x0,4x0,2 m.
Proby zgarniania na maszynie rozdzielczej prowadzono dla nastgpujacych parametréw
zgarniania:

- V=0.65 m/s, tc=1,36 5. Rs=0,35 m,

- V=110 m/s, tc=1.36 s, Rs=0,15 m,

- V=187 m/s, tc=1.36 s, Rs=-0,05 m,

- V=205 ms.tc=1,36 s, Rs=-022 m.

Podczas préb swobodnego spadku paczki zrzucano z wysokosci He: 0.2 m. 03 m
i 0,4 m. Paczki przed spadkiem pozycjonowano przy pomocy przyrzadu (rys.1). Bada-
nia prowadzono trzykrotnie dla kazdej paczki, parametréw zgarniania t wysokosci swo-
bodnego spadku. Dodatkowo podczas badan zgarnigcia paczki na maszynie rozdzielcze;j
przy danych parametrach zgarniania koniecznym bylo wykonanie préb przy dwoch
polozeniach czujnika sejsmicznego, obracanego o kat 90° (wewnatrz paczki).

3.2. Opis 1 warunki badan

Badania zgarniania prowadzono na stanowisku bedacego fragmentem maszyny
rozdzielczej ze zgarniakiem wychylowym naturalnej wielkosci (rys.4). Zgarniak wyko-
nany jest w formie ramienia 5, ktére polaczone jest z uktadem napgdowym 4 za posred-
nictwem czworoboku przegubowego. Zadzialanie zgarniaka nast¢puje z pewnym op6z-
nieniem po przecigciu przez fadunek 1 bariery $wietlnej 3. W trakcie zgarniania ramig
wykonuje ruch wahadlowy. Podczas otwierania si¢ ramienia zgarniaka paczka zostaje
zgarnigta do zeslizgu 2 umieszczonego po przeciwnej stronie tasmy przenosnika roz-
dzielczego 6 wzgledem zamocowania urzadzenia zgarniajacego. Ruch jalowy wykony-
wany jest w trakcie zamykania si¢ ramienia do pozycji wyjéciowej.

Dla oszacowania przeciazen, jakim poddawany jest tadunek w czasie zgarniania,
czy podczas spadku na nieodksztatcalne podioze. zamontowano w paczce specjalnie
skonstruowany przetwornik sejsmiczny (rys.5) umieszczony wraz z uktadem rejestruja-
cym wewnatrz zgarnianej paczki. Urzadzenic sklada si¢ z wahadta 3, ktore potlaczone
jest sprezyng 5 z korpusem przyrzadu. Bezwladnosé wahadla regulowana jest przy
pomocy obcigznika 4 o nastawnym potozeniu wzgledem osi obrotu. W trakcie pojawie-
nia si¢ udaru wahadto wychyla si¢ z potozenia rownowagi, a jego polozenie rejestrowa-
ne jest na tasmie papieru 1. Urzadzenie pozwala na rejestracj¢ impulsu sily tylko
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wzdtuz jednego kierunku. Prébe zgarniecia (dla danych parametrow zgarniania) nalezy
przeprowadzi¢ dwukrotnie, aby okresli¢ impuls sity wypadkowy powstaty po zderzeniu
paczki ze zgarniakiem w plaszczyZnie taSmociagu.
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Rys.4. Zgarniak wychytowy jednostronnego dziatania: 1 - zgarniany {adunek, 2 - ze-
$lizg zbiorczy, 3 - bariera $wietlna, 4 - mechanizm napgdowy, 5 - ramig zgar-
niaka, 6 - tasma przenosnika rozdzielczego

/\/WA~_ﬁ4 _

|
|
|

Rys.5. Przetwornik sejsmiczny: | - tasma papieru. 2 - pisak, 3 - wahadto, 4 - obciaznik,
5 - sprezyna

Przy kazdej probie czujnik przekladany jest w paczce o kat 90°. Uzyskane wyniki po-
miarow z wzajemnie prostopadtych kierunkéw po zsumowaniu wektorowym daja obraz
pojawiajacego sig¢ impulsu sily przy zderzeniu. Podczas badan na maszynie rozdzielczej
zderzenie paczki ze zgarniakiem aranzowano tak, aby uzyska¢ jak najwigksze oddzia-
tywanie dynamiczne na tadunek. Powodowano aby uderzenie nastgpowato w paczke
o dopuszczalnej masie 15 kg koficem zgarniaka i przy najwigkszej predkosdci katowe;.
W eksperymencie na maszynie rozdzielczej i przy probie spadku na nicodksztatcalne
podtoze uzywano tej samej paczki, a udarowi poddawano jedna wybrana powierzchnie.

3.3. Wyniki badan

W tabeli 3 przedstawiono odczyty z badan do$wiadczalnych przeciazen paczki za-
rejestrowanych podczas zgarniania na maszynie rozdzielczej a w tabeli 4 przy swobod-
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nym spadku paczki. Slad, jaki pozostawia pisak w czujniku sejsmicznym podczas badan
swobodnego spadku przedstawia rysunek 6.
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pojedynczy s
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Rys.6. Slady pozostawione przez pisak czujnika scjsmicznego podezas badan swo-
bodnego spadku tadunku z wysokosci Hy:a) 0.2 m.b) 0.3 m.¢) 0.4 m

Tabela 3
Amplituda wychylenia masy sejsmicznej fmm]
[ préba [1 préba [11 proba
V [mvs] 0° 90° 0° 90° 90° 90°
0.65 50 1] 48 10 52 13
1.10 59 11 6l 10 57 11
1.87 73 12 72 12 70 10
2.05 76 15 75 13 73 13
Tabela 4
Amplituda wychylenia masy sejsmicznej {mm] l
i, [m] I proba 11 proba I11 proba |
0.2 63 62 64
0.3 80 81 78
0.4 92 91 90

4. WYZNACZANIE RZECZYWISTEGO TORU RUCHU PACZKI

4.1. Metoda i program badan

Doswiadczalne wyznaczanie toru ruchu paczki ma na celu zweryfikowanie prze-
mieszczen paczki osiggane droga symulacji komputerowej. Sprawdzeniu wymaga, czy
dla zatozonych parametréw sortowania zachodzi zgarnigcie paczki do zeslizgu. Wiado-
mo, ze najtrudniejszymi przypadkami do zgarnigcia sa sytuacje, gdy paczka:
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1) minimalnych rozmiaréw (200x100 mm) ufozona jest skrajnie na taémociagu w naj-
wigkszej odleglosci od osi obrotu zgarniaka,

2) granicznych wymiaréw (700x100 mm) ulozona jest skrajnie na tasmociagu najblizej
osi obrotu zgarniaka.

Warunek niezawodnego zgarnigcia zostaje spelniony, jesli nastapi zgarniecie paczki

z drugiego przypadku przy zastosowaniu parametréw zgarniania zapewniajacych zgar-

nigcie z pierwszego przypadku niekorzystnego wlozenia przy zgarnianiu. Uproszczenia

wprowadzone w modelowaniu teoretycznym nie majg wptywu na kontrolowanie wa-

runku zgarnigcia z pierwszego przypadku. W tych obliczeniach wykorzystuje sie tylko

czynniki geometryczne, kinematyczne i niedynamiczne. Podczas badan doswiadczal-

nych wystarczy skoncentrowac si¢ na wyznaczeniu toru ruchu paczki z drugiego przy-

padku niekorzystnego ulozenia na tasmociagu o wymiarach 700x100.

Wyznaczanie rzeczywistego toru ruchu geometrycznego srodka paczki utozonej przy

burcie tasmociagu po stronie zamocowania zgarniaka AP=0 przeprowadzono dwoma

sposobami:

- rejestrujac kamera wideo proces zgarniania paczki,

- wykreslajac tor ruchu paczki bezposrednio na tasmie przenos$nika rozdzielczego
rysikiem umieszczonym wewnatrz paczki.

Prébom zgarniania poddawano paczkg¢ o wymiarze 700x100 mm i masie 3,5 kg (wg PN

[6. 7]). Eksperyment wykonywano dla dwoch wartosci parametréw zgarniania:

- obecnie stosowanych na maszynach rozdzielczych (tc=1,36 s, V=0,65 m/s, Rs=0.8 m),

- zmodyfikowanych o podwyzszonej predkosci tasmy (tc=1,36 s, V=2 m/s, Rs=0 m).

4.2. Opis i warunki badan

Rejestracje procesu zgarniania kamera video CCD K-45 R Elemis prowadzono

podobnie. jak podczas wyznaczania wspolczynnika restytucji metoda swobodnego
spadku. Kamera podwieszona byta pod sufitem pomieszczenia, w ktérym zainstalowany
byt fragment maszyny rozdzielczej przygotowanej do préb zgarniania. Powierzchnia
paczki obscrwowana kamera video pokryta byla czarnym nieodblaskowym papierem,
ana nim umicszczono biaty kontrastowy znak w ksztalcie krzyza. Na krzyzu znajdowat
si¢ kontrastowy punkt kontrolny o $rednicy 2 mm. Na burcie tasmociagu, takze na
ciemnym tle - umieszczono podziatke liniowa pozwalajaca na pézniejsze, podczas od-
czytu zapiséw video okreslenie rzeczywistych przemieszczen paczki. Utworzone zapisy
z procesu zgarniania przegladano klatke po klatce i zapisywano obrazy w formacie
plikéw bmp. Pliki importowano do edytora graficznego Ms Paint, a nastepnie odczyty-
wano polozenie wspolrzednych polozenia znaku charakterystycznego paczki z doklad-
noscig do jednego punktu. Kolejne polozenia znaku paczki z poszczegélnych klatek
zapisu wyznaczaja tor ruchu paczki podczas zgarniania. Obraz bitowy zapisano z roz-
dzielczoscig 640x480 punktdw. Odleglos¢ 0,6 m oznaczona liniatem na burcie tamo-
ciagu odpowiadata 304 punktom na obrazie edytora graficznego.
Wyznaczenie rzeczywistego toru ruchu geometrycznego srodka paczki na tasmie prze-
nosnika rozdzielczego prowadzono takze bezposrednio na tasmociagu. Do wnetrza
paczki wmontowano przyrzad piszacy z koncowka wystajaca na zewngtrz na przecieciu
przekatnych podstawy paczki. Po wykonaniu proby zgarnigcia ,,spreparowanej” paczki
na tasmociagu pozostawat slad - tor ruchu paczki. Po opomiarowaniu wykreslonego na
tasmociggu toru, przenoszono go do arkusza kalkulacyjnego Ms Excel 97.
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4.3. Wyniki badan

Wyniki obserwacji potozenia geometrycznego érodka paczki na podstawie odczy-
téw obrazéw zapisanych podczas jej zgarniania przedstawiono w tabeli 5 i 6 (odpo-
wiednio dla parametrow: tc=1,36 s, V=0,65 m/s, Rs=0,8 m oraz tc=1,36 s, V=2 m/s,
Rs=0 m). Odtworzony kadr z badan zgarniania tadunku z tasmociggu umieszczono na
rysunku 7. Wspétrzedne toréw ruchu paczki (dla parametrow: tc=1,36 s, V=0,65 m/s,
Rs=0,8 m oraz tc=1,36 s, V=2 m/s, Rs=0 m) odczytane bezposrednio ze $ladu wykreslo-
nego przez paczke na tasmie przenosnika rozdzielczego przedstawiono w tabelach 71 8.

Tabela 5 Tabela 6
Nr P [m] T [m] Nr P {m] T |m]
1 0,050 0 1 0,050 0
2 0,059 0,034 2 0,050 0.095
3 0,085 0,066 3 0,050 0,200
4 0,122 0,089 4 0,050 0,307
5 0,173 0,100 5 0,050 0,414
6 0,229 0,107 6 0,059 0,516
7 0,279 0,102 7 0,090 0,611
8 0,364 0,091 8 0,124 0,698
9 0,427 0,080 9 0,197 0,766
10 0,480 0,064 10 0,276 0,820
11 0,515 0,066 11 0,364 0.857
12 0,435 0,875
13 0,541 0.895
14 0,643 0,934
15 0,702 0,995
Tabela 7 Tabela 8
Nr P [m] T [m] Nr P [m} T [m]
1 0,05 0 1 0,05 0
2 0,18 0.03 2 0,16 0,05
3 0,28 0.10 3 0,25 0,10
4 0.36 0.15 4 0,33 0,15
5 0,43 0,20 5 0,40 0,20
6 0,49 0,25 6 0,46 0,25
7 0,55 0,30 7 0,52 0,30
8 0,57 0,35
9 0,62 0,40
10 0,68 0,45
1 0,70 0,47
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przeksztalcen toru. Punkty tworzace wykres symulacji matematycznej odzwierciedlaja
polozenie paczki wzgledem konstrukcji maszyny rozdzielczej w odstepach czasowych
co At=1/100 s. Dla rozwazan przyjeto prostokatny uklad wspotrzednych Oxy z osig x
skierowana w kierunku ruchu ta$my, lezaca na skraju tasmociagu i osia y, przechodzaca
przez punkt rozpoczecia poslizgu paczki na tasmie. Traktujac ruch taSmy V=const jako
predko$é unoszenia paczki w kierunku osi x mozna ustali¢, ze droga przebyta przez
paczke spowodowana ruchem unoszenia w rownych odstgpach czasowych At to:

Ax" =V At (3)
a od poczatku uktadu wspolrzednych Oxy
X" =x" + A" (4)

Wspotrzedne teoretycznego toru ruchu paczki w kierunku osi x na tasmociagu,
majac do dyspozycji tor ruchu paczki wzgledem ramy maszyny rozdzielczej, daje si¢
wyznaczy¢ wg nastgpujacej zaleznoscei:

X\V-] :XJ _'Xll.’ (5)
gdzie:

x" -droga przebyta przez paczke spowodowana ruchem unoszenia z predkoscia V
w kierunku osi x,

x" -droga przebyta przez paczke¢ wzgledem tasmociagu w kierunku osi x,

X -droga przebyta przez paczke wzgledem ramy maszyny rozdzielczej w kie-
runku osi X,

j -numer kolejny wspotrzednej wykresu teoretycznego toru ruchu paczki.

Przemieszczenie paczki w kierunku osi y nie wymaga przeksztatcen, gdyz przesu-
nigcie paczki w poprzek konstrukcji maszyny rozdzielczej w ruchu wzgledem ramy
przenosnika jest jednoczesnie przesunigciem paczki w poprzek tasmy w ruchu wzgle-
dem tas$my przenosnika.

Postugujac sie opisanym algorytmem utworzono wykresy teoretyczne toru ruchu
paczki po tasmociagu (1), ktore wykreslono na rysunku 9, obok rzeczywistych torow
ruchu wyznaczonych w do§wiadczeniu (2). Wigksza zgodno$¢ przebiegow teoretycznego
i rzeczywistego toru ruchu cechuja parametry zgarniania przy wigkszych predkosciach
ruchu tasmy — rysunek 9b, inaczej niz na rysunku 8.

Porownujac przebiegi krzywych doswiadczalnych (2) i teoretycznych (1) (takze
z rys.8) mozna stwierdzi¢, ze przyjete zalozenia w modelowaniu teoretycznym pozwa-
laja okresli¢, czy dane parametry zgarniania zapewnia zgarnigcie paczki do zeSlizgu.
Zgarnigcie nastepuje, gdy tor ruchu paczki pokonuje przenosnik na catg jego szerokosc,
tj. odlegto$¢ 0,7 m. Mimo iz na rysunku 9a, przy nizszych predkosciach tasmy obser-
wuje sie niepelne pokrywanie torow, teoretycznego i doswiadczalnego, a na rysunku 8b
przy wyzszych predkosciach, to jednak przemieszczenie paczki w poprzek tasmociagu
w kierunku osi y jest w rozpatrywanych przypadkach bardzo zblizone. Rozbieznos¢
torow wynika z odmiennego przemieszczenia si¢ geometrycznego srodka fadunku
wzdtuz osi tasmociagu, w kierunku ruchu tasmy. Wykorzystujac model matematyczny
procesu zgarniania prawidtowo oceniono, ze obecnie stosowane parameiry zgarniania na
maszynie rozdzielczej (V=0,65 m/s, tc=1,36 s, Rs=0,8 m) nie pozwalaja na prawidtowe
zgarniecie paczki granicznych wymiarow 700x100 mm. Zwigkszajac zas predkosci
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tasmy do 2 m/s i przyspieszajac reakcje zgarniaka (Rs=0 m) naste¢puje zgarnigcie tej
paczki - co poparto badaniami do§wiadczalnymi.
a)
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Rys.9. Tor ruchu paczki wzglgdem przenosnika rozdzielczego podczas zgarniania
zgarniakiem wychylowym, 1 - modelowanie teoretyczne, 2 - badania do-
swiadczalne; parametry zgarniania: a) tc=1,36 s;: V=0,65 m/s; Rs=0.8 m,
b)tc=1.36 s;: V=2.05 m/s; Rs=0 m.

Na rysunku 10 przedstawiono wyniki badan do$wiadczalnych przeciazen paczki
podczas zgarniania na maszynie rozdzielczej (pasma rozrzutu 2) i przy swobodnym
spadku (poziome linie przerywane). Umieszczono na nim takze krzywa (1) obrazujaca
wyniki obliczen teoretycznych oddziatywania dynamicznego zgarniaka na paczke. Na-
niesiono ja tak, ze na rysunku 10 osiaga wartosci przeciazen odpowiadajacych wysokosci
swobodnego spadku H=0,2 m i Hy=0,3 m dla takich samych predkosci tasmy V jak
uzyskanych droga obliczen matematycznych. Analizujac rysunek 10 okazuje sie, ze
podczas badan rejestrowano przecigzenia paczki mniejsze niz te, ktore uzyskiwano
z obliczeft matematycznych.
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Rys.10. Przeciazenia osiagane przy swobodnym spadku i przy zgarnianiu na maszynie
sortujacej dla cyklu pracy zgarniaka tc=1,36 s:1 - modelowanie teoretyczne,
2 - badania doswiadczalne; A - amplituda wychylenia masy sejsmicznej
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Dla nizszych predkosci tasmy rzeczywiste oddziatywanie dynamiczne zgarniaka
na paczke bardziej odbiegato od teoretycznego, a dla predkosci dochodzacej do 2 m/s
osiagano wyzsza zgodno$¢ wynikow. Wykorzystujac model matematyczny do oceny
powstalych przeciazen paczki w zakresie przebadanych predkosci tasmy nie istnieje
grozba, ze zostang przekroczone rzeczywiste przeciazenia dopuszczalne. Rozbieznos¢
wynikéw znajduje sie w obszarze bezpiecznym dla paczki niedopuszczajac do jej
uszkodzenia.

Zbudowany model teoretyczny zgarniania speinia postawione przed nim oczeki-
wania. Zadowalajaco ocenia przecigzenia paczki, powstajace w procesie zgarniania
w odniesieniu do dopuszczalnych i poprawnie okresla jej przemieszczenie w poprzek
tasmociagu dla danych parametrow zgarniania.
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EXPERIMENTAL VERIFICATION OF THE DYNAMIC
SCRAPING PROCESS OF LOADS

Summary

In order to realise of research optimization of scraping process on separating ma-
chine, build theoretical model of scraping process. The continuous process has been
divided into number of stages present different kinematic and dynamic conditions acting
on package during the sorting procedure. About usefulness this model must decide only
experimental research. Magnitude of the theoretical model was confirmed by realized
research.

Key words: scraping process, scrapers arm, modelling.
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METODA ELEMENTOW CZASOPRZESTRZENNYCH
W ZAGADNIENIU KONTAKTU CIAL STALYCH

Anna Podhorecka, Adam Podhorecki
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ul. Prof. S. Kaliskiego 7, 85-796 Bydgoszcz

W pracy rozpatrujc si¢ zagadnienie dynamiczne kontaktu cial statych opisa-
nych modelem lepkosprezystym. Na styku cial uwzglednia sig tarcie suche opisa-
ne prawem Coulomba. Zagadnienie poczatkowo-brzegowe, opisane wpierw row-
naniami rozniczkowymi czastkowymi, sprowadzono do sformutowania globalne-
g0 w postaci rownan czieropracy wirtualnej. Ostatecznie rozwazany problem roz-
wigzuje si¢ metoda elementéw czasoprzestrzennych (MECZ). Przy znanych wa-
runkach poczatkowych rozwiazanic, przy zastosowaniu MECZ, sprowadza si¢ do
formuly rekurencyjnej.

Slowa kluczowe: mechanika ciata statego, lepkosprezystosc, zagadnienie
kontaktowe, metoda clementéw czasoprzestrzennych.

1. WSTEP

Podstawy metody elementéw czasoprzestrzennych (MECZ) opracowat KACZKOWSKI
[1,2]. 1dea metody polega na dyskretyzacji continuum czasoprzestrzennego w wyniku
czego przejécie od réwnan rézniczkowych czastkowych do rownafi algebraicznych
odbywa si¢ w jednym etapie. Takie przejscie jest charakterystyczne dla wszystkich
metod bezposredniego catkowania réwnan ruchu. Cecha wyrézniajaca MECZ jest cha-
rakterystyczna aproksymacja pol przemieszczen, odksztatceni i naprezen w catym anali-
zowanym obszarze czasoprzestrzennym. Nieskrepowana dyskretyzacja stwarza mozli-
wos¢ dostosowania podziatu obszaru czasoprzestrzennego do przebiegu obciazenia,
rozwiazywania takich zadan, w ktérych zachowania ustroju spetniaja rozne réwnania
oraz rézniczkowe w przesuwajacym sig czasie.

Zagadnienie kontaktu jest jednym z glownych probleméw mechaniki odksztatcal-
nego ciata statego i waznym problemem inzynierskim (np. praca HUBERA [3]). Orygi-
nalny dorobek w przystosowaniu metody elementéw skoniczonych do rozwiazywania
nieliniowych zagadnien spoczynkowego kontaktu wniosty, m.in. prace CHANA i TUBY
[4], KALKERA [5.6]. Zagadnienie kontaktu w warunkach ruchu podejmowato w ostat-
nich latach kilku badaczy, np. [7.8.9].

Zadaniem autoréw tej pracy jest analiza dynamiczna kontaktu ciat lepkosprezystych.
Praca ta stanowi probe zastosowania MECZ do zadan kontaktowych.
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2. PODSTAWOWE ROWNANIA LEPKOSPREZYSTOSCI

2.1. Zatozenia 1 oznaczenia

Rozpatrujemy dwa ciata lepkosprezyste zajmujace w naturalnej (poczatkowej)

konfiguracji obszary A, i B, ktore sa podzbiorami przestrzeni euklidesowej trojwy-

miarowej R, . Przez A, i B, oznaczamy wnetrze tych obszarow a przez JA, i dB, ich

brzegi, ktére sa suma nastgpujacych zbiorow (rys. 1):

OA = 9A, UAA, UOA

ou

X3 SOA,

\TM.W;,__._’

4 q"\ | . . n——
o, - oB
/ e A : B
{ T B AP
! ! g o~ = e
: \ B PX). ~~ konfiguracja
¥ X4 Y o } aktualna
x Ba 4'/: 4x2
OBou T !
. (XY 1
konfiguracja RN
pierwotna X3 a - X

Rys. 1. Analizowany problem i stosowane oznacsenia

OB =0B, UB, B

2.1

Ruch ciala bedziemy badali w przedziale czasu te<0,20 ). Do okreslenia defor-
macji uzyjemy stacjonarnego opisu Lagrange’a X' . Zmienne dynamiczne sa funkcjami
ciaglymi i gladkimi. Funkcja f(X ,t), X.teCx(a,b) jest klasy CMN | jezeli f(X.1) istnieje

w obszarze X.,te Cx(a,b) a pochodne czastkowe

ffn)k(l.t) _ [ f(z(__t)
: ax,...ox a”
-
edzie:
m — liczba indekséw, m =0, 1,2, ... M, n=0,1.2,...N
istniejg i sq ciagle w obszarze X teCx<a,b>.

Funkcja f(X,t), X te(—o0,%0 ) jest klasy HMN (IHeaviside'a) jezeli:

FX0=0 dla X.teC(—0.0)
f(X.1) jestklasy C*™ dla X.teCx<0, 0>
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2.2. ROWNANIA GEOMETRYCZNE

Jesli korzystamy z tego samego kartezjanskiego uktadu wspétrzednych do opisu
konfiguracji pierwotnej i aktualnej (tzn. X=x), wowczas odksztalcenia opisujemy tenso-
rem Greena {10,11]

= 2.4)

S R TR T
! X, 0OX, 0X; 0X,

gdzie:

u, =x, - X

Xite (B, AA x<0,0), ijk=1.23 (2.5)

1

opisuje sktadowe wektora przemieszczenia.

2.1. ROWNANIA KONSTYTUTYWNE

Stan naprezenia w konfiguracji aktualnej i do niej odniesiony opisuje tensor
Cauchy’ego o,. Odksztalcenia £, odnosimy do poczatkowego potozenia czastek
w osrodku ciagtym, wiec naprezenia tez nalezy okreslic wzgledem pierwotnej konfigu-
racji. Stan napre¢zenia w konfiguracji aktualnej, odniesiony do poczatkowej, reprezen-
tuja niesymetryczny tensor Lagrange’a S, (I tensor Pioli-Kirchhoffa) lub symetryczny
tensor Kirchhoffa 7;, (Il tensor Pioli-Kirchhoffa). Migdzy tymi tensorami zachodza
nastepujace zwigzki [10]:

P ( au, | _ ou
G, =—| 8, +——— .Sm , S, = Tlp[Sip +———aX

Pol ! GXP/ P
(2.6)
( u Y Au, ) ou
o, =5, l{(sw Ty - =det]s, + -
o\ (Xu / ¢ X[S o axl
Zwiazek migdzy symetrycznymi tensorami naprezenia T,;(X,t) i odksztalcenia
E(X.D) lub g,(X,1) przyjmujemy w postaci catkowej:
t
OE,
XD = [WEX -2 25X 0dz
o - 0z
(2.7)

t
L= [WEX. 1—7) u 4L(X, dz
—
gdzie:
W,u. ‘P, - tensorowymi funkcjami relaksacji materiatu, ktore mozna wyzna-
ceyé doswiadcezalnie. Miarami odksztalcenia moga by¢ tez: wy-
dluzenie wzgledne g, i odksztalcenie postaciowe v, , ktére w od-

réznicniu od skiadowych tensora Greena E maja interpretacje
geometryczng [10. 11]
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Skk = ,H + 3Ekk -

(2.8)
(m/2-v,)=siny 2By
cos@, =cos(m/2—yy)= K=
P . KT JU+2E,)(+2E)
Wyrazenia (2.8) mozna rozwina¢ w szeregi potegowe [12,13]
Ewl 1 ! Ep + : EnE )
Epk = —— — e
kk = Bk o ok B
RE|<1,
= arcsin 2E = 2E;, ( 2E, B + ]
Vi O 2B (17 280)  J0+ 2B )1+ 2By 31+ 2E)(1+ 2Ex)
l 2By ‘<1 (2.9)
|J1+2E“)(1+2Ekk)|
Zapiszmy odksztatcenia g, w formie skondensowanej
1
£y = O d ke +5(6kk6ik6jl '_Sklslksjk)ykl (2.10)
ktore po wprowadzeniu rozwinigc¢ (2.9) przyjmujg postac:
g, = 2 (E)Ew + by (BE)Ey (2.11)
gdzie:
1 1
2,4 (B) = Slkﬁjk(l 5P+ BB —j 2.12)
I 2E,E |
b (E) = 8148k 81 — 81aS; KL 4.
skl (kk 1951 — 8By d Jk}f+2Ekk)(l+2Ell) (1+2Ekk)(l+2Ell)

W przypadku matych odksztalcefi zanika roznica miedzy prezentowanymi miarami
odksztalcenia (tzn. g = E), gdyz

A =88, by =88y, = 81100 (2.13)
Jezeli ruch rozpoczyna si¢ od czasu =0 i ponadto przyjmiemy, Ze dla <0
T, =0, E, =0 (2.14)

to réwnanie (2.7) mozna sprowadzi¢ do innej rownowaznej postaci

t
. . OE
T, = Wi (B X, 0B (X,01)+ [ (B X t-2) (X, 2)dz
0
(2.15)

t
ot
Tij = \‘Fijm (e, X, t)sm (X,O+) + I\yijkl (e, X,t— Z)—af(x, z)dz
0
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Zaleznosci miedzy naprezeniami i odksztalceniami mozna uja¢ takze w postaci
réwnan rozniczkowych (por. [10,11])

P(D)T, =Q;(D)e; . Po(D)Tyy = Qu(Dey s (2.16)
gdzie:
ny my
P(D)=>a,D".  Q(D)=3 bD"
k=0 k=0
(2.17)
n- \ my K K a
P,(D) =Y ¢,D*.  Q(D)=>d,D*.  D'=—
k=0 k=0 o
sa liniowymi operatorami rézniczkowymi wzglgdem czasu t, natomiast:
T =T, -18,T PSR 2.18
rl] -y _3— 1y 'Kk~ £ =& _'3_ 1j£kk ( 18)

oznaczaja dewiatory naprezenia i odksztalcenia. Wspolczynniki a, b, ¢, d ujmuja wia-
snosci lepkosprezyste materiatu i wyznaczone sa do$wiadczalnie. Sformutowanie (2.16)
oznacza liniowa zaleznoé¢ naprezen Pioli-Kirchhoffa T, i odksztatcen ¢, Jesli prawo
naprezenie-odksztalcenie dla danego materiatu moze by¢ wyrazone w postaci roéznicz-
kowej (2.16) i catkowej (2.15), wowczas musi istnie¢ zaleznos¢ migdzy funkcja relak-
sacji a operatorami rézniczkowymi. Z rozwikiania rownan (2.16) z wykorzystaniem
transformacji Laplace’a uzyskamy nast¢pujace réwnanie fizyczne:

) t 0 (qk—i I-
T 0= [HX. t—Z)—”(X 2)dz+ > O (X, O L(X.0)-
0 k=1
mny k»-l
= Ou (X, t) " (x 0) (2.19)
k=1
ak"T
T (X.t) = j “u (X, z)dz+z(D2,\(X t) n(X,0) -

0 k=1

mo 1

- Zou(x t) " (X,0)

k=1

gdzie:

W, . W, - sa kolejno funkcjami relaksacji przy $cinaniu i wszechstronnym $ci-
skaniu. Funkcjami relaksacji poczatkowych naprezen i odksztatcen sa
takze funkcje @, oraz ®, . Wymicnione funkcje relaksacji otrzymamy
7. nastepujacych transformat Laplace’a

Q,(p) .k<p> ~ Oy (P)
L{Jl(p): ~ » 1 (p)_ ®|( ):—:_
SRR L TS ST  )

Pu(p) = ap. Py (p) = Zcrpr_k (2.20)

t=k r=k
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- my = m, .
QP =2.bp ", Qup=2dp™. k>0
r=k r=k

Transformacje Laplace’a dla funkcji f{r) oznaczamy przez nadkreslenie:

fp)= [e Pfdt,  R.(P)>p,. teR, (221)
0
gdzie:
po - rzedna zbieznosci catki Laplace’a.

Definicja naprezen T, przy uzyciu skladowych odksztaicen g; umozliwia w prosty
sposob zaadaptowanie znanych modeli liniowej lepkosprezystosci (stusznych dla infi-
nitezymalnych deformacji) [12]. Istnieje zatem mozliwos¢ jawnego opisania wpierw
operatorow rozniczkowych P(D) i Q(D) a nastgpnie funkcji relaksacji ¥, @ i ©. Wiele
funkcji relaksacji dla roznych modeli lepkosprezystych przedstawiono w pracach
[11.12,14]. Wygodnie bedzie wyrazi¢ bezposrednio skiadowe stanu naprezenia przez
skladowe stanu odksztalcenia, a nie przez dewiatory i aksjatory tych tensoréw:

as—l

T
T, (X.1) = j\}fuk,(x t- z) (x z)dz+Z(DU“(X t) L (X,0) -
0

Z(%kl(X t) “ (X,0) (2.22)
n, dla n; 2n, m; dla m; 2m,
n= , m=
n, dla n; <n, m, dla m; <m,

X, te (A, AB)x<0,m,).

Gdy material jest izotropowy, to wtedy tensory relaksacji moga by¢ przedstawione
w nastepujacej postaci:

W, -
Wi 3 L5884 + il (Biksjl +0;85)
Dy~ Dy, o i
i :'2—53‘1_51;'5“ +—2]—(6ik6jl +8;6,) (2.23)
s ®

s -0 s ) s
ikl = %;__l_sijskl +*21—‘(5.k5jl +8,05)

2.4. Rownania réwnowagi dynamiczne]

Roéwnania ruchu we wspotrzednych Lagrange’a X opisujemy 1l tensorem Pioli-
Kirchhoffa T, [10]

0 du, ..
—GX [Tjk[ﬁik + a—X—'-H +po(f; —u,)=0 (2.24)
] k

X,te (A, AB )x<0,0)
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Przyjmujemy, ze sity masowe i bezwladnosci sa identyczne w konfiguracji pier-
wotnej i aktualnej

[ fopodV, = [fpav, [ poiiidv, = [piiav (2.25)
Co C Co C
C,e(A,AB,), Ce(AAB)

2.5. Warunki brzegowe

Statyczne warunki brzegowe bazujace na Il tensorze Pioli-Kirchhoffa Tjj przyj-
mujemy w postaci

du
ij[&p + a—x‘_JV(’J =1, X,te(6A, AOB,)x <0,00) (2.26)
p
gdzie:
v, - wektor oznaczajacy kierunek normalnej zewnetrznej elementu powierzchni
OAy lub 9B, .

Sity powierzchniowe okreslone sa w potozeniu powierzchni brzegowej w stanie
naturalnym a wielko$ci ich sa odniesione do pierwotnych p6l powierzchni A, i 6B, ,
dziataja w tym samym kierunku co sity powierzchniowe na powierzchniach 6A, i 8B,
w konfiguracji aktualnej

[tad(aV,) = [td@v), ce(anp) (2.27)
Cot G

Na czgsci powierzchni brzegowej znane sa kinematyczne warunki brzegowe

U, =0, X,te(dA, AdB,,)x<0,0) (2.28)

1 ou

2.6. Warunki kontaktowe

Wypadkowe sity kontaktowe sa odpowiednio jednakowe w konfiguracjach pier-
wotnej i aktualne]

Jpod@Vy)= [pd@v)=Pr,  [pyd@v,)= [pd@Vv)=PpP (2.29)
BA o oA 3B or B

W celu wymodelowania rozktadu obciazenia na powierzchniach kontaktowych

OA,r 1 0B, roztézmy obciazenie p,; na sily normalne F, i styczne F,

ou.:
N Fo =PoiVoi = ij(sip +y]\’oivoj
p
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Au.
F, =p,ite = T; (Sip +— }roivoj (2.30)
0 i oX,
X,te(OA AOB 1 )x <0,0)

gdzie:
1, - wektor oznaczajacy kierunek stycznej elementu powierzchni 0Ay- i OBgr.
Nastepnie site styczna , F, zastgpujemy silg tarcia Coulomba [7]

ou
F = F:T5+——Vv, 2.31
o =H nEo =1 J( aXp}m 0 ( )
gdzie:
i - wspblczynnik tarcia. Ostatecznie wypadkowe sily kontaktu opiszemy
w postaci:

J‘pmd(OV ) - J(r oToi T 0 Vo )d(av ) - JN Fo (“Tm + Von)d(avo) = PlA
OA o1 9A or 9A or
(2.32)

Jpoid(avo) = J‘(rFOTm'Q' oVor )d(av )_' JNFO(“TOi +V0i)d(avo) = PIB

B or @B or B or

Na powierzchni kontaktowej musza by¢ spetnione nastepujace obciazeniowe warunki
brzegowe:

PA+PR =0, (Fr<0. LFF <0 (2.33)
X, te(BA, A0B )x <0,0)

i geometryczne (kinematyczne)

XAX, ) =xP(X,1), X,te(@Ay AOB p)x <0,0) (2.34)
edzie:
XMX ) =XAO0)+ut (), X, tedA x<0,0)
(2.35)
xP(X,0=XP(0)+ul(t),  X.tedB,x<0,%)

oznaczaja wspolrzedne punktow cial A i B w konfiguracji aktualnej.

2.7. Warunki poczatkowe

Liczba potrzebnych warunkéw poczatkowych wynika z rzedu rézniczkowego
rownania rownowagi (2.24) i charakteru prawa konstytutywnego. Réwnanie réwnowagi
dynamicznej jest zawsze drugiego rzedu, wigc nalezy zna¢ warunki poczatkowe, np.:

u(0)=u’,  0,(0)=0°, X.te(A, ABo)x{0} (2.36)



Metoda elementéw czasoprzestrzennych ... 83

Jezeli ciala lepkosprezyste opiszemy zwiazkiem konstytutywnym (2.22) a funkcje
relaksacyjne wynika¢ beda z rownan rézniczkowych (2.16), to dla przyktadowych mo-
deli fenomenologicznych nalezy zna¢ nastepujaca liczbe warunkéw poczatkowych
(niezaleznie od warunkéw (2.36) [12]:

- model Kelvina-Voigta

£,(0)=¢, (2.37)
- model Maxwella i Zenera |
T, (0) =T;, £;(0)=¢€f (2.38)
-model Biirgersa
T,O=T, g;0)=¢), T;0)=T), £&(0)=¢f (2.39)

3. WARIACYJNE SFORMULOWANIE ROWNAN RUCHU

3.1. Zalozenia

Rozpatrujemy zagadnienie poczatkowo-brzegowe, ktoére opisuja nastgpujace row-

nania:

a) rownania geometryczne (2.4),

b) réwnania fizyczne (2.22),

¢) réwnania rdwnowagi dynamicznej (2.24),
d) statyczne warunki brzegowe (2.26),

e) kinematyczne warunki brzegowe (2.28),
f) warunki kontaktowe (2.33), (2.34),

g) warunki poczatkowe (2.36)+(2.39).

Wszystkie wystgpujace wielkosci w tych réwnaniach sa odpowiednio gladkimi
funkcjami wspétrzgdnych przestrzennych X i wspoélrzednej czasowej t. Rozpatrzmy
wirtualng wariacje funkcji w(Xt), ktérg oznaczamy symbolem du(X,t). Zakladamy, ze
istnieje uktad przemieszczen u(X,t) odpowiadajacy réwnaniom rownowagi (2.24), wa-
runkom brzegowym (2.26) i warunkom kontaktowym (2.33) i (2.34). Rozwazamy klase
dowolnych przemieszczen u+du zgodnych z wiezami ciala, co powoduje, ze du musi
zanika¢ na 0A,, 1 0B,, a jest dowolne na 0A, i OB, oraz OAyr i OBor

BUX,1)=0, X,te(BAq ATB 4, )x<0,00) 3.1)

3.2. Rownanie czteropracy wirtualnej

Na bazie rownan (2.24) mozemy utworzy¢ wyrazenia shuszne dla ciata A i B:

l .
0 i ..
_[ Iﬁui 5X [Tjk[éik + aa)u(l j}dvo + Iéuipofoidvo - Isuipouidvo dt=0
A j k A Ao

t
to ]
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X, te Ax<0,00)
(3.2)

t

j jsuia—)a(_{rrjk (Sik +'§%‘H‘1Vo + ISuipofoidvo - Isuipoﬁidvo dt=0

to [Bo j k B, B,

X,teB x<0,o)

Stosujac przeksztalcenie Gaussa-Ostrogradskiego i catkowanie przez czesci uzyskujemy
4
3 [ pofidu; +a8u,)dV, + [taduid@v,)+ [ Bt + vo)Bu,d@V,) +
‘O AO

A gt OAor

t
- [T3E v, pdi+ fooududv,| =0
A A

o ‘0

ty
J3 [pofadu, +,80,)dv, + [to8u,d@v,) + [ ot +vo)8u,d(8V,) +
to | By OB 5301‘

4

~ [T,8E, AV, pdt + [pou,u,dv,| =0

Bg Bo .
ktore nazywamy rownaniami czteropracy wirtualnej (por. [2]). Musza one zachodzi¢ dla
dowolnych wariacji przemieszczen Su spetniajgc jednoczesnie zwiazki geometryczne
(2.4) i konstytutywne (2.22) oraz warunki poczatkowe (2.36)+(2.39). Warunki kontak-
towe (2.30) wiazg ze oba oba réwnania (3.3).

4. METODA ELEMENTOW CZASOPRZESTRZENNYCH
4.1. ZALOZENIA

Metoda elementéw czasoprzestrzennych (MECZ) jest wariantem metody clemen-
tow skonczonych (MES). Czas w MECZ traktuje si¢ jako czwarty wymiar na rowni
z pozostatymi trzema, co umozliwia wprowadzenie pojecia tzw. elementu czasoprze-
strzennego. Ksztalt takiego elementu oraz liczba weziéw moga by¢ rozne (rys.2).
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b) .

=

\
5 &

Rys.2. Przyklady elementdw czasoprzestrzennych

4.2. Opisy pol przemieszczen, odksztatcen i naprezen elementu

Cczasoprzestrzennego

Obszar czasoprzestrzenny dzielimy na skonczona liczbe elementéw czasoprze-
strzennych. Funkcje przemieszezen u(X.,t), predkosci przemieszezen W(X,t) i ich wa-
riacje opisujemy przemieszczeniami weztowymi elementu czasoprzestrzennego:

U (X, t)=N (X.Or, . ou(X.0)=N, (X,0)dr,
4.1

0 (X, 0) =N (X, 01, 8, (X,0) =N, (X0,

gdzie:
N - macierz ksztattu zalezna od wspélrzednych przestrzennych X iczasu t.

Analogi_cznie opisujemy odksztalcenia Greena E,; (2.4)

E.flr ¢ (Nt )+—a-(N r )+i(N T )+i(N )| =
1 B L"‘Xl o aX, jota OX, ka'o 6XJ kB B
- % [Nla,l + NJom + Nka,nNkB,Jr[i]roz = [ Bua +l Bija (r[})JrB (4-2)
gdzie:
B :%(Nm‘] +NJM), BIJ(I(rﬁ):%Nk(I,iNkB,JrB (4.3)

o

Wariacj¢ odksztatcen SE,; ustalamy na podstawie wzoru (4.2)
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OF; = [Bija + Byq (rﬁ)bra + al“Bija(rB)lra = [‘Bija +2“Bua(ra)}5ra, (4.4)
gdyz:
Sl"BUm(rB )]ra z”BU—a (13)0r, (4.5)

Od przemieszczei wezlowych uzalezniamy takze odksztatcenia ¢, (2.11)

&y = {aijkk (E)ll Biko + Biya (1 )J+ bij (E)ll B + Byo (1 )j}ra (4.6)

gdzie macierze tensory aj i by zaleza od odksztatcen (2.12).

Podobnie wyrazamy naprgzenia (2.22)

s 1
T, 8
T, :[Cuq(rﬁ)-i- Cij (T3 ri)]r +Z<1>Uk1 e —B(t,)- Z%d ——H(t,) @47
gdzie:

]
Cija(13) = j\'Pijkl (t— Z)[aklmm (152) Bumg () + Biamn (152) Bina(2) +
x0
* 8yimm (rB ’ Z). Bmmot (Z) + bklmn (rB > Z)‘ ana (Z)hz
(4.8)

t
Cia(fpTe) = jtpijk, (t - z)[ak,mm (15,2 B ec (12 2) + Dyt (1, 2) B (12,2) +

to

+ A nm (rB > Z)" Bmmot (rg ’ Z) + bklnm (rB ’ Z)" ana (rﬁ > Z)hz

4.2. Rownania ruchu zdyskretyzowanej czaso-przestrzeni

Wprowadzajac zwiazki (4.1)+(4.7) do réwnan czteropracy wirtualnej (3.3) uzy-
skamy réwnania wazne dla calej zdyskretyzowanej czasoprzestrzeni, ktore musza by¢
spetnione dla dowolnych wariacji ér,

(kon) (u) ey (o) _ ] _ _ ¢ }_
Z{[(A)K +a K g T Kop ~(AMop [ —(A)Ra—(a)la = 0
1

4.9)
E)

(kon) (u) eplo)_ e ] _ e e }_
Z“(B)K +3yKop 3 Kap ~®Map =@ Ra~@ T a =0

e=l

Wprowadzono oznaczenia analogiczne do stosowanych w metodzie elementéw skon-
czonych [15,16]

SKG" () = ” B, Cip(r;)dU
Q(C)
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(ce)K(” (1z,1,)) = ” B, uﬁ(ri’r ydU

ol©
SKE ) =2 [[7B5 () [ €y )+ Cepr,r) HU (4.10)
o©
J‘J‘Nlapo ?BdU
Q(C)
= [[NopsiadU+ [[Ng, thd@0) + ”[ B, +
2(C) Q(ec) Q(C)

s O 1T lge
+2 Bua(ré)] zq)ukl kl (t ) Z®ljkl kl (t )+ INxapo edvo

s=1
ue tl
”N GEE (TS +vE)d(aU)
6Q

C=A,B

ktore kolejno nazywamy:
K(l“’") - macierz sztywnosci knstytutywnej,

K(L“B) - macierz sztywnosci przemieszczeniowej (obrotowej),
Km - macierz sztywnosci naprezeniowej (geometrycznej),
M, - macierz bezwtadnosci mas,
R, - macierz-kolumna zawierajaca impulsy weztowe od obcigzenia zewngtrznego,
I, - macierz-kolumna zawierajaca impulsy wezlowe od obciazenia kontaktowego.
Catkowita macierz sztywnosci
E(c)
K= Ko = Z[(A(; RIS S IETING SN aB] (4.11)
e=1
C=AB

ma charakter macierzy siecznej.

4.4. Stacjonarna siatka elementow czasoprzestrzennych

Do dalszych rozwazan przyjeto podzial obszaru czasoprzestrzennego na prosto-
katne elementy czasoprzestrzenne (rys.3).

Struktura rownarn (4.9) bedzie w tym wypadku nastgpujaca:

K I, C=AB (4.12)

B E= R+

(Cy— ")
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gdzie:
r o! o | ! | | I b
©A L wB o L A
cdl Py AL BT ! b |
©= 1 (© ©= 1 (©= | | |
_____ ‘r———-——————'1‘-———-r————————-——l————‘——Ir-—-'-—————“-:—---—*
_____ .1___.‘______.J:-__':__:L.____;:_..___i___‘-__‘L.__p__________JI_____..
_ I d q q
CL S S S DA 0B
SN S S R R
_____ L S S e N S B
| vl v-1 vl V-1
S L 9S8 1R toA 1 9B
\ \%
L b ! L eE eD
(4.13
) - o
F_<_c>_£__ R L
1 1 -1
oL ROl ol
| Ta | ha | ra
O~ @l |- oR=] oR ©L=| oL |
T I R
oL @R @l
v v A\
NOL L R oL |

przy czym np.: r?  jest wektorem zawierajacym przemieszczenia weztowe ciata C

w chwili ,,q”, (C)Aq to macierz sztywnosci A ciata C sformutowana w chwili »q7

analizowane
cialo
0
2
q
element
czasoprzestrzenny
\'

t-czas

Rys.3. Dyskretyzacja obszaru czasoprzestrzennego siatkg prostokatnych elementow
czasoprzestrzennych

Wymiary macierzy A, B, C i D zaleza wylacznie od dyskretyzacji przestrzennej.
Przy znanych warunkach poczatkowych (2.36), uklad réwnan (4.12) przeksztatca sie
w formute rekurencyjna dla ciala A . -
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L0 0 o o 1 o_ o __
w2 A B R - =0

(4.14)

4 _ q q-1 q ql q q q-+l_ qa_ q _
T E Wl H R WA B T R )BT =0

i dla ciata B:

0 o o o 1 o o _
T =mA B B @R @l =0

(4.15)

L4 q q-1 [ q q]( q q q-+1 q_ qQ _
I = wl FlemD rmA e B ke mR =L =0

Wszystkie rownania rekurencyjne sa nieliniowe, gdyz poszczegdlne macierze A, B, C
i D zaleza od przemieszczen r.

Zapiszmy macierzowo pierwsze réwnania (4.14) i (4.15) w celu zilustrowania
metodyki rozwigzania

.0 o ! o o ! { o
W= | {1@%-4--2-} {w}_} . {L&LB__TL_?__} {@i} . {wﬁ_-} _ mlj} -0
.0 o o o ! o -
@ 0 TwA || @I 0 ®B |l®r ®R L
(4.16)
Ukfad tych rownan nalezy rozwiazaé¢ przy spetnionych warunkach kontaktu (2.33)
1(2.34) dla kazdego punktu ciala A i B

(A)£1(’+(B)£:) =0, NF<0

AX, 0+ “3X, (0)_(B)£g =0 4.17)

Jezeli warunki (4.17) nie sa spetnione dla ktorego$ punktu ciata A i B, to oznacza brak
kontaktu i wtedy przyjmujemy:

wIi=mL =0 (4.18)

Warunki (4.17) lub (4.18) uzupefniajg brakujace rownania. Po rozwiazaniu (iteracyjnym)
rownan (4.16) mozna przejs¢ do rozwigzania nastgpnych réwnan w kolejnych punktach
na osi czasu.
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SPACE-TIME ELEMENT METHOD IN THE PROBLEM
OF SOLID CONTACT

Summary

In the present work, we consider the dynamic problem of solids contact de-

scribed by the viscoelastic model. At the point of contact, dry friction described by
Coulomb’s law is taken into account. Initial-boundary valume problem, at first descri-
bed by partial differential equation, has been brought to the global formula represented
as equations of virtual four-work. Finally, the considered problem is solved by means
of the Space-Time Elements Metod (STEM). In the known initial conditions. the solu-
tions, if STEM is applied, is reduced to the recursion formula.

Key words: mechanics of a solid, viscoelasticity, contact problem, the Space-
Time Elements Method.
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W artykule przedstawiono relacj¢: struktura - wlasnosci mechaniczne, dla
heterogenicznych polaczen spajanych w oparciu o zmodyfikowane rozwigzanie

Prandtla. Wykonano oceng stanu napr¢zenia Giukn/ ov

dlai,k=x,y w sasiedztwie
powierzchni kontaktowej dla stref o obnizonej i podwyzszonej wytrzymatosci.
Dokonano réwniez oceny parametru S, jako fizycznej miary deformacji i wytgze-
nia niejednorodnego zlacza oraz parametru Ky, jako skutku oddziatywania wig-
z6w mechanicznych. W dalszej kolejnoséci wykorzystano parametr Ky, do oceny

parametrow procesu pekania, okreslajac 8 =8y fovy Op -

Slowa kluczowe: niejednorodno$é struktury, stan naprezenia, parametry
pekania.

1. WSTEP

Wysoka jako$¢ dziatan inzynierskich na etapie projektowania, konstruowania oraz
przygotowania technologicznego i wdrozenia produkcyjnego ma decydujacy wplyw na
koszty wytwarzania, nowoczesno$¢ oraz jako$¢ wyrobow i w pelnym zakresie dotyczy
rowniez konstrukcji spajanych. W zakresie technologii, jednym ze $rodkéw umozliwia-
Jacych realizacj¢ tak postawionych zadan jest konieczno$¢ odejscia od bardzo powierz-
chownych opracowan technologicznych i oparcie ich na mozliwie szerokich ustaleniach,
wynikajacych ze znajomoscei fizyki procesoéw technologicznych. W zakresie stosowania
metod spajania. szczegolnie trudne sa relacje pomigdzy lokalnymi zmianami struktural-
nymi a wlasno$ciami mechanicznymi polaczen, a zwlaszcza procesu uwrazliwienia ma-
terialow faczonych na proces spawania i zgrzewania. Praktycznie, za miarg¢ stopnia
wrazliwosci materiatu przyjmuje si¢ odpornos$¢ na pekanie w réznych fazach powstawa-
nia zfacza i w warunkach ekstrapolacyjnych. W zwiazku z powyzszym, naturalng rzecza
jest daznos¢ do aplikacji parametréw i kryteriow mechaniki pekania do oceny tego pro-
cesu. Zasadnicza trudno$¢ pojawiajaca si¢ w bezposrednim zastosowaniu bogatego
aparatu mechaniki pekania, wynika z rozbieznosci pomiedzy przyjetym modelem fi-
zycznym, bedacym podstawg okre§lenia, np. kryterium bazujacym na wspoétczynniku
intensywnosci naprezenia K; = K¢, a rzeczywistg sytuacjg wystepujaca w obrebie pofa-
czenia spajanego. Proces spajania wymaga rozpatrzenia relacji modutéw: pole termiczne
- ewolucja mikrostruktury - pole mechaniczne i moze prowadzi¢, miedzy innymi do:
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Stosowana zwykle procedura, wigzaca bezposrednio wytrzymatos¢ ztacza ze skia-
dem chemicznym spoiny jest wige zbyt duzym uproszczeniem. Ponadto nalezy podkre-
stic, iz w przypadku znacznego zréznicowania cech wiasnosci mechanicznych poszcze-
golnych sktadnikéw mikrostruktury, globalna ocena cech wlasnosci mechanicznych wg
zaleznosci (1), (2) obarczona jest znacznym blgdem. Gldwna przyczyna tego stanu jest
nieuwzglednienie wpltywu oddzialywania wi¢zow mechanicznych pomiedzy i - tymi
sktadnikami mikrostruktury [1]. W celu nadania powyzszemu stwierdzeniu konkretnych
ksztaltow mozemy przedstawic, jako przyklad charakterystyke zmiany wytrzymalosci
bainitu, w zaleznodci od jego udziatu objgtosciowego Vi, w osnowie martenzytycznej -
Jako rezultatu wpltywu wigzéw mechanicznych - w formie nastepujacej empirycznej
zaleznosci:

Gy, = 0, [0.65exp(- 3.3V, )+ 0,98] < 5 (3)
gdzie:
G - wylrzymatos¢ bainitu z uwzglgdnieniem wplywu weztow mechanicz-
nych, MPa,
Ghy - Wytrzymato$e bainitu, bez wplywu wiezéw mechanicznych, MPa,
onm - wytrzymalosé martenzytu, MPa,
Vp - udzial objgtos$ciowy bainitu w osnowie martenzytycznej.

Ten sam problem rozpatrywany w skali makroskopowej calego ztacza spawanego
iuwzgledniajacy jego zréznicowang budowe, w ktéorym makroskopowe whasnosci mi-
krostruktury sg wyrazone poprzez rozklad twardosci, badz odpowiadajace mu cechy
mechaniczne (np. granicg plastycznosci Re) przedstawiono na rysunku 2.

A
y
2P
a B b I C 3
X
0 - wi- | x*
21 1
o : (13 :: (1 E NS
-4 o o
B
------------- < T <§
| 2p
Rys.2. Schemat modelu nicjednorodnego zlacza spajanego: a. geometryczna konfigu-
racja, b. lokalna zmiana Rf‘;vun w obrg¢bie zlacza Rt\;vun < R?, c. lokalna

zmiana REVOV w obr¢bie zlacza Rgvov > R?



94 Eugeniusz Ranatowski

Wobec powyzszego, charakterystyka oddziatywania wigzéw mechanicznych, przy
okreslonej strukturze obszaru (W) i (B) zalezy od [5]:
- ksztattu i cech geometrycznych uktadu,
- rodzaju i wielko$ci pola sitowego,
- charakterystyki wlasno$ci mechanicznych stref (B) i (W),
- wplywu zjawisk fizycznych w obszarze powierzchni kontaktowe;j stref (W) i (B).
Okreélenie zmiany stanu naprezenia, jako rezultatu oddziatywania wigzow mecha-
nicznych w wyniku lokalnych zmian strukturalnych w obszarze powierzchni kontakto-
wych stref (B) i (W) posiada fundamentalne znaczenie do wiasciwej interpretacji
i oceny wilasno$ci mechanicznych analizowanego uktadu - rysunek 2, zaréwno na po-
ziomie mikroskopowym, jak i makroskopowym. Chcac wigc uzyska¢ ilosciowa oceng
wyzej wymienionego zjawiska, dla sytuacji przedstawionej na rysunku 2 b i ¢, przyjeto
uproszczony model obliczeniowy - zgodnie z warunkiem de Saint - Venanta - pokazany
na rysunku 3.

& | 5 |

- +—— +—— -

2Pn < < 4 «4 <
Ya ” ‘92Q yA A“,L’ﬁ" 2Q fo
> > > » B—-»»—r e N'
= A ;
l X X
< < - < - « < 4 4+ 4 <« < < A
K
-+ - -
— 7> > > > > > > > >
B B
t ] t I
a b.
Rys.3. Model obliczeniowy niejednorodnego ztacza spajanego:
a RYU REB p RWYOVLRE,

Przedstawiony model stanowi modyfikacje klasycznego modelu Prandtla, z uwagi
na niejednorodny stan naprezen styczmych wzdluz powierzchni kontaktowych.
W stosunku do materiatu stref (W) i (B) zalozono idealne wihasnosci sprgzysto - pla-
styczne. Rezultatem tego jest rowniez zmiana stanu napr¢Zenia w sasiedztwie styku stref
B i W. Rozpatrzmy w dalszym ciagu analityczne zwiazki okreslajace warto$¢ naprezen,
ktore wystapia w warstwie o obnizonej lub podwyzszonej wytrzymatosci w stosunku do
materiatu podstawowego (strefa B). Podstawa obliczen stanu naprg¢zenia sa wige rowna-
nia réwnowagi przy zatozeniu jednostkowej grubosci w kierunku normalnym do ptasz-
czyzny Oxy oraz warunek plastycznosci [3] wraz z ograniczeniami wynikajacymi
z przyjetego modelu obliczeniowego, przedstawionego na rysunku 3. Wobec tego, cha-
rakterystyka stanu naprezenia w obrebie powierzchni kontaktowej stref (B) 1 (W) przed-
stawia si¢ nastgpujaco [4]:

- dla strefy (W) o obnizonej wartosci RéNun(RéNun < Rg) :
un

un O xx 1 (7‘ -y &

- XX _ =2 _arcsi =rs
Gx(rel)_ " _I—Y 5 yyl-v arcsmy)+ > x
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1+ 1- 2
—2\/ I- (—Y 1 ﬂ) @)
2 2 x

un

S 1 (n , ) -y &
un y 2 Y
o = =——| = —-yyl-y° —arcsiny | + —-=2 %)
y(rel) k 1-y\2 ! ! ! 2 x
sin |
un oy _fry I-vm
Oxy(rel) = k2 2 ©
W (un)
N P B S S L PT T
k V3

- dla strefy (W) o podwyzszonej wartosci RQNOV(RQNOV >RB ):

ov

o 1 n [ 2 . 1-7 &
ov _oxx _ (_t}por _ 1=-7s
Oxx(rel)— = L-y( 2+y -y +arcsmy)+ > K+

k
1+y 1-y 1)’
+2\/1 (.o @

. 2 K
ov
[0} —_
ov _Oyy n 2 . I-y &
O yy(rel) = N ~—1_Y(v2+y -y +arcsmyj+—2 " (8)
ov
ov _Oxy l+y 1-y7m
Y e ©)
reki/k o5 bl o k=R kskgsk ; ROV s gB

Cechy geometryczne charakteryzuja parametry:

Pozwala to oceni¢ normalizowany stan naprezenia w sasiedztwie powierzchni kontakto-
wej stref W i B, jako funkcje parametru y oraz cech geometrycznych x , 1, &§. Wartoscia
granicznga dla naprezen Oy Jest parametr k:

'cxy‘s K (10)

co jest zgodne z zalozeniem Treski. Wartos¢ k moze by¢ osiagnigta tylko na czesci
powierzchni kontaktowej stref W i B - rysunek 3. Ponadto, wyrazenie pod pierwiastkiem
kwadratowym w réwnaniach (4) i (7) musi spetnia¢ warunek:
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1 1-
e ITY N an
2 2 K
Wobec tego relacja pomigdzy 11 k wynosi:
K2n (12)

Warto$¢ y zmienia si¢ w przedziale -1 <y <1.

Jezeli y = -1, otrzymamy sytuacj¢ adekwatna do modelu Prandtia, natomiast dla y = 1;
QQ/OV =0; G;g/ov =0; 029/0\' =k, co odpowiada sytuacji czystego $cinania
obszaru W. W przedziale -1 < y < 1, w zalezno$ci od wartoéci k , 1 , & napr¢zenia
un
ij >
bliwych, o czym $wiadcza migdzy innymi ich charakterystyki przedstawione na rysun-
kach 4 + 7 dla wybranych przyktadow.

Zgodnie z uprzednio okreslonym analitycznym modelem - rysunek 3, napr¢zenia

G;I}II/OV oraz 023/‘” sa jednakowe po obu stronach powierzchni styku stref W i B i

c cgv (i, j = x, Y) zmieniaja si¢ w sposéb monotoniczny przy braku punktéw oso-

zaleza odpowiednio od parametrow & i x oraz 1 i k. Natomiast napr¢zenia

GQQ/OV zaleza od parametréw k , 1 , & i moga si¢ zmienia¢ skokowo po obu stronach

powierzchni styku stref W i B lub nawet posiadac przeciwne znaki, bez zaklocenia wa-
runkow réwnowagi.
Skutki zmiany stanu naprezenia mozemy oceni¢ wprowadzajac parametr S, w postaci:

W(un B
-dla Re ( )sRe )
un un  un
o
s;ﬂ: ﬁL - XX Y ) (13a)
o 2(un
H un _ _un un __un
3J(GXX ny) +O,y ny+30xy
_dla RY(OV) > B
ov ov +0_OV
o
sgv - (f)nv - XX Y = (13b)
e 2l ov
H ov _ _ov ov__ov
‘/(O'XX ny) Oyx ny 30’Xy

gdzie:
O - naprezenie $rednie,
oy - ekwiwalent napre¢zeft wg Hubera - Misesa.

Wobec tego, uwzgledniajac stan naprgzenia, zgodnie z zalezno$ciami (4) + (6) i (7) + (9)
ofrzymamy:
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-dla RN (RB.
1 (n £ I+ 1- 2
2 ¥(——y l—yz—arcsmy) 2vs ) 1—(—Y+~—Yﬂj
I-y\2 2 x 2 2 x
gun _
p 2

1
+ —(E Y l—yz—arcsiny) —Y—é—
y\2 2 x

1

2
2
1+ 1- 1 [ 1-
_2,\/1_(71+_}iﬂj -[————(E—y l—yz—arcsinyj+ }+

)
-<
A e

I-y\2

(14)

N | —

1+ 1- 2
+3(—Y+—Y~n~)
2 2 K

W(ov)

-dla R¢ >RE:

I+ 1- 2
-2+ 1_[_l+_7_'lj
2 2 x
1 {n f 1 £ 1+ 1 2
3<4. ——(——y l—yz—arcsiny) +—Y—— 1_(_\(_+_Y3) -
1-y\2 2 x 2 2 x

1

N e )| [t W EEES

2

|

1
212
-1 1- 1 1-
. —(E—y l—yz—arcsiny) +——Y§ +3(—+—Y—lﬂ)
1-y\2 2 K 2 2 K

Na rysunkach 4 + 7 przedstawiono odpowiednio charakterystyke zmian: cg?rel)’

SOV

un un un __un un ov ov ov ov _ov
Oy(rel)Cxy(rel)Cev-OH Sp oraz %x(rel) Oy(rel) > Cxy(rel) > Cev > OH >

Jjako funkcj¢ parametru y.
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Ocena stanu naprezenia wskazuje na zupelnie odmienng charakterystyke stanu na-
prezenia w obszarze (W), dla modeli przedstawionych na rysunkach 2 a, ¢ i 2a, b oraz

un . ooV
1S

na zupelnie odmienng tendencj¢ S . Prowadzi to w konsekwencji do zmiany

wskaznikow wytrzymatosciowych oraz odpornosci na pekanie uktadu heterogenicznego,
przedstawionego na rysunkach 2b, ¢ i 3a, b. I tak, uwzgledniajac uwarunkowania przy-
jetego uprzednio modelu, nowa warto$¢ granicy plastycznoci dla strefy (W) wynosi [5]:

Sdla RQVOUM) R B
RW(un) RW(un) KL\IAI} (16)
-dla RW(OV)
RYV(oV) _ gW(ov) k Qv (17)
gdzie:
K un - wspotczynnik uwzgledniajacy wplyw wigzow mechanicznych

W i zmiane stanu naprezenia dla modelu przedstawionego na rysunku
26, RV (RB

KOV - jak wyzej, dla modelu przedstawionego na rysunku 2,
w
W(ov) S Re ’
RE\:N(U“) granica plastycznosci strefy W o obnizonej wartosci w stosunku do

strefy B, bez uwzglednienia wplywu wiezow mechanicznych
i wynikajacej stad zmiany stanu naprezenia,

RXV(OV) - granica plastycznosci strefy W o podwyzszonej wartosci w stosunku
do strefy B, bez uwzglednienia wptywu wigzoéw mechanicznych
i wynikajacej stad zmiany stanu napreZenia,

R]e3 - granica plastycznosci materiatu podstawowego, strefa B - rysunek 2
a, b, c

W(un) RW(ov)

W powyzszym kontekscie Rep odzwierciedlajg nowa wartos¢ gra-

nicy plastycznosci strefy W - rysunek 2 b, ¢, jako rezultatu wptywu wigzéw mechanicz-
nych oddzialujacych na poziomie makroskowpowym zlacza - analogicznie jak na po-
ziomie mikroskopowym - wzor (3), dajac bardziej poprawna interpretacj¢ fizyczna.
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un un un
Sxx(rel) Syy(rel) Sxy(rel)

-1 0 i

Rys.4. Charakterystyka stanu napr¢zenia, Gi)r(‘(rel) , G;;(rel)’ Gx;(rel) oraz

om. ol - Sp dla x=03; 05; 0,75 099 i n=03; £=0,1

Zgodnie z opracowaniem [5] warto$¢ K&? i K(\)A\/l wynosi odpowiednio:

K — %[_.‘__)B+ 2(1-2q)y/a(1- q) - arcsin(2q - 1)} (1- q)Z;J (18)

4(1-q
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W sensie fizycznym, parametr q odzwierciedla wplyw stopnia odchylenia strefy
W od prostopadtego utozenia wzgledem dziatajacego obciazenia 2P i wynikajacy z tego
poziom naprezen stycznych na powierzchni styku stref W i B.

ov ov ov
a a
xx(rel) Oyy(rel) xy(rel)
i3 T 05 T T
1
i
L
i — ," ///
- - .
o8 LT
1%
Fan
L s
05 = s
06+ ~ ,/ —
Ve
Ve ,/
L T T TN Y
- ;oo
or . ///_ - ok 7 -
S
. o Vs
P
Ve
-0s ' -2 L 02 '
-1 o I3 -1 0 i -1 0 l
¥ > Ve
ov oV ov
Om O'H SP
0 T EX) Y 0 T
!
M A
N -0 1 e
oab i O
s v
-4 .
Lo -0 ke .
- L
—0.49- o — LT
)] 0 -
7 E or —
N P 7
s %
—o.ﬁ::j' - — /4
047,
- L z L -0.5 L
0rz; P : -1 0 1 -1 0 1
P ke s
C

Rys.5. Charakterystyka stanu napr¢zenia, “;;(rel) , G(;,:,(rcl) . Gg;(rcl) oraz

om SN -Sp dlak=03:05:075:099in=03;:E=0.

Istnieje $cisle okreslona relacja naprgzen stycznych na powierzchni styku stref W
1 B od oddziatywania wigzéw mechanicznych oraz obciazenia 2Q w postaci 1 +y=2q,
co pozwala - po uwzglednieniu przedziatu zmiennosci y oraz uwarunkowan fizycznych,
wskazujacych na brak mozliwoéci czystego $cinania w strefie W (q = 1) - okresli¢ para-
metr ¢ w przedziale: 0 < q <1. Dla warstwy prostopadtej wzgledem obciazenia 2P -
rysunek 2a, warto$¢ q = 0, poniewaz 2Q = 0.
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un un
Sxx(rel) O yy(rel) Oxy(rel)

4
_Ojglﬁ_l i s 1 —02 1
-1 4 I —1I Q -1 o
¥ R ke

Rys.6.  Charakterystyka stanu naprezenia, (’g)r(l(rel)’(’;;(re[)s(’;g/l(rel) oraz

un un

Om -Ol .Sp" dla k=03 : 0507 ;099 i n=02; £=09
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ov ov ov
Gx(rel) Gy(rel) Gxy(rel)

2 T L3 T

ov ov ov oV _OV OV
Rys.7. Charakterystyka stanu S x(rel) > Sy(rel) " xy(rel) oraz Gpy OH - Sp

dlax=03;05:;07;09 in=02:£=09

Na rysunku 8 przedstawiono wykresy parametrow Kw i K&‘// dla r6znej wartosci
x iq, wskazujac na odmienne tendencje oddzialywania wiezéw mechanicznych strefy
o obnizonych lub podwyzszonych wiasno$ciach mechanicznych. W praktyce strefa (W)
reprezentuje spoing lub strefe wptywu ciepta.

Jak wynika z rysunku 8 intensywnos¢ wzrostu parametru Kuwn/ OV jest najwyzsza
dla q = 0 przy jednoczesnie malejacej wzglgdnej grubosci strefy W - k, co oznacza pro-
stopadte utozenie strefy W w stosunku do dzialajacego obciazenia 2P (rysunek 2).
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Dla sytuacji przedstawionej na rysunku 2 a, b warto$¢ &g wynosi [5]:
-dla Kg" =RB/RUM >

11
I-1/n [__#]
6un_[ 1 J( W)[KUWHJ "w "B (21)
R ~ un un
Kg Ks
-dla K& =RB/RQV>1
11
1-1/n [ ]
ov [ 1 (1=1/ny) KW ) ("w B
op’ = ov (22)
Kg" Ks

gdzie:
nw ng - wspotczynniki umocnienia materiatu odpowiednio dla stref (W) i (B).

10
Ok
14
0,14
R2-1046,5MPa ng=0,15
R¥=813,5MPa ny=0,20
0,01 . ,
0,0 0,1 1,0 K 10

Rys.9. Wykres 8%“ jako funkcjik dla q=0,1+0,9 i Kém =1,3 i o wartosciach

RE = 1046,5 MPa, RY™ = 813,5 MPaoraz np = 0,15, ny =0.20

Jako przykfad wykorzystania w/w zaleznosci, na rysunku 9 przedstawiono zmiang para-
metru 6%“ jako funkcje x dla q=0,1 + 0,9, zgodnie ze wzorem (21) dla wysokowy-

Wun_ g13,5MPa i RB =1046,5 MPa. Ponadto na

trzymatej stali o wlasnosciach R
rysunku 10 przedstawiono zmian¢ parametru 6% , jako funkcje k dla q=0 oraz

S = 1,05 + 1,30.
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0,14

0.01

0,001

N/ Ny~ 0,75 Ny =0,15 q

]
<

0.0001
9%

0l 0l ]

Rys.10. Wykres 81 | jako funkcji x dla q=0 i Ke =1.05+1.30
Y y R d S

Na rysunku 11 przedstawiono zmiane wartoéci 8, = 8% /8y, zgodnie ze wzorem

(22) dla nastgpujacych wiasnosci stref W i B: RQNOV =1046,5 MPa, R? =813,5 MPa,
N = 0.2, Ny = O,]S, Kg = 0,77, q= O,l = 0,9

ov
10000
q=0,1
q=0,3
1000 q=0,5
q=0,7
1005 318’3
104
1.
0.14 \ \
0,01 K
0,001 0,01 0,1 I

Rys.11. Wykres 83", jako funkeji k dlaq=0,1 = 0,9 oraz Kg = 0,77.

Powyzsze przykiady wyraznie wskazuja na istotny wplyw zréznicowania wiasnosci
mechanicznych stref W i B na odpornosé¢ na pekanie ztaczy spawanych. Parametr

SL}{H/OV :SL\I{}/OV/SB stanowi réwniez w praktyce miar¢ uwrazliwienia zlacza na
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proces spawania, stajac si¢ istotnym czynnikiem w ocenie spawalno$ci. Powyzsze roz-
wazania sq W swojej istocie rezultatem analizy stanu naprezenia, jako rezultatu oddzia-
fywania wigzow mechanicznych w ukladzie heterogenicznym [5], posiadajac funda-
mentalne znaczenie w zakresie wlasciwej interpretacji i oceny analizowanego uktadu
spajanego.

WNIOSKI

Lokalne zroznicowanie struktury w obrebie potaczen spajanych wywoluje istotna
zmiane cech wlasnosci mechanicznych dla tego obszaru. Wykazano, iz zarowno na
poziomie mikroskopowym, jak i makroskopowym relacja mikrostruktura - wiasnosci
mechaniczne jest funkcja parametrow fizycznych, jak i cech geometrycznych uktadu.
W odniesieniu do modelu heterogenicznego potaczenia spajanego. stosujac zmodyfiko-
wany mode!l Prandtla, ustalono charakterystyke zmiany stanu naprezenia i jej skutkow
poprzez oceng S, i Ky, uwzgledniajac wplyw wigzow mechanicznych, wynikajacych
z lokalnych zmian mikrostruktury. Przedstawiona w koncowej fazie ocena wpiywu pa-
rametrow Kuwn 1 K%}l wykazala rownie istotng zmiane odpornosci na pekanie dla ob-
szaru (W) - obnizenie odpornosci na pekanie dla strefy (W), spehiajacej
RQN(“") < R? i podwyzszenie odpornosci na pekanie dla strefy (W), spelniajacej

warunek RXV(OV) 2 R?.
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SOME ASPECTS OF IDENTIFICATION THE MECHANICAL
PROPERTIES OF WELD JOINTS

Summary

In this paper was presented the relation between structure and mechanical proper-
ties of the heterogeneous weld joints with used a modified Prandtl solution. An analysis
was made of stress ;. , i k = X, y at interface for the cases of perpendicular and non-
perpendicular orientation of the zones relative to the load action direction under tension.
Conclusion from stress analysis form a stress state parameter S, as a physical measure of
the deformation and effort of the mismatched weld joint and constraint factor K. Fu-
thermore, form some basic for application of the constraint factor Ky, , to an assessment

of the fracture parameter 8 = 8%'® /5y .

Key words: heterogeneous of structure, stress state, fracture parameters.
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W pracy przedstawiono problemy zwiazane z wlasciwg interpretacja wy-
kresow F(t), F(f) zdejmowanych w probic udarowego zginania, niezbednych dla
dokiadnej oceny parametréw dynamicznej odpornosci materiatéw na pekanie np.
Kf,lf . Podano mozliwodci wykorzystania matematycznych metod obrébki za-

rejestrowanych szybkozmiennych przebiegéw dynamicznych w prébie udarowe-
go zginania. wykorzystujac komputerowe wspomaganie. Pokazano przykladowe
algorytmy obrobki wykreséw w zakresie matematycznej filtracji opartej na
usrednianiu zmiennej losowej i oscylacji w dziedzinic czasu i czestotliwosci.
Okreslono procedure wyznaczania punktow charakterystycznych procesu tama-
nia udarowego probki na przyktadzie konkretnej obrébki wykresu F(t) dla probki
Charpy V ze stali 18G2A.

Stowa kluczowe: proba udarowego zginania, wspomaganie komputerowe.

1. WSTEP

Zgodnie z obowigzujaca w kraju procedurg badania udarnosci materiatow wedtug
PN-79/H-04370 ecnergia kinetyczna wahadla miota udarowego zostaje czgsciowo za-
mieniona na pracg uderzenia K, odpowiadajaca energii zuzytej na ztamanie probki:

K =mgR(cosp —cosa)[J] O

gdzie:

- masa wahadla mlota, kg,

- odlegto$¢ od osi wahadta miota do srodka probki ustawionej na podporach, m,
- przyspieszenie ziemskie, m/sz,

- kat spadania wahadta miota, deg,

- kat wychylenia wahadfa miota po ztamaniu prébki, deg.

~ 3

=™ QR Ug

Wartos¢ pracy uderzenia K odniesiona do powierzchni poczatkowej przekroju
probki S, w miejscu karbu okresla parametr KC, zwany udarnoscia;
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KC=K-S;' [J/em?] )

Wartosé¢ zuzytej pracy K lub udarnosci KC okreslona zostaje globalnie, co
w aspekcie fizyki procesu tamania probki moze prowadzi¢ do bardzo subiektywnej
oceny tychze parametrow.

Probie tej usituje si¢ nada¢ bardziej precyzyjny charakter poprzez okreslenie pa-
rametréw i kryteriow wynikajacych z dynamicznej mechaniki pekania np. Kyg, Jua. Za-
sadnicze trudnosci zwiazane z prawidtowa ocena proby udarowego zginania, przy wy-
korzystaniu parametréw mechaniki pekania, wynikajg z dynamicznego charakteru pro-
by i niedoskonatosci metodyki badawczej. Dynamiczny charakter przebiegu proby
wyzwala szereg zjawisk, prowadzacych do znacznej dyssypacji energii:

- absorbowanej przez mtot udarowy,
- absorbowanej przez probke,
- bezposérednio zuzytej na proces pekania probki.

Ponadto wystepuja zaklocenia przebiegu zdejmowanych charakterystyk: F(t), f(1),
F(t) (F-sita, f-ugigcie, t-czas), ktore stanowia podstawe analizy i oceny procesu udaro-
wego zginania. W powyzszym aspekcie ocena tego procesu nie jest mozliwa, bez
uwzglednienia podstaw fizyki tego procesu. Powinno to doprowadzi¢ do ustalenia wla-
sciwych krokow do zarejestrowania charakterystyk F(t), F(f), f(t), ich obrobki mate-
matycznej, a w dalszej kolejnosci okreslenia punktéw charakterystycznych procesu
zginania probki i oceng wiasciwych parametréw opisujacych to zjawisko, np. Kig, J1e» W
zaleznosci od kruchego badz ciagliwego przebiegu procesu pekania materiatu.

2 PODSTAWY FIZYCZNE PROCESU UDAROWEGO ZGINANIA

Charakteryzujac z fizycznego punktu widzenia, przebieg proby udarowego zgina-
nia nalezy stwierdzi¢, ze oddziatywanie pomiedzy nozem wahadla miota, podporami
a probka ma charakter falowy. Energia dostarczona poprzez fale naprezeniowe wywoluje:
a) oscylacje stanu naprezenia wokot szczeliny i fluktuacje odbitych fal naprezen, wy-

t
wotujaca oscylacje uktadu miot-probka w wyniku impulsu det,
0
b) przyspieszenie masy prébki, z ktorym zwiazany jest rowniez efekt inercyjny a od-
grywajacy zasadnicza rolg w poczatkowym okresie zginania,
¢) mechaniczne zginanie probki.

Zjawiska wyszczegolnione w punktach a, b, sa bezposrednim skutkiem dynamicz-
nego charakteru proby. Rownoczesnie naktadanie sig w/w zjawisk powoduje zasadnicze
trudnoéci w ocenie parametrow charakteryzujacych proces pekania i wlasciwa interpre-
tacje wynikow proby udarowego zginania.

W prébkach typu Charpy V z uwagi na ograniczone rozmiary probki, fale odbite
od powierzchni ograniczajacych oraz ich dyfrakcja na koncu szczeliny dodatkowo na-
daje procesowi temu charakter stochastyczny, wplywajacy na przebieg sity F(t), F(f)
i f(t), a w konsekwencji na stan napr¢zenia wokot wierzchotka szczeliny. W rezultacie
tego, po osiagnigciu przez falg naprezenia szczeliny o wartosci poczatkowej amplitudy
o, i okresie T,, stan naprezenia wokot wierzchotka szczeliny ma charakter oscylacyjny,
co w powiazaniu z fluktuacja odbitych fal naprezeniowych oraz nagromadzona energia
sprezysta w badanym uktadzie prowadzi do drgan wiasnych probki, podpor i wahadia.
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Z uwagi na mate wymiary probki zjawisko to wykorzystuje si¢ do pomiaru sity tamiacej
probke poprzez usytuowanie czujnikow pomiarowych na nozu wahadta lub podporach.
Tak wiec, zasadniczo problem oceny zjawisk zachodzacych bezposrednio w probcee
dokonuje sie na podstawie analizy zjawisk zachodzacych poza probka i stopien wiary-
godnosci zalezy od podobiefistwa zjawisk w prébee oraz nozu wahadta i podpér.

Ocena podstawowych parametréw mechaniki pekania: Ky, Jig wymaga wigc
uwzglednienia i wyselekcjonowania wplywu czynnikow dynamicznych w czasie prze-
biegu pomiaru sit w ukladzie F(t) lub F(f) i okreslenia punktow charakterystycznych
zwiazanych z poszczegolnymi etapami famania prébki. W praktyce oznacza to znaczaca
eliminacje zaklécen i deformacje sygnatu pomiarowego w czasie badan eksperymental-
nych oraz mozliwo$¢ jego analitycznej weryfikacji z uwzglednieniem zasad modelowa-
nia i aplikacji metod matematycznych, opartych na metodach komputerowych. Realiza-
cja tak postawionego celu jest mozliwa dzieki systemowi wspomagania komputerowego
CAI (Computer Aided Instrumented Charpy Impact Testing).

3. NIEKTORE ASPEKTY MODELOWANIA PROBY UDAROWEGO
ZGINANIA

Rozwazmy w dalszej kolejnosci w jakim stopniu sg spetnione kryteria modelowa-
nia zjawisk fizycznych zachodzacych w probee i elementach pomiarowych, ktoérymi sa
noz wahadta i podpory.

Warunkiem koniecznym i dostatecznym wystepowania podobienstwa pomigdzy
modelem a rzeczywistym obiektem jest formalizacja opisu zachodzacych w nich proce-
sow [1]:

e za pomocy tych samych zwigzkéw fizykalnych, opisujacych wewnetrzne prawidto-
wosci procesu 1 okreslonych za pomocg tych samych réwnan rézniczkowych, two-
rzac matematyczny model procesu,

¢ zgodnos¢ kryteridw podobienstwa.

Model matematyczny formalizuje opis modelu fizycznego a rozwiazanie réwnan
rozniczkowych prowadzi do prawidlowej analizy wymiarowej procesu dla okreslonej
przestrzeni fizycznej, ktora w tym przypadku stanowi:
¢ probka Charpy V ze wstepnym peknieciem jako obiekt rzeczywisty,
¢ noéz wahadla i podpory jako modele obiektu rzeczywistego

Jezeli weZzmiemy probke Charpy V ze wstepnym peknieciem, poddanej dziataniu
dynamicznego obcigzenia F(t), wéwczas problem oceny stanu wytezenia materiatu
mozna sprowadzi¢ do okreslenia stanu naprezenia ¢,; w sasiedztwie wierzchotka szcze-

liny. ktéry w ramach dynamicznej liniowej mechaniki pekania mozna okresli¢ jako
[1,2.9]:

o, =Kgii(®,v)/ 2nr (3)
gdzie:
K? - dynamiczny wspotczynnik intensywnosci naprezenia,
t - czas dzialania sity F(t),
gij(®,v) - uniwersalna funkcja kata i predkosci wierzcholka szczeliny v z, ktérym
zwiazany jest ruchomy uktad wspétrzednych @,r przy czym i,j = x)y
ar—0
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Z uwagi na to, ze stan naprezenia charakteryzuje jednoznacznie dynamiczny
wsp6lczynnik intensywnosci naprezenia K(t), oceng wytgzenia materiatlu mozna upro-
$ci¢ i modelowe warunki rozwoju szczeliny okresli¢ podobnie jak w metodach statycz-
nych, jako:

d d
KI = chr (4)
gdzie:

K?c, - odpornosé na rozw6j peknigeia w warunkach dynamicznych.
Rozwiazanie problemu okreslonego przez rownanie (4) prowadzi do wymiarowa-

nia przestrzeni fizycznej poprzez parametry K‘Ij oraz Kfcr [9,10]:

K¢ = ¢, [I(1) (1), tobciazenie (5a)
gdzie:
1(t) - dtugos¢ szczeliny,
t - czas,
i(t) - predko$¢ wierzchotka szczeliny
K=o, [i(t),T, B, w] (5b)
gdzie:

T - temperatura,
B,W- wymiary charakterystyczne probki,
it) - predkos¢ wierzchotka szczeliny.

Ogolne spostrzezenia dotyczace przebiegu zmiany sit pomierzonych F(t), stano-
wiacych podstawe oceny Kf na nozu wahadta, prébce i podporach mozemy ocenic
nastepujaco [3, 4]

e przebiegi sil F(t) rejestrowane na nozu wahadla, probce i podporach sa wzgledem
siebie przemieszczone w czasie t,
e okreslenie sity uérednionej FE pozwala czesciowo skompensowal przesunigcia
fazowe i oscylacje mierzonych sit na bijaku i podporach w stosunku do sity famiacej
" probke zdjetej bezposrednio z probki.

Powyzsza sytuacja jest w glownej mierze rezultatem nie spetnienia kryterium po-
dobienstwa poprzez wymiary geometryczne probki oraz néz wahadta i podpory. Jezeli
oznaczymy podstawowe wymiary prébki przez: A - grubo$¢, B - szerokos¢, L - dhugosé,
a odpowiadajace wymiary podp6r i noza wahadta przez: A',B',L'i A",B",L", to:

A A B B L L

Ar Arr BI Bll Lr Ln

(6)

co prowadzi do innych relacji ilo§ciowych tych samych proceséw. Wobec powyzszego
uzyskane rezultaty oceny przebiegu sit z noza wahadfa lub podpoér uzna¢ mozna za
pierwsza generacje wynikow pomiarowych, ktére w dalszej kolejnosci powinny podle-
ga¢ dalszej korekcie 1 obrobee, co jest mozliwe dzigki aplikacji systemu CAlL Przyjety
W pracy ramowy program postepowania polega na:
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* rejestracji przebiegow sit F poprzez ukfad pomiarowy miota udarowego,

* filtracji zaktocen na rejestrowanych przebiegach (smoothing),

¢ wyznaczeniu sity usrednionej FZ,

¢ uwzglednieniu wplywu drgan u podstaw podpor na FE,

* koncowej filtracji i korekeji sity usrednionej FZ,

* normowaniu i obliczeniu parametréw charakteryzujacych proces pgkania probki
Charpy V.

4. CHARAKTERYSTYKA GLOWNYCH KRQKOW
MATEMATYCZNEJ OBROBKI WYKRESOW W PRZYJETYM
SYSTEMIE CAI

Na rvsunku | przedstawiono w sposob schematyczny funkcjonowanie przyjetego
systemu CAL Zastosowany w niniejszej pracy uktad pomiarowy realizuje:
e pomiar sity z podpér,
¢ pomiar sity z noza wahadfa,
¢ pomiar drogi wahadla,
¢ pomiar drgan wlasnych,

Uktad pomiarowy
miota udarowego

drgad wtasnych July 1 biake 1 sy t podpér drog! bijaks
w(t) 260 £ fy
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Rys.1. Schemat blokowy konfiguracji przyjetego systemu CAI

Powyzszy system blizej scharakteryzowano w opracowaniach [3, 4]. Moze on by¢
stosowany przy réwnoczesnym zdejmowaniu sygnalow pomierzonych wg schematu
blokowego — rysunek 1 w opcji optymalnej lub tylko z osobnych punktéw pomiaro-
wych np. noza wahadta lub podpér itp. Co najczeéciej spotyka sie w praktyce. Stanowi
on podstawg do dalszej analizy, obrébki i opracowania wykreséw podstawowych zwia-
zanych z okresleniem sity tamiacej probke. Pierwsza czynno$cig zwiazang z opracowa-
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niem wykresow stanowi operacja usredniania, przeprowadzana w sposéb ciagly (smo-
othing). Jest ona wykonana przez zamiang wartoéci chwilowych kazdego przebiegu
filtrowanego f(t): F,(t)-z czujnikéw na podporach, Fy(t)-z czujnikéw na nozu wahadia
na wartosci tzw.momentow rzedu zerowego m(t), czyli na wartosci $rednie [3].
Wartos¢ my(t) dla czasu dyskretnego k = t/At, gdzie At =2ps okreslamy na pod-

stawie zaleznosci:

k+1/2
mo(k):_l_ Z f(i):mo(k—l)——l—[f(k—l—l/2)—f(k+1/2)] (7)
I+1, 50 [+1
gdzie:
I+1=T/At+1 - iczba usrednionych danych oceniana w przyblizeniu z nie-

réwnosci 1< M/50,
M+1 - ogélna liczba danych pomiarowych,
At - okres dyskretyzacji.
T - dhlugo$¢ przedziatu usredniania.
Otrzymane w ten sposob wykresy i oczyszczone z szybkozmiennych zaktocen
przebiegi F(k), F (k) oznaczony dalej jako Fr')(k);Fl;(k).

Nastepny krok polega na wyznaczeniu sity ugrednionej F-(k) zgodnie ze wzorem:

1 )
Fu(k) = o, 2R 0+ (2-a, JFy (k)] (8)

gdzie:
=}
a, - funkcja wagi, uwzgledniajaca nieréwnomierny wptyw skladowych (k)

i Fy (k) na skutek ich przesunigcia.

Ocena Fy (k) odbywa si¢ w wydzielonym module programowym a warto$¢ d,

okreélimy zgodnie z zaleznoScia

M M
a, =29 F(k)/ Y 2F )+ F(k) 9)

k=0 k=0

Jezeli po wykonaniu tej operacji, na podstawie F\.(k)nadal jest niemozliwa jedno-
znaczna interpretacja rezultatow badan, wiedy prowadzimy koncowa filtracje zwiazang
7 korekta sily usrednionej. Taka filtracj¢ bedzie mozna dokona¢ zarowno w dziedzinie:

e dyskretnego czasu,
o dyskretnej czgstotliwoscl.

O tym jaka opcj¢ obrobki wybra¢ decyduje operator programu i jego doswiadczenie.

Koncowa filtracja Fi(k) w dziedzinie czasu dyskretnego jest przeprowadzona
zgodnie ze wzorem (7), lecz dla wigkszej liczby danych. Rezultat tej filtracji —przebicg
F{, (k) -moze by¢ jednak w duzym stopniu subiektywny. Utrudnione moze by¢ w dal-
szej kolejnosci rozdzielenie charakterystycznych obszarow 1 punktow przebiegu sity
F¢,(k) . Pomocny w opracowaniu przebiegu sily F¢ (k) jest proces rézniczkowania
takiego przebiegu.
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Koncowa filtracja F;(k)w zakresie dyskretnej czgstotliwosci przebiega zgodnie

Ze wzorem:

M
Fi(jmAo) = > Fy(k)exp(-jmAnA,) (10)
k=0

gdzie:

Aw = 2ITAM + 1) - przedziat prébkowania w dziedzinie czgstotliwosci,
m - numer kolejnego probkowania w dziedzinie czestotliwosci.

Przebieg F{,(k) otrzymany w wyniku filtracji w dziedzinie czestotliwo$ci bedzie
porownywany z rezultatem koficowym filtracji w dziedzinie czasu - przebiegiem
F (k) . Pozwoli to przyja¢ jeden z nich, jako koncowy rezultat filtracji o czym: decy-
duje operator programu. Przyjety w ten sposob przebieg sily oznaczono przez 2F, (k).

Obrobka koncowa odfiltrowanego przebiegu 2F; (k) bedzie obejmowata [3]:

* wyznaczenie zaleznosci sily 2F; (k) od przemieszczenia noza wahadta f,

* normowanie-skalowanie przebiegu sity 2F; (k) w wartosciach bezwzglednych,

¢ aproksymacje¢ przebiegu F,(k), liniowa funkcja sklejang o swobodnych weztach,

» obliczanie parametrow, charakteryzujacych odporno$¢ na pekanie badanej prébki
Charpy: Kyg. Jig.

Zmiana argumentow funkeji 2F, (k) na 2F (f) jest przeprowadzona:

* w celu okreslenia obszaru odksztalcen sprezystych i plastycznych oraz oceny mo-
mentu inicjacji procesu pekania i niestabilnego rozwoju szczeliny w probee, w zalez-
nosci od jej ugigcia f,

* poniewaz normowanie-skalowanie sity 2F;(k)w wartos$ciach bezwzglednych jest
prowadzone na podstawie wychylen wskaznika wyskalowanego w jednostkach pracy
famania probki.

Stosowany w tym celu modut programowy wykorzystuje procedure przyporzad-
kowania sobie wartosci przebiegu 2F, (k) i przemieszczenia liniowego noza wahadta:

f =PL(k) (1h
gdzie:
PL(k) - funkcja przemieszczenia noza wahadla w czasie dyskretnym, mierzona
przez czujniki i rejestrowana w chwili uderzenia noza wahadta w prébke.
Wobec tego zamiana argumentéw ,,k” na ,,f’ sprowadza si¢ do wyznaczenia zwiazku:

2F(f) = 2R (PL™(f)) (12)

Proces normowania polega wiec na obliczeniu wspétczynnika Ky:

M
Kn :K/Z‘;*[zF:(fk)JFZF;(fk—l)ka“fk—l) (13)
k=1
gdzie:
K - catkowita praca tamania probki, odczytywana wg wskazan miota,
f, - przemieszczenie noza wahadla dla k-tego czasu dyskretnego, réwnowazne
ugieciu probki,
oraz przemnozeniu przez niego przebiegow sit 2F; (k) i 2F,(f).
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W rezultacie otrzymamy wartosci bezwzgledne odfiltrowanych przebiegéw sit.
Obliczona na ich podstawie calkowita praca K réwna si¢ wskazaniom bezposrednio
odczytanym z podziatki. Charakteryzujac proces pgkania zginanej probki, nalezy to
jednak zrobi¢ po przeprowadzeniu aproksymacji uzyskanych przebiegéw. Aproksyma-
cja 2F.(k), 2F.(f) moze byé przeprowadzona zarowno przed, jak i po normowaniu,
a nawet z pominigciem etapu filtracji koncowej ze wzgledu na swoje dobre wlasnosci
filtrujace.

Analizowane przebiegi 2F, (k) i 2F,(f) moga by¢ przyblizane funkcjami skleja-
nymi F, o swobodnych weztach [5], w danym przypadku odcinkami liniowymi maja-
cymi postac:

- dla 2F (k)

R =a,,(k—k, )E—E—%‘l)) (14)

- dla 2F (f) C
F(f)=a,,(f-f, )((HTHZ%I’)} (15)

gdzie: "
k,.f, - dyskretny czas i przemieszczenie noza wahadta, odpowiadajace konco-

wi n-tego i poczatkowi n+1 przedziatu aproksymacji (punkty sklejania),
kg =0:ky =M,
- warto$¢ funkeji Fs w punktach sklejania, przy czym a, = 0;ay =0,

all

N - 1lo$¢ przedziatow aproksymacji.

W modelu realizujacym powyzsza aproksymacj¢ parametry a;a,,...ay. Oraz
Ki.ka,...knot funkeji (14), (15) sa wyznaczane w wyniku minimalizacji biedu kwadrato-

~

wego z waga 1/(k, —kn_l)z lub 1/(f, —anlf w n-tym przedziale aproksymacji [3].
W tym celu zostal wykorzystany samouczacy si¢, optymalizujacy algorytm poszukiwan
przypadkowych [6].

Normowanie i obliczanie parametrow, charakteryzujacych proces pgkania probki re-
alizowane jest w oparciu o modut programowy, w ktdrym nastapi ocena podstawowych
parametrow, wynikajacych z dynamicznej mechaniki pekania: K4, J;4 oraz podzial pracy
K na skladowe odpowiadajace poszczegdlnym etapom procesu pekania probki.

Na rysunku 2 przedstawiono schematycznie program obrébki danych pomiaro-

wych z uwzglednieniem opisanej procedury matematycznej.

5. PRZYKELAD APLIKACII SYSTEMU CAI

Na rysunku 3a-d przedstawiono rezultaty wybranych etapow fiitracji, korekcji oraz
obrobki przebiegéw pomiarowych w dziedzinie czasu dla probki Charpy V ze stali
18G2A. Zastosowana obrobka matematyczna wykresu rzeczywistego zdjgtego z noza
wahadfa mlota udarowego-rysunek 3a, prowadzi do nadania bardziej przejrzystej for-
my-rysunek 3b,3c¢ i 3d, z mozliwoscig lepszej interpretacji fizycznego procesu pgkania.
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Opcje obliczanlaiobrébki
zdjetych wykreséw Ft |, ft | Ff

1 1.Modut pomiarowy 1 :
oczyszczanie 2 szybkozmiennych
zakiécert pomiarowych | ocena m, (k)

2.Modut pomiarowy Il :
|wyznaczanie sity wypadkowej Fz(k)

|

y .
3.Modut pomiarowy Il :
filtracja koncowa w

dziedzinie czestotliwo$ci FZ (imaw)

4. Modut programowy IV :
aproksymacja przebiegéw F (k)

L

L e

5.Modul programowy V :
obliczanie parametréw wyznaczajgcych
- L odporno$¢ na pekanie Kigr Jig

Rys.2. Stosowane opcje obliczeniowe przy obrob-  Rys.3. Przebieg procesu usredniania przebiegu F-t
ce zdjetych charakterystyk parametrow dla wykresu zdjetego ze stali 18G2A:
a. wykres rzeczywisty, b. dla 11 krokow
udredniania (M=11), c. dla 21 krokéw
usredniania (M=21), d. dla 61 krokow
usredniania (M=61)
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Rys.4. Wyznaczanie punktow charakterystycznych procesu dekohezji probki a. metoda
zmiany podatnodci probki, b. metoda rozniczkowania przebiegu F-t, ¢. metoda

funkcji sklejanej
Dzigki temu mozliwe jest dokladniejsze okreslenie punktéw charakterystycznych

na wykresie F(t) oraz rozdziat catkowitej pracy famania K na skfadowe, okreslajacej
etapy procesu pegkania. Umozliwia to réwniez bardziej precyzyjna ocene takich para-
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metrow jak Kf,J‘Ii. Na rysunku 4 dokonano wyznaczenia punktu inicjacji rozwoju
szczeliny, bazujac na:
a) metodzie zmiany podatnosci probki [7],
b) metodzie rézniczkowania przebiegi F(t) [3],
¢} metodzie funkcji sklejane;j.
Tablica 1 przedstawia wyznaczone wartosci K? oraz J‘Ii opierajac si¢ na ww.

metodach. Istnieje duza zgodnos$é parametréw ocenionych wg metody zmiany podatno-
$ci. rézniczkowania i funkcji sklejanej, odbiegajacych od parametru bazujacego na
wartosci sity maksymalnej F,...[8], dla ktorej dF/dt=0.

Tabela 1
, Metoda wyznaczania punktu Obliczone wartoéci odpornosci na pgkanie
P inicjacji pekania K¢ MN/m*? J¢ ki/m?
1. | Zmiana podatnosci probki (rys.4a) 50,6 131
2. | Rézniczkowanie przebiegu F(1) (rys.4b) 68.5 157.4
3. Wysnaczanie sity F, wg ASTM (rys.4b) 75,4 209,1
4. | Metoda funkcji sklejancj (rys.4c¢) 61,2 148

Ponadto dokonano rozdziatu pracy tamania K na sktadowe:

K=K, +K,+K, (16)
gdzie:
K, - praca potrzebna na inicjacj¢ procesu pekniecia,
K, - praca okre$lajaca odporno$¢ na rozwdj pekniecia,
Kj, - praca zwiazana z udziatem znacznego odksztatcenia plastycznego i przeto-
mem ciggliwym (praca hamowania pgknigcia).

Dla wyznaczenia punktow charakteryzujacych, rozdziatu pracy K, wykorzystano
rozniczkowanie przebiegu F(t). Na podstawie zmiany znaku rézniczki dF’/dt okreslono
punkty F, F; i odpowiadajace im przedziaty czasowe t, i t,,, dla ktérych obliczono po-
szezegblne wartosci pracy K, K, i K,

Dla sytuacji przedstawionej na rysunku 4b proporcja rozdzialu pracy lamania
K=102]J jest nast¢pujaca:

: K,=52J;K,=26J; K, =23].
Wskazuje to na dobre wlasnosci plastyczne badanego materiatu i duzg wartos¢ pracy
potrzebnej do zapoczgtkowania pekniecia.

6. WNIOSKI

Zastosowanie systemu CAl, opartego na fizycznych podstawach procesu dyna-
micznego zginania i jego matematycznym opisie pozwala dobra¢ prawidtowy algorytm
postgpowania dla oceny parametréw, charakteryzujacych przestrzen wymiarowa tego
procesu. 5S4 to, w stosunku do wymagan PN, parametry wynikajace z dynamicznej me-

chaniki pgkania: K‘l,Jj1 o znaczeniu technicznym, bardziej istotnym, anizeli globalna
warto$¢ pracy tamania K, badZ warto$¢ udarnosci KCV. Prowadzone aktualnie prace bada-
weze nad opracowaniem prostych i w miare pewnych metod oceny K? ,J? pozwalaja miec
nadziej¢ na szersze zastosowanie systemu CAl w powszechnej praktyce inzynierskiej.
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APPLICATION OF COMPUTER AIDED TESTING CAl
UNDER INVESTIGATION OF FRACTURE PROCESS
OF THE IMPACT BEND TEST

Summary

The paper deals with the proper interpretation of impact bend test diagrams F(1),

F(f) for an accurate evaluation of cracking parameters such as K?,J}1 . The paper pre-

sents both a methodology of taking of F(t) charakteristic and a computer - aided testing
stand. Established are exemplary algorithms of diagram processing within mathematical
filtration based on averaging the random variable an oscillation within the scope of time
and frequency. A procedure for determination of charakteristic points of the sample
impact cracking process has also been provide using an example of specific processing
F(t) diagram for Charpy V 18G2A steel.

Key words: computer aided instrumented Charpy impact testing.
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PRZYSTOSOWANIE PROBY UDAROWEGO ZGINANIA
DLA OCENY PARAMETROW DYNAMICZNE]
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W artykule przedstawiono mozliwosci wykorzystania oprzyrzadowanej
i skomputeryzowanej proby udarowego zginania dla oceny procesu pekania i oceny
podstawowych parametréw dynamicznej odpornosci na pekanie Kyg, Jiq. Opisano
metodyke wyznaczania i oceny tych parametrow na przyktadzie badan wybranych
materialéw jednorodnych. jak tez w zastosowaniu do ukladow o silnej heteroge-
nicznosci jakimi sa zlacza spawane. W podsumowaniu uzasadniono celowos¢
1 potrzebg prowadzenia tych nowoczesnych badan w sensie teoretycznym, jak tez
w powszechnej praktyce inzynierskiej.

Stowa kluczowe: préba udarnoéci, dynamiczna mechanika pekania.

1. WPROWADZENIE

Wazng grupg zagadnien w ocenie wlasnosci materiatow stosowanych szczegélnie
na konstrukcje spawane, stanowi prawidiowa ocena wilasnosci eksploatacyjnych, zwia-
zanych z dynamicznym charakterem dziatajacych obciazen udarowych. Prawidlowo
wykonana konstrukcja spawana powinna przenie$¢ dodatkowe obciazenia udarowe i nie
ulegajac zniszczeniu i nie doznajac trwatych odksztalcen sprezysto-plastycznych prowa-
dzacych do jej uszkodzenia lub zniszczenia.

Dotychczas jedyna znormalizowang proba oceny wiasnosci metali, stopow oraz
zkaczy spajanych przy obciazeniu udarowym jest proba udarowego zginania, (PN-79/H-
04370, PN-88/M-69733) zwana proba udarnosci.

Zgodnie z obowiazujaca w kraju procedurg badania udarnosci materiatow, energia
kinetyczna bijaka wahadta miota udarowego zostaje czesciowo zamieniona na prace
uderzenia K, odpowiadajaca energii zuzytej na zlamanie probki:

K =mgR(cosf —cosa), J H
gdzie:
m- masa wahadta miota, kg,
R - odlegto$¢ od osi wahadta miota do $rodka probki na podporach, mm,
g - przyspieszenie ziemskie, ms~,
o - kat spadania wahadta miota, deg,
B - kat wychylenia wahadta miota po ztamaniu probki, deg.
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Wartoé¢ energii uderzenia K odniesiona do powierzchni poczatkowe]j przekroju
probki S, w miejscu karbu okresla parametr KC, zwany udarnoscia:

KC=K-S,'.J/cm’ )

Warto$¢ zuzytej pracy uderzenia K lub udarnosci KC okreslona zostaje globalnie.
co w aspekcie fizyki procesu tamania badanej probki moze prowadzi¢ do bardzo umow-
nej oceny tychze parametrow.

Obecnie probie tej usituje si¢ nada¢ bardziej uniwersalny charakter poprzez po-
miar i analize zdjetego w czasie tej proby przebiegu sity famiacej probke w funkcji
czasu F(t) lub ugiecia F(f), co umozliwia dokfadny podzial pracy uderzenia K w réznych
etapach famania probki.

Procesowi temu sprzyja ogdlny postep w rozwoju elektroniki i zwiekszone mozliwo-
$ci w zakresie pomiaréw dynamicznych z jednoczesnym wspomaganiem komputerowym.

Dzieki tym dziataniom. wykorzystujac dodatkowo kryteria wynikajace z dyna-
micznej mechaniki pekania mozliwe jest okreslenie nowych parametréw oceny procesu
lamania dynamicznego probki, tj. parametrow dynamicznej odpornosci na pekanie ta-
kich, jak: Ky, Jig» Tmae itp., dla ktorych podstawa oceny sg zdjete charakterystyki F(t)
i F(f) w procesie udarowego zginania.

Parametry odpornosci na pgkanie Kyg, Jig wyznaczone w te] probie sa jednym
z wazniejszych parametrow (stata materiatowa) charakteryzujacych odpornos¢ na peka-
nie materiatu w warunkach obciazen udarowych. Umozliwiaja one oceng wytrzymalosci
na pekanie materiatu kruchego (Kq) lub plastycznego (J1y) przy zatozonej dtugosci wady
lub tez okresleniu dopuszczalnej wielkosci wady w materiale przy zalozonym obciazeniu.

System oceny tychze parametréw zostal nawet w niektérych krajach znormalizo-
wany, np. w USA, W Brytanii [1,2]. Rownoczesnie procedura oceny tychze parametrow
i ich praktycznego wykorzystania jest w dalszym ciagu przedmiotem prac naukowo-
badawczych prowadzonych zaréwno w kraju, jak i zagranica [3,4.5,6].

2. STANOWISKO BADAWCZE I METODYKA BADAN

Na rysunku 1 przedstawiony jest schemat oprzyrzadowanego mlota udarowego
PSd 150/300 na ktorym realizowano badania.

Ukdad ten umozliwiat zapis przebiegéw obciazenia i ugigcia probki w funkcji cza-
su, kiére zarejestrowane w pamigci komputera byly wykorzystane do obliczenia wielko-
$ci charakteryzujacych udarno$é, odpornos¢ na pekanie lub oceng procesu pekania.

Obliczen dokonywano w oparciu o program komputcrowy FRACDYNA [5.6].
Program ten sktadajacy si¢ z szeregu modutow pozwalat na pobieranie sygnatu z oscylo-
skopu, sporzadzanie przebiegéw F(t), F(f) i f(t), ich skalowanie, wygladzanie, wyzna-
czanie punktow charakterystycznych. dokonanie rozdziatu pracy uderzenia K na skia-
dowe: K, K, K, obliczanie parametrow odporno$ci na pekanie Kyg, Jig udarnosci KCV
oraz dopuszczalnej wielkosci wady ag.
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Rys.1. Schemat montazowy stanowiska do badan dynamicznej odpornosci na peka-
nie: l-mlot udarowy PSd 150/300 o zakresie energii 300] wyposazony
w przetwornik sily i przemieszczenia, 2 - mostek tensometryczny 27611 firmy
Measurements Group Carolina do pomiaréw dynamicznych o czestotliwosei
nosnej 125 kHz. 3- wzmacniacz sygnalow z przetwornika przemieszczenia,
4 - oscyloskop z pamiecig firmy Tektronix o zakresie czgstotliwosci 60 MHz

z interfejsem RS 232C. 5 - komputer IMB/AT, 6 - drukarka firmy Epson,
7 - ploter firmy Roland, 8 - czujnik przemieszczenia

Na rysunku 2 przedstawiono prébki do badan, w ktérych karb nacinano wg PN dla
oceny udarnos$ci KCV i wg ASTM [1] z peknieciem zmeczeniowym dla oceny parame-
tréw odpornosci na pgkanie Ky, Jig.

Obliczenia wskaznikéw odpornosci na pekanie Ky, Jg programem FRACDYNA
zrealizowano opierajac si¢ na wzorach (3),(4),[11:

1 3 S 7 9
F-S 3 3 5t 3 3
Kig = —Po 2,9(1)2 —4,6{ijz +21,8(3j2 -37,6(:‘1)2 +3&7(f-‘-j2 | MPan'’2 (3)
B-W w w w w w
Ty =—222_\N/m (4)
B(W —a)
gdzie:

F, - sifa niezbedna do zainicjowania pgknigcia w zginanej udarowo probee, kN,
S - odleglo$¢ miedzy podporami, mm,

B. W- wymiary probki Charpy V (szerokos$¢, wysokosc¢), m,

a/W - wzgledna dlugo$é szczeliny (peknigcia w probce),

Ep - energia potrzebna do zainicjowania pgknigcia w zginanej probee, J,

a - dlugosé pekniecia (szczeliny) w probee, m.
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Rys.2. Sposdb wykonania probek udarnosciowych

Dla oceny krytycznych parametrow Ky, Ji4 niezbgdne jest dokladne wyznaczenie
na zdejmowanych w tej probie przebiegach F(t) i F(f) punktéw charakteryzujacych po-
czatek inicjacji pekniecia oraz odpowiadajacej temu punktowi sity F i energii E,, po-
trzebnej do zapoczatkowania pekniecia w badanym materiale. Mozliwe jest to przez
zastosowanie filtracji matematycznej i analizy zdjetych rzeczywistych przebiegow F(t)
i F(f). ktorg umozliwiat program FRACDYNA.

Dla materiatu 18G2A, z ktérego sporzadzono zmodyfikowane probki udarnoscio-
we wg rysunku 2 zastosowano rézne metody oceny punktu inicjacji pgknigcia bazujac na
[1,3.6]:

a) metodzie sity maksymalnej, F.x,

b) metodzie zmiany podatnosci Ac/c przebiegu, F(f),

¢) metodzie aproksymacji funkcja liniowa przebiegu, F(t),

d) metodzie rozniczkowania przebiegu |F(t),

e) metodzie wieloprébkowej (zatrzymania peknigcia).

Na rysunku 3 pokazano - na tle przebiegu F(t) - wyznaczone punkty inicjacji
pekniecia ocenione metoda réZniczkowania przebiegu.

Na rysunku 4 przedstawiono - na tle przebiegu F(f) - wyznaczanie punktu inicjacji
pekniecia metoda zmiany podatnosci zginanej udarowo probki ze stali 18G2A.

Na rysunku 5 pokazano - na tle przebiegu F(t) - wyznaczone punkty inicjacji pek-
niecia ocenione metodami a-d na podstawie ktérych obliczono wzorami: Ky, Jig dla
badanej stali 18G2A.
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Rys.3. Wyznaczanie punktow charakterystycznych procesu pgkania probki ze stali
18G2A metodg rozniczkowania przebiegu F(t)
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Rys.4. Wyznaczanie punktow charakterystycznych procesu pekania probki ze stali
18G2A metody zmiany podatnosci zginanej probki udarowo.
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W tablicy | zestawiono rezultaty oceny wyznaczonych parametréw odpornosci na
pekanie Ky, Jyy otrzymane réznymi metodami, poréwnane z metoda wieloprébkowa.
Stal 18G2A wykazywata cechy materiatu plastycznego a badania byty wykonywa-
ne w temperaturze pokojowej. Dokonano poréwnania obliczonych wskaznikow Jiy w
danej temperaturze. Z poréwnania wynikéw zawartych w tabeli 1 wynika, ze najmniej-
sze odchylenie wskaznika J,4, od metody wieloprobkowej (wzorcowej) uzyskano dla
metody bazujacej na zmianie podatno$ci probki (7,5%) a najwyzsze dla metody bazujacj
na sile maksymalnej F,,, (71.8%).
Tabela 1

Rezultaty oceny dynamicznej odpornosci na pekanie Ky, Jiq dla stali 18G2A
otrzymane réznymi metodami

N Obliczone wartosci parametréow RS
Oznaczenic » . . . Réznica % Jyy
Wyznaczanie punktu odpornoéci na peknie
metody inicjacii pekniecia w stosunku
badar o Kig [MPam"] | 3, [kN/m] | dometody .e”
.a” sity I, wg ASTM 75,4 209,1 71.8
b zmrunv].y podatnosci 50.6 1312 75
probki
e a.plioks,\'lmacjl ‘ ) 61.2 148.4 219
liniowcej przebicgu F(t)
e ro”/,nl(?'/k(m‘ama 68.5 187.4 53.8
prrebicgu F(t)
e \\1clt)pr0bk9\x'a o N 121.7 _
(zatrrymania pgknigeia)

Wobec powyzszych argumentéw mozna uznad, iz wyznaczanie parametrow dyna-
micznej odpornosci na pekanie Ky, Jiy metoda zmiany podatnosci Ac/c zginanej udarowo
probki jest w miar¢ dokladne i mozliwe do przyjecia dla obliczen technicznych i zasto-
sowan praktycznych.

3. PRZYKLADY ZASTOSOWAN

Wyselekcjonowana powyzej metoda zmiany podatnosci Ac/c zginanej probki, wy-
znaczono parametry dynamicznej odpornosci na pekanie Jiy dla kilku materiatow pla-
stvcznych. co przedstawiono na rysunku 7.

Omawiang metodg zastosowano do oceny odporno$ci na pekanie zlozonych ukia-
dow niejednorodnych zlgezy spawanych. Na rysunku 8 przedstawiono wyniki badan
odpornosci na pgkanie w ztaczu spawanym automatycznie tukiem krytym wykonanym
ze stali [4HNMBCu.

Na rysunku 8a przedstawiono rozklad twardosci w zlaczu oraz miejsca naciecia
karbow w probkach udarnosciowych, na ktorych dokonano oceny KCV oraz parame-
trow odpornosci na pekanie Ky, Jig, a4 w badanym zlaczu spawanym, a takze wybrane
struktury w nicktorych strefach zlgcza.
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w odleglosci 3mm od strefy przejécia (254 kN/m) dalej nastgpnie ona maleje i w strefie
materiatu rodzimego (MR) dochodzi do 230 kN/m.

Aproksymacja otrzymanych wynikow doéwiadczalnych umozliwita utworzenie
krzywych J,i, KCV w funkcji odlegtosci 1 od osi spoiny i ustalenie funkcyjnej korelacji
miedzy dynamiczna odporno$cia na pekanie Jig a udarnoécia KCV, ktora okresla wzor (7).

Na rysunku 8d przedstawiono charakter zmiany pracy uderzenia K i jej skfado-
wych: K, -pracy dla zapoczatkowania peknigcia, K, - pracy rozwoju peknigeia, Ky, -
pracy hamowania pegknigcia w rozpatrywanym zlaczu.

Rysunek 8e przedstawia zmiang parametrow odpornosci na pekanie Jig, a4 i udarnosei
KCV w funkcji zmian temperatury w osi spoiny badanego zlacza spawanego ze stali
14HNMBCu. Otrzymane korelacje migdzy tymi parametrami okreslaja wzory (8), (9)-

4. PODSUMOWANIE

Przystosowanie oprzyrzadowanej i skomputeryzowanej proby udarowego zginania
poprzez rejestracje, obrobke matematyczng i analize dynamicznych przebiegéw F(t).
F(f) oraz f(t) zdejmowanych w czasie procesu udarowego zginania badanych materialow
umozliwia:

e dokiadny pomiar udarnosci oraz glebsza analizg wplywu czynnikéw metalurgicz-
nych, sposobu obrobki plastycznej, obrobki cieplnej, nanoszenia karbu itp. na od-
porno$¢ materiatu na inicjacjg i propagacj¢ pekania,

e doktadng oceng procesu niszczenia tamanego udarowo materiatu poprzez rozdzial
globalnej pracy uderzenia K na sktadowe tej pracy: K, K, Ky w poszczegolnych
etapach niszczenia probki,

o wykorzystujac kryteria wynikajace z dynamicznej mechaniki pekania, oceng podsta-
wowych parametrow dynamicznej odpornosci na pekanie takich jak: Kig, Jig, T dia
materiatéw jednorodnych jak i niejednorodnych.

Otrzymane i pokazane na przykiadach matematyczne zaleznosci migdzy odporno-
$cig na pekanie Jiq a udarnoscig KCV stwarzaja mozliwo$¢ racjonalnego wykorzystania
wynikow badan udarnosci, jako uzytecznego parametru wytrzymatosciowego przy pro-
jektowaniu i doborze optymalnych warunkow technologicznych, gwarantujacych wyma-
gang odpornos¢ na dynamiczne pekanie materiatow.
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AN ASSESSMENT OF THE DYNAMIC FRACTURE RESISTANCE
OF THE WELD JOINTS BY IMPACT BEND TEST

Summary

The paper presents an assessment of the dynamic fracture of the mismatched weld
different steels by impact bend test. For example, there was made an asessment of the
dynamic fracture parameters such as:Ky4, Jyg, failure work K of the tested samples and
the admissible dimension of weld defects.

Key words; impact by test, dynamic fracture.
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WPLYW POLA ELEKTROMAGNETYCZNEGO NA
PRZEPLYW GAZU LEPKIEGO W SZCZELINIE MIEDZY
NIERUCHOMYMI POWIERZCHNIAMI OBROTOWYMI

Jerzy Sawicki

Katedra Mechaniki Stosowanej, Wydzial Mechaniczny ATR
ul. Prof. S. Kaliskicgo 7. 85-796 Bydgoszcz

W pracy przedstawiono analizg przeplywu gazu lepkiego w szczelinie mie-
dzy krzywoliniowymi powierzchniami obrotowymi w obecnosci zewnetrznego
pola magnetycznego azymutalnego i ortogonalnego do powierzchni pola elek-
trycznego. Uzyskane rénanie dla ci$nienia rozwigzano numerycznie i zilustrowa-
no graficznic dla przeplywu gazu w szezelinie stozkowej.

Stowa kluczowe. laminamy przeptyw gazu lepkiego, pole elektromagnetyczne,

Wazniejsze oznaczenia

B wektor indukcji magnetycznej,

B..B,.B, sktadowe wektora indukcji magnetycznej,

E wektor natezenia pola elektrycznego,

E  EyE, sktadowe wektora natezenia pola elektrycznego,
h(x) grubosé szczeliny,

H wektor natezenia pola magnetycznego,

H . Hy. H, skladowe wektora natgzenia pola magnetycznego,
p cisnienie,

Pws D, ci$nienie, odpowiednio na wlocie i wylocie ze szczeliny,
\% wektor predkosci,

VeaVgaV, sktadowe wektora predkosei,

L dynamiczny wspotczynnik lepkosci,

I, przenikalno$¢ magnetyczna prozni,

P 8¢Stose gazu.

I. WPROWADZENIE

Przeplywy laminarne gazow lepkich, w szczegolno$ci przewodzacych elektrycznie
budza od dawna duze zainteresowanie wéréd wielu badaczy [1]. Badania ruchu gazu
lepkiego w obecnoscei pol magnetycznych i elektrycznych, a takze badania wplywu tych
pol na rozne procesy fizyczne i chemiczne byly prowadzone od wielu lat [2]. Szczegdl-
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nym zainteresowaniem ciesza si¢ badania ruchu cieczy lepkich i gazow w tzw. cienkich
warstwach. Przeprowadzane tam rozwazania teoretyczne sa podstawa do modelowania
przeptywow niescisliwych i §cisliwych w lozyskach $lizgowych wzdluznych 1 po-
przecznych.

W niniejszej pracy przedstawiono analiz¢ teoretyczna ustalonego, laminarnego
oraz izotermicznego przeptywu gazu w szczelinie o zarysie krzywoliniowym migdzy
nieruchomymi powierzchniami obrotowymi.

2. ROWNANIA RUCHU GAZU LEPKIEGO

Obszar przeplywu gazu lepkiego przedstawiono na rys. 1.

Powierzchnia dolna szczeliny opisana jest funkcja R(x) oznaczajaca promien tej
powierzchni. Grubos¢ szczeliny zdefiniowana jako odcinek poprowadzony wzdluz
normalnej do powierzchni dolnej oznaczono h(x).

Niech grubos¢ szczeliny h(x) bedzie wielkoscia mata w poréwnaniu do promienia
powierzchni dolnej R(x), co mozna wyrazi¢ w postaci:

h(x)<<R(x) M

Przeptyw gazu lepkiego odbywa si¢ w obecnodci zewnetrznego azymutalnego
niejednorodnego pola magnetycznego i ortogonalnego do powierzchni ograniczajacych
przeplyw pola elektrycznego. Powierzchnie ograniczajace przeptyw gazu stanowia
elektrody miedzy ktérymi przytozone jest zadane, zewnetrzne napigcie elektryczne.

~ ¥

Rys.1. Obszar przeplywu
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Zaktadajac, ze gaz jest o$rodkiem przewodzacym elektrycznie a przeplyw jest
ustalony, laminarny i izotermiczny réwnania ruchu przyjma postaé:
- rownanie ciagtosci przeptywu gazu
div(pV) =0 ()
- rOwnanie pedu
p(VVV)=-Vp+V?V+IxB (3)

Powyzsze réwnania wymagaja do ich zamknigcia dodatkowych réwnan opisuja-
cych pole magnetyczne i elektryczne, a mianowicie réwnan Maxwella [3] w postaci:

VxB=p,J )
VxE=0 5
V-B=0 (6)
V-E=0 (M
oraz prawo Ohma
T = o(E+VxB) @®)

Rownania ruchu w krzywoliniowym, ortogonalnym ukladzie wspétrzednych, po
oszacowaniach charakterystycznych dla tzw. cienkich warstw (h(x)<<R(x)) i pominig-
ciu sit bezwladnosci przyjmuja postaé [4]:

- rOwnanie ciaglosci przeptywu

1 2(Rpvy) N a(pvy)

=0 9
R dx ay ©)
- rownanie pedu
op v, .
0=——+p—=>-j.B 10)
(.}X u axz _,y 3] (
0
P _y (11
ay

Rozwiazania przedstawionych rownan musza spefnia¢ nastgpujace warunki brzegowe:

vi=0dlay=0,v,=0dlay=h,
vg=0dlay=0,vp= oR(x)dlay=h. (12)

p = pwdlax=x,
p=p,dlax=x,

3. CALKI ROWNAN RUCHU

Z rownania (11) wynika, iz
p=p(x) (13)

6,
Z prawa zachowania tadunku, wynika, ze % =0
y
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Calkujac réwnanie (10), i uwzgledniajac warunki brzegowe (12) otrzymamy:

1(dp . 2
vx=-—[d—X+JyBej(y —hy) (14)

Aby wyznaczy¢ rozklad cisnienia wzdluz szczeliny wprowadzmy do rozwazan
natezenie objeto$ciowe przeptywu okreslone formuta:

h
q= [2nR()p v, dy (15)
Y

Podstawiajac do wzoru (15) formule (14) otrzymamy:

%=—ﬂh—fp‘{lf(—x)—jy89 (16)
Z rownania (8) wynika, zZe:
Jy =o(E, +v,Bg), (17
Ponadto z réwnania (5) mamy:
8Exy =0, astad E, =E (y) (18)

Wprowadzajac potencjat catkowity w postaci formuty:

¢=—£‘Eydy (19)

rownanie (17) po uwzglednieniu (16) i (19) mozna przedstawi¢ nastgpujaco:

_c_¢)+ qRzB o

= (20)
W T T 2rhpR (%)
Wstawiajac do formuly (16) zalezno$¢ (20) otrzymujemy:
n?
ER___ _ 36QH + GI{ZB0¢ _ GqRZ?O (21)
dx nh’pR(x) hR(x)  2zhpR’(x)
Wprowadzmy bezwymiarowe zmienne:

R = R(X),p:_p_:_p_,pW :p_w’ez_R_w’ X =

RZ pZ pZ pZ RZ RZ
(22)

R
__ @_w/w(bz 2 M=hB
mh’p,p, p.h

gdzie:
M - liczba Hartmanna,
® - bezwymiarowy potencjat catkowity,
Q - bezwymiarowe masowe nateZenie przeptywu gazu,
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Wowczas rownanie pozwalajace okreslic rozklad cisnienia w szczelinie ma postaé:

2
d_P:—_Q £+.M_ +ﬂ (23)
dX P{R 2R’ R
Warunki brzegowe dla ci$nienia sa nastepujace:
P=1dlaR =1iP =P, dlaR =¢ (24)

Rownanie (23) jest réwnaniem rézniczkowym nieliniowym, dla ktérego nie ma
rozwiazania analitycznego w zamknietej formie.

Chcac zatem okreslic rozktad ci$nienia wzdhuz szczeliny, réwnanie (23) rozwiaza-
no catkujac je numerycznie metoda Runge-Kutta, po uprzednim zadaniu ksztaltu po-
wierzchniom ograniczajacym przeptyw.

4. PRZEPLYW GAZU W SZCZELINIE MIEDZY NIERUCHOMYMI
POWIERZCHNIAMI STOZKOWYMI

Wstawiajac do réwnania (23) parametry okre$lajace geometric szczeliny
stozkowej (rys.2) [5]:

Rys. 2. Geometria szczeliny stozkowej

R(x) =xsin(a),R , = x,, sin(a),R, = x, sin(a), (25)

rownanie (23) stuszne dla szczeliny o zarysie krzywoliniowym, w szczelinie stozkowe;j
jest nastepujace:

(26)

d_P:_Qsin(a) i+ M? +(I>Msin(a)
dx P X 2x’ X
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Warunki brzegowe (24) przyjmuja teraz postac:
P=1dlaX=1iP=P,dlaX =¢ 27

Rozkliad ciénienia wzdtuz szczeliny stozkowej przedstawiono ponizej (rys. 3).

0,1 0.2 0,4 0.6 0.8 1
X

Rys.3. Rozktady cisnicnia (Q = 1. X, = 0.1, 0 =90%

5. PODSUMOWANIE

Analiza prezentowanych w pracy formut analitycznych, jak rownicz przedstawio-
ny na wykresie (rys. 3) uzyskany w wyniku calkowania numerycznego rozktad cisnienia
wzdhiz szczeliny pozwala sformutowa¢ nastgpujace wnioski:

- uzyskane na drodze analitycznego catkowania rownanie rozniczkowe dla cisnienia nie
posiada $cislego rozwiazania (rownanie nieliniowe),

- wzrost natgzenia pola magnetycznego wyrazajacy si¢ wzrostem liczby Hartmanna M.
zwicksza wartosci ci$nienia wzdhuz szczeliny,

- przylozone zewngtrzne pole elektryczne (@ < 0) powoduje dodatkowy wzrost warto-
$ci ci$nienia wzdtuz szczeliny.
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INFLUENCE OF ELECTROMAGNETIC FIELDS ON THE VISCOUS
GAS FLOW IN A CLEARANCE BETWEEN FIXED SURFACES
OF REVOLUTION

Summary

In this work the staedy laminar, izotermic flow of viscous gas with an azimuthal
magnetic field and an axial current is analysed.The obtained solutions of the equations
of motion have been ilustrated by examples of gas flow through the clearance of con-
stant thicness between fixed conical surfaces.

Key words: laminar flow of viscous gas, electromagnetic field.
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PROBLEMY STABILNOSCI OSIOWEGO RUCHU
WALCZAKOW OBROTOWYCH

Bronistaw Siotkowski, Maciej Switalski

Katedra Mechaniki Stosowanej, Wydziat Mechaniczny ATR
ul. Kaliskiego 7, 85-796 Bydgoszcz

Artykut przedstawia problematyke stabilnosci osiowego ruchu walczakow
obrotowych w ujgciu statecznosei technicznej. Tresci zawarte w artykule maja na
celu uwidocznienic wiclu czynnikéw, ktore maja, i mogg mie¢ wplyw na uzyska-
nie stabilnosci mechanicznej tego typu obiektéw. Niniejsza publikacja ma row-
niez na celu ukazanic ztozonosci zagadnienia oraz stanowi probe zdefiniowania
istoty poj¢cia dla celow rozwazan modelowych. Owa ztozono$¢ ma miejsce za-
rowno ze wzgledu na wicle parametrow jak i trudno$¢ bezposredniego oszacowa-
nia ich wplywu na zachowanie si¢ obiektu. Uwidacznia ona réwniez wyrazna po-
trzebe rozwiazania problemu ujecia matematycznego osiowych ruchow walcza-
kow jako drogi do zwigkszenia ich niezawodnosci.

1. WSTEP

1.1. Pojecie stabilno$ci w mechanice ogdlnej

Odpowiednikiem w mechanice klasycznej i jednoczesnie uogélnieniem pojecia
stabilnosci osiowej, bedacego tematem wiodacym niniejszego artykutu, jest pojecie
statecznosci. Jest ono zwiazanz zachowaniem si¢ ukladu fizycznego, gdy stan ustalony
tego ukladu zostaje zaburzony. W zalezno$ci od tego jaki skutek wywotuja zaburzenia
stanu ustalonego. okreslany jest on mianem statecznego lub niestatecznego. (...)
W odniesieniu do opisu matematycznego zjawisk fizycznych rozwingly sie¢ dwie gtéwne
koncepcje pojecia statecznosci. Jedna nazywa si¢ statecznoscia w sensie Lapunowa,
a druga w sensie Lagrange’a. Obie koncepcje wykorzystuja informacje o rozwiazaniach
rownan ruchu, otrzymanych metoda jakosciowego badania przebiegu rozwiazan. Zabu-
rzenia sa wprowadzane jako perturbacje warunkéw poczatkowych ruchu lub sit dziataja-
cvch. Statecznosé w sensie Lapunowa wymaga. aby matym perturbacjom odpowiadaty
male zmiany w rozwiazaniach réwnan ruchu i aby te zmiany znikaty one asymptotycz-
nie. gdy perturbacje znikaja. Statecznos¢ w sensie Lagrange’a wymaga jedynie ograni-
czonosci rozwigzan réwnan ruchu przy matych perturbacjach. Ze wzgledu na zastoso-
wania techniczne rozwingta si¢ powszechnie stateczno$¢ w sensie Lapunowa [1]. Oczy-
wiscic pojecie to zostato i jest systematycznie modyfikowane i przystosowywane do
badania roznych uktadow poddanych roznym perturbacjom. W wyniku bardziej utylitar-
nego podejscia do definicji stateczno$ci pojawito sie pojecie statecznosci technicznej.
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Pojecie to okre$la mozliwe i dopuszczalne zaburzenia stanu ustalonego. Wynikaja
z niego wskazania jak wplywac na zmniejszenie skutk6w zaburzefi ruchu i polepszenie
pracy maszyn i urzadzen mechanicznych. ,,Technicznos¢” statecznosci polega na tym, ze
przy danych mozliwych zmianach warunkéw ruchu (sit lub charakterystyk) i zmianach
warunkéw poczatkowych ruchu — uwzglednia si¢ niezalezne od nich dopuszczalne per-
turbacje rozwiazan réwnan ruchu. Uklad mechaniczny bedzie stateczny technicznie,
jezeli perturbacje rozwiazaf rownan ruchu nie beda przekraczaly perturbacji dopusz-
czalnych przy danych zaburzeniach i zmianach warunkow poczatkowych.

W przypadku walczakéw obrotowych mamy do czynienia z pojgciem statecznosci
technicznej absolutnej — czyli rozwazanej dla perturbacji sit oddziatujacych na uktad.
W mechanice walczakéw obrotowych odpowiednikiem pojecia statecznosci technicznej
jest termin stabilnosci w odniesieniu do ich ruchu osiowego.

1.2. Geneza pojecia stabilno$ci w mechanice walczakow obrotowych

Walczaki obrotowe maja zastosowanie w wielu gateziach przemystu i odgrywaja
niejednokrotnie kluczowa rolg w technologii procesu wytwarzania. Sa one podstawo-
wym ogniwem w postgpowaniu produkcyjnym chociazby w przemysle kruszyw budow-
lanych (piece do wypatu klinkieru, piece do wypalu kamienia wapiennego, piece do
wypahu keramzytu, suszarnie, miyny), chemicznym (kalcynatory sody lekkiej, krystali-
zatory, spalarnie), papierniczym (piece wapiennicze, bgbny korujace) oraz znajdujg
zastosowanie przy utylizacji odpadow komunalnych (biostabilizatory).

plaszcz
walczaka

pierscief it
biegowy 7
wieniec
zebaty sekeji
g napgdowej
rolka no$na
rolka oporowa -
dolna

Rys.1
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W uproszczeniu sa to znacznych dlugosci (nawet do 160 m) i $rednic (do 10 m) walcza-
ki otwarte o poziomej lub zblizonej do potozenia poziomego lokalizacji osi obrotu
(rys.1). Wyposazone sg one w pierécienie biegowe ( od 2 do 8 — w zaleznosci od dtugo-
$ci plaszcza), osadzone na plaszczu w sposob trwaly lub zapewniajacy wzajmna migra-
cj¢ obwodowg pierécienia i przyporzadkowanej mu cargi podpierscieniowej. Pierscienie
te wespot z odpowiadajacymi im parami rolek nosnych stanowia tzw. uklad nosny. Na-
ped na walczak podawany jest w wigkszosci przypadkéw poprzez osadzony na plaszczu
wieniec zebaty. Typowy walczak moze oprdcz technologicznego ruchu obrotowego
przesuwac sie” osiowo w zakresie ograniczonym rolkami oporowymi lub tez krawe-
dziami oporowymi rolek nosnych.

Pomijajac zagadnienia zwigzane z procesami technologicznymi zachodzacymi
wewnatrz tego typu obiektdéw, pojeciem podstawowym stanowiacym baze do rozwazan
w zakresie eksploatacji walczakéw obrotowych jest pojecie stabilnosci osiowej. Pojecie
to stanowi zagadnienie ogdlne ale i fundamentalne w teorii eksplotacji walczakow ob-
rotowych. Zagadnienie stabilno$ci walczaka obrotowego o wspomnianych cechach, jest
pojeciem niezwykle obszernym obejmujacym wiele zagadniefi z zakresu statyki i dyna-
miki. W uogolinieniu mowi si¢ o stabilnosci jako stanie optymalnego rozktadu sit dzia-
tajacych na ukiad noény i ptaszcz walczaka oraz o stanie optymalnego rozkladu pochod-
nych im naprezen. dla danych cech konstrukcyjnych, kinematycznych i eksploatacyjnych
obiektu. W uszezegotowieniu, dla celéw rozwazan stabilnosci ruchu osiowego walcza-
kow, stanem stabilnosci okreslamy taki stan uktadu, w ktérym zachowana jest rownowa-
ga sit statycznych i dynamicznych dziatajacych na rozpatrywany uktad w kierunku
osiowym. Stan rownowagi moze by¢ jednakze zachowany dla roznej konfiguracji sit
(ich wartosci i zwrotow). Kryterium poprawnosci stanu réwnowagi - stabilnosci jest
ocena dopuszczalno$ci wartosci tychze sit z punktu widzenia wlasnosci wytrzymato-
sciowych elementow ukladu. Przyktadowo, poprzez ustawienie rolek nosnych obiektu
mozna doprowadzié do takiego rozktadu sit, w ktdrym rolka oporowa mogaca przenosi¢
z zalozenia 30% sktadowej sity ciezkosci walczaka, nie bgdzie przenosita zadnych sit
osiowych przy nadmiernym obciazeniu osiowym rolek nosnych. Mozna tez doprowadzi¢
do przypadku, w ktérym rolka ta bedzie przenosita sity osiowe znacznie przekraczajace
100% wymienionej sktadowej. Zarowno w jednym, jak i w drugim przypadku - jezeli
nie dojdzie do bezposredniego uszkodzenia elementéw uktadu nosnego - mozna mowic
o stanie rownowagi sit. Jednakze stan ten bedzie poprawny tylko wtedy, gdy rozklad sit
w ukladzie bgdzie odpowiadal rozktadowi optymalnemu z punktu widzenia wytrzymato-
sci i trwalosci elementow wehodzacych w jego skiad.

Stabilnosc, rozumiana jako szczegdlna réwnowaga sit dziatajacych na uktad, jest
wige podstawowym wskaznikiem poprawnosci eksploatacyjnej walczaka obrotowego.
Jest ona uwarunkowana wieloma czynnikami, ktére okreslamy warunkujacymi.

2. CZYNNIKI WARUNKUJACE

Czynnikami warunkujacymi uzyskanic stanu stabilno$ci sa:
- geometria uktadu nosnego,
- stan powtoki,
- parametry sekcji napgdowej,
- parametry eksploatacyjno-technologiczne obiektu.
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2.1. Geometria uktadu no$nego

Pojecie geometrii ukladu nosnego obejmuje okreslenie wymiaréw elementow
wchodzacych w sklad uktadu oraz wyznaczenie wzajemnej relacji migdzy osiami obro-
tow tychze elementéw. Ponadto geometria ukiadu nosnego daje jakosciowy poglad na,
tzw. sily reakcji osiowych rolek nosnych (rys.2).

Op-Y

Toxz +Toyz - silareakeji osiowej rotki nosnej na pier-
Sciet

!
i

- skladowa styczna oddziatywania rolki
na picrécien - wynikajgca z¢ zjawiska
tarcia tocznego;

Ex.Ey - katy skoszenia osi obrotu rolki

wzgledem osi obrotu walczaka
— w plaszezyznie P-X i P-Y;

fz =0, - sita tarcia §lizgowego réwnowazaca

osiowa sktadows sity cigzkosci dziata-

jacej na rolke;

QLR - skladowa promieniowa sity cigzkosci;

Rys.2

2.2. Stan powtoki

Do podstawowych parametrow okre§lajacych stan powloki naleza parametry poje-
dynczych przekrojéw (wektor mimosrodowosci, kat wektora mimosrodowosci, defor-
macje lokalne) a w szczegélnosci ich rozktad wzdhuz osi obrotu walczaka (rys.3).
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deformacje lokalne

C (Drdp2 — 0$ obrotu walczaka,

0, — o$ geometryczna plaszcza
walczaka,

or — os uktadu nosnego walczaka,

i rozstaw czopow dolnych
(gornych),

D, d; ) — $rednica pierscienia biego-
wego 1 rotki lewej (prawej),

M — wektor mimosrodowosci,

o — luz podpierscieniowy,

Rys.4

2.3. Parametry sekcji napgdowej

Zaliczamy do nich migdzy innymi: parametry osadzenia wiefica zebatego w sto-
sunku do osi obrotu walczaka (centrycznos$¢ i zwichrowanie), poprawnosé zazebienia
wienca z z¢bnikiem (réwnoleglo$¢ osi obrotu i zachowanie stosownego luzu wierzchot-
kowego), osiowos¢ tancucha kinematycznego wat kota atakujacego — reduktor — silnik).
Rysunek 4 przedstawia wplyw wzajemnego zwichrowania osi obrotu wienca zebatego



146 Bronistaw Siotkowski, Maciej Switalski

i osi obrotu watu zebnika (kat &) na powstawanie sity sktadowej F. (przypadek kot zg-
batych o zebach prostych).

2.4. Parametry eksploatacyjno-technologiczne obiektu

Naleza do nich czynniki zwiazane w sposob bezposredni z nadawami procesu
technologicznego zachodzacego w walczaku (rozktad temperatur wzdiuz ptaszcza wal-
czaka, obciazenie materialem wsadowym, predkos¢ obrotowa itp.). Istotna role odgry-
waja rowniez czynniki, tzw. zewnetrzne (np. temperatura otoczenia, fakt opadow desz-
czu, $niegu, poziom zapylenia otoczenia). Na rysunku 5 zaprezentowano rozkfady tem-
peraturowe wzdtuz osi walczaka (dla przyktadowego pieca do wypatu klinkieru na me-
tode tzw. popularnie okreslang mokra).
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Rys. V-1. Wykres pola temperaturowego i ilofci przekazywanego ciepta do wsadu
w plecu obrotowym wg Gygi¥

Rys.5

3. MIARY POPRAWNOSCI EKSPLOATACYINE]J

Ocena stabilnosci moze by¢ dokonywana albo poprzez oceng, wyzej wyszczeg0l-
nionych, czynnikéw warunkujacych lub poprzez oceng trwatosci elementow uktadu
nosnego i ptaszcza, lub poprzez oceng tzw. dobroci prowadzenia obiektu, lub tez przez
wszystkie wymienione grupy opiniotworcze czy tez poprzez dowolne ich kombinacje.

Splycajac zagadnienie sterowania walczakiem obrotowym do minimum zasadnego
dla celéw ninigjszej publikacji, mozna uzna¢, ze dla operatora tego typu obiektu miara
jego poprawnej eksploatacji od strony mechanicznej sa [2, 4, 5, 6, 7]:

- rownomiernosé predkosci obrotowej w trakcie pojedynczego obrotu;
- réwnomiernosé i warto$¢ obciazenia elektrycznej instalacji zasilajacej;
- stabilno$¢ osiowa walczaka.
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O ile dwa pierwsze czynniki nie wymagaja obszerniejszego komentarza - obrazuja
one bowiem w sposéb posredni sumaryczne opory ruchu obiektu - o tyle czynnik stabil-
nosci osiowej jest parametrem bardziej ztozonym i jemu w aspekcie statecznosci po-
$wigcona jest pozostala czgs¢ artykutu.

4. STABILNOSC RUCHU OSIOWEGO

Stabilno$¢ ruchu osiowego walczaka charakteryzuje obiekt pod wzgledem stato$ci
jego osiowego polozenia. Mozna mowi¢ o stabilnoéci osiowej w odniesieniu do poje-
dynczego obrotu (wowczas mowimy o cyklicznych fluktuacjach walczaka, czy tez o ich
braku) lub tez w odniesieniu do czasu znacznie dtuzszego (wowczas mowimy o tenden-
cjach do ,,wspinania si¢” czy tez ,,opadania” obiektu) (rys.6 [8] — wzgledne osiowe po-
lozenia pierécienia biegowego w funkcji wykonanych obrotow walczaka [mm]). Dla
uzytkownika obiektu ani ruchy cykliczne w ramach pojedynczego obrotu ani tzw. ten-
dencje dlugookresowe nie sa zjawiskami pozadanymi i z punktu widzenia stateczno$ci
obicktu sa typowymi zaburzeniami stanu ustalonego. Te drugie, ze wzgledu na swoja
stosunkowa wolnozmiennos¢ sa tatwiejsze do oszacowania, zgenezowania 1 tatwiejsze
do wyeliminowania na drodze regulacji geometrii uktadu nosnego.

tendencja dtugookresowa w postaci sredniej
kroczacej z jednego obrotu

=3~ fluktuacje cykliczne w ramach
pojedynczego obrotu

|

[\UHVV I

207 208 209 210|

Najbardziej niekorzystnymi sa wige fluktuacje cykliczne z okresem rownym okre-
sowi pojedynczego obrotu walczaka.
Powoduja one:

- okresowe gwaltowne napory pierécieni biegowych na rolki oporowe doprowadzajace
w ckstremalnych sytuacjach do zniszczeniowego uszkodzenia konstrukcji napieranej
rolki,

- okresowe gwaltowne napory pierscieni biegowych na tzw. stop-bloki ustalajace osio-

wo pierécienie na plaszczu walczaka (réwniez doprowadzajace w ekstremalnych sytu-

acjach do zniszczeniowego uszkodzenia elementow ustalajacych),

okresowe gwaltowne napory koncowek plaszcza walczaka na uszczelnienia wlotowe

i wylotowe,

wzgledne gwaltowne zmiany potozenia wienca zebatego napedu wzgledem zgbnika

walu atakujacego,
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- wzgledne gwaltowne zmiany potozenia pierscieni biegowych wzgledem biezni rolek
no$nych (doprowadzajace w sytuacjach ekstremalnych do tzw. ,,zaciagania osiowego
waldéw rolek™,

- problemy z dzialaniem ukfadu automatyki prowadzenia walczaka (niektore walczaki
posiadaja bowiem uktady wymuszajace wznoszenie i opadanie obiektu).

Owe ruchy osiowe, zarowno cykliczne jak i dtugookresowe - ze wzgledu na rézno-
rodnos$é przyczyn je wywolujacych (patrz czynniki warunkujace) sa ruchami towarza-
cymi pracy obiektu w catym okresie jego uzytkowania. bez wzgledu na jego stan tech-
niczny i wiek. Istota walki z niepozadanymi skutkami obecnosci zjawiska ruchow osio-
wych jest ich minimalizacja do wartosci dopuszczalnych. Obszar wartosci dopuszczal-
nych jest trudnym do jednoznacznego okreslenia. Wyznaczenie jego musi uwzgledniac
zarowno czynniki wytrzymatosciowe poszczegolnych clementow obicktu, zaleznosci
ruchowe miedzy tymi elementami, jak réwnicz przewidywane czasy i tryb eksploatacji.

Jakosciowe i ewentualnie ilo$ciowe okreslenie dopuszczalnych zaburzen ruchu
osiowego walczakow dla danych cech konstrukeyjnych i eksploatacyjnych jest zagad-
nicniem dotychczas blizej niczbadanym (brak pozycji literaturowych krajowych jak
i zagranicznych). Zwazywszy na wysoki stopien wplywu ruchow osiowych. a w szcze-
g6lnosei ruchow cyklicznych wykonywanych przez walczaki obrotowe (szczegolnice te
bardziej podatne na tego typu fluktuacje dwu- i trojpodporowe) na trwalos¢ clemen-
tow ich ukladéw nosnych, mozna fakt ten uzna¢ za swego rodzaju nicdopatrzenie
w metodach analizy uktadow nosnych, ktore winno by¢ jak najszybcicj uzupetnione, co
stanowi czasowo najblizszy cel naukowy jednego z autoréw ninicjszej publikacii.

Okre$lenie obszaru dopuszczalnych zaburzen ruchu ostowego walczakow obroto-
wych oraz okreslenie relacji miedzy czynnikami warunkujacymi a odpowicdzia ukiadu
w postaci zaburzen bedzie stanowilo podstawe do oceny zdatnoéci obiektu poczawszy
od etapu jego konstruowania (np. okreslenie dopuszczalnych odchylek cech konstruk-
cyjnych ukladu no$nego) poprzez montaz (np. okreslenie doktadnosci montazowych) a
konczac na etapie jego pelnej eksplotacji (np. zakwalifikowanic obiektu do grupy zdat-
nosci czy tez okreslenie zakresu jego remontu okresowego).

Obecnie autorzy sa zgodni co do faktu, Ze istnieje bezsprzeczny wplyw opisanych
wezesniej czynnikow warunkujgcych na stabilnos¢ osiowa. Ponizej zaprezentowano
przyktad wplywu jednego z czynnikéw warunkujacych stabilnos¢ osiowa walczaka
obrotowego.

5. PRZYKLAD WPLYWU ZWICHROWANIA PIERSCIENIA
BIEGOWEGO NA STABILNOSC OSIOWA WALCZAKA
DWUPODPOROWEGO

Jako zwichrowanie pierscienia bicgowego Z, okresla si¢ zwichrowanic jego osi
symetrii w stosunku do osi obrotu walczaka wyrazone jako maksymalne osiowe wychy-
lenie zewngtrznej krawegdzi pier-scienia od polozenia. dla ktorego o$ symetrii picrscienia
pokrywataby si¢ z osig obrotu walczaka (rys.7; na i-tej podporze, wyrazone w mm).
Jako kat zwichrowania y, przyjmuje si¢ numer kata podziatu obwodu, na ktérym osiowe
wychylenie zewngtrznej krawedzi pierscienia biegowego osigga maksymalng wartosé
i jest zwrdcone w kierunku wylotu materiatu wsadowego [4].
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W omawianym przypadku przeprowadzono badania poprawnosci osadzenia pierscienia
biegowego na podporze P1 (pierwsza od strony wytadunku materialu wsadowego) oraz po-
miary przesuwu osiowego walczaka jako catosci. Badanym obiektem byla suszamia obrotowa
maczki wapiennej zlokalizowana na terenie firmy MOWAP Sp- z 0.0. w Wapiennie (woj.
kujawsko-pomorskie). Badania wykonano w lutym 1999 roku.
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Podstawowe cechy obiektu to: walczak dwupodporowy, 0§ obrotu nachylona do
plaszczyzny poziomej pod katem 4%, predkoéé obrotowa - 5 obr./min., naped przeka-
sywany na walczak poprzez wicniec z¢baty osadzony na walczaku (przektadnia zgbata —
tancuchowa).

Uzytkownik obicktu zglaszal przyspieszone i nieréwnomierne na obwodzie zZuzy-
wanic si¢ biezni pierécienia biegowego na podporze Pl, najprawdopodobniej na skutek
Jego znacznego bicia osiowego.

Wykonano stosowne pomiary osadzenia pierécienia oraz pomiary ruchow osio-
wych walczaka. Wyniki pomiaréw potwierdzily przypuszczenia - wykazaly znaczne
7wichrowanic pierscienia biegowego na skutek jego wadliwego montazu (obiekt po
remoncie).

Postanowiono pierscici osadzié¢ ponownie przy uwzglednieniu korekeji jego poto-
zenia. Po dokonaniu korekeji potozenia pierécienia pomiary wykonano powtoérnie celem
potwicrdzenia minimalizacji jego bicia osiowego.

Ponizej zaprezentowano wyniki pomiaréw uzyskanych przed regulacja i po jej wy-
konaniu {9].
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Powyzsze dane wykazuja wyrazne zmniejszenie zwichrowania pierécienia biego-
wego na skutek korekcji jego osadzenia. Osadzenie pierscienia biegowego stanowilo
dodatkowo w tym przypadku stymulacj¢ ruchu osiowego walczaka jako catosci. Mini-
malizacja zwichrowania uwidocznita si¢, w sposob nader wyrazny, na minimalizacji
zakresu cyklicznego bicia osiowego catego obiektu.

6. PODSUMOWANIE I WNIOSKI

Kluczowos¢ procesdéw jakie zachodza w walczakach obrotowych, koszt ich ele-
mentow sktadowych oraz koszt ich wymiany i naprawy, jak réwniez brak dostatecznych
zrodet informacji na temat mozliwosci diagnostycznych tego typu obiektow, wymuszaja
niejako koniecznos$¢ poznawania zjawisk nimi rzadzacych.

Bez watpienia, jednym z naczelnych parametrow opiniotworczych o stanie walcza-
ka obrotowego jest stabilno$¢ jego osiowego ruchu. Poznanie wigc czynnikow, maja-
cych bezposredni czy tez posredni wplyw na tenze parametr stajg si¢ - w okresie rosng-
cego zainteresowania diagnostyka obiektow - priorytetem w aspekcie minimalizacji
kosztow eksploatacji i obstugi.

Stabilno$¢ ruchu osiowego walczaka obrotowego jest uwarunkowana wieloma
czynnikami (patrz czynniki warunkujace). Czynniki te, ze wzglgdu na swoja trudnomie-
rzalno$¢ i problemy interepretacyjne, sg niejednokrotnie zaniedbywane przy analizie
stanu obiektu. Nie istnieja ponadto zadne normy okreslajace w sposob ilosciowy obszar
dopuszczalnych zaburzen czynnikéw warunkujacych.

llosciowe okre$lenie obszaru dopuszczalnosci czynnikéw warunkujacych wydaje
sie wiec by¢ tematem istotnym o wysokim znaczeniu utylitarnym.

Podsumowujac tre$¢ niniejszego artykulu wida¢ wyraznie potrzebg zglebienia pro-
blemu stabilnosci ruchu osiowego walczakéw obrotowych.
Zdaniem autoréw konieczne jest wiec w jak najblizszym czasie zrealizowanie na-
stepujacych celéw badawczych:
1) precyzyjne zdefiniowanie pojecia stabilnosci ruchu osiowego walczakow obrotowych,
2) okreslenie ilosciowe i jakosciowe czynnikéw warunkujacych uzyskanie poprawnej
rownowagi osiowej, a w szczeg6lnosci stworzenie modelu obiektu z wyszczegolnie-
niem wspotczynnikow wplywu poszczegélnych parametréw na stan pracy walczaka,
3) okreslenie obszaru dopuszczalnosci zaburzen ruchu osiowego, a w szczegolnosci
okreslenic kryteriow kwalifikujacych przynaleznosci obiektow do okreslonych grup
zdatnosci z punktu widzenia wykonywanych przez nich ruchéw osiowych,
4) wyznaczenie norm dopuszczalnosci wartosci czynnikéw warunkujacych i ich pertur-
bacji dla poszczegolnych etapow zycia obiektu (wytwarzanie elementéw sktado-
wych, montaz i eksploatacja obiektu).
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W artykule przedstawiono modyfikacj¢ kryteriow wieloosiowego zmeczenia
proporcjonalnego, opartych na koncepcji plaszczyzny krytycznej, na zakres zmg-
czenia nieproporcjonalnego. Proponowana metodyke zastosowano dla kryteriow
McDiarmida i Gougha. Dla obu nowych kryteriow przedstawiono wyniki weryfi-
kacji eksperymentalne;.

Stowa kluczowe. wieloosiowe zmgczenie, przesunigcie fazowe, kryterium
wytrzymatoscei.

1. WSTEP

Ze wzgledu na charakter obciazenia w zakresie zmgczenia wieloosiowego mozna wy-
rézni¢ dwie grupy: proporcjonalne i nieproporcjonalne. Cecha, ktéra odréznia zmegczenie
nieproporcjonalne od proporcjonalnego, jest zmiennos$¢ potozenia osi naprezen giéwnych.

Zmegczenie nieproporcjonalne jest zjawiskiem powszechnym. Moze by¢ skutkiem,
np. dziatania losowego stanu obciazenia. W przypadku obcigzen sinusoidalnie zmien-
nych pojawia si¢, gdy: przynajmniej dla jednej sktadowej wystepuje warto$¢ $rednia,
sktadowe stanu obciazenia réznia si¢ czgstosciami drgan lub gdy mamy do czynienia
z katem przesunigcia fazowego pomigdzy sktadowymi. Jako przyklady wystgpowania
obciazen nieproporcjonalnych najczgscie} podaje sig: osie kot pojazdow, waly korbowe
siinikow, turbiny, $ruby napedowe itp.

Gdy na powszechno$¢ wystgpowania obcigzeft nieproporcjonalnych spojrzy sie
przez pryzmat ich skutkow zmegczeniowych, mozna wéwczas mowié o duzej wadze zja-
wiska zmeczenia nieproporcjonalnego. Efektem dziatania obcigzen nieproporcjonalnych
w zakresie ograniczonej trwatosci jest dodatkowe umocnienie materialu i obniZenie
trwatosci zmgczeniowej, za$ w zakresie nieograniczonej trwato$ci mamy do czynienia
z obnizeniem granicy zmegczenia nawet do 25%.

Niestety, brak dotychczas - co podkresla wielu badaczy - wystarczajaco doklad-
nych 1 uniwersalnych opiséw zmegczenia nieproporcjonalnego.

Kryteria znane z zakresu jednoosiowego i wieloosiowego proporcjonalnego zme-
czenia nie ujmuja zlozono$ci stanu naprezenia i specyfiki zjawisk zmeczeniowych
w warunkach nieproporcjonalnych.

Z punktu widzenia naprezefi gléwnych cecha charakterystyczng wspomnianego
stanu naprezenia jest fakt, ze chwilowe wartosci tych naprezen obejmuja swym dziata-
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niem kolejno wszystkie plaszczyzny o. I tak, w przypadku zginania i skrgcania z prze-
sunieciem fazowym ¢, chwilowe wartosci maksymalnego naprezenia stycznego tworzg
charakterystyczne obwiednie (rys.1).

Konsekwencja obrotu osi glownych jest dodatkowa interakcja dyslokacji pocho-
dzacych z kolejno obciazonych plaszezyzn a.

Z punktu widzenia zmian napr¢zen na poszczegblnych paszczyznach o znamien-
nym jest, Ze naprezenia normalne i styczne osiagajace swoje wartosci maksymaine
z przesunigciem fazowym B. W wyniku czego na kazdej z dwoch plaszczyzn dziatania
maksymalnego naprezenia stycznego panuja odmienne warunki. Maksymalnemu naprg-
zeniu stycznemu odpowiadaja bowiem rézne wartosci naprezenia normalnego.

/i

G, = Oyusin(@t) T N 'Ty bl
Txy: Txy(a)Sin(U‘)t' ¢) Oy h%ljv—)x
A= Teyay Oxia) Ms M-

Mg ™

Mg -
Rys. 1. Zginanie ze skrgcaniem z przesunigciem fazowym oraz obwicdnia naprgzen stycznych

Aby uwzgledni¢ odmiennos¢ zmeczenia nieproporcjonalnego powstaja wcigz nowe
kryteria dla tego zakresu obciazen. Nierzadko sg to opisy oryginalne, formutowane od
podstaw z mysla o obciazeniach nieproporcjonalnych. Czgste sa tez proby modyfikacji
w celu rozszerzenia zakresu dziatania kryteriow pierwotnie funkcjonujacych tylko dla
obciazen jednoosiowych badz proporcjonalnych.

2. OGOLNA POSTAC KRYTERIUM

Proponowane kryterium powstalo na drodze modyfikacji warunku wieloosiowego
zmeczenia proporcjonalnego (dalej to modyfikowane kryterium begdziemy je nazywac
kryterium bazowym). Taki sposob sformutowania nowego kryterium wiaze si¢ z jedno-
czesng akceptacja zatozen kryterium bazowego. W proponowanym przypadku jako
mozliwe do modyfikacji uznano kazde kryterium oparte na idei plaszczyzny krytycznej.
Zaleta tej idei jest silna interpretacja fizyczna zjawiska. Koncepcja plaszczyzny krytycz-
nej zaktada, Ze inicjacja i rozw6j peknigcia zmeczeniowego nastepuja na okreslonych
ptaszczyznach. W ten sposob za proces kumulacji uszkodzen zmgczeniowych odpowie-
dzialne sa tylko te skladowe stanu naprezenia czy odksztalcenia, ktore dziataja bezpo-
srednio na tych plaszczyznach.

Konstruujac kryterium zmeczenia nieproporcjonalnego w oparciu o wskazang gru-
pe kryteriow bazowych przyjeto wigc rowniez zalozenie, ze proces kumulacji uszkodzen
zmeczeniowych decydujacych o zniszczeniu zachodzi na jednej plaszczyznie zwanej
plaszczyzng krytyczna. W naszym przypadku ptaszczyzna ta wyznaczona jest dziata-
niem maksymalnego naprezenia stycznego.

W trakcie nieproporcjonalnego zmeczenia zachodza jednak pewne dodatkowe
zjawiska, ktorych skutkiem jest obnizenia trwalosci lub wytrzymatosci zmgczeniowe).
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Modyfikacja kryterium bazowego powinna stworzyé nowy opis poprzez uzupehienie
koncepcji plaszczyzny krytycznej o dodatkowy sens fizyczny. Kluczowe dla zrozumie-
nia odmiennosci procesu zmeczenia nieproporcjonalnego jest zjawisko dodatkowej inte-
rakcji dyslokacji. W przypadku zmgczenia proporcjonalnego, na wybranej plaszczyznie
krytycznej nastepuje posuwisto-zwrotny ruch dyslokacji. Dla zmeczenia nieproporcjo-
nalnego, w trakcie obrotu osi glownych nastepuje interakcja dyslokacji poruszajacych
sie na ptaszczyznie krytycznej z dyslokacjami generowanymi na pozostatych plaszczy-
znach. Proces kumulacji uszkodzen zmegczeniowych na ptaszczyznie krytycznej zostaje
zmodyfikowany - najczesciej przyspieszony.

Przyjeto, ze proponowane kryterium bedzie posiadato budowe modutowa, ztozong
z dwoch czlonow: czesci bazowej 1 i czesci modyfikujacej T

Q)

Czg$¢ bazowa 1  stanowié bedzie modyfikowane kryterium. Cze$é modyfikujaca
" powinna uwzgledni¢ dodatkowe dziatanie naprezen na innych plaszczyznach o.

Cze$¢ bazowa przyjmuje wigc postaé pewnej funkcji napr¢zen: stycznego i nor-
malnego, ktore dziataja na plaszczyznie krytycznej. Powstaje pytanie, jaka zaleznoscia
opisac czeg$¢ modyfikujaca.

Aby odpowiedzie¢ na to pytanie przeanalizowano obwiednie maksymalnych na-
prezen stycznych, policzonych dla zginania i skrecania z przesunieciem fazowym ¢. Za-
obserwowano spadek granicy zmeczenia wyrazonej napreZeniem stycznym na plasz-
czyznie krytycznej wraz ze wzrostem wartosci kata przesunigcia fazowego ¢ (rys.2).
Jednoczesnie zauwazono, ze wraz ze spadkiem granicy zmeczenia rosng warto$ci napre-
»7en stycznych na pozostalych plaszczyznach o. Zmniejsza si¢ proporcja pomigdzy tymi
naprezeniami, a maksymalnym naprgzeniem stycznym.

* *x
Tred =T +7T

90
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M x 30 x) | ‘ .“,~ \n Treol [ r x
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Rys.2. Obwiednie naprgzen stycznych dla zmieniajacego si¢ kata ¢

W fazie konstrukcji nowego kryterium zatozono, ze charakter zmian napr¢zen na
innych ptaszczyznach niz ptaszczyzna krytyczna, wraz ze wzrostem kata przesunigcia
fazowego jest dobrze reprezentowany przez promien kola 1, wpisanego do obwiedni
naprezefn. Wielkosé 1, reprezentuje wiec skutki zmian kata przesunigcia fazowego o.
W zwigzku z tym 1, nazwano napr¢zeniowa miarg nieproporcjonalnosci obciazenia.
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Na podstawie obserwacji obwiedni naprezen zredukowanych dla roznych materia-
16w stwierdzono istotny wplyw wiasno$ci materiatowych na wrazliwos¢ wobec zjawiska
zmeczenia nieproporcjonalnego. Parametrem wiasnosci materiatowych jest stosunek
granic zmgczenia Zg/Z..

Tak wiec, ostatecznie czton modyfikujacy jest funkeja =1 (Ciedomins Z4/7,). Na
podstawie dalszych analiz zaproponowano nastepujaca 0golna postac kryterium:

Tred = T‘ +c- Trn '(Zso /Zgo)m (2)

3 SZCZEGOLOWA POSTAC KRYTERIUM

Za pierwsze kryterium bazowe przyj¢to kryterium McDiammida [1]. W swojej
pierwotnej formie zostato stworzone dla zginania ze skrecaniem w fazie. Kryterium to
oparte jest na koncepcji ptaszczyzny krytycznej. Zostato ono bogato zweryfikowane dla
szeregu danych eksperymentalnych.

Kryterium McDiarmida powstalo na bazie eksperymentalnego kryterium Gougha.
Postanowiono wigc, Zze drugim kryterium bazowym bedzie ,.tuk elipsy™.

Aby mozliwe byto wykorzystanie obu kryteriéw jako bazowych, niezbedne byly
wstepne modyfikacje.

Kryterium McDiarmida nie spetnia zasady jednosci czasu i miejsca rozpatrywa-
nych naprezen. Wedtug formuty autora do obliczenia naprezenia zredukowanego brane
sq pod uwage maksymalne wartoéci naprezenia stycznego i normalnego na plaszczyznie
krytycznej. ktore w rzeczywistosci przesunigte sa w fazie. W kryterium McDiarmida
uzytym jako bazowe, brane jest pod uwagg naprezenic normalne o, ktére odpowiada
maksymalnej wartosci napregzZenia stycznego t,:

2-c

15
TMp = Ta +(Zso "Zgo /2)'[ 7 : ] (3)
¢o

Kryterium Gougha jest kryterium eksperymentainym [2]. Podobnie jak to uczynit
McDiarmid, aby skorzysta¢ z tego kryterium, nalezy wyrazi¢ zwiazek nominalnego na-
prezenia stycznego i normalnego za pomoca wielkosci maksymalnego napr¢zenia stycz-
nego 1, i odpowiadajacego mu naprezenia normalnego o:

2.7, )
Ted =Ty +[ 7 lOJAGn 4)
20

W ten sposob zalezno$¢ Gougha otrzymuje sens fizyczny zgodny z koncepcja
plaszczyzny krytycznej.

W dalszej kolejnosci nalezato wyznaczy¢ szczegbtowa postac obu kryteriow. co
sprowadza sie do ustalenia wartosci statych ¢, m i n. W tym celu postanowiono skorzy-
sta¢ z wynikow badan Nisihary, gdyz bazowe kryterium McDiarmida powstalo przy wy-
korzystaniu tych wynikéw do$wiadczen, za$ badania Nisihary obejmuja szeroki zakres
zmienno$ci parametrow stanu naprezenia A=T,/0,=0.21+1.21 i ¢=0+90° oraz dotycza
wielu materialow konstrukeyjnych o zmiennoéci parametru Z/Z,,=0.5+1.
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Minimalizujac wartosci bledéw otrzymano nastepujace wartosci statych: dla
McDiarmid’a ¢=0.043, m=n=3 i dla Gough’a ¢=0.042, m=n=3.

4. WERYFIKACJA

Weryfikacie modelu przeprowadzono poddajgc analizie warto$¢ $rednia x i odchy-
lenie standardowe &, procentowego bledu wzglednego, zdefiniowanego nastepujaco:

x = [(warto$¢ obliczona) / (wynik eksperymentu) - 1] - 100 (5)

W przypadku proponowanego kryterium bedzie to wielko$¢ x=(trea/Zs-1)-100,
przyjmujac odpowiednio indeksy: xyp dla McDiarmida, x¢ dla Gougha.

Kazdorazowo wielkosci X,,, 10, 4, poréwnano z wartosciami obliczonymi dla
kryteriow oryginalnych:  X,,,, 0, 4y, dla McDiarmida i X, ,U;V(;dla Gougha.
W prsypadku wspolczynnika x,,, wartos¢ obliczong stanowi dopuszczalne naprezenie
SlycZne Tpq Wyznaczone na podstawie kryterium autora, za§ warto$¢ dopuszczalna
oznacza rzeczywistg warto§¢ naprgzZenia stycznego Tacuwa. Dla x;; stosunek wartos¢ ob-

liczona do wartosci rzeczywistej oznacza odwrotno$¢ wspoétczynnika bezpieczenstwa
dla tuku elipsy wg zaleznosci [3]:

(i\z(a~])+i(2-a)+(ijz =1 (6)

{ O, y Sy 0T
adzie: o ZGo/Zson 862G/ Onas 07 Ls0/ Tha
Tabela |
Wyniki weryfikacji dla kryterium bazowego McDiarmida
Dane ckspervimantaine Wyniki [%o]
p Badania Material 7.50/7.g0 ;/\//) O’_;-J,,/) ;MI) T\ b
| Mild Steel - St34 0,583 2.5 34 -1.6 2.1
2 Hard Steel - C43 0,625 3.1 4.1 -2.0 2.1
3 |Nisthara 4] Cast Iron - GG15 0,949 -8 253 -14 3.3
4 Duralumin 0,642 9 15.6 -8.,5 13.4
5 Cast Iron, GGG 40 0,938 93 21.4 1,8 10.7
6 (Neueebauer ISh oo ron, GGG a5 | 0.814 25 156 38 79
7 S35 0.568 0 8.5 4,5 2.1
8 42CrMo4N 0575 -2 4.2 5,5 0.7
g |lemmp (6] weicher Stahl 0.579 3 56  -1.3 3.1
10 harter Stahl 0.631 6.4 6,7 24 3
11 FECUNIL 0,6 0 8,5 -10.5 9.2
12 |Sonsino [7] IFECUNI2 0,591 14,5 26,2 -5 12,7
13 FECUNI3 0.604 -4,5 9.2 -4 42
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W tabeli 1 zestawiono wyniki obliczen dla kryterium bazowego McDiarmida,

w tabeli 2 - Gougha. Kazdy wiersz tabeli zawiera wyniki analizy pewnej grupy badan
eksperymentalnych o zmiennych stosunkach naprezen nominalnych A=0.21-1.21
i zmienno$ci kata przesuniecia fazowego $=0-90°.

W przypadku kryterium McDiarmida uzyskano poprawe wynikéw w 9 na 13 przy-

padkow. Zmodyfikowane kryterium Gougha lepiej opisuje wyniki badan eksperymen-
talnych w 10 przypadkach na 13 analizowanych.

Tabela 2
Wyniki weryfikacji dla kryterium bazowego Gougha
Dane eksperymantalne Wyniki [%]
Lp Badania Materiat 7s0/Zgo ;G 0;,(; XG oG

1 Mild Steel - St34 0,583 6 59 09 2.4

2 Hard Steel - C45 0,625 5,3 3 1,4 1.9

3 [Nisihara (4] Cast Iron - GG15 0949 | 11,3 121 16 42

4 Duralumin 0,642 2 0 -7.5 14.8

5 Cast Iron, GGG 40 0.938 3.7 6.6 6,2 10,1

6 [Nevgebauer 31 leogt tron, GGG 45 0.814 78 68 6 5.9

7 St35 0,568 17.5 14,8 5 2,8

8 42CrMo4N 0,575 14,5 12, 6,5 7

g [Lemmp 6] weicher Stahl 0,579 64 52 04 27

10 harter Stahl 0,631 34 2,6 -0,3 27

11 FECUNI1 0,6 3,5 9,2 -9,5 10.6

12 {Sonsino [7] FECUNI2 0,591 8 42 4 12,7

13 FECUNI3 0,604 7 8.5 -2.5 4.9
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CRITERIA FOR NONPROPORTIONAL MULTIAXIAL FATIGUE
Summary

In the paper criteria for multiaxial non-proportional fatigue strength were pre-
sented. These criteria are modifications of well-known criteria from the region of pro-
portional multiaxial fatigue.

Key words: multiaxial fatigue, out-of-phase.
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sevirod nteresting flid flow fields exhibit lack of unicity: instead of
wainpic olutton they have two stable regimes — with an unstable equilibrium
Poeteeen thers which however becomes stable at fow Reynolds numbers.
S teabo osampleas a trapped vortex ring held by a special cavity on periphery
of o tined et Dynaniie models of this bistability show interesting bifurcation

propertics perntod doubling phenomenon and  existence of chaotic regimes
indrcatneg that this may be an important underlying effect for turbulence.

Keywordss bistability, bifurcation. chaotic behaviour. dynamic systems,
vortices.

I INTRODUCTION

Dynamic bistability occurs in nonlinear systems with two neighbouring stable
equilibrium states separated by an intermediate unstable (stagnation) equilibrium. There
are a number of such flow configurations known in fluid mechanics — in particular in
fluid mechanics of jet flows, from where are the examples shown in the present paper.
They exhibit a typical pitchfork-type bifurcation, with bistability occurring above
a certain critical Reynolds number. Although some bistable phenomena (e.g. [1]) even
found engineering applications in the field of Power Fluidics [2], they are mostly
considered to be just gymcrakeries, artificial and exceptional cases of no real value for
mainstream of fluid mechanics. At most, they are just used as counterexamples
documenting why Navier-Stokes equation defies so far all attempts to prove in
a mathematically clean way unicity of its solutions.

New results, especially concerning jet flows with vortex rings [4], however, seem to
indicate that the role of bistability is much more fundamental. Numerical experiments
with harmonic excitation of quite simple model of bistable behaviour indicate existence
of period doubling and transition to chaos. This may be a very fundamental effect
associated with origins of turbulence.
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3. A MODEL FOR THE DYNAMICS

Probably simples one-dimensional, first-order model for the bistability with central
unstable state may be built using the cubic dependence - Figs7, 8. The state parameter X
here plays the role of the jet deflection angle a, the vertical co-ordinate it its rate of
change with time. In an autonomous system, the state returns to the equilibrium after a
disturbance if the derivative in the equilibrium state is negative. With introduced
suitable dependence upon the Reynolds number — Fig.6 - this mode!l may even predict
the onset of steady central position below critical Re observed in experiments.

AXo

\ XOZ(R;-Recrn)X—XB
( ‘ - 2(\
e

equilibriym

Fig.7. Phasce plane representation of the model of the from Fig.6 for subcritical Reynolds
numbers. where the zero-deflection jet position (Fig.3) may remain stable

: Sr B * |Re>Re i

| X0 = Re-Re,X-X°| ‘
H 1

Unstabie equilibrum

Tt

] Stahle
Stable equilibrium 7
i : |

| |

| I

Fig 8. Phasc plane representation of the cubic model from Fig.6 for supcereritical
Reynolds numbers. where it exhibits its ty pical bistable behaviour
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)
Stagnation
trajectol
rajectory 2

Xg--E ‘ b

equilibrium

X R” D P
Stagnation
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Fig.12. Trajectories of temporal development in the two-dimensional potential model
of an autonomous bistable dynamics

5. CIRCULATION

Real dynamic systems are seldom of potential character and for better reality of the
model, it may be complemented by superimposition of the simplest circulatory
behaviour: a linear one with alternating matrix, as shown in Fig.13.

The well known consequences of added circulation [3], apart from the inevitable
deformation of trajectories into spiral shapes (Figs14, 16, 18) due to added term in their
equation, are

a) migration (Fig.15) of those equilibria that are outside the origin, and

b) if the circulation intensity exceeds it critical value - which is here C =1 - there

may be a reversal of character of stagnation points.

In the present model, the critical value of circulatory component (Fig.18) of
behaviour is the largest attainable one.

{ Dynamic model wih circulatory component |
Xo- (Ch+ae)X-E'X|

2= (1) e-[) &-[3l3)

Q) migration of equillbrium states XR defermined from

0 = (Ck+28)Xe-E*XR

b) Spiral deformation of frajectories

Fig.13. A more complicated dynamic model of bistability with nonzero circulational
component of system behaviour



Bistability phenomenon in fluid dynamic 167

Xo A\ =05

Stagnation
trajectory =

Xg .-
siable o
equllibrium - c-06 C-07
o c-o5. \ | ©-08
X0 Xy C-04_ C-09 o
Slagnahon C-02- /C = Lo = X
point - C-01 Y ‘J\
c-0 ’F t-01 e
‘C-0.2
Migrqﬁon of stable C-08 f—-04
equilibna due fo the THY e o5
superimposed £-08 | :
circulatory behaviour c-07 C-06

Fig. 14, Trajectories of the temporal develop-  Fig.15. Migration of the stable equilibria with
ment of the system described by the increasing circulation intensity
cquation from Fig.13 for intensity of
the circulation relatively small. In spite
of deformed shapes of trajectories, this
phase portrait is topologically equi-
valent to the irrotational case in Fig. 12

Xy C-09 Xq [} £=10

N % M“‘\Q\i\wy "

I'ig. 16 Trajectories of the temporal develop- IFig. 17. Detail of the central part of Fig.l
ment of the system desceribed by the with clearly visible shapes of the
cquation from Fig.13 for intensity of stagnation trajectorics

the circulation approaching its criti-
cal value C=1
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6. EFFECTS OF EXCITATION

Dynamic systems in real life are exposed to inevitable disturbances. The simplest
way how to include their effect in the present model is to add a harmonic excitation.
Unfortunately, this results in the development trajectories becoming intractably tangled.
A suitable technique how to follow their behaviour is the stroboscopic method of
Poincaré — Fig.19. The responses of the excited model was studied with adjusted large
level of circulatory behaviour. With small excitation amplitudes, the responses (after a
transition period) were simple harmonic orbital motions around one of the stable
equilibrium states, as shown in Fig.20. At an increased excitation amplitude, Fig.22. the
period doubling effect was found. This is, in fluid flows with vortices, a typical effect
usually associated with vortex pairing. It is, in fact, surprising that such an effect may be
found here in so simple purely temporal model that ignores spatial distributions.
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Fig.18. Critical intensity C=1 of circulation Fig.19. Principle of the Poincaré return
leads to reversal of stagnation point mapping: a stroboscopic method of
character into orbital stability investigating dynamics  of  higher

order system with periodic excitation
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Fig.20. Poincaré mapping of harmonically Fig.21. The period doubling phenomenon -

excited system from Fig.13. At small typical for fluid flows with vortices -
excitation amplitudes the states do is seen in the Poincaré mapping of
not leave the attraction region of one the same system from Fig.13 at

of the two potential vertices higher excitation amplitudes
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ZJAWISKO BISTABILNOSCI W DYNAMICE PLYNOW

Streszczenie

Kilka interesujacych obszaréw przeptywu ptynu wykazuje brak jednoznacznosci:
zamiast pojedynczego rozwiazania posiadaja one dwa stabilne stany — z niestabilna
réwnowaga miedzy nimi, ktéra jednakze staje si¢ stabilna przy niskich liczbach
Reynoldsa. Szczegélnym przykiadem jest stabilizujacy pierscien wirowy otrzymany
przez specjalne wglebienie na obrzezu strumienia ptynu. Model dynamiczny tej
bistabilnoéci wykazuje interesujace rozgaleziajace wiasnosci, okresowe zjawisko
zdwajania i istnienie stanéw chaotycznych powoduje, zc moze to byc istotny
wspomagajacy efekt turbulencji.

Stowa kluczowe: bistabilnos¢, rozdzielanie. zachowanie chaotyczne. system dyna-
miczny, wirowosc.
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PATENTY WIBROAKUSTYCZNE BYDGOSKIEGO
SRODOWISKA NAUKOWEGO

Krzysztof Wernerowski

Katedra Mechaniki Stosowanej. Wydzial Mechaniczny ATR
ul. Prof. S. Kaliskiego 7. 85-796 Bydgoszcz

Wyhonano analizg patentéw bydgoskiego srodowiska naukowego zmniej-
seajgeveh poziom parametréow drgan i emisji hatasu. Przedstawiono rowniez
patenty oslon, ekranéw i przestrzennych pochianiaczy akustyczaych.

Stowa kluczowe: drgania, hatas, poziom.

. CHARAKTERYSTYKA OGOLNA

W Katedrze Mechaniki Stosowanej Wydzialu Mechanicznego Akademii Tech-
niczno-Rolniczej im. J. i J. Sniadeckich oraz w innych jednostkach bydgoskiego $rodo-
wiska naukowego zrealizowano wszechstronne badania i analizy teoretyczne wibroaku-
styki dla przemystu i budownictwa. Badania diagnostyczne [4] wykonano aparaturg z
wiasciwa dokladnoscia. Podczas obliczen analizowano mozliwosci thumienia drgan [2],
emisji oraz propagacji hatasu [1] uwzgledniajac nieliniowy charakter zjawisk wibroaku-
stycznych z duza energia. Zastosowano asymptotyczna [3] metode rozwigzania zagad-
nien nieliniowych wibroakustyki maszyn. Na podstawie dokonanych wynalazkow uzy-
skano szereg patentéw. Najwazniejsze wynalazki wibroakustyczne podano w spisie
patentow [1-25].

2. PATENTY ZMNIEJSZAJACE POZIOM DRGAN I EMISJE
HALASU

Najlepsza metoda zmniejszania parametrow szkodliwych drgan i hatasu jest bezpo-
érednie ograniczenie wibracji oraz wypromieniowania dzwigkow. Opracowano szereg
wynalazkéw i uzyskano patenty [3,5,68-13,15,18-20,22-25] realnie zmniejszajace po-
ziom drgan i wypromieniowania szkodliwych dzwigkéw. Zagadnienia bezposredniego
zmniejszenia parametrow o charakterze wibroakustycznym sa ztozone i nie zawsze
mozliwe jest ich rozwiazanie.

Na rys.1,[2] patent nr 85938 pokazano eliminowanie dynamiczne drgan cigzkiej
maszyny. Zaleta wynalazku jest mozliwa spokojna praca maszyny o dziataniu posuwisto-
zwrotnym lub udarowym w kierunku pionowym.
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Zagadnienie synchronicznego dziatania kilku wibratorow jest zlozone. Rozwiaza-
nie przedstawione na rys.2, [7] patent nr 103182 umozliwia samosynchronizacj¢ metoda
drgan gietnych. Korzysta si¢ z postaci wibracji podczas rezonansu z pierwsza czgstoscia.

Rozwigzanie mechaniczno-hydrauliczne pokazane na rys.3,[16] patent nr 135525,
zapewnia skuteczne ograniczenia parametrow drgan mechanicznych metodg eliminowa-
nia dynamicznego i dlawieniem przeplywu.

Wielokrotny system tlumiacy z eliminatorem, spr¢zynami oraz zespolem otworow
umozliwia dokiadne opracowanie charakterystyki thumienia.
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Rys.1. Fundament przeciwdrganiowy. zwiaszcza dla ci¢zkich maszyn: 1 - massyna.

2 - blacha stalowa, 3 - spr¢zyna, 4 - cigzarck. 5 - podpora. 6 - podkiadka
gumowa, 7 - ruchoma cz¢s¢ fundamentu. 8 - folia clastyczna. 9 - oslona phy-
towa, 10 - warstwa sprezyn. | 1-ruchoma cz¢s$¢ fundamentu

3. OSLONY, EKRANY [ POCHELANIACZE PRZESTRZENNE
HALASU

Cennym uzupelnieniem bezposredniego ttumienia drgan i halasu jest ograniczenie
szkodliwych dzwigkow na drodze propagacji. Dokonano szereg wynalazkow
1 uzyskano patenty [1,4,14} dzialajace pochlaniajaco-izolacyjne na drodze propagacji
hatasu. Dziatanie oslon i ekranéw jest analogiczne.

Na rys.4, [17] patent nr 136547 przedstawiono ekran ograniczajacy propagacje
szkodliwych dzwigkow o zlozonym widmie. Istota wynalazku polega na tym, ze na

plycie z otworami umocowane sa podstawami elementy dzwigkochlonne o zarysie
krzywoliniowym.
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Uzupelnieniem systemowego wyciszania pomieszczenia w zakladzie przemysto-
wym jest przestrzenny pochfaniacz halasu pokazany na rys.5, [21] patent nr 151927.
Zaletg ksztaltu stozkowego jest eliminowanie rezonansowe tonow w szerokim pasmie
czestotliwoéci. Zastosowanie materialu porowatego i gumy podwyzsza skutecznosé
dzialania.
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Rys.2. Gigtne samosynchronizujace urzadzenie sprezyste wibratorow, zwlaszcza do
maszyn i urzadzen do zaggszczania betonu: 1 - forma z betonem i zbrojeniem,
2 - stol. 3 - sprezyna, 4 - belka synchronizujaca, 5 - czg$¢ stala. 6 - zderzak,
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Rys.3. Eliminator wibracji ruchu prostoliniowego, zwlaszcza do maszyn i urzadzen

wymagajacych zmian zwrotu predkosei: 1 - maszyna, 2 - obudowa, 3 - spreZyna,
4 - dlawik. 5 - sprezyna posrednia, 6 - dlawik posredni, 7 - sprezyna Srodkowa.
8§ - bezwladniki, 9 - olej, 10 - lacznik
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Rys.4. Dzwickochlonny ekran. zwlaszcza do maszyn i urzadzen mechanicznych:
1 - pas elementow dZzwigkochlonnych. 2 - siatka metalowa. 3 - podstawa cle-
mentu pochlaniajacego, 4 - plyta, 5 - warstwa pochtaniajaca, 6 - ptyta metalowa

Rys.5. Przestrzenny pochlaniacz dzwigkochlonny: 1 - pobocznica perforowana.
2 - welon szklany, 3 - materiat dZwigkochtonny, 4 - ptyta gumowana, 5-ostona
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VIBROACOUSTIC PATENTS OF BYDGOSZCZ
SCIENTIFIC COMMUNITY

Summary

Vibroacoustic patents analysis of Bydgoszcz scientific community reducing the vi-
bration and noise parameters level was done. Shield, screen and special acoustic absor-
ber patents were also presented.

Key words: vibration, noise, level.









