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h; - parcjalna entalpia molowa, Jmol-!

I, - szybko$¢ reakcji /, mol s~!

I, - szybko$¢ reakeji, wtasciwa, mol s-! m-3

I - przeptyw pradu elektrycznego (gesto$é pradu), A m2

I - przeptyw pradu elektrycznego w ukladach nieciagtych, A m2
J, - calkowity przeptyw wielko$ci skalarnej a (strumien),

J, - czg$¢ dyfuzyjna catkowitego przeptywu wielkos$ci skalarnej a
J q - calkowity przeptyw energii wewnetrznej, Jm==2s"!

J - dyfuzyjny przeptyw energii wewnetrznej - przeplyw ciepta, Jm=2s-!
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przeptyw sktadnika w ukladach cigglych, wiasciwy albo molowy, kg m=2 s71,

mol m2s-1
- przeptyw entropii, JK-1 m2 sl
- przeptyw skladnika w uktadach nieciaglych, mol m=2s-!
- przeptyw ciepta w ukladach nieciagtych, Jm— s-!
- przeptyw objetoéci, ms-!
- przeptyw dyfuzyjny w ukladzie ze sprzezeniami sktadnikow, m s-1

- stata rownowagi reakcji

- wyrazenie analogiczne do stalej rownowagi, lecz z aktywno$¢iami sktadnikéw w
danym momencie reakcji

- wspotczynnik podziatu sktadnika

- wspotczynnik podziatu sktadnika pomiedzy faze zewnetrzng i faze¢ membrany

- fenomenologiczne wspolczynniki przeptywu sktadnika:
w ukladzie ciggtym kg2 J-lm-ls-l, w ukladzie nieciggtym mol2 J-Im=2s-1K

- wspotczynniki fenomenologiczne przeptywu sktadnikow w uktadach nieciggtych
(rowne Liy'T), mol? J-I m2 571

- diagonalny wspdlczynnik fenomenologiczny przeptywu ciepta w uktadzie cigglym,
Jm-ls-l, wuktadzie niecigglym Jm2s-1 K

- niediagonalny wspotczynnik fenomenologiczny przeptywu ciepta w uktadzie
cigglym kgm-ls-!, w ukladzie nieciagtym mol m-2 s-1 K

- diagonalny wspotczynnik przeplywu objetosci, tzw. wspdtczynnik transportu
hydrodynamicznego w zjawiskach elektrokinetycznych, ms-! K Pa-!

- niediagonalny wspotczynnik przeptywu objetosci w zjawiskach elektrokinetycznych,
JFImAK

- diagonalny wspotczynnik przeptywu pradu w zjawiskach elektrokinetycznych,
A2m2K V-l

- wspotczynnik transportu hydrodynamicznego, m s-! Pa-l

- wspolczynnik filtracji, ms-! Pa-l
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wspotczynnik przeptywu osmotycznego, ms-! Pa-l

wspolczynnik ruchliwo$ci dyfuzyjnej, ms-! Pa-l
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praktyczny wspotczynnik przeptywu pradu w trdjsktadnikowym uktadzie
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praktyczny wspotczynnik przeptywu sktadnika w trojsktadnikowym uktadzie
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praktyczny niediagonalny wspdtczynnik przeptywu w trojsktadnikowym uktadzie

niecigglym, ms1 V-l

praktyczny niediagonalny wspotczynnik przeptywu w trdjsktadnikowym uktadzie

niecigglym, mol m2s-1 V-1

praktyczny niediagonalny wspolczynnik przeptywu w trojsktadnikowym uktadzie
nieciggtym, mol N-! s-1
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masa molowa skladnika, kg mol-!

- masa sktadnika, kg

liczba moli sktadnika

ciénienie, N m—2

ciepto procesu elementarnego wymienione z otoczeniem, J

wlasciwe cieplo przenoszenia sktadnika, Jkg-!

stata gazowa, 8,314 J K- mol-!

fenomenologiczne wspotczynniki oporu w uktadach nieciggtych, Jsm2 mol-2 K
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entropia wlasciwa, JK-1 kg1

parcjalna entropia wia$ciwa skladnika, JK-! kgl
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temperatura, K

liczba przenoszenia sktadnika jonowego

molowa liczba przenoszenia sktadnika, [mol A~ s71]
pozorna liczba przenoszenia sktadnika jonowego

energia wewnetrzna, J

energia przenoszenia skladnika (w ukladzie nieciagtym), J mol-1
cze$¢ ciSnieniowa catkowitego tensora ci$nienia, N m™2
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oraz X, bodziec termodynamiczny przeptywu sktadnikow w uktadach ciagtych i

niecigglych, Jkg! K-! albo Jmol! K-!

oraz X, bodziec termodynamiczny przeptywu ciepta w uktadach ciggtych i

niecigglych: m-1, K-l

bodziec termodynamiczny przeptywu kationu w trojsktadnikowym uktadzie
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1. ELEMENTY PODSTAW TERMODYNAMIKI NIEROWNOWAGOWEJ

1.1. WSTEP

Klasyczna termodynamika jest oparta na dwoch zasadach stanowigcych ilosciowy zapis
powszechnie obowigzujacych prawidtowosci [1-4]. Jej opis ilosciowy dotyczy tylko uktadow
rownowagowych. W celu wykorzystania termodynamiki klasycznej do charakterystyki zmian
uktadow, fizycznych lub chemicznych, niezbgdne jest, by zmiany te byly dokonywane w spo-
sob kwazystatyczny, odwracalny, tzn. poprzez nastepujace po sobie nieskonczenie mato roz-
nigce si¢ od siebie stany rownowagi. Czas takich przemian winien wigc by¢ nieskonczenie
dhugi. Z tego wzgledu czas przebiegu proceséw nie moze by¢ uznany za parametr zmian stanu
uktadu, a pojgciem podstawowym jest stan rOwnowagi termodynamiczne;j.

Realne, samorzutne zmiany stanu uktadow sa jednakze procesami nieodwracalnymi;
przebiegaja one w skonczonym czasie i w $cisle okreslonym kierunku. Zmiany kierunku pro-
cesu mozna dokonaé przez zmiang¢ warunkOow zewngtrznych, tzn. przez zmiang otoczenia
uktadu. Wedlug II zasady termodynamiki mozna okresli¢ jedynie kierunek przebiegu takich
procesow nieodwracalnych, bez opisu ilosciowego. Zasada ta podaje warunek konieczny za-

chodzenia procesow nieodwracalnych jedynie w postaci nieréwnosci:

AS >0 , 1.1.
wzglednie, w przemianie elementarnej:

as >0 , 1.2.
wskazujacej na wzrost entropii w trakcie samorzutnej przemiany uktadu.

Nierownosci 1.1 oraz 1.2 dotycza ukladu izolowanego, ewentualnie izolowanej cato-
Sci, ztozonej z uktadu i jego otoczenia. Warto w tym miejscu podkresli¢, ze zgodnie z powyz-
szym duzy wzrost entropii w uktadzie moze wymusi¢ nieodwracalng zmiang jego otoczenia
(zwigzang ze spadkiem entropii), wzglednie wzrost entropii w otoczeniu moze wymusi¢ nie-
odwracalng zmiane¢ uktadu, pod warunkiem, Ze suma zmian entropii w obydwu cze¢sciach izo-
lowanej cato$ci bedzie dodatnia. Prawidlowos$¢ ta jest wyrazana za pomocg nast¢pujacej nie-
réwnosci:

45, +4S,,.>0 . 1.3.

otocz
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Zgodnie z definicja Il zasady termodynamiki rézniczka entropii spetnia nieréwnos¢:

as=2Q,/T , 1.4.
gdzie: O, oznacza cieplo procesu elementarnego wymienione z otoczeniem, natomiast

T - temperaturg procesu.

Wobec powyzszego nierdownos¢ 1.3. mozna zastgpi¢ rGwnaniem:

dS=d.S+dS , 1.5,

gdzie: d,S oznacza czg$¢ rozniczki entropii zwigzang z wymiang ciepta z otoczeniem, natomiast

d;S oznacza entropi¢ powstajaca w wyniku zachodzenia procesu samorzutnego.
Wartos¢ d,S jest dodatnia w procesie samorzutnym i staje si¢ rOwna zeru w momencie dojscia
tego procesu do stanu rownowagi.

Réwnanie 1.5 zostato podane przez Clausiusa. Oznacza ono, ze samorzutna zmiana
izolowanego uktadu prowadzi do wzrostu entropii. Zmiana taka prowadzi wigc do uzyskania

maksymalnej warto$ci entropii, co wg znanego wzoru Boltzmanna definiujacego entropi¢:
S=klnWw 1.6.

oznacza, ze uklad osiggnat maksymalne nieuporzadkowanie, a bardziej precyzyjnie - maksy-
malng liczbe¢ mikrostanéw energetycznych W ( k -oznacza stata Boltzmanna ).

Umiejetno$¢ obliczania wartosci d.S  jako miary samorzutno$ci procesu stanowilaby
podstawe do charakterystyki ilo§ciowej procesow nierdwnowagowych. Poznanie za§ zmian tej
wielko$ci w czasie pozwolitoby na opis rozwoju, czyli przebiegu procesu samorzutnego. Stad
problem ten stat si¢ podstawowym celem tzw. termodynamiki procesOw nierownowagowych.
Warto podkresli¢, ze pierwsze proby byly podjete przez Polaka Wiadystawa Natansona juz w
r. 1896.

Zasadniczy etap rozwoju termodynamiki proceséw nieréwnowagowych zostal dokona-
ny dopiero po odkryciu przez Onsagera (1931) zasady symetryczno$ci macierzy wspotczynni-
kow rownan fenomenologicznych przeptywow, tzw. relacji przemiennosci [5]. Wktad Onsage-
ra w rozwoj termodynamiki nierownowagowej zostal uhonorowany Nagroda Nobla w roku
1968. Relacje przemiennosci oraz roéwnania fenomenologiczne (liniowe) sa shuszne jednak
tylko dla proceséw niezbyt odleglych od stanu rownowagi.

Kolejny etap rozwoju termodynamiki proceséw nieréwnowagowych dotyczy zatem

uktadéw dalekich od réwnowagi. Obejmuje on m.in. problematyke ogolnej zasady rozwoju
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czasowego uktadow oraz definicje¢ ogdlnego kryterium stabilnos$ci. Zasadniczy wktad w roz-
woj tej termodynamiki wniost Prigogine, réwniez laureat Nagrody Nobla [6,7].

Problematyka termodynamiki procesow dalekich od réwnowagi jest rozwigzywana
réwniez na podstawie innych formalizmow opisu teoretycznego. Czytelnik znajdzie interesuja-

ce informacje w najnowszych opracowaniach monograficznych [8,9].

1.2. CHARAKTER UKLADOW OPISYWANYCH PRZEZ TERMODYNAMIKE
NIEROWNOWAGOWA

Zjawiska 1 procesy, jakimi zajmuje si¢ termodynamika klasyczna, dotycza uktadow
jednorodnych, niecigglych, zamknietych i otwartych, izolowanych albo izolowanych adiaba-
tycznie. Zmianom nieodwracalnym podlegaja natomiast najczesciej uktady ciagle i otwarte.
Stanowig one ciaggte pola okreslonych zmiennych termodynamicznych, co oznacza, ze np.
temperatura, ciSnienie, potencjat chemiczny sktadnikéw, szybkos$¢ przeptywu, lepkosé statycz-
na sg rozne w réznych miejscach uktadu; sg wigc funkcjami potozenia i czasu. Uktady takie sg
bowiem niejednorodne przestrzennie i ewoluuja w czasie. Tak wiec uktady ciggle stanowia
pola okreslonych wielkosci (parametréw) fizycznych o réznym charakterze tensorowym.

Obok pol wielkosci skalarnych (skalar jest tensorem 0-wego rzgdu), rozpatrywanych w
termodynamice klasycznej, trzeba uwzglednia¢ rowniez pola wielkosci wektorowych (wektor
jest tensorem 1 rzgdu) oraz pola wielko$ci o wiasciwosciach tensora 2 rzedu, nazywanych
krotko tensorowymi. Stad, termodynamika proceséw nierownowagowych postuguje si¢ meto-
dami teorii pdl klasycznej fizyki, gtownie hydrodynamiki i elektrodynamiki.

Przystepujac do poznawania zasad termodynamiki nierownowagowej trzeba zapoznad
si¢ przynajmniej z podstawowymi elementami rachunku tensorowego. Dobre Zrédlo informa-
cji na ten temat prezentujg monografie B.Baranowskiego oraz K.Guminskiego [10,11].

W tym miejscu zostang przedstawione jedynie podstawowe przyktady wielkosci tenso-

rowych:

1. Wielkos$ci skalarne - sa one opisywane jednoznacznie przez jedna warto$¢ liczbowa.

Przyktadem jest: temperatura, masa, fadunek, energia wewnetrzna, st¢zenia...

2. Wielkosci wektorowe - do ich opisu niezbg¢dne jest podanie trzech wartosSci, np. trzech

sktadowych przestrzennych. Przyktadem jest przepltyw masy, ciepta, tadunku, ped itp.
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3. Wielkosci tensorowe - (doktadna nazwa: wielkosci o wlasciwosciach tensora Il rzedu) - sg
scharakteryzowane caltkowicie przez zestaw dziewigciu wartosci liczbowych tworzacych wy-
razy trojelementowej macierzy kwadratowej. Przykladem jest wielko$¢, ktora w uktadzie ani-
zotropowym decyduje o wektorze przeptywu ciepta pod wptywem niejednorodnego rozktadu
temperatury, tzn. pod wplywem gradientu temperatury. Kazda z trzech skladowych wektora,
jakim jest gradient temperatury, wnosi swoj wktad do trzech sktadowych wektora przeptywu
ciepla. Przeksztalcanie pierwszego wektora w drugi jest zatem dokonywane przez dziewigé
sktadowych, ktore stanowig wyrazy wspomnianej macierzy kwadratowej. Efekt ich dziatania
jest illosciowo réwny iloczynowi wyznacznika tej macierzy przez gradient temperatury. Oma-
wiana wielko$¢ petni zatem role operatora transformujacego jeden wektor (gradient temperatu-
ry) w inny (przeplyw ciepta). WielkoS$cig ta jest wspotczynnik przewodnictwa cieplnego. Po-
dobng wielkoscig jest wspotczynnik przenikalno$ci magnetycznej i elektryczne;.

Uktady nazywane nieciagtymi sg daleko prostsze w opisie termodynamicznym. Mozna
w nich bowiem wyodrebni¢ co najmniej dwa podukiady, odgraniczone okreslong granicg po-
dzialu (tzn. granicg nieciggltosci). Jest nig naturalna granica faz, diafragma, membrana, nawet
kapilara. Poduklady sa jednorodne w odniesieniu do wszystkich parametréw termodynamicz-
nych, a granica poduktadow umozliwia (czesto selektywny) przeptyw sktadnikéw, ciepta (cie-
pto nalezy rozumie¢ jako sposob przekazywania energii wewngtrznej charakteryzujacy sie¢
zmiang temperatury), fadunku itp. Uktady nieciagle stanowig przypadek szczegdlny uktadow
nierownowagowych. Stad, beda one przedstawiane na podstawie uprzedniej analizy uktadoéw

ciggtych.

1.3. ZALOZENIA TERMODYNAMICZNEGO OPISU PROCESOW NIEROW-
NOWAGOWYCH

1.3.1. LOKALNE SFORMULOWANIE II ZASADY TERMODYNAMIKI

Jak juz wiemy, opis termodynamiczny uktadow, w tym rowniez uktadow nierownowa-
gowych, jest oparty na Il zasadzie termodynamiki ( wg Clausiusa z 1865r.: "Die Energie der
Welt ist konstant. Die Entropie der Welt strebt einem Maximum zu." [12]).

Dotyczy ona uktadéw izolowanych, wzglednie izolowanej catoéci zlozonej z ukladu i jego
otoczenia.

Przeprowadzmy obecnie krotka analize zmian entropii w izolowanej catosci.
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Niech uktad znajduje si¢ we wnetrzu osrodka stanowigcego jego otoczenie. Wedtug rownania
1.2.11.3., w przypadku, gdy w omawianej izolowanej catosci przebiega proces nicodwracalny
entropia catkowita ro$nie, tzn.:

ds, +dS

otocz

>0 , 1.7.
gdzie: dS,, 1 dS,

otocz

oznaczaja odpowiednio elementarng zmiane entropii uktadu i otoczenia.
Pamig¢tajac, ze w procesie nieroOwnowagowym zmiana entropii sktada si¢ z czgsci wymienionej

z otoczeniem i tworzonej w procesie otrzymamy:

d,S,,+dS, + dS,. +dsS, >0 . 1.8

e~ otocz i~ otocz

Zauwazmy, ze entropia przekazana przez uktad jest przyjmowana (catkowicie) przez otocze-

nie, tzn. d,S,, =—d,S zatem z 1.8 otrzymujemy:

e~ otocz

Stad: ds, +ds, >0 . 1.9,

1~ otocz

Zatem suma przyrostoOw entropii spowodowanych przez proces nieodwracalny jest wigksza od

zera. Mozliwy jest wiec taki przypadek, ze

ds, <0 i ds, >0 1.10.

i~ otocz

jesli: .S, 1.11.

<|d.S

otocz

Oczywiscie mozliwy jest rowniez przypadek odwrotny. Nieréwno$¢ powyzsza wskazu-
je, ze w rozpatrywanej catosci, w jednej jej czesci entropia moze male€ (jej przyrost jest ujem-
ny), podczas gdy w otoczeniu przebiega proces "produkujacy" entropi¢. Istnieje jednak wiele
przyktadow zmieniajacych si¢ samorzutnie izolowanych uktadéow ciaglych, w ktorych nie
mozna wyodrgbni¢ uktadu i otoczenia, a przebiega w nich proces niesamorzutny zmniejszajacy
entropi¢. Jest to zawsze proces zwigzany bezposrednio z jednoczesnie biegnagcym procesem
samorzutnym, wywolujacym tak duzy wzrost entropii, ze jej czg$¢ "pokrywa" spadek entropii
W procesie niesamorzutnym.

Najprostszym przyktadem jest uktad, w ktorym przebiega tzw. termodyfuzja. Zjawisko
to pojawia si¢ w uktadzie utworzonym pierwotnie, np. z jednorodnej mieszaniny dwoch gazow
po umieszczeniu jej pomiedzy poziomymi ptytami o statej i réznej temperaturze. (Scianki
boczne naczynia s izolowane adiabatycznie; temperatura plyty dolnej jest wyzsza od tempera-
tury ptyty gornej.) Z chwilg zetknigcia Scianek naczynia (gérnej i dolnej) z plytami powstaje w

mieszaninie okreslone zréznicowanie temperatury, wywotujace przepltyw ciepta, a doktadnie -
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przeptyw energii wewngtrznej. Zachodzi wigc samorzutny, nieodwracalny proces prowadzacy
do wzrostu entropii. W trakcie przebiegu tego procesu obserwuje si¢ jednak powstawanie
zrdznicowania st¢zen sktadnikow. Oznacza to, ze w ukladzie przebiega rowniez proces obniza-
jacy entropig, przeciwny do naturalnej dyfuzji, nazywany termodyfuzja. Termodyfuzja powo-
duje zatem niejednorodnos¢ stezen skladnikow uktadu. Jednakze, réwnoczes$nie z powstawa-
niem zroéznicowania st¢zen pojawia si¢ proces przeciwstawny - dyfuzja - dazaca do wyréwna-
nia stezen. Przy danej roznicy temperatur obydwa procesy prowadza do ustalenia si¢ okreslo-
nej niejednorodnosci stezen. Jest ona ztozong funkcja mas czasteczkowych sktadnikéw, ich
srednic (efektywnych), oddzialywan miedzyczasteczkowych oraz stezen.

Wskazane wyzej procesy przenoszenia energii (ciepta) i masy przebiegajace jednocze-
$nie, s sprz¢zone kinetycznie 1 zachodza w calym wnetrzu uktadu. Wynika stad nastgpujacy
wniosek: w ukladzie nier6wnowagowym w kazdym elemencie jego objetos$ci moga zacho-
dzié¢ procesy produkujace entropie¢ i zmniejszajace entropie¢, pod warunkiem, ze produk-
cja entropii przewyzsza jej obnizanie.

Przyktad powyzszy stanowi jednocze$nie potwierdzenie jednego z podstawowych po-
stulatow termodynamiki nierbwnowagowej. Zgodnie z nim wzrost entropii w samorzutnie
zmieniajacym si¢ izolowanym uktadzie, w ktérym moze przebiega¢ proces zwigzany ze spad-
kiem entropii, nie jest uwarunkowany obecnoscig odgraniczonej czesci uktadu, w ktorej za-
chodzi proces produkujacy entropig, lecz dotyczy kazdego dowolnie matego elementu objeto-
$ci zmieniajgcego si¢ uktadu. W kazdym elemencie, procesowi samorzutnemu moze towarzy-
szy¢ proces zmniejszajacy produkowang entropi¢ ( mozna mowic¢ — zuzywajacy entropi¢). Pro-
ces samorzutny nazywamy "procesem sprzggajacym, natomiast proces z nim zwigzany nosi

nazwe procesu sprzezonego.

1.3.2. HIPOTEZA ROWNOWAGI LOKALNEJ

W czasie przebiegu procesu nieodwracalnego parametry intensywne, takie jak tempera-
tura, ci$nienie, stezenia oraz zwigzane z nimi parametry ekstensywne, takie jak U, H, S, F,
G moga by¢ w kazdym miejscu uktadu inne (uktad ciagly) i ulegaja ciagtej zmianie w czasie 1
przestrzeni. Wielkosci te zostaty zdefiniowane w ramach termodynamiki klasycznej dla ukta-
dow rownowagowych i sg wielko$ciami statystycznymi - §rednimi.

W uktadach ulegajacych cigglej zmianie pojecie sredniej wartosci nie moze by¢ precy-
zyjnie 1 jednoznacznie ustalone, zwtaszcza gdy proces jest turbulentny. Stosowanie wymienio-

nych parametrow w opisie uktadéw nierownowagowych jest jednak mozliwe po przyjeciu tzw.
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hipotezy réwnowagi lokalnej. Zgodnie z tg hipoteza za wartos¢ okreslonej wielkosci termo-
dynamicznej w danym elemencie objetosci uktadu nierdwnowagowego przyjmuje si¢ te jej
warto$¢, jaka ustalitaby si¢ po szybkiej izolacji elementu z uktadu i ustaleniu si¢ w nim stanu
rownowagi. Przyjmuje si¢ réwniez, ze tak ustalone wielkosci spelniajg te same zaleznosci
funkcjonalne, jakie zostaty zdefiniowane przez termodynamike klasyczng.

Hipoteza réwnowagi lokalnej zaktada zatem, ze w fazie ciaglej, podlegajacej zmianie
nieodwracalnej, w kazdym elemencie jej objetosci sg spetniane prawa termodynamiki klasycz-
nej, takie jak np. rownanie Gibbsa ( przeksztalcone rownanie wyrazajace roézniczke energii

wewnetrznej w uktadzie wielosktadnikowym):

1 P . 1
ds=—du + =dv - —u.dy. . 1.12.
- . ZTﬂ, y,

1

W przedstawionej wersji rownania Gibbsa wystepuja tylko wielko$ci intensywne, mianowicie:

S:i , u:i , ‘7:1, yl:ﬂ:&, 113.
M M M M p

gdzie: M oznacza catkowitg mase uktadu albo fazy w uktadzie wielofazowym, tzn. M = Zm,.

m; - masa skladnika i,

s - entropia wlasciwa,
M, - wlhasciwy potencjal chemiczny skfadnika 7, vV - objetos¢ whasciwa,
y; - ulamkowe st¢zenie gramowe i-tego sktadnika, p. - gestos¢ (masowa) sktadnika i

L - gestos¢ ukladu,

U, V, M, - energia wewngtrzna, objetos¢ i mase catkowita uktadu ( albo fazy).
Uwaga: Jednostki powyzszych wielkos$ci zostaly zamieszczone w ,,Wykazie wielkosci".

Roéwnanie 1.12 odniesione do jednostki objetosci przyjmuje postac:

1 » o
ds=—pdu + —pdv — —pu.dy, , 1.14.
pds=—p P ZTP/J, Y,

w ktorej iloczyny:

pds , pdu , pdv oraz pdy, reprezentuja zmiany odpowiednich wielkosci w jed-
nostce objetosci.

Zaktada sie, ze rownania 1.12 1 1.14 s3 speiniane réwniez w nieskonczenie matych

przedziatach zmian czasu (dt), zatem ostatnie rbwnanie przyjmuje postac:
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ds 1 du+pdv 1 ay,

=2 _ )= Zo— — Y —pu —L : 1.15.
pdz Tpdt T'Odt - T'Oﬂl dt

Natomiast w przypadku uktadow nieciaggtych:
s _1dv pdV 1) dn o 1.16.
d T dt T dt — 7T  dt

gdzie: S, U, V oznaczajg entropie, energi¢ wewnetrzng i objeto$é kazdego poduktadu,
M, - molowy potencjat chemiczny i-tego sktadnika,

n; - liczba moli i-tego sktadnika.

Przyjmujac hipoteze rownowagi lokalnej nalezy oméwi¢ zakres jej stosowalnosci. Po-
czatkowo sadzono, ze hipoteza powyzsza jest stluszna jedynie w przypadku uktadu bardzo bli-
skiego stanu rownowagi makroskopowej. Okazato si¢ jednak, Ze reprezentuje ona rzeczywi-
sto$¢ rowniez w przypadku uktadow oddalonych od rownowagi. Wedlug Meixnera [13], w

przypadku gazu jednoatomowego ( w temperaturze 300 K 1 pod ci$nieniem 1 atm) postulat
rownowagi lokalnej moze byé stosowany nawet przy gradientach temperatury rzedu 109
K/cm, gdyz nawet wtedy zmiany 7, p 1 v na dlugosci sredniej drogi swobodnej / sg mate

w stosunku do temperatury, ci$nienia i predkosci dzwigku v, , tzn.

AT VT

—~l—|<<1 , 1.17.
T

A V

e Ny A 1.18.
p p
\Y%

<<l 1.19.
VS

gdzie: AT - przyrost temperatury; VT - gradient temperatury (w elemencie objctosci);
Ap - przyrost ci$nienia; Vp - gradient ci$nienia;

Vv - gradient szybkosci;

| |- oznacza wartosci bezwzgledne.

Ogolne kryterium stuszno$ci hipotezy réwnowagi lokalnej moze by¢ sformutowane
nastepujgco: rownowaga lokalna jest zachowana wtedy, gdy na uktad dziatajg tylko takie r6z-
nice parametrow (doktadnie - gradienty pola tych parametrow), ze wywotana nimi wzgledna
zmiana parametru w elemencie objetosci o dlugosci drogi swobodnej jest mniej-sza, albo zbli-

zona do rownowagowej fluktuacji tego parametru. Mozna zatem przyjaé, ze postulat réwno-
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wagi lokalnej jest ogolnie stuszny, z wyjatkiem zjawisk turbulentnych, fal uderzeniowych i

szybkich procesow zachodzacych w plazmie.

1.3.3. ROWNANIA BILANSU

Kluczowym problemem termodynamiki procesow nierdwnowagowych jest sformuto-
wanie zmian czasowych entropii uktadu, a w szczego6lnosci zmian czasowych tej czgsci entro-
pii, ktora powstaje w trakcie przebiegu procesu. Czes¢ ta jest nazywana zrodtem entropii. Na-
lezy zatem ustali¢ rOwnanie bilansu czasowego entropii 1 wyszczegdlni¢ w nim sktadowa sta-
nowiacg jej zroédto. Punktem wyjscia sg ogolne zasady formutowania rownan bilansu wielkosci

ekstensywnych w uktadach ciaglych (gdyz entropia jest wielkoscig ekstensywna) [10,11].

1.3.3.1. Ogoblne réwnanie bilansu wielkos$ci skalarnych

Roéwnanie bilansu wielkos$ci skalarnej, np. masy, tadunku, energii wewnetrznej, ental-

pii, entropii itd. przeprowadza si¢ zwykle na podstawie nast¢pujacego rozumowania.

Rys. 1.1. Element objetosci
uktadu ciagtego

» >
Rozpatrujemy dowolng co do ksztattu i rozmiarow cze$¢ ciaglego uktadu o objetosci V' 1 po-
wierzchni, w ktorej istnieje ciaglte pole danej wielkosci (ekstensywnej, skalarnej). Warto$¢
catkowitg tej wielkosci w wybranej objetosci oznaczmy jako A. (Rys.1.1.) Zmiany A w wy-
branym elemencie objetosci uktadu moga sie dokonywa¢ z powodu wymiany bilansowanej
wielkos$ci z otoczeniem tego elementu oraz z powodu jej powstawania albo zanikania.

Cze$¢ pierwsza opisujemy ilociowo za pomoca (wektora) przeptywu J, przez po-
wierzchnig. Jest on miarg ilosci rozpatrywanej wielkos$ci, jaka przeptywa przez jednostkowsg

powierzchni¢ danego elementu prostopadle do powierzchni w jednostce czasu. (Stad jest on
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nazywany réwniez strumieniem tej wielkosci.) Przeptyw jest wielkoscig o wihasciwosciach
wektora, dodatnig, gdy jest skierowany poza powierzchnig, a ujemna, gdy jest skierowany do
wnetrza. Dodatni przeptyw J, oznacza wiec, ze bilansowana wielko$¢ wyptywa z danej obje-
tosci uktadu.

Czes$¢ druga, reprezentujaca powstawanie albo zanikanie bilansowanej wielkosci jest
nazywana gestoscig zrodla lub krotko Zzrédlem bilansowanej wielkos$ci 1 jest oznaczana sym-
bolem o,.

Obie czg$ci - udzialy w zmianie czasowej mogg by¢ oczywiscie funkcjami wspoirzed-
nych przestrzennych.

Wobec powyzszego bilans wielko$ci A mozna przedstawi¢ rOwnaniem:

A__

-~ !J;d§+ laadV . 1.20.

Pierwszy czton uwzglednia przepltyw przez catg powierzchni¢ ¢ . Jest on poprzedzony znakiem
minus, gdyz bez tego znaku, wyptyw wielkosci (znakowany jako dodatni), wywotujacy spadek
A, powodowalby dodatni znak 0A4/0¢, co byloby nielogiczne. Drugi czton uwzglednia powsta-
wanie albo zanik wielko$ci 4 w calej objetosci V.

Oznaczajac zawarto$¢ bilansowanej wielkosci w jednostce objgtosci przez a mozemy

napisac, ze
A=[adv . 1.21.
Vv
Po podstawieniu tego wyrazenia do 1.20 otrzymujemy:
a ,
[=dv=-[3,d¢ + [o,av . 1.22.
), Ot ; 7

Calke powierzchniowa (po powierzchni &) przeksztalcamy obecnie w catke objetosciowa (po

objetosci V) wedlug twierdzenia Gaussa - Ostrogradzkiego, otrzymujac:

[d.ac=[va, av : 1.23.
Ve v

w ktorym: J oznacza przeptyw danej wielkoéci (wektor),

a

V oznacza operator wektorowy, nazywany "nablg", definiowany jako:

V:i§+j£+k— , 124
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gdzie: 1, j, k oznaczaja wektory jednostkowe na osiach wspotrzgdnych ortogonalnych x, y, 1 z.

Uwaga: a). [loczyn nabli i wektora V-J, jest tzw. iloczynem wewnetrznym, co oznacza, ze
jest on wielko$cia o nizszym rzedzie tensorowym (w omawianym przypadku - skalarng). Jest
oznaczany symbolem dywergencji wektora, tzn. V-J = divJ, .

b) . Iloczyn nabli i skalara nosi nazwe¢ iloczynu zewnetrznego i jest on wielkoscig o

wyzszym rzg¢dzie tensorowym, czyli wektorem. Jest on oznaczany symbolem gradientu, tzn.

VT=grad T.

¢). Blizsze informacje o iloczynach nabli zostaty zamieszczone w Uzupelnieniach.
Zgodnie z powyzszym rownanie 1.22 przyjmuje nastepujaca postac:

j% av =—[divJ3, dv + [o,dV : 1.25.
4 4 4

Rozpatrywana wielko$¢ a jest ciggla i rézniczkowalng funkcja parametrow uktadu,
wobec czego ostatnie roOwnanie mozna zastgpi¢ postacig ztozong tylko z wyrazen podcatko-

wych. Otrzymujemy zatem:

94 _ _giv J, + o, : 1.26.
ot

Rownanie 1.26 nosi nazwe lokalnego réownania bilansu albo réwnania bilansu
w ujeciu Eulera. Reprezentuje ono zmiany wielkosci a "widziane przez obserwatora obec-
nego” bezposrednio w elemencie objetosci.

Czg$¢ div J, reprezentuje nadwyzke strumienia wyplywajacego wzgledem strumienia
wptywajacego (wzglednie odwrotnie, w zaleznosci od znaku).

Przeptyw J, mozna zwykle podzieli¢ na cze$¢ konwekcyjna, rowng iloczynowi szyb-
kosci konwekcji v, 1 a, oraz na czgs¢ dyfuzyjna J , reprezentujaca przeptyw odbywajacy
si¢ przez dyfuzje, tzn. ruchami stochastycznymi.

Wobec tego: J,=J, + av, . 1.27.
Po podstawieniu powyzszego wyrazenia do 1.26. otrzymujemy:

da

=—div(J,+av,) + o, . 1.28.
ot

Wedlug zasad rachunku tensoréw dywergencja sumy jest rowna sumie dywergencji

sktadnikow, natomiast dywergencja iloczynu (analogicznie do pochodnej iloczynu) ma postac:
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diviav,)=a divv, + v -grad a , 1.29.

gdzie: grad a oznacza iloczyn zewnetrzny nabli przez a .
Iloczyn grad ajest (zgodnie z Uwaga b)) wektorem. Iloczyn: v -grad a jest natomiast ilo-

czynem wewnetrznym dwoch wektorow i reprezentuje nowa wielko$¢ o wlasciwosciach skala-

ra. Wszystkie wyrazy sktadowe w 1.29 sg zatem wielkosciami skalarnymi.

Podstawowe informacje o iloczynach wielkosci tensorowych oraz o sensie fizycznym

dywergencji i gradientow zostaly zamieszczone w Uzupetnieniach.
Po podstawieniu 1.29 do 1.28 otrzymamy:

%=—div J,—adivv, —v, -grad a + o, . 1.30.

Na podstawie 1.30 reprezentujacego lokalne réwnanie bilansu mozna otrzymac kolejne
réwnanie reprezentujace zmiany czasowe rozpatrywanej wielkosci ,,widziane przez obserwato-
ra zewngtrznego", czyli odnoszone do zewngtrznego uktadu odniesienia. Zmiany takie sg re-
prezentowane przez tzw. pochodng substancjalng, réwng da/ dt .

Niezbedne przeksztatcenie jest dokonywane na podstawie tzw. substancjalnego ope-

|
ratora czasowego Lagrange a:

4 = a + v-grad . 1.31.

dt ot

Operator ten oznacza rozniczkowanie wybranej wielkosci po czasie, czyli jej zmiang, ktora
dokonuje si¢ w elemencie objetosci poruszajacym si¢ z predkoscig v. Obejmuje on zatem
zmiany lokalne wyrazane przez operator czasowy 0 /Ot oraz udziat zwigzany z przemieszcza-
niem si¢ rozpatrywanego elementu objetosci z szybkoscia v.

Po zastosowaniu operatora Lagrange'a do réwnania bilansu Eulera (1.30) otrzymujemy
réwnanie substancjalnego bilansu czasowego wielkosci skalarnej a o postaci:

da

=—div),—adivv,6+o, . 1.32.
dt

W analogiczny spos6b mozna wyprowadzi¢ ogdlne rownanie bilansu wielkosci wekto-
rowych. Nalezy jednak zwroci¢ uwage na istotne roznice zwigzane z wiasciwosciami wielko-

sci wektorowych 1 ich przeksztalcen powstajacych w wyniku np. mnozenia przez nable.
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1.3.3.2. Ogoblne roéwnanie bilansu wielko$ci wektorowych

Rozpatrujemy element uktadu ciggtego o objetosci V' i powierzchni {. Zawarto$¢ bi-
lansowanej wielkosci w jednostce objetosci uktadu oznaczamy jako b. Caty tok wyprowadze-
nia roéwnan bilansu moze by¢ identyczny jak w przypadku wielkosci skalarnych. Stad posta¢
koncowa réwnan jest analogiczna do 1.30 oraz 1.32

Poszczegolne wyrazenia wystepujace w roéwnaniach bilansu wielkosci skalarnych

(1.30., 1.32.) maja obecnie nast¢pujace odpowiedniki:

wyrazeniu a div v, odpowiada b div v,,
wyrazeniu v, -grad a odpowiada v,-Grad b,
tloczynowi div J, odpowiada Div jb

Pierwsze dwa wyrazenia nie wymagaja specjalnego komentarza. Zauwazmy jedynie, ze duza
liter¢ w iloczynie Grad b stosuje si¢ w celu odréznienia zewnetrznego iloczynu nabli przez

wektor (iloczyn ten jest wielkoscig tensorowa) od wektorowej wielkos$ci, jakg tworzy iloczyn
zewnetrzny nabli przez skalar a, tzn. grad a. Natomiast duza litera w iloczynie Div J b

wskazuje na wewnetrzny iloczyn nabli przez tensor (iloczyn ten ma wilasciwosci wektora), w

odroznieniu od iloczynu nabli przez wektor, tzn. div J_ , ktory ma wlasciwos$ci skalara.

Szerszego komentarza wymaga odpowiednik dyfuzyjnej czegsci przeptywu wielkosci
wektorowej, oznaczony jako J , - Jest on bowiem wielkos$cia o wlasciwosciach tensora.

W tym celu warto wroci¢ do prostego wyjasnienia istoty wielko$ci tensorowe;j (tensora
IT rzedu). Tensor taki mozna rozumie¢ jako operator transformujacy trzy sktadowe okreslone-
go wektora na nowy wektor przeptywu. Poniewaz kazda ze sktadowych pierwszego wektora
"wspottworzy" trzy skladowe wektora przeptywu, wigc omawiany operator jest kombinacja
dziewigciu warto$ci tworzacych (trojwierszowa) macierz kwadratowa o wymiarach 3 x 3; Jest
zatem tensorem II-go rzedu.

Dobrg ilustracjg jest rtownanie Fouriera na przeptyw ciepta:

J,=-1-grad T 1.33.

gdzie: J , 90znacza przeptyw ciepta (wielko$¢ wektorowa),

~

I oznacza operator transformujacy wektor grad T na wektor przeptywu ciepta

nazywany wspolczynnikiem przewodnictwa cieplnego.
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grad T jest iloczynem zewnetrznym nabli i temperatury; Stanowi on "sit¢ sprawcza” wywolu

jaca wektor przeptywu ciepla,

Zgodnie z zasadami rachunku tensorowego iloczyn tensora T i wektora grad T zostat
zapisany ze znakiem " ", gdyz jego wynik ma by¢ wielkoscig wektorowa J .
Uwaga: W uktadach izotropowych T ma whasciwosci skalara.

Po powyzszych informacjach mozemy juz zapisa¢ rownania bilansu wielkosci wekto-
rowej:

w postaci lokalnej -

%=—Div jb -b divv,-v,-Grad b + o, 1.34.
oraz w postaci substancjalne;j -
@:—Div jb -b div v, + 0o, . 1.35.

dt

(Zrédto wielkosci wektorowej jest rowniez wektorem, stad zapis o, ).
Ostatnie réwnania sg rownaniami wektorowymi. Kazde z nich daje si¢ wigc rozpisa¢ na

rownania definiujgce poszczegdlne sktadowe wektora b, np. db /dt, db /dt, db_/dt, a

kazda z nich jest wyznaczona przez odpowiednie skladowe wektorowych sktadnikow prawych

stron tych rownan.

1.3.3.3. Rownanie bilansu masy

Bilans masy (w uktadach ciggtych) sformulujemy na podstawie juz wyprowadzonego
ogolnego rownania bilansu wielkosci skalarnej, np. w postaci substancjalnej (1.32). Sformutu-
jemy takie rownanie dla okreslonego sktadnika i w uktadzie wielosktadnikowym:

Za warto$¢ wielkosci skalarnej w jednostce objetosci uktadu ( @ w 1.32) podstawimy
gestos¢ (czastkowa) sktadnika w ukladzie, tzn. p,, (rowna ilorazowi masy sktadnika 1 objeto-
sci). Odpowiednikiem szybkosci ruchu dyfuzyjnego jest szybko§¢ wzgledna ruchu sktadnika i

w uktadzie v,. Bardzo wygodna szybkos$cig odniesienia jest szybkos$¢ lokalnego srodka cigz-

kosci v. Jest ona odpowiednikiem szybkosci konwekceji v, . Zgodnie z tym:

J,=p,(v,—V) : 1.36.
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Uwaga: Jednostka przeptywu sktadnika jest: kg m2 s-1.

Warto zwrdci¢ uwage na nastepujace zwiazki:

vpo :zpivi , gdzie p= Zpi . 1.37.

Zgodnie z 1.32 rownanie bilansu masy sktadnika i ma postac:

%:—div J, — pdivv, + o, . 1.38

Zrodtem masy sktadnika w uktadzie wielosktadnikowym moga by¢ jedynie reakcje
chemiczne. Ilo§¢ sktadnika moze si¢ bowiem zmieni¢ przez uczestnictwo w "/" reakcjach
chemicznych, przebiegajacych z szybkoécia I, (odnoszong do jednostki objetoéci uktadu),
przy czym w kazdej reakcji bierze udziat v, moli sktadnika; v, oznacza termodynamiczny
wspotczynnik stechiometryczny sktadnika i w reakcji /).

Posta¢ Zrodta sktadnika wynika bezposrednio z dobrze znanej definicji zmiany liczby

. 1
postepu reakcji: dé=dn,— 1.39.
V.

gdzie: n, oznacza liczb¢ moli sktadnika w danym momencie?
v, - termodynamiczny wspotczynnik stechiometryczny, (dodatni dla produktow, ujemny
dla substratow),

& - liczbe postepu reakeji ( albo - postep reakcji).

Wystarczy dokona¢ nastepujacych dziatan:

a) pomnozy¢ ostatnie rOwnanie przez mas¢ molowa sktadnika M. otrzymujac:
dm, = vM.d& , 1.40.

gdzie: m, =n M, jest liczba kilograméw sktadnika,

b) otrzymang posta¢ 1.40 podzieli¢ przez objetos¢ catkowita V otrzymujac:
dp, = v.Mdé& , 1.41.

gdzie: p. jest gestosciag czastkowa sktadnika (p, =m, /1),
dg dotyczy jednostki objetosci uktadu.

Zmiany dp, oraz dE odbywaja si¢ w przedziale czasu dt. Stad:



27

% =v,M, % . 1.42.
Jak wiadomo, zmiana liczby postgpu reakcji w czasie reprezentuje szybkos¢ reakcji (w
mol s 1m-3). Stad wyrazenie d& /dt reprezentuje szybko$é reakeji odnoszaca sic do jednostki
objetosci. Po uwzglednieniu mozliwo$ci uczestnictwa danego sktadnika i w [ reakcjach,

otrzymujemy nastgpujaca postac, stanowigcg jednoczesnie definicje zrodia sktadnika:

b5y MI=c, : 1.43.

gdzie 1, oznacza szybko$¢ "whasciwg" reakcji [ -tej, tzn. dg, /dt .
Po podstawieniu powyzszej wielkosci zrodta do 1.38 otrzymujemy nast¢pujaca postac

réwnania bilansu masy sktadnika i :
dp, . . 5
o —div), - p, divv,+ D v,MJ, . 1.44.
i

Ostatnie rownanie mozna przeksztatci¢ do postaci, w ktorej masa sktadnika jest wyra-

zona przez ulamek masowy tego sktadnika y,. Mianowicie,

wedtug definicji: y =2 1.45.
Yo
. dp, dp dy,
1 wobec tego: L=y = 4+ p—=L . 1.46.
S dt Vi dt P dt

Po podstawieniu ostatniego wyrazenia do 1.44 otrzymujemy réwnanie bilansu:

%:l{—div J, - pdivv + Y v,MJ, - ‘d—p} . 1.47.
dt p 1

Zastanbwmy si¢ obecnie, jaka jest posta¢ globalnego réwnania bilansu, tzn. rownania

dla wszystkich sktadnikow (obecnych w jednostce objetosci uktadu):

W tym celu okreslimy wpierw sume wszystkich przeptywoéw dyfuzyjnych, tzn. z J,:
Zgodnie z 1.36:

ZJz‘ :Zpi(vi_v)zzpi i Zpi v=0 : 1.48.
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W globalnym (sumarycznym) rownaniu bilansu masy nie wystepuje zatem wyrazenie

—div ZJ .. Nie istnieje rowniez wyraz zrodlowy, gdyz obowiazuje prawo zachowania masy.

Stad, globalne réwnanie bilansu masy ukladu wieloskladnikowego mozna przedstawi¢ ja-

ko:

a) w postaci bilansu substancjalnego ( wg 1.32)
—=—pdivv s 1.49.

b) w postaci bilansu lokalnego (wg 1.30)

@=—p divv — v-grad p ) 1.50.

ot

Identyczne jest rownanie bilansu dla uktadu jednosktadnikowego, przy czym p reprezentuje

w nim gestos¢ sktadnika. Rownania ostatnie noszg nazwe¢ rownan ciagloSci.
Wracajac do 1.47 zauwazymy, ze po podstawieniu 1.49 otrzymujemy ostatecznie:

dy, - |

—Y=—vdivdJ, + vy v,MI, dyz: — =v . 1.51.
dt i Z il il g Yy p

Zmiana masy skladnika moze by¢ zatem spowodowana przez przeptyw dyfuzyjny oraz po-

wstawanie (albo zanik) w reakcjach chemicznych.

1.3.3.4. Tensor ciSnienia

Poznanie tensora cis$nienia jest niezb¢dne dla sformutowania rownania bilansu pedu.
Sens fizyczny tej wielko$ci mozna poznaé¢ na podstawie nastgpujacym rozwazania;

W o$rodku znajdujacym si¢ w réwnowadze dynamicznej, tzn. w osrodku plynnym (ga-
zowym albo ciektym) nieodksztalconym istnieje ustalona, rOwnowagowa struktura we-
wnatrzczasteczkowa. W osrodku, na ktory dziata sita zewnetrzna i powoduje jego odksztalce-
nie, struktura wewnetrzna jest naruszona. Wystepuja w nim wewnetrzne napre¢zenia. Przeja-
wiajg si¢ one jako sity dziatajace w osrodku, ktorych wielkos¢ jest zalezna od miejsca, czasu i
potozenia przestrzennego. Efekt dziatania sity zewngtrznej na osrodek ptynny mozna zatem
opisa¢ za pomocg wielko$ci o charakterze tensora, transformujacej site¢ zewnetrzng na sity

wewnetrznych naprezen. (Wg charakterystyki 1 sensu fizycznego wielkosci tensorowych,
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przedstawionych na s.22.) Stad, moéwimy o istnieniu wielko$ci tensorowej nazywanej tensorem
naprezenia albo rownej jej, lecz przeciwnej co do znaku, nazywanej tensorem ciSnienia.

Tensor ci$nienia jest zatem operatorem transformujagcym wektor pedu na wektor prze-
ptywu pedu. Jego wlasciwosci przejawiajg si¢ w dobrze znanych wielko$ciach, jakimi sg ci-
$nienie hydrostatyczne i lepkos¢.

Tensor ci$nienia jest przedstawiany za pomocg nast¢pujacej macierzy:

Hxx ny sz
m=m, m, /| . 1.52.
Hzx sz sz

Poszczegdlne sktadowe sa miarg przenoszenia odpowiednich sktadowych wektora pedu na

sktadowe wektora przeptywu pedu.

Zauwazmy, ze w uktadach ciggltych, dla ktérych rozpatrujemy wielkos$ci odnoszace si¢
do jednostki objetosci, ped jest wyrazany jako iloczyn gestosci (masowej) o 1 szybko$ci v,

tzn. pv.

Tensor ci$nienia, podobnie jak kazdy inny tensor II rzgedu, mozna roztozy¢ na poszcze-

gblne cztony. W opisie interesujacych nas ukladow wybierzemy rozktad na dwa czlony.

~

Pierwszym jest tensor U, z wyrazami diagonalnymi /7, i niediagonalnymi robwnymi zeru.

i
Drugim - jest tensor 77, utworzony z wyrazow niediagonalnych /7, i z zerowymi warto-
$ciami wyrazéw diagonalnych.

Tensor ci$nienia przedstawiamy zatem jako sume:

=0 +m1 . 1.53.

P

Poszczegolne cztony maja Scisle okreslony sens fizyczny. Pierwszy czton reprezentuje
stanu uktadu. Jest zatem wielko$cia rownowagowa. Gdy uklad ptynny (ciekly lub gazowy)
znajduje si¢ w stanie rownowagi, nie istniejg sity naprezen stycznych; nie istniejg wigc skta-
dowe niediagonalne tensora ci$nienia, a pozostaja jedynie sktadowe diagonalne. Tensor ci$nie-
nia sprowadza si¢ wtedy tylko do pierwszego cztonu. Jak wiadomo, wyrazy diagonalne /7,
reprezentujg przenoszenie skladowych wektora pedu przez ptaszczyzny prostopadte do tego
samego kierunku. Wyrazaja zatem ci$nienie wywierane w kierunku i .

Wobec tego uklady ptynne w réwnowadze sg osrodkami izotropowymi i wyrazy dia-

gonalne tensora cis$nienia sg identyczne co do warto$ci, tzn.
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p=I,=I,=1I1, . 1.54.
Wobec powyzszego:

~ 1

Up=§ZHﬁ=P5 , 1.55.

gdzie ¢ jest delta Kronekera (tensor jednostkowy):

1 00
o= (010 : 1.56.
0 0 1

Ostatnie rOwnania wyrazaja znane prawo Pascala o izotropowoS$ci ci$nienia w rdownowago-
wych uktadach ptynnych.
Gdy uktad ptynny nie znajduje si¢ w rownowadze, tzn. jest poddany dzialaniu sit ze-

wnetrznych, ci$nienie definiowane, jak zawsze, przez sily prostopadte do jednostki powierzch-
ni, jest rowne: p= %(HU +11, + sz) . 1.57.

Drugi czlon tensora cis$nienia, istniejacy w uktadach nierdwnowagowych, zalezy od
szybko$ci zmian stanu uktadu, a doktadnie od gradientow tej szybkosci. Decyduja one o lep-
kos$ci. Z tego wzgledu drugi czlon tensora ci$nienia nosi nazwe tensora lepkosci, albo lepko-
sciowego tensora ci$nienia.

W naszych rozwazaniach beda rozpatrywane jedynie takie uktady ptynne, w ktorych
czasteczki oddziatuja ze sobg sitami o symetrii kulistej. Tensor ci$nienia jest wtedy tensorem

symetrycznym, co oznacza, ze sktadowe niediagonalne s3 sobie rowne, czyli IT, =11, .

1.3.3.5. Réwnanie bilansu pedu

Roéwnanie bilansu pedu (liniowego) nalezy do podstawowych zaleznos$ci niezbednych
do zdefiniowania rownania bilansu energii kinetycznej, a nastgpnie entropii. Dla jego ustalenia
postuzymy si¢ ogdlnym réwnaniem bilansu wielkosci wektorowych przedstawionym w p.
1.3.3.2., np. w postaci substancjalnej wyrazonym przez 1.35.

Jak wiadomo, ped jako iloczyn szybkosci i masy jest dla jednostki objgtosci rowny

iloczynowi gestosci p 1 szybkosci lokalnego srodka cigzkosci v. Stad, odpowiednikiem wek-
tora b w 1.35 jest iloczyn p v. Tensorowi J , odpowiada catkowity tensor ciSnienia I, a zro-

dlo o, jest rowne iloczynowi gestosci 1 sity dziatajacej na jednostke¢ masy, czyli pF . W dal-
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szym tekscie bedziemy uwzgledniali jedynie sily grawitacyjne: F = —g, gdzie g jest przyspie-
szeniem ziemskim oraz elektrostatyczne F =—e, grad ¥, gdzie e, oznacza tadunek wlasciwy

sktadnika i, natomiast ¥ - potencjat elektrostatyczny. (Minusy w réwnaniach sil wynikajg z
reguly znakowania przeptywow.)
Zgodnie z powyzszym, rownanie bilansu pedu w postaci substancjalnej ma postaé:
dp v
dt

=—pvdivyv — DivIl + pF . 1.58.

Otrzymane rownanie dotyczy ciaglych ukladéw jednoskladnikowych. W przypadku
uktadow wielosktadnikowych najczesciej przyjmuje ono analogiczng posta¢, w ktorej jedynie

wyraz zrodlowy jest rozbijany na sume¢ ztozong z udzialéw wnoszonych przez dziatanie sit

1

zewnetrznych na kazdy skladnik, tzn. iloczyn p F jest zastepowany przez z p; F. . Postepo-

wanie takie moze by¢ w pewnych przypadkach zbyt duzym uproszczeniem; Nalezatoby doko-
nywac¢ rozbicia pedu catkowitego na poszczegolne skladowe i konsekwentnie uwzglgdnia¢
ztozony charakter catkowitego tensora ci$nienia [10].

Réwnanie 1.58 mozna doprowadzi¢ do postaci prezentujgcej czasowa zmiang pedu
(ktora wystepuje w rownaniach bilansu energii kinetycznej).

W tym celu lewg stron¢ rownania 1.58 rozwija si¢ do postaci:

M:pﬂ + vd—p , 1.59.
dt dt dt

w ktorej z kolei dp/dt mozna zastapi¢ prawa strong 1.49. Podstawienie tak zmienionego

réwnania 1.59 do 1.58 prowadzi do wyrazenia:

p%:—Divﬁ + pF . 1.60.

~

Zgodnie z rownaniem 1.53 catkowity tensor ci$nienia mozna rozbi¢ na czg$¢ cisnieniowg U,

1 lepkosciowsg T otrzymujac:

p%z—Div O, - DivZT + pF . 1.61.

Warto$¢ liczbowa tensora ci$nienia jest w ptynnych uktadach izotropowych réowna ci-

$nieniu hydrostatycznemu p (doktadnie jest réwna iloczynowi p J ). Zatem zachowujac wek-

torowy sens iloczynu Div U , mozemy go przedstawi¢ jako gradient ci$nienia, tzn. grad p.

Dokonamy zatem podstawienia Div U, = grad p , otrzymujac ostatecznie:
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p%=—gradp ~ DivTT + p F . 1.62.

Nalezatloby dokonywa¢ rozbicia pedu catkowitego na poszczegolne sktadowe i1 konsekwentnie
uwzglednia¢ ztozony charakter catkowitego tensora ci$nienia [10].

Roéwnanie 1.58 mozna doprowadzi¢ do postaci prezentujacej czasowag zmiang pedu
(ktora wystepuje w rownaniach bilansu energii kinetycznej).

W tym celu lewa stron¢ rownania 1.58 rozwija si¢ do postaci:

M:pﬁ Ly 1.59.
dt dt dt

w ktorej z kolei dp/dt mozna zastgpi¢ prawg strong 1.49. Podstawienie tak zmienionego

réwnania 1.59 do 1.58 prowadzi do wyrazenia:

p%=—Divﬁ + pF . 1.60.

~

Zgodnie z rbwnaniem 1.53 calkowity tensor ci$nienia mozna rozbi¢ na czg$¢ cisnieniowg U,

1 lepkosciowa T otrzymujac:

p%=—Div O, - DvZTl + pF . 1.61.

Wartos¢ liczbowa tensora cis$nienia jest w plynnych uktadach izotropowych réwna ci-
$nieniu hydrostatycznemu p (doktadnie jest réwna iloczynowi p J ). Zatem zachowujac wek-

torowy sens iloczynu Div U , mozemy go przedstawi¢ jako gradient ci$nienia, tzn. grad p.

Dokonamy zatem podstawienia Div U , = grad p , otrzymujac ostatecznie:

p%z—gradp ~ DivTT + p F . 1.62.

1.4. BILANS ENTROPII

Ogolne rdwnanie bilansu entropii mozna sformutowa¢ wzorujac si¢ na juz poznanych
réwnaniach bilansu wielkosci skalarnych 1.26, 1.30 i 1.32. Stad, rdwnanie bilansu entropii

(dla jednostki objetosci) w ujeciu lokalnym winno mie¢ posta¢ analogiczng do 1.26, tzn.

(ps)

72—(1’1'\) Jps+ O 4 , 1.63.

gdzie: s oznacza entropi¢ jednostki masy, £ - gestose, J s - Przeptyw entropii,
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o, - zrodlo entropii, iloczyn ps - entropia jednostki objetosci uktadu.

Szczegdtowe rozwiniecie poszczegodlnych sktadnikéw prawej strony powyzszego réw-
nania jest zadaniem dosy¢ zmudnym. Z tego wzgledu zostalo przedstawione w Uzupehnie-
niach. Wyczerpujace wyprowadzenia mozna znalez¢ w monografiach Baranowskiego i Gu-
minskiego [10,11]. W tym miejscu zostanie przedstawiony jedynie tok postgpowania, ktory
prowadzi do ustalenia szczegdtowej postaci rownania bilansu entropii.

Zalezno$cig wyjsSciowa jest podane juz rdwnanie zmian czasowych entropii oparte na
réwnaniu Gibbsa :

ds 1 du 1 dv

| - i
a__a LAy @i 1.64.
a ta  tha Tzi:ﬂ' dt

(Oznaczenia sg identyczne z uzytymi w 1.12 1 1.15).

Roéwnanie powyzsze definiuje zmiang substancjalng entropii jednostki masy uktadu.

Uzyskanie bilansu entropii jednostki obj¢tosci ( po ) wymaga dokonania szeregu bardzo istot-

nych podstawien i przeksztalcen.

Przede wszystkim nalezy wprowadzi¢ rownania bilansu substancjalnego nast¢pujacych
wielko$ci: dy,/dt; oraz du/dt. Pierwszy z nich jest substancjalnym bilansem masy wyrazo-
nym przez rdwnanie 1.57. Wyprowadzenie drugiego, tzn. rownania substancjalnego bilansu
energii wewnetrznej jednostki masy (tzn. energii wlasciwej) jest zadaniem dosy¢ ztozonym. Z
tego wzgledu ograniczymy si¢ do uproszczonego toku wyprowadzenia, odsytajac zaintereso-

wanego czytelnika do monografii Baranowskiego [10].

1.4.1. BILANS ENERGII WEWNETRZNEJ

Jak wiadomo, energia wewnetrzna jest, podobnie jak energia potencjalna i kinetyczna
sktadowa energii catkowitej. Zrodto energii catkowitej mozna zatem przedstawi¢ jako nastepu-
jaca sume:

o + o + o . 1.65.

en.calk. — ™ en.pot. en.kinet. en.wewn.

O

Zgodnie z prawem zachowania energii, energia catkowita nie ulega zmianom (czaso-

wym) i jej zrodto jest rowne zeru, wobec czego zrodto energii wewnetrznej:

=-0 1.66.

en.wewn. en.pot. O-enAkinet.
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jest ztozone z udzialu wnoszonego przez energi¢ potencjalng i kinetyczng. Pierwszym etapem
wyprowadzenia bilansu energii wewnetrznej jest zatem zdefiniowanie zmian czasowych ener-
gii potencjalnej 1 kinetyczne;.

Ustalenie bilansu energii potencjalnej jest stosunkowo proste; wystarcza bowiem po-

mnozy¢ potencjalng energi¢ wlasciwa ¢ przez bilans masy dp,/dt , otrzymujac @, (dp,. / dt).
Te¢ zmian¢ czasowg nalezy doprowadzi¢ do bilansu substancjalnego d((pipi)/ dt , a nastgpnie
lokalnego é(gol. pl.)/ ot . Po wykonaniu odpowiednich operacji stwierdzimy, ze zrodtem ener-

gii potencjalnej sa udzialy wnoszone przez dzialanie sitl zewnetrznych F, na poszczegdlne

1

skladniki: — Z p.; v, -F. (gdzie v, oznacza szybkos¢ przeptywu sktadnika 7).

Bardziej zlozone jest natomiast wyprowadzenie bilansu energii kinetycznej; Energia
kinetyczna jednostki objetosci uktadu (&) jest rowna polowie iloczynu gestosci i kwadratu

szybkosci lokalnego srodka ciezkos$ci (szybkosci konwekcji):

1 2
E=— pvVv . 1.67.
> P

Wobec tego zmiana czasowa ¢ sklada si¢ z dwoch wyrazen:

ﬁ:lvzd—p + Vpﬁ . 1.68.
dt 2 dt dt

Pierwsze wyrazenie jest iloczynem substancjalnego bilansu masy i—f (réwnanie 1.49) i ilora-

zu ¢/ p ,rownego 1/2 vZ (co wynika z 1.67). W drugim wyrazeniu wystegpuje iloczyn szyb-
kosci konwekcji 1 zmiany czasowej pedu, rownej p dv/dt. Zmiana ta byla juz przedstawiona

przez 1.60. W przypadku uktadu wielosktadnikowego ma ona postac:

p%=— DivIl + Zpl.Fl. . 1.69.

Wobec tego 1.68 przyjmuje postac:

%:—5 divv —v-Divil + V-ZpiFi . 1.70.

Po zastosowaniu operatora czasowego Lagrange'a (1.31) mozna otrzymaé roéwnanie

bilansu lokalnego o postaci:
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%:—v-gradg — edivv — v- DivIl + V-Zpi E . 1.71.

Dwa pierwsze wyrazy prawej strony tworza dywergencje iloczynu:

v-grad € + & divv=div (¢ V) , 1.72.

zatem 1.71.sprowadza si¢ do:

%=—div (ev) — v-DivIl + V-Zpi F. . 1.73.

Z kolei wyrazenie v-Div I1 zastapimy réznica div (v-II) — II:Grad v, gdyz wedlug zasad

rachunku tensorowego:

div (v-IT)=v-DivIl + I1:Grad v . 1.74.

Uwaga: znak podwdjnego mnozenia " : " pomiedzy tensorem 1 a Gradv , (Grad v jest rowniez

tensorem) oznacza tzw. podwdjne wewnetrzne mnozenie, w wyniku ktéorego nowo powstata wielko$¢

ma wlasciwos$ci skalara.

OtrzymaliSmy w ten sposob nastepujgce rownanie na lokalny bilans energii kinetycz-
nej:

%=—div(g vV + V-ﬁ) + [:Grad v + V‘Zpl. | . 1.75.

Zgodnie z og6lng postacig rownan bilansu lokalnego wyrazenie pod dywergencja sta-

nowi catkowity przeptyw energii kinetycznej, natomiast pozostate wyrazy reprezentuja jej zro-
dlo. Wyrazenie II:Grad v reprezentuje dyssypacje energii kinetycznej spowodowana

zmiang p¢du pod wplywem catkowitego tensora cis$nienia. Drugie wyrazenie v - Z p; F, repre-

1

zentuje skutek dziatania sit zewnetrznych.

Uwaga: Rownanie definiujace energi¢ wewnetrzng (1.67.) jest prawidtowe jedynie dla uktadow jedno-
sktadnikowych. W przypadku uktadéow wielosktadnikowych z mozliwa dyfuzja sktadnikow, energia

kinetyczna winna by¢ przedstawiona jako suma udziatdéw wnoszonych przez indywidualne sktadniki

poruszajace si¢ z indywidualnymi szybko$ciami, tzn. przez &'=1/ 22 P, Vl2 . W wicekszosci przypad-

kow roznica jest jednak niewielka, co oznacza, ze udziat przeplywoéw dyfuzyjnych jest znacznie nizszy

od konwekcyjnego.

Kolejnym zadaniem jest sformutowanie rownania bilansu energii wewnetrzne;j.
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Réwnanie to napiszemy bezposrednio wg ogdlnej postaci rownan bilansu lokalnego ztozone-
go z ujemnej dywergencji catkowitego przeptywu oraz zrodia. Jak wiemy, zrédto jest ujemnag

sumg (1.66) poznanych juz udziatéw wnoszonych przez energi¢ kinetyczng (wg 1.75) 1 poten-

cjalng ( —Zpi v,-F, ), tzn.
O'upz—ﬁ :Grad v — V'ZPiFf + Zpivi-Fi : 1.76.

Zauwazmy, ze dwa ostatnie wyrazy prawej strony mozna zastgpi¢ suma iloczynéow (wewnetrz-
nych) przeplywéw dyfuzyjnych sktadnikow oraz dziatajacych na nie sil, tzn. ZJ .- E, cowy-
nika bezposrednio z definicji przeptywu dyfuzyjnego: J, = p, (Vl. - V).

Otrzymujemy zatem:

o,=-1:Gradv + > J-F . 1.77.

Znajac zrodlo, mozna przedstawi¢ lokalne réwnanie bilansu energii wewnetrznej w

postaci:

a(;l;o):—div J -1 :Grad v + Y J,-F, . 1.78.

Calkowity tensor cisnienia (wg 1.53) sklada si¢ z czesci lepkosciowej, reprezentowa-
nej przez tensor lepkosci 7T oraz z ci$nieniowej. Z tego wzgledu iloczyn: I1: Grad v (jest
to wielkos$¢ skalarna) mozna przedstawi¢ jako:

1 :Grad v=70 : Grad v + pdivv . 1.79.

Wobec powyzszego 1.78 przyjmuje postac:

oup
ot

—div J'q—ﬁ:: Grad v — p divv + ZJI,-FI. : 1.80.

Ostatnie rownanie nalezy obecnie doprowadzi¢ do postaci substancjalnej
1 wyszczegllni¢ z niej bilans wewngtrznej energii wlasciwej (du/dt). W tym celu zauwazmy,
ze:

up_ o P : 1.81.
a o o

zatem 1.80 mozna przedstawic jako:
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%:—Vu%—VdivJ'q— v pdiv V—V%:Gradv + VZJ,--F} , 1.82.

| Y -~
gdzie: v =— oznacza objetos¢ whasciwa.
P
Operator czasowy Lagrange'a (1.31) pozwala z kolei przeksztalci¢ ostatnie rownanie

do postaci zmiany substancjalnej:

%:ngd u—Vu%—VdivJ'q— v pdiv V=¥ 71:Grad v + VZJ[-FI. . 1.83.

Ostateczng form¢ rownania bilansu substancjalnego mozna otrzymac po wykonaniu nastgpuja-
cych podstawien:
a) Wektor przeptywu energii wewngtrznej przedstawiamy, jako sumg¢ cztonu konwek-
cyjnego i cztonu dyfuzyjnego:
J,=puv+1J, 1.84.
z czego wynika, ze
VdivJ'q =vdivJ + V(pudivv + pv-gradu + uv -gradp) . 1.85.
b) Wg lokalnego rownania bilansu masy (1.50) drugie wyrazenie prawej strony réwna-
nia 1.83 przyjmuje postac:

Vu%z?(—p udivv — uv-grad p) . 1.86.

¢) Wg réwnania substancjalnego bilansu masy (1.49):

dv
divv=p — s 1.87.
P
dv dv
zatem: vpdivv=yv —=p— . 1.88.
P PP =P

Po podstawieniu 1.85, 1.86 oraz 1.88 do 1.83 otrzymujemy ostatecznie:

%:—Vdiv J, - pf{—‘; — Y TiGrad v + VZJ[-F,. , 1.89.

gdzie: ‘poza oznaczeniami jak w 1.62 -1.64 wystepuja:
J , - catkowity przeptyw ciepfa, p - ci$nienie,
7T tensor lepkosci (lepkos$ciowa cze$é tensora cisnienia),

F, - sita zewngtrzna dziatajaca na jednostk¢ masy sktadnika i (jest to zatem sita "wlasciwa")

oraz J, - przeptyw sktadnika i pod wptywem sity F, .
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1.4.2. BILANS ENTROPII W UKLADACH CIAGLYCH

W celu sformutowania lokalnego bilansu entropii dla jednostki objetosci uktadu, (bar-
dziej szczegdlowe wyprowadzenie zostato zamieszczone w Uzupetnieniach) wystarcza obec-

nie podda¢ 1.64 nastgpujacym dziataniom:
o . . . . ds ., o
a) pomnozy¢ rownanie przez gestos¢ p 1 powstaly iloczyn 'OE zastapi¢ wyrazeniem:

& _dles) _ dp 1.90.
i~ dr dr

w ktérym wystepuje zmiana czasowa entropii jednostki objgtosci (o s),

b) w celu wprowadzenia lokalnego bilansu entropii zastosowaé operator czasowy Lagrange'a,

¢/ za wyrazenie Z—f podstawi¢ rOwnanie substancjalnego bilansu masy 1.49,

d) za wyrazenie % podstawi¢ rOwnanie bilansu masy wyrazanej stezeniami 1.51,
t

€) za wyrazenie 7 podstawi¢ réwnanie bilansu energii wewngtrznej 1.89,
t

f) wprowadzi¢ nizej podane podstawienia:

- molowy potencjat chemiczny sktadnika w uktadzie

W =M, , 1.91.

- wyrazenia tensorowe (wynikajace z definicji dywergencji iloczynu)

1 . 1 1
?a’lv J, :dlv(?Jq)— J, -grad? , 1.92.
Higivy, =divi3)— 3 grad e, 1.93.
T T T

radl L rad T 1.94
g T = g . 94,

Przeksztalcenia nalezy prowadzi¢ tak, aby wszystkie wyrazy wystepujace pod dywer-
gencjatlem potaczy¢ w jedno wyrazenie, ktore utworzy wektor przeptywu entropii J 'm. Pozo-
state wyrazy, zgodnie z 0gdlng postacig rownan lokalnego bilansu wielkosci skalarnych, beda

stanowity Zrédlo entropii (jednostki objetosci).
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Posta¢ koncowa réwnania lokalnego bilansu entropii jest przedstawiona nast¢pujgcym

wyrazeniem:

Aps) . 1 1~ 1
———~=—divd - —J -grad T —— :Grad v + — ) J.-F. +
2 pTopre® T TZ Y

= 1 -
—ZJ,.gmd';’ - Fzz#ﬂvilll
i I

Czwarty 1 pigty wyraz prawej strony rOwnania mozna polaczy¢ przez wytaczenie Z J.

1

1.95.

poza nawias, otrzymujac rOwnanie:

é)(ps):_div.] - LZJ -grad T —l%:Gmd v +
ot ror T

F, 7 1 -
+ IZJI‘ {?—grad%} - ?ZIZﬂilvilll

Jak juz stwierdziliSmy, ostatnie cztery wyrazy reprezentuja zrodto entropii. W kazdym

1.96.

z nich wystgpuje wyrazenie noszace nazw¢ bodzZcow lub sil termodynamicznych. S3 one
bowiem rzeczywistymi przyczynami zaistnienia odpowiadajacych im przeptywow.

Bodzce powyzsze sa zwykle reprezentowane przez nastepujace symbole literowe:

X, = —lgrad T , 1.97a.
T
-k
X, =-grad 2t + == 1.97b.
T T
A== uv, : 1.97c.

Pierwsze dwa bodzce maja charakter wektoréw. Stad, czgsto stosowana nazwa "sita
termodynamiczna" jest w pelni naturalna. Trzeci bodziec, jakim jest powinowactwo chemiczne
I-tej reakcji, ma jednak charakter wielkos$ci skalarnej. W przypadku uktadow nieciaglych przy-
czyny przebiegu procesOw nierownowagowych wykazuja zawsze wtasciwosci wielkosci ska-
larnych. Z tych wzgledow stosowanie ogolnej nazwy "bodziec termodynamiczny" wydaje si¢

bardziej uzasadnione od nazwy "sily termodynamiczne".

Zastosowanie przedstawionych symboli bodzcow termodynamicznych pozwala na
przedstawienie wyrazow stanowigcych zrodio entropii, tzn. catkowitego zrodia entropii w jed-

nostce objetosci uktadu w nastepujacej postaci:
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~

! :Grad v . 1.98.

o, :?Jq X, + ZJ,. X, + %Z Al — %
Uwaga: W pierwszym i drugim sktadniku prawej strony wystepuja wewnetrzne iloczyny sit i przepty-
wow wskazujace, ze w ich wyniku powstaja wielkosci skalarne. Wielko$cig skalarng jest rowniez ilo-
czyn powinowactwa i szybkosci reakcji oraz podwdéjny, wewngtrzny iloczyn tensora lepkoscii Grad v.

Zwrdé¢my obecnie uwage, ze pierwszy wyraz bodzca przeptywu dyfuzyjnego (1.97b)
jest gradientem funkcji ztoZzonej z odwrotnosci temperatury 1 potencjatu chemicznego sktadni-

ka i. Mozna go zatem rozpisa¢ na nastepujaca sume:

2

grad%:—%grad T + ngmd M, . 1.99.

Z kolei potencjal chemiczny mozna rozbi¢ na sktadowa zalezng od temperatury oraz czesé

izotermicznq:
rad === rad T ( rad ) =s, grad T ( rad ) 1.100
grad i, =|—] & + (grad 1;) =5, g + (grad ;) -100.

gdzie s, oznacza czastkowa wlasciwg entropi¢ sktadnika i .

Wobec powyzszego podstawiajac 1.100 do 1.99 otrzymujemy:

m_(m ) L o
grad T _(T sij( Tgrad T) + T(gmd ,ul.)r . 1.101.

W ostatnim wyrazeniu wystgpuje wyraz zdefiniowany jako bodziec przeplywu ciepta

X, (def.1.97a). Zatem, po uwzglednieniu 1.101 bodziec dyfuzyjnego przeptyw sktadnika i

(wg 1.97b) mozna przedstawi¢ nastepujaco:

_ —u, +Ts, 1 —
X, _TX" + [—?(gmd /Ui)TJF Fl} . 1.102.

1

Pierwsza skladowa zawiera bodziec przeptywu ciepta, zatem moze by¢ wiaczona do

pierwszego wyrazu w réwnaniu na zrodto entropii (1.98). Wywola to oczywiscie zmian¢ do-

tychczasowego przeptywu ciepla J, na tzw. "zredukowany przeptyw ciepfa" J ; . Nowy prze-

ptyw ciepta zostat bowiem rozszerzony o wyrazenia: z Ju oraz T Z Js. .

Po powyzszych zmianach zrodio entropii 1.86 otrzymuje nastepujaca postac

1. 1 co 1 -
O = X, ?ZJI»X,. + ?ZI:A,I, - 0:Grad v : 1.103.
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w ktorej zastosowano podstawienie definiujace "nowy" bodziec przeptywu dyfuzyjnego sktad-
nika i jako sume¢ ujemnego, izotermicznego potencjatu chemicznego sktadnika w uktadzie
oraz sily zewnetrznej (ewentualnie sit) dziatajacej na ten sktadnik. Bodziec ten jest zdefinio-

wany nast¢pujacym réwnaniem:

X, =—(grad @) + F, . 1.104.
Zrédto entropii sktada si¢ zatem z nastepujacych udziatow:
1. %J X, - wywolany przeptywem ciepta zredukowanego pod wptywem bodzca

proporcjonalnego do grad T,
2. %ZJ .-X, - wywolany dyfuzjg sktadnikéw pod wptywem izotermicznych gradient

tow potencjatow chemicznych poszczegdlnych skiladnikéw oraz dziatajacych na nie

sit zewnetrznych,

1 = — : o . .
3. ?Z 4, I, - wywolany reakcjami chemicznymi biegngcymi pod wptywem niezero-

wych warto$ci powinowactw chemicznych tych reakc;i,
4. —%72’ : Grad v- wywolany rozpraszaniem energii kinetycznej przez lepko$¢  osrod-
kow ptynnych; (bodZcem jest gradient szybkosci konwekcji).

Kazdy z udzialow jest iloczynem bodZca i wywotanego jego dziataniem przeptywu.

Jest zatem iloczynem wielkosci o charakterze termodynamicznym (bodziec) oraz kinetycznym

(przeptyw).

1.4.3. BILANS ENTROPII W UKLADACH NIECIAGLYCH

Uktady nieciagle sg zlozone co najmniej z dwoch jednorodnych poduktadow. Stad, w
réwnaniach bilansu nie wystepuja wyrazy uwzgledniajace niejednorodnosé przestrzenng. Nie
wystepuje w nich rowniez konwekcja, a czasowe pochodne lokalne sg identyczne z pochod-
nymi substancjalnymi.

Roéwnanie bilansu, np. wielkosci ekstensywnej A4, ma prostg postac:

dA (dA
—=— + . 1.105.
dt [dt j ZA
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Pierwszy czton prawej strony reprezentuje zmiang czasowa wielkosci 4 wywotana wymiang z
otoczeniem, drugi - reprezentuje zroédto wielkosci A.

Zgodnie z powyzszym rownania bilansu masy 1 energii mozna formutowac tylko dla
jednego poduktadu (gdyz dla drugiego sa one identyczne, lecz z przeciwnym znakiem). Row-

nania te mozna przedstawi¢ nastgpujaco:

%:(%j N (dﬂj v S v,ML 1.106.
a \ar), \ar) = 4

du _(do) . (42} _ pd_V Y gi% 1.107.
ar \ar ) ar ) dt =g

gdzie poszczegdlne symbole maja identyczne znaczenie jak w przypadku uktadow ciaglych, Doty

cza jednak nie jednostek objetosci lecz catego poduktadu:

dm,
(Tj - reprezentuje wymiane sktadnika i z otoczeniem,
t e
dm, : . o .
E - reprezentuje wymiane sktadnika i z drugim poduktadem,
do dQ . . . oo
Z oraz E reprezentuja wymiang ciepla z otoczeniem i poduktadem,

m; oznacza mas¢ sktadnika i ( w poduktadzie),

e, - tadunek wlasciwy sktadnika (jednostki masy),

v, - wspotczynnik stechiometryczny sktadnika w reakcji /
M, - masa molowa sktadnika,

I, - szybkos¢ reakcji [ w danym poduktadzie,

U - energia wewngtrzna;

Q - energia wymieniona na sposob ciepta,

p - cis$nienie, V- objetosc, ¥ - potencjat elektryczny.

Trzeci sktadnik prawej strony rdwnania 1.107 reprezentuje prac¢ objetosciowa, a czwarty pra-
c¢ pradu elektrycznego. Przytoczone réwnania sg stuszne przy zatozeniu, ze jedyna silg ze-
wnetrzng jest sita pola elektrycznego.

Réwnania 1.106 1 1.107 sg niezbgdne do sformutowania rownania bilansu entropii,
przy czym, podobnie jak w przypadku uktadow ciaglych, podstawa jest rownanie Gibbsa dla
zmian czasowych w poszczegdlnych poduktadach. Réwnanie takie, np. dla poduktadu o ma

postac:
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ds® du“ dv"” _dm*”
T — =—— + p%*— — “__L . 1.108.
dt dt P dt Z,u, dt

i

gdzie 4, oznacza potencjat chemiczny jednostki masy sktadnika (wlasciwy).

W uktadzie nieciggtym wymiana masy, ciepta i entropii odbywa si¢ nie tylko z otocze-
niem, ale i pomigdzy obydwoma poduktadami. Stad, globalne wyrazy reprezentujace wymiang
z otoczeniem trzeba rozpisa¢ na dwie czgsci - jedng opisujacg wymiane pomiedzy podukiada-

mi (dA/ dt)l. oraz drugg opisujacg wymiang z otoczeniem (dA/ dt)e . Dotyczy to oczywiscie

zarOWno masy jak i energii wymienionej na sposob ciepfa.

Roéwnania bilansu np. masy sktadnika i dla poduktadu o majg zatem nastepujaca po-

stac:

dm,* _( dm¢ dm,” .
D) [ 2 S M _ 1.109.
dt a )\ dt )4

Zaktada si¢, ze odgraniczenie pomiedzy obydwoma podukiadami jest catkowicie bierne
wzgledem masy i ciepta, tzn. nie wystgpuje w nim adsorpcja lub absorpcja, a entropia catego

uktadu jest sumg entropii obydwu poduktadow.

Wyraz reprezentujacy zrodto entropii sklada si¢ zatem z udzialdow zwigzanych z wy-
miang ciepta 1 fadunku pomigdzy poduktadami oraz z udzialéw wynikajacych z uczestnictwa
sktadnikéw w reakcjach chemicznych, w kazdym z poduktadéw. Jest on przedstawiony row-

naniem 1.110, w ktérym zrodto entropii jest oznaczone symbolem 3¢ w celu odréznienia
od uktadéw ciagtych:

_do’ (1) dm(Am) <dm (Ve AT APTY
2= dt A(szdt(T)zth(Tj+zT“+ZTﬁ 1110

i i

Po wprowadzeniu oznaczen:

a) _A(l)ZXq , b) —A(—ﬂi+sve_ij=)(i ;
T T
1.111.
@ (e
e ), dt ).

zrodto entropii przyjmuje postac:
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A APTP
2 :JqXﬁZJ,»XﬁZI‘, et ZI‘,# . 1112,

W ostatnim réwnaniu X , oraz X, oznaczajg bodzce termodynamiczne wymiany cie-
pta 1 sktadnikow pomiedzy poduktadami, natomiast J, , oraz J, oznaczajg przeplywy ciepta 1
masy poszczegolnych sktadnikow.

Na produkcje entropii w uktadach nieciggltych sktadaja si¢ zatem cztery udziaty:

1. udziat zwigzany z wymiang ciepla pod wptywem roznicy temperatur J X .

2. udzial zwigzany z wymiang skladnikow pod wpltywem roznicy potencjalow elektroche-
micznych tych sktadnikow Z J. X, (przyjeliSmy, ze jedyna sila zewnetrzng jest sila pola elek-
trycznego, a suma u, + ¥e, jest whasciwym potencjalem elektrochemicznym sktadnika).

3.1 4.udzialy zwigzane z przebiegiem reakcji chemicznych w poduktadach o 1 B.

Uwaga: Szybkosci reakcji [,* oraz [ ,'B odnoszg si¢ do catych poduktadéw, a nie do jednostek objeto-

$ci, jak w uktadach ciaglych.

W poréwnaniu z uktadami cigglymi brak jest udzialu zwigzanego z rozpraszaniem
energii wywotanym przez lepkos¢. Nie wystepuje wiec tensor ci$nienia 7T i gradient szybko-
sci Gradv .

Warto zwréci¢ uwage na to, ze w przypadku uktadéw nieciggltych zamiast wielkos$ci
wlasciwych mozna postugiwaé si¢ wielkoSciami molowymi, pami¢tajac, ze: dm, = M.dn,;
oraz p,=p, M, (n;, M, oraz u, oznaczaja odpowiednio: liczb¢ moli sktadnika, jego mas¢

molowg oraz molowy potencjat chemiczny).
1.5. ROWNANIA FENOMENOLOGICZNE

1.5.1. OGOLNA POSTAC ZRODLA ENTROPII

W ostatnim rozdziale przedstawiony byt tok wyprowadzenia réwnan na Zrddlo entropii
za pomoca rownan bilansu masy, pedu i energii wewnetrznej. Zrodto to, zaréwno dla uktadéw
ciaglych jak 1 niecigglych, jest reprezentowane przez sume iloczyndw bodzcoéw 1 wywotanych

nimi przeptywéw. Warto pozna¢ rdwniez wyprowadzenie ogdlnej postaci zrodia entropii, po-



45

mocne w $cistym sprecyzowaniu rownan definiujgcych poszczegdlne przeptywy, tzw. rOwnan
fenomenologicznych [13,14 ];
Oznaczmy entropi¢ jednostki objetosci uktadu ciagtego litera S. Entropia jako funkcja

stanu zalezy od aktualnych wartoSci parametrow stanu 4, (gdzie i =1, 2, ...n), tzn.:

S=S(4, 4, A, ... A) . 1.113.

Oznaczmy wartos$¢ entropii w stanie rownowagi przez S° . Mozemy wtedy zapisac, ze:
S°=8°(47, 4, A7,.... A7) 1.114.

gdzie A’ oznaczaja warto$ci odpowiednich parametrow w stanie rownowagi.

Roznica S—S°, ktorg oznaczymy jako o jest zatem (w danym momencie) funkcjg odchy-

len parametréw stanu od ich wartosci rownowagowych, czyli:
§S-S°=c"=0'(a, a,, a, ...,) , 1.115.

gdzie «, oznaczaja odchylenia poszczegdlnych parametrow.
Zalezno$¢ funkcjonalng zmian entropii wraz ze zmiang parametréw uktadu mozna
przedstawi¢ za pomocg szeregu Taylora dla funkcji wielu zmiennych.

Zgodnie z nim:

n ZAY ¢ | aZS ¢
_qo _ g —= - , .o 1.116.
3 Z(ﬁa J @ 222(&1 ﬁakj w °

gdzie: «, , .. a, oznaczaja wymienione wyzej odchylenia parametréw, natomiast

i oraz k numerujg odchylenia, przy czym liczby odchylen zmieniaja si¢ od 1 do n.

Kolejne wyrazy szeregu Taylora zostaly pominigte, co jest stuszne przy zatozeniu, ze odchyle-
nia sg niewielkie. Oznacza to, ze dalsze wnioski dotyczg tylko uktadow niezbyt odleglych od
stanu rownowagi. Zastrzezenie to jest zgodne z juz poznanymi ograniczeniami liniowej termo-

dynamiki nierownowagowe;j.

Jak wiemy, entropia uktadow nieréwnowagowych podczas ich rozwoju rosnie wraz z
przebiegiem czasu do warto$ci maksymalnej osigganej w stanie rownowagi. Oznacza to, ze w
stanie rownowagi:

(ﬁ] _0 , 1.117.
oo,

1

Wobec tego 1.116 przyjmuje postac:
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S - SO‘“ani(ﬁa ~ j oo, . 1.118.

albo: o =5-5° :—%ZZ(]% aa, 1.119.
i k
. %S j
dzie: L= ) 1.120.
g qlk (ﬂaié’ak

Interesujgca nas zmiana czasowa przyrostu entropii jest po prostu rézniczkg o~ po cza-
sie; Jest wigc Zrodlem entropii . Wobec tego zrodto entropii wyznaczymy przez roézniczko-
wanie rownania 1.119.

Zauwazmy, ze wyrazy ¢, jako dotyczace rdwnowagi sa wielko$ciami statymi, zatem
o Jest tylko funkcjg parametrow o, oraz «,. Wobec tego zgodnie z zasada rézniczkowania

iloczynu otrzymujemy:
" 1L aa, aa,
C=—=—— o, —- + a; : 1.121.
ot ZZ;%{ o O az}

Poniewaz jednak i oraz k przybieraja te same wartosci od 1 do n, wigc ostatnie rOwnanie

sprowadza si¢ do wyrazenia:

- ak% . 1.122.
i k

Wroémy obecnie do wyrazenia na o ( 1.119) i rozpiszmy je na sume po k. Otrzy-

mamy wtedy:
* 1
o = —E(Zaiaiqii +o,a,,(q,, + 4, ) Fa05(q,; +q3)+ ...+ oy, (q,, +4,, )] . 1.123.

Jednakze poniewaz pochodne mieszane g, oraz g, sa sobie rowne, wiec

:——(Za q; + 22(1 akqlk] : 1.124.
k#i
Mozemy obecnie przedstawi¢ pochodna ostatniego wyrazenia po ¢, , mianowicie:

a *
[%ﬂija' =__(2Zaqn + 2Zaqukj ’ L125.

k#i

gdzie j nalezy do przedzialu i od / do n,

réwng ostatecznie:
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(ﬂi] =Y a4, . 1.126.
oa, o k=1

Otrzymana pochodna ma $cisle okreslony sens fizyczny. Reprezentuje ona zmiang en-
tropii wywotang r6zng od zera wartoscig odchylenia danego parametru od wartosci réwnowa-
gowej. Ma zatem sens bodzca termodynamicznego - jest bowiem przyczyng nieodwracalnej

zmiany uktadu w kierunku rownowagi. Wielko$¢ t¢ oznaczymy przez X;, otrzymujac:
X, :_Zak‘]ik . 1.127.
k=1
Podstawienie tej wielkosci do 1.122 prowadzi do wyrazenia na zrédto entropii o postaci:

da,
o=) X,— : 1.128.
,Z - dt
Po wprowadzeniu kolejnego oznaczenia, ktore ma sens przeptywu wielkos$ci i :

g da,

= 1.129.
dt

otrzymamy znang juz posta¢ zrédla entropii jako sumy iloczyndéw przeptywow i bodzcow:
o=>XJ, . 1.130.

Wielkosci: X; oraz J; oznaczajg tzw. uogdlnione bodzce i przeplywy, nie uwzgledniajace ich

charakteru tensorowego.

1.5.2. WSPOLZALEZNOSC PRZEPLYWOW I BODZCOW

Wedlug definicji (1.127) bodziec termodynamiczny X, wywotujacy przeptyw J, jest
ztozony z sumy udziatdéw wnoszonych przez odchylenie parametru A, oraz pozostalych para-

metréw A, . od warto$ci rownowagowej. Mozna zatem zauwazy¢, ze przeptyw J, jest wiel-

k#i

koscig sumaryczng utworzong z udziatow wywolywanych przez wszystkie odchylenia.

Kazdy przeptyw J, jako funkcja wszystkich odchylen jest tym samym funkcja wszystkich
bodzcow, tzn.

J =J.(X,, X, ,.X,.X,) . 1.131.

W rozwinigciu szczegdlowym J, winien wystgpowacé wyraz reprezentujacy bezposrednie

oddzialywanie ¢; na przeptyw wielkosci i (wspotczynnik g, ) oraz dalsze sktadniki reprezen-

Hl'H

tujace oddziatywania odchylenia «, z przeptywem (wspotczynnik g, ). Poniewaz przy
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zastosowaniu twierdzenia Taylora zatozyliSmy, ze wszystkie odchylenia sg niewielkie, wigc
uzasadnione jest kolejne zatozenie, ze kazdy czlon przeptywu J, moze by¢ reprezentowany
tylko przez pierwszy - liniowy sktadnik zaleznosci funkcyjnej przeptywu od danego bodzca, a
wyrazy wyzszych rzgddéw mozna pomingc.

Wobec powyzszego rownania przeptywu poszczegdlnych wielkosci przedstawimy jako
uktad réwnan liniowych, nazywanych fenomenologicznymi rownaniami przeplywoéw o po-

staci:

J,=L,X, + L,X, +..4L, X 1.132.

J, =L, X, + L,X, +...+L, X
gdzie: J,,J, ... J, oznaczaja przeptywy,
X,, X,, X, - bodzce termodynamiczne,

n

L, oraz L, - fenomenologiczne wspolczynniki przeplywu.

12

Caty zespot powyzszych rownan mozna zastapi¢ jednym rdwnaniem tensorowym:

.| L, L, . . . L,||X
J2 L21 L22 ct L2n XZ

= R ) . 1.133.
Jn Lnl LnZ o Lnn Xn

Jak wida¢, wspdtczynniki fenomenologiczne tworza n-wymiarowa macierz kwadrato-

wa:
L, L, . . . L,
L, L, . . . L,
1.134.
Lnl Ln2 Lnn
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Wyrazy diagonalne L;; reprezentuja bezposredni wptyw bodzca X, na kreowanie
przeptywu wielkosci i. Reprezentuja zatem procesy proste. Wyrazy niediagonalne L, repre-
zentuja natomiast procesy krzyzowe, gdyz odzwierciedlaja wplyw bodZca X, na kreowanie
przeptywu wielkos$ci 1.

Analogicznie do powyzszych rownan przeptywu, ktore zapiszemy ogoélnie jako:
J, :Zn:Lika 1.135.
k
definiuje si¢ tzw. fenomenologiczne rownania bodZcow (sil), o ogolnej postaci:
X, :iRl.ka . 1.136.
k

Wspolczynniki R, sa nazywane fenomenologicznymi wspolczynnikami oporu.
Wzajemna relacja pomiedzy obydwoma rodzajami wspotczynnikow fenomenologicznych jest

nastepujaca:
A, : o _ : . . .
R, = Tl , gdzie Ay oznacza odpowiednie dopelnienie algebraiczne macierzy wspotczynni-

kéw Ly , natomiast L oznacza jej wyznacznik |L[k| .

Nazwy wspotczynnikéw fenomenologicznych przeptywu i1 oporu wprowadzono z po-
wodu analogii do réwnania Ohma; Np. wedlug 1.136. przy zalozeniu, ze: k = i oraz R, =0
otrzymujemy: X, =R, J,, wobec czego X; jest odpowiednikiem napigcia, J, - natgzenia pradu
elektrycznego I, natomiast R, - oporu. Podobnie, przeksztalcone rownanie Ohma o postaci
I=(1/R)U jest analogiczne do rownania 1.135. przy zatozeniu, ze k=i oraz L,=0; Wspol-
czynnik L, =1/ R, jest obecnie odpowiednikiem przewodnictwa ( U oznacza napigcie).

Z powyzszego wynika, ze rownanie Ohma oraz inne liniowe rdwnania, takie jak prawo
Fouriera, Newtona, Ficka majg charakter przyblizony i reprezentujg $cisle jedynie takie ukta-

dy, w ktorych oddziatywania wzajemne nie wystepuja lub moga by¢ pominiete.
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1.5.3. WLASCIWOSCI WSPOLCZYNNIKOW FENOMENOLOGICZNYCH

1.5.3.1. Wspotczynniki fenomenologiczne jako funkcje lokalnych parametrow stanu

Z uwagi na zalozong liniowo$¢ rownan fenomenologicznych wspoétczynniki przeptywu
nie mogg zaleze¢ od bodzcow, natomiast wspotczynniki oporu nie moga zaleze¢ od przeply-

wow. Oznacza to, ze:
OR,

L.
oLy =0 oraz —* =0 ) 1.137.
oX, 2,

Wspodtczynniki L, oraz R, reprezentuja wlasciwosci uktadu i sg funkcjami lokalnych
warto$ci parametroOw stanu, co oznacza, ze ich wartosci liczbowe sa funkcjami parametrow,
czyli:

Ly = L(T, p, ) 1.138.
oraz R, =R, (T, p, ) , 1.139.
gdzie: T, p, y; oznaczaja odpowiednio temperaturg, ciSnienie oraz st¢zenie skladnika i (w ulamkach
wagowych).

Scista liniowo$¢ réwnan fenomenologicznych wymaga jednak, aby wartosci wspot-
czynnikoéw nie zalezaty od zmian parametrow. Zatem pochodne wspotczynnikoOw po zmianach

parametroOw winne by¢ rowne zeru, tzn.

ik Tk Tk . 1.140.

W uktadach izotropowych wspotczynniki fenomenologiczne sg wielkosciami skalar-
nymi. Ustalenie zalezno$ci wspotczynnikow od lokalnych warto$ci poszczegdlnych parame-
trow uktadu jest zwykle zadaniem zlozonym z uwagi na czasochtonno$¢ pomiaréw i wymaga-
ng doktadno$¢ oznaczen. Zaleznosci takie byty jednak wyznaczane wielokrotnie, a ich zmiany,

np. wraz z potozeniem w uktadzie, sg Scisle zwigzane ze strukturg uktadu.

1.5.3.2. Relacje przemiennosci Onsagera

W poprzedzajacym tekscie wykazano, ze w nieodwracalnej zmianie uktadu uczestnicza
efekty proste oraz efekty krzyzowe reprezentowane w ukladzie réwnan fenomenologicznych

odpowiednio przez wyrazy ze wspdtczynnikami diagonalnymi 1 niediagonalnymi.
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Znaczny postep termodynamiki nieréwnowagowej datuje si¢ od upowszechnienia si¢
prawidtowosci wyprowadzonej przez Onsagera (1931) stwierdzajacej, ze odpowiadajgce sobie
niediagonalne wspotczynniki fenomenologiczne sa rowne, tzn.

L, =1L, : 1.141.
Ostatnia réwnos$¢ nosi nazwe relacji przemiennosci Onsagera.
Z relacji powyzszej wynika, ze macierz wspotczynnikow fenomenologicznych (1.134)

jest macierza symetryczng o postaci:

Lll LlZ 1n
L12 LZZ ot L2n

1.142.
Lln L2n ot Lnn

Liczba niezaleznych wartosci wspolczynnikow w takiej macierzy nie wynosi n?, lecz jest zre-
dukowana do (n? + n)/ 2 . Oznacza to istotng redukcje¢ do§wiadczen niezb¢dnych do wyzna-
czenia wszystkich wspotczynnikéw. Np. w przypadku uktadu z trzema wielko$ciami, tzn. dla
n=3 liczba niezaleznych oznaczen wynosi nie 9, lecz 6, a juz w przypadku, gdy n=5, liczba
takich oznaczen spada z 25 do 15.

Jak juz wiemy, efekty krzyzowe L, X, oraz L, X, reprezentuja zawsze oddziatywania
wzajemne pomig¢dzy wielkosciami znakowanymi indeksami i oraz k. Ich sens fizyczny roz-
patrzymy za pomoca nast¢pujacego rozumowania.

Niech np. wielko$¢ k oznacza temperature, natomiast 7 - sktadnik uktadu. Bodziec
termodynamiczny X, , ktorym jest ujemny gradient temperatury (1.197a), wywotuje czesé
przeptywu sktadnika (J,), rowna L, X, . Jednoczes$nie bodziec zwigzany ze sktadnikiem, tzn.
izotermiczny gradient potencjalu chemicznego tego sktadnika wywotuje czg$¢ catkowitego
przeptywu ciepla ( J ), rowna L, X, .

Efekty takie wystepuja w uktadzie wielosktadnikowym, w ktéorym wywotujemy statg
roéznicg temperatury. Pojawia si¢ w nim tzw. termodyfuzja (efekt Soreta) - proces zwigzany z
przeptywem ciepta i prowadzacy do powstania zréznicowania st¢zen. Jesli natomiast, w tym
samym uktadzie, wywotamy statg roznice stezen, to skutkiem powstatego jednoczesnie prze-

pltywu ciepla jest powstanie réznicy temperatur (tzw. efekt Dufoura).
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Réwnie znane jest wystepowanie efektow krzyzowych w ukladzie niecigglym zlozo-
nym z dwoch przewodnikow metalicznych potgczonych spoinami, czyli w tzw. termoparze.
Polegaja one na wzajemnym oddzialywaniu pomig¢dzy przeptywem ciepla i przeptywem pradu
elektrycznego. W termoparze powstaje sita elektromotoryczna (wytwarza si¢ roznica potencja-
16w na spoinach), gdy poszczegdlne spoiny umiescimy w réznych temperaturach. Oznacza to,
ze przeptyw ciepta pod wplywem AT wywotuje powstawanie AD® (tzw. efekt Seebecka).
Mozna tez zaobserwowac efekt odwrotny; gdy wywotamy przepltyw pradu przez przylozenie
zewngtrznej rdznicy potencjatdéw do spoin, to spowoduje to powstanie rdéznicy temperatur
mi¢dzy spoinami (efekt Peltiera). Miedzy obydwoma efektami istnieje Scista zaleznos¢. Jej

przejawem jest wlasnie rownos¢ wspolczynnikow niediagonalnych L, oraz L, ukfadu row-

nan fenomenologicznych reprezentujacych przeptywy w uktadzie:
J,=L,AT + L, AD
1.143.
I =L1,AT + L,A®

gdzie: AT oraz A® oznaczaja bodzce termodynamiczne zwigzane z temperaturg i z potencjatem
elektrycznym.
Istnienie efektow krzyzowych jest regula, a shusznos¢ relacji Onsagera byta wielokrot-
nie potwierdzona doswiadczalnie. Relacje te mozna udowodni¢ za pomoca rozwazan staty-

stycznych [np.16].

1.5.3.3. Ograniczenia efektow krzyzowych - wzajemna relacja migdzy wspotczynnikami fe-

nomenologicznymi

Jak juz wiemy, efekty krzyZzowe istnieja niejako obok efektow prostych "produkuja-
cych" entropie. W przytoczonym wyzej ukladzie z termodyfuzjg procesem wywolujagcym nie-
odwracalng zmiang uktadu jest przeptyw ciepta. Powoduje on jednoczesnie powstanie rdéznicy
stezen sktadnikéw jako efekt krzyzowy, wprowadzajac uporzadkowanie w rozkladzie sktadni-
kéw w pierwotnie jednorodnym uktadzie. Zatem efekt ten obniza entropie. Z tego wzgledu taki
efekt krzyzowy musi by¢ wyraznie ograniczony co do swojej wielkosci. Wptyw efektow krzy-
zowych obnizajacych entropie¢ uktadu nie moze bowiem przewyzsza¢ wzrostu entropii, jaki

wywotuja efekty proste.
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Ograniczenie wielkosci efektow krzyzowych poznamy poprzez nastepujace rozwaza-
nie: zrodto entropii w uktadach nieréwnowagowych jest zawsze dodatnie i maleje do zera w
stanie rownowagi.

Stad, zgodnie z II. zasadg termodynamiki:
o=>J4,-X,20 : 1.144.

Podstawiajac za przeptywy J, ich rownania fenomenologiczne (wg 1.135) otrzymujemy:

n n

o=>>LXX >0 , 1.145.
ik
albo w zapisie tensorowym:
Lll L12 : 1n Xl
L, L, . . . L|X,
X, X, ... X|l T T =0 . 1.146.
Lln L2n ot Lnn Xn

Uwaga: -Macierz wspotczynnikéw zostata napisana jako symetryczna, zgodnie z relacjami przemien-
nosci Onsagera.

Warunkiem stuszno$ci réwnania 1.146 jest nieujemna macierz wspotczynnikéw feno-
menologicznych. Jest to spetnione wowczas, gdy wszystkie wspotczynniki diagonalne oraz
wszystkie minory gtdwne macierzy sa nieujemne, tzn.

L,>0 1.147.
oraz L.L,—-L >0 : 1.148.

Fenomenologiczne wspotczynniki oporu R, oraz R, wykazuja analogiczne wtasciwo-
Sci, jak wyzej przedstawione wspotczynniki przeptywu. ( Sens fizyczny tych wspotczynnikow

zostal omowiony w p. 3.1.8.)

1.5.3.4. Transformacja bodzcéw i1 przeptywow - niezmienniczo$¢ zrodta entropii

W rownaniach na zrodlo entropii wystepuja Scisle zdefiniowane bodzce, np. bodzce
przeptywu sktadnikow, zdefiniowane rownaniem 1.97b. Tak zdefiniowane bodZce mozna byto
jednak rozbi¢ na dwa sktadniki (1.99), z ktérych jeden zostat wlaczony do bodzca przeptywu

ciepta. W efekcie otrzymali$my réwnanie na zrodto entropii z "nowymi" parami bodzcow i
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przeptywéw (1.103). Dokonalismy tym samym przeksztatcenia rGwnania na zrédto entropii z

1.98 na 1.103. Postgpowanie takie jest zgodne z nastepujaca relacja:
o=>J,X,=>1J,X 1.149.

wyrazajaca tzw. warunek niezmienniczos$ci zZrédla entropii.

Zrédto entropii danego procesu moze byé zatem przedstawiane za pomoca dosyé do-
wolnie zdefiniowanych bodzcow 1 odpowiadajacych im przeplywow. O wyborze decyduja
najczesciej mozliwosci pomiarowe. Kazda zmiana w jednym zestawie bodzcow i przeptywow
musi jednak spowodowa¢ odpowiednig zmiang w nowym zestawie, tak by wartos¢ zrodta en-
tropii byta zachowana. W wyborze nowych definicji nalezy utrzymac¢ niezaleznos¢ przeply-
wow, gdyz tylko wtedy sa zachowane relacje przemienno$ci Onsagera i macierz wspotczynni-
kéw fenomenologicznych pozostaje symetryczna. Przyklady transformacji bodzcow i prze-
pltywow mozna spotka¢ w dalszym tekscie w trakcie opisu konkretnych uktadéw nierownowa-

gowych.

1.5.4. ZASADA SYMETRII CURIE

Do tej pory poznaliSmy przyklady efektow krzyzowych pomigdzy wielko$ciami o cha-
rakterze wektorow. Powstaje jednak pytanie, czy podobne efekty moga powstawaé migdzy
wielko$ciami o dowolnym charakterze? Wydaje si¢ oczywiste, ze wielkos¢ wektorowa moze
wywota¢ inng wielko$s¢ wektorowa. Podobnie, np. wzrost wielko$ci skalarnej moze wywoty-
wac zmiang innej wielko$ci skalarnej. Sprzeganie si¢ wielko$ci o tym samym charakterze ten-
sorowym jest wiec zrozumiate.

Inaczej jest w przypadku zmian dwéch wielko$ci o roznym charakterze tensorowym,
np. skalarnej i wektorowej. Wzrost st¢zenia sktadnika wywotany jego powstawaniem w reakcji
chemicznej (zaré6wno stgzenia jak 1 powinowactwo chemiczne reakcji sg wielko$ciami skalar-
nymi) nie moze spowodowac jego ruchu w okreslonym kierunku, tzn. nie moze wywotac
(wektora) przeplywu. Byloby to mozliwe jedynie w ukfadzie anizotropowym. Omawiany
wyzej problem powstawania efektow krzyzowych zostal przedstawiony
w tzw. zasadzie symetrii Curie: W osrodkach izotropowych mogg si¢ ze sobg sprzegac tylko
takie wielkosci, ktore wykazujag taki sam charakter tensorowy.

Efekty krzyzowe moga wystepowac réwniez wtedy, gdy rzedy tensorowe dwoch wiel-

kos$ci ( bodzca i1 przeptywu) rdznig si¢ o dwa. Jest zatem mozliwe sprzeganie si¢, np. tensora
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drugiego rzedu z wielkoscig skalarng (tensor zerowego rzedu). Prawidtowos$¢ ta jest zrozumia-
ta, gdyz jak wiemy, np. catkowity tensor ci$nienia w ptynnych osrodkach izotropowych jest w

istocie ztozony z cz¢sci tensorowej (lepkosci) oraz skalarnej, tj. ci$nienia.

1.6. STANY STACJONARNE
1.6.1. DEFINICJE

Uktad nierownowagowy znajduje si¢ w tzw. stanie stacjonarnym, gdy przebiegajace w
nim procesy charakteryzuja si¢ stala produkcja entropii. Oznacza to, ze zrodlo entropii jest
niezalezne od czasu, czyli:

% =0 1.149.
1 jednoczesnie:

oX,

—L=0 oraz A, _
Ot

= 0 . 1.150.

Uktad zamknigty zmienia si¢ zawsze od stanu poczatkowego do stanu rownowagi, w
ktorym zanikajga wszystkie bodzce termodynamiczne, czyli jednocze$nie zrodio entropii jest
rowne zeru. Stad, stan rownowagi mozna uzna¢ za specyficzny stan stacjonarny ( gdyz ¢ =0

= const), nazywany stanem stacjonarnym zerowego rzg¢du.

W uktadach otwartych, typowych dla uktadow nieodwracalnych, najprostszy stan sta-
cjonarny uzyskujemy wtedy, gdy jeden bodziec termodynamiczny jest utrzymywany na statym
poziomie. Charakterystyczne wiasciwosci takiego ukladu nierdownowagowego mozna przed-
stawi¢ nastepujaco;

Jesli stan stacjonarny zostat wywolany przez utrzymywanie stalej wartosci bodzca X., to:

X,
X, %0 , J #0 , L:0 , o>0 , a—U:O , 1.151.
a a
1 jednoczesnie:
X, #0, lecz wszystkie J,.=0 . 1.152.

J#

Uzasadnienie ostatnich dwoch wlasciwosci zostanie przedstawione w nastgpnym

punkcie.
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W uktadach, w ktoérych jest utrzymywana stata wartos¢ dwoéch, trzech albo wigkszej
liczby bodzcoéw termodynamicznych utrzymujg si¢ stany stacjonarne nazywane odpowiednio
stanami stacjonarnymi drugiego, trzeciego i wyzszych rzgdow.

Warto zwrdci¢ uwage na istotne, cho¢ oczywiste zastrzezenie co do budowy uktadow
nierownowagowych w stanach stacjonarnych. Na podstawie ogoélnego rownania bilansu entro-

pii (dla jednostki objetosci) w uktadach cigglych ( réwnanie podane juz jako 1.63.):

%z—dﬁdm + 0, , 1.153.
po uwzglednieniu warunku stacjonarno$ci procesu: do/Jt =0, stwierdzamy, ze:
divl =0, . 1.154.

Poniewaz o, jest wielkoscia stala i dodatnia, zatem dywergencja przeptywu entropii
jest rowniez dodatnia. Jest to mozliwe tylko wtedy gdy zachodzi stala wymiana entropii z oto-
czeniem. W przeciwnym przypadku divJ 1tym samym réwniez o, stanie si¢ rOwna zeru, i

uktad osiggnie stan rownowagi termodynamicznej. Stacjonarny uktad nierownowagowy musi

zatem by¢ ukladem otwartym.
1.6.2. PRODUKCJA ENTROPII W STANIE STACJONARNYM

1.6.2.1. Minimalna produkcja entropii w stanie stacjonarnym I rzedu

Wiasciwosci stanu stacjonarnego podane w roéwnaniach 1.150 1 1.151 wigzg si¢ Scisle z
wielkos$cig produkcji entropii, czyli ze Zrodlem entropii. Produkcje t¢ poznamy wpierw na
przyktadzie prostego uktadu ciggtego, w ktorym istnieja dwie niezalezne wielkosci 1 oraz 2.
Istniejg zatem dwa niezalezne bodzce X, oraz X, i dwa odpowiadajace im przeptywy J,
oraz J,. Wobec tego mozna sformutowa¢ dwa rownania fenomenologiczne:

J, =L X, + L,X,
1.155.
J,=L,X, + L,X,
(W réwnaniach zostaly uwzglednione relacje przemiennosci Onsagera.)
Zrédto entropii jest suma iloczynéw bodzcow i przeplywow, tzn.

oc=3X, + 4,X,>0 . 1.156.
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Po podstawieniu przepltywow 1.155 przyjmuje ono postac:
oc=L,X; + 2L, XX, + L, X} . 1.157.

Ostatnie wyrazenie prezentuje dodatnig, trojwymiarowa parabole ze zmiennymi nieza-

leznymi X, oraz X,. Wykres takiej paraboli zostal przedstawiony na rys.1.2.

Rys. 1.2.
Entropia uktadu z dwoma bodZcami
termodynamicznymi.

Niech uktad osiggnie stan stacjonarny w wyniku utrzymywania statej wartosci bodzca X;. W
uktadzie ustali si¢ wtedy samorzutnie $cile okreslone, niejednorodne pole drugiej wielkosci a
réwnanie na zrddto entropii (1.157) sprowadza si¢ do zwyklej paraboli stanowigcej zaleznos¢
o od X,. Wykresem tej krzywej jest §lad przecigcia powierzchni o = o(X,,X,) plaszczy-

zng przechodzaca przez X, = X, - Jest nim dodatnia parabola, co wynika z faktu, ze feno-

menologiczne wspotczynniki diagonalne sg dodatnie. W jej minimum pierwsza pochodna po

X, jest rowna zeru,

Jdo
X,

Zatem: =0 . 1.158.

=2L,X, + 2L,X

Istacjon.

Uwzglednienie rownania przeptywu J, (z 1.155) prowadzi wigc do stwierdzenia, ze
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do
X,

23, =0 czyli J,=0 . 1.159.

W stanie stacjonarnym przeptyw wielkosci nie sprz¢zonej z bodZzcem utrzymywanym
na stalym poziomie J, jest zatem réwny zeru, pomimo niezerowej wartosci bodzca X, .

Wyzej opisany przypadek stanu stacjonarnego wystepuje, np. w wspomnianym juz
uktadzie dwuskladnikowym z termodyfuzja. Bodzcem wywotujacym stan stacjonarny jest X,
reprezentujacy niejednorodnos¢ pola temperatury. Jesli w stanie poczatkowym uktad byl jed-
norodng mieszaning obydwu skladnikow, to zmiana entropii od momentu utworzenia pola
temperatury do ustalenia si¢ stanu stacjonarnego jest reprezentowana przez lewa cze$¢ wykre-
su: 0 =0(X,) na Rys.1.2. (X, jest bodzcem przeplywu ciepta i odpowiada bodzcowi X,
natomiast bodziec X, reprezentuje obecnie bodziec dyfuzyjnego przeptywu skladnika 2-
giego.) Poczatkowy spadek zrodla entropii jest oczywisty, gdyz przeptyw ciepla (produkujacy
entropi¢) wywotuje jednoczesnie powstawanie niejednorodnego pola stgzen (X,rosnie), co

jest jednoznaczne z przebiegiem niesamorzutnego procesu obnizajacego zrodto entropii.

W miar¢ wzrostu X, pojawia si¢ jednak odwrotny efekt. Jest nim samorzutne, dyfu-

zyjne wyréwnywanie stezenia z dodatnig produkcja entropii. Spadek entropii jest zatem

wstrzymywany 1 zrodto entropii osigga stalg warto$¢ minimalng o

stacjon* Obok poczatkowego,
"wymuszonego" przeptywu sktadnika pojawil si¢ (jednoczesnie) przeciwnie skierowany samo-
rzutny przeptyw tego skladnika, a w stanie stacjonarnym doszlo do ich catkowitej kompensa-
cji. Z tego wzgledu sumaryczny przeptyw sktadnika 2 zanika, tzn. J, = 0.

Podobnie mozna uzasadni¢ rozwoj czasowy uktadu od stanu poczatkowego z wysoka

wartoscig X, . Calkowita zmiang entropii reprezentuje teraz prawa czgs¢ paraboli na Rys.1.2.
Wida¢ wigc, ze niezaleznie od poczatkowej wartosci X, w stanie stacjonarnym ustala si¢

okreslona stata warto$¢ bodzca X Wartos¢ X jest proporcjonalna do warto$ci

2 stacjon * 2 stacjon

bodzca X, wywotujgcego stan stacjonarny. Zalezy poza tym od wspofczynnikow fenomeno-
logicznych ( Lj; oraz Lj4) Moze ona by¢ obliczOna wg relacji wynikajgcej bezposrednio z

wlasciwosci trojmianu kwadratowego 1.157. Mianowicie:

L,
X, =X, . 1.160.
Lll
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1.6.2.2. Stany stacjonarne wyzszego rzedu

Rozpatrzymy obecnie uktad ciggly, w ktorym wystepuje » niezaleznych wielkosci,
takich jak np. temperatura, st¢zenia sktadnikow, potencjat elektryczny itp. Rownania fenome-
nologiczne przeptywu poszczeg6lnych wielkosci w takim uktadzie tworza zatem »n rownan o
ogolnej postaci:

J, =L)X, +ZL,.].XJ. : 1.161.
J#i
Podstawienie powyzszego réwnania do wyrazenia na zrddto entropii ( 1.130) prowadzi do
stwierdzenia, ze:
o= LX] + 2> LXX,;>0 : 1.162.
i J#i
Niech stan stacjonarny w rozpatrywanym uktadzie jest wywotany przez ustalenie (sta-

tych wartoéci) bodzcoéw termodynamicznych zwiazanych z & wielko$ciami, np.: X,, X,,
X;,....., X, . Jak wiadomo, Zrédio entropii osigga minimum, w ktérym pochodna Zrédta po

bodzcu, np. X, nie utrzymywanym na statym poziomie, winna by¢ réwna zeru. Wobec tego:

DO o1, X, 23 1,X, =23, =0 , 1.163.

a 2 JE
przy czym: k+1<A<n .

Z ostatniego rownania wynika ogélna prawidlowos¢, ze w stanie stacjonarnym k-tego
rzedu wszystkie przeptywy, nie sprze¢zone z bodzcami utrzymywanymi na statym poziomie,
(tzn. J; ) zanikaja. Jednocze$nie produkcja entropii osigga minimum.

Istota stanu stacjonarnego jest zatem utrzymywanie statej niejednorodnej struktury
uktadu. Likwidacja stanu stacjonarnego przez wyzerowanie wywotujacych go bodzcow spo-
woduje samorzutny rozwdj uktadu do stanu rownowagi. Uktad oddaje wtedy zmagazynowang

W nim energi¢ otoczeniu.

1.6.3. STABILNOSC STANU STACJONARNEGO

Jak wynika z ostatniego rozdziatu, stan stacjonarny ukltadu nieréwnowagowego wyka-

zuje pewne analogie ze stanem rownowagi.
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Kryterium istnienia stanu réwnowagi jest zerowa produkcja entropii (o =0). W przy-
padku stanu stacjonarnego kryterium takim jest natomiast stata (w czasie) produkcja entropii,

tzn. zerowa warto$¢ pierwszej pochodnej zrodta entropii po czasie:

99 _y 1.164.
ot
Kolejna analogia obydwu stanow dotyczy ich stabilnosci [14,17]:

Wyobrazmy sobie uktad w stanie stacjonarnym, w ktorym bodzce X, X,,...X, sg utrzy-

mywane na statym poziomie: X7, X7, ...X7, a pozostale bodzce uzyskaty rowniez state war-

I o o
tosci: X Xoias

il ...X% . Zaktadamy, ze stan nierbwnowagowy uktadu moze by¢ opisany

liniowymi réwnaniami fenomenologicznymi z niezaleznymi wspdtczynnikami fenomenolo-
gicznymi.

Dokonajmy teraz okre§lonej, nieznacznej zmiany (perturbacji) jednego z bodzcow nie
utrzymywanych na statym poziomie, np. X, o wielkos¢ X, (gdzie: ¢ </ <f). Wywota to
zmiang dotychczasowej warto$ci przeptywu J7 do nowej wartosci J, , rowne;j:

J, =37+ L, . 1.165.

Jak pamigtamy, w stanie stacjonarnym:
;
J)=> LX) =0 : 1.166.

wobec czego przeplyw (1.165) wywotany perturbacja jest rowny:
J, =L,0X, . 1.167.
Wspolezynnik diagonalny zapoczatkowanego procesu jest dodatni (L, > 0), zatem po-
mnozenie ostatniego rownania przez warto$¢ perturbacji  JX, prowadzi rowniez do wartosci
dodatniej, czyli:
J,0X,=L,(7X,)*>0 : 1.168.
Iloczyn przeptywu J, oraz JX, jest zatem dodatnim Zrdédlem entropii, wywolanym
"zadziataniem" tego bodzca. Widzimy przy tym, ze przeptyw J, wywolany perturbacja ma
taki sam znak, co sama perturbacja. Zatem samorzutny proces spowodowany dodatnig pertur-

bacja( np. dodaniem sktadnika /), polega na powstaniu dodatniego przeptywu tej wielkosci,

co oznacza jej wyptyw poza uklad. Odwrotna sytuacja powstaje przy zastosowaniu ujemne;j
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perturbacji. Tak wiec, niezaleznie znaku perturbacji uktad wytragcony ze stanu stacjonarnego
wraca samorzutnie do stanu pierwotnego.

Stan stacjonarny jest zatem stanem stabilnym, samoregenerujacym si¢. Powyzsza cecha
jest analogiczna do reguty Le Chateliera - Browna, opisujacej zachowanie si¢ uktadéow w sta-
nach rownowagi.

Zachowanie si¢ uktadu stacjonarnego i rownowagowego poddanych perturbacji zostato

przedstawione schematycznie na rys. 1.3.

v

v

CzZas CZas

uktad stacjonarny uktad réwnowagowy

Rys. 1.3. Przebieg zmian warto$ci zrodta entropii uktadéw poddanych perturbacji.

Nalezy podkresli¢, ze przedstawiona wlasciwos¢ dotyczy tylko uktadow niezbyt odle-
gtych od stanu réwnowagi. W uktadach dalekich od rownowagi zaktocenie uktadu moze do-
prowadzi¢ go do zupelnie nowego stanu stacjonarnego, albo spowodowac trwaty "rozwdj cza-
sowy". Wiasciwosci takich uktadéw sa opisywane obecnie przez zaawansowane teorie stanow

dalekich od réwnowagi [6-9].
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2. PROCESY TRANSPORTU W UKLADACH CIAGLYCH BEZ REAKCJI
CHEMICZNYCH

21. WPROWADZENIE

Rozpatrzymy obecnie procesy nierownowagowe w uktadach ciaglych bez reakcji che-

micznych, w ktérych mozna zaniedbaé przeptywy lepkosciowe. W réwnaniach prezentujacych
. 1< . .
zrodto entropii (1.103): o = T z J. X, beda zatem wyszczegolnione tylko udzialy wywotane

przeptywami dyfuzyjnymi poszczegodlnych sktadnikéw J, oraz przeptywem ciepta zreduko-
wanego J .Zatem:

a:%( 30X, + X+ 0,X, o+t 30X ) , 2.1.

gdzie: n oznacza liczbg sktadnikow,
X bodziec przeptywu dyfuzyjnego sktadnika "i"
X, bodziec przeptywu ciepta.
Roéwnanie 2.1 mozna przedstawi¢ w bardziej zwartej formie jako:

0'=%( J, X, +Z":Ji-xi ) . 2.2.

Przeptywy zachodzace w uktadzie tworzg natomiast uktad rownan fenomenologicznych ztozo-

ny z przeplywu ciepta:

I, =L,X, + 2 LX, . 23,
oraz n-1 réwnan przeptywow poszczegolnych sktadnikow

J,=LX, + Z L, X, : 2.4.

Powyzsze réwnania skladajg si¢ z przeplywow prostych - ciepta i poszczeg6élnych
sktadnikow pod wplywem bodzcow z nimi zwigzanych oraz z przeptywoéw krzyzowych wyni-
kajacych ze sprzegania si¢ bodzcow - cieplnego z dyfuzyjnymi.

Przyjeto nastepujace nazewnictwo:

a) Przeptyw ciepta wywotany zwigzany z nim bodzcem X  nazywa si¢ przewodzeniem cie

pta.
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b) Przeptyw ciepta wywolany sprz¢zonymi bodzcami przeptywow dyfuzyjnych X,,
gdzie i=1,2,..n-1, jest nazywany efektem Dufoura.
c) Przeplyw sktadnika "i" wywolany zwigzanym z nim bodzcem X, jest nazywany dyfuzja.

Hi”

d) Przeplyw sktadnika wywotywany sprzezonymi bodzcami Xj/.# jest nazywany czgsto

dyfuzjg sprzezona.

Hi”

e) Przeptyw skladnika "i" wywotany sprz¢zonym bodzcem X, jest tzw. termodyfuzjg.

2.2. PROCESY TRANSPORTU W CIAGLYCH UKLADACH IZOTERMICZNYCH

W uktadzie jednorodnym czasteczki podlegaja nieuporzadkowanym ruchom termicz-
nym. Natomiast w uktadzie niejednorodnym, w ktoérym istnieje okreslony gradient ich poten-
cjalu chemicznego, ruchy czasteczek w kierunku malejacego potencjatu przewazaja nad ru-
chami w innych kierunkach. Z tego wzgledu czasteczki przemieszczaja si¢ do miejsc o mniej-
szym potencjale; przebiega tzw. proces dyfuzji prowadzacy do wyréwnywania potencjatu
chemicznego. Samorzutno$¢ dyfuzji wynika z dodatniej produkcji entropii podczas wyroéwny-
wania poczatkowej niejednorodnosci rozmieszczenia sktadnikow.

Zgodnie z juz poznang ( 1.104.) definicjg bodzcow przeptywoéw dyfuzyjnych:

X'j =—(grad pu;); + F, , 2.5.

przy czym izotermiczny gradient wtasciwego potencjatu chemicznego sktadnika "j" (jest on
funkcja ci$nienia 1 stezen) mozna przedstawi¢ jako sume udziatu ci$nieniowego 1 niezaleznych

udziatéw stezeniowych, tzn.

Gl wt ( Gl
(grad 1)), :( 'u’J grad p + Z{ ﬂ_,J grad y, 2.6.
@ T,n T,P?y,é/(

k=1 k

gdzie: y, oznacza stezenie sktadnika "£" w utamkach masowych.

Ostatnie wyrazenie wynika z tego, ze potencjal chemiczny sktadnika w roztworze wie-
losktadnikowym jest funkcja temperatury, ci$nienia i (n-7) niezaleznych utamkéw masowych
sktadnikéw. ( Przy n niezaleznych sktadnikach istnieje jedynie (n-1) niezaleznych stezen,
gdyz wszystkie st¢zenia sg zwigzane rGwnaniem: Z y=1.

i=1
Zauwazmy, ze pochodna czastkowa:

(ﬂﬁf'j =V 2.7.
@ J

T,n;
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jest parcjalng objetoscig wtasciwg sktadnika j. (Wynika to bezposrednio z wtasciwosci entalpii
swobodnej uktadu, wedtug ktorej rézniczka czastkowa entalpii swobodnej po cis$nieniu, przy
statej temperaturze, jest rOwna objetosci uktadu.)

Zauwazmy dalej, ze:

H, = RT Jlna, , 2.8.

oy, Mj 2

— RT
gdyz: U, =15 + —Ina, 2.9.

J J Mj J
gdzie a; oznacza aktywno$¢ sktadnika j .
Wobec powyzszego 2.6 przybiera postac:
_ _ RT &\ ( dlna,
(grad u,), =V.grad p + [ ’j grad y . 2.10.
o ! M/‘ ; ayk T '

DY jzk
Podstawiajac 2.10 do 2.5 otrzymamy wyrazenie definiujagce warto$¢ bodzca przeptywu
dyfuzyjnego sktadnika ";". Jest ono sumg udziatlow wywotywanych przez gradient cisnienia,

sit¢ zewngtrzng F; (ew. kilka sit) oraz niejednorodnos¢ pola stgzen.

Mianowicie:

RT ! (ﬂlna/

X =-V.grad p — rad + F. ) 2.11.
; grad p M‘,-kz_:‘ é’ykj grad y, ;

T.p.yjsk
Jak wiadomo, przeptywy dyfuzyjne maja miejsce jedynie w uktadach wielosktadniko-
wych. Poza tym, gdy ukladem odniesienia ruchu skiadnikoéw jest ruch $rodka masy uktadu,

suma przeptywow dyfuzyjnych wszystkich sktadnikéw réwna si¢ zeru, tzn.
> J3,=0 2.12.
i=1

gdzie i=1,2,...n numeruje sktadniki uktadu.

Sume te mozemy rozbi¢ na dwie czgsci sktadowe:

n—1
J+3 =0 2.13.

i=1
wobec czego przeplyw n-tego sktadnika mozna zastapi¢ wyrazeniem:
J, ==, : 2.14.
i=1

Zrédto entropii (wg 2.2, przy X , = 0) w rozpatrywanym ukfadzie ma wigc postac:
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n—1
0:%(2J[XL n JnX'n) , 2.15.

i=1
a po uwzglednieniu 2.14:
1 & : ,
az?;.],.(xi—xn) . 2.16.
Z ostatniego réwnania widzimy, ze réznice X, — X, mozna traktowaé jako nowe

bodzce termodynamiczne przeplywow dyfuzyjnych poszczegolnych skladnikow i (przy

i=1,2,..n).

2.2.1. DYFUZJA W UKLADACH DWUSKLADNIKOWYCH

Zgodnie z juz poznang postacig bodzca przeptywéw dyfuzyjnych X, — X , réwnanie
fenomenologiczne przeptywu, np. sktadnika 1 w uktadzie dwusktadnikowym ma postaé:
Ji =L, (X -X;) 2.17.
(przy czym J, =-J,). Bodziec termodynamiczny tego przeptywu (wg 2.11), w ktorym wro-

cimy jednak do zapisu jak w 2.6, mozna wyrazi¢ rOwnaniem:

5 (i 7 o op
X, -X, :(Vz—Vl>gmdp + F, -F, —(ﬁy:jgmd i +(ay22)grad V, . 2.18.

Zauwazmy, ze:

n+y,=1, grady, =—-grady, , oraz  dy,=-dy, , 2.19.

wobec czego sumg ostatnich dwoch wyrazow rownania 2.18 przeksztatcimy do postaci:

—(@—@J grad y, . 2.20.
ay, Iy

Wyrazenie to mozna przeksztalci¢ dalej w nastepujacy sposob.
Jak wiadomo, potencjaty chemiczne wszystkich sktadnikéw roztworu (w stalej tempe-

raturze 1 ci$nieniu) sg zwigzane rownaniem Gibbsa - Duhema o ogdlnej postaci:

iyi du; =0 : 2.21.

W przypadku rozpatrywanego uktadu rownanie to mozna je zapisac jako:

yl(aﬁlj dy, + yz(ﬂ%j dy,=0 : 2.22.
n Y,

Po zastapieniu y, w dy, przez 1-y, otrzymamy:
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&(@j __ | 223,
¥, \ oy, oy,

Wobec powyzszego wyrazenie 2.20 mozemy przedstawic jako:

_(1_{_&}(@) grad y, =—L(@] grad y, , 2.24.
Y,/\ Oy, Y, \ o

a po podstawieniu pochodnej potencjatu chemicznego po utamku masowym (wedhug 2.8)
przyjmie ono postac:

1 RT Jlnaq,

y, M, Iy,

grad y, . 2.25.

Zwro¢my obecnie uwage na to, ze rozbicie aktywnosci sktadnika 1 na iloczyn st¢zenia

¥, 1wspolczynnika aktywnosci f,, oraz zastagpienie Jlny, przeziloraz &),/y, pozwala na

przedstawienie pochodnej logarytmu aktywnosci sktadnika po utamku masowym (y, = p,/ p)
W postaci: dlna, = L(l +%j . 2.26.
N N Jlny,

Podstawiajac ostatnie wyrazenie do 2.25 mozna stwierdzi¢ ostatecznie, ze suma dwoch

ostatnich wyrazow w 2.18. daje si¢ przedstawi¢ jako:

__RT @+amﬁ
Myy,\ Oy

j grad y, . 2.27.

Wobec powyzszego bodziec przeptywow dyfuzyjnych jest nastgpujaca sumg trzech sktado-
wych:

RT [L+amﬁ

grad y . 2.28.
My, o"lnylj 1

X,-X, =(V,-V,)grad p + (F,-F,) -

Podstawienie powyzszego wyrazenia do 2.17 pozwala na przedstawienie przeptywu dyfuzyj-

nego za pomocy nastgpujacej zaleznosci:

RT (l+amf;

grad y . 2.29.
M.y, am%j ]

J, =1, (Vz_ﬁl)g’"adp + F -F, -

Zgodnie z tym rownaniem przeptyw dyfuzyjny moze si¢ sktada¢ z tzw. dyfuzji cis$nie-
niowej pod wptywem grad p, dyfuzji pod wptywem sit zewngtrznych F, 1 F, oraz dyfuzji

stezeniowej pod wptywem grady,.
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2.2.2. CHARAKTERYSTYKA PODSTAWOWYCH TYPOW DYFUZJI

2.2.2.1. Dyfuzja ci$nieniowa

Bodzcem takiej dyfuzji jest gradient ci$nienia. W uktadach ciggltych gradient cisnienia
wystepuje, np. w ziemskim polu grawitacyjnym, w ktéorym F, =F, =F, =—g (g oznacza
przyspieszenie ziemskie). Jesli uktad znajdujacy si¢ w polu grawitacyjnym osiaggnie stan row-
nowagi mechanicznej (brak przyspieszenia, tzn. dv/dt =0) , to przeptywy dyfuzyjne sktadni-
kéw staja sie rowne zeru. Uktad osiggnie stan stacjonarny charakteryzujacy si¢ powstaniem
okreslonego gradientu ci$nienia i okreslonych stezen sktadnikéw. Wobec tego rownanie 2.29.
(przy J, =0, L, >0 oraz F, —F, =0) pozwala na przedstawienie nastgpujacej zaleznosci
pomiedzy ustalong niejednorodnoscia stezenia sktadnika (np. grad y, ) oraz gradientem ci-
$nienia, ktdry t¢ niejednorodnos$¢ spowodowat:

v S
grad y, = ), (Y =1) grad p ) 2.30.

R7 149/
dlny,

Jesli sktadnik 1 ma mniejsza whasciwa objetos¢ czastkowa V, niz sktadnik 2 to znaki

grad y, 1 grad p sa zgodne. Oznacza to, ze w obszarze o wyzszym cisnieniu (blizej po-

wierzchni ziemi, a w polu grawitacyjnym wytwarzanym w wirdwce blizej obwodu zewnetrz-
nego) znajduje si¢ wyzsze stezenie tego wiasnie sktadnika. Natomiast sktadnik 2 o wyzszym

V,, czyli o mniejszej gestosci) gromadzi si¢ w wyzszych strefach uktadu.

W przypadku uktadoéw, w ktérych przy znanym grad p udaje si¢ "zarejestrowac" zroz-

nicowanie stezenia sktadnika, mozna postuzy¢ si¢ rownaniem 2.30 do oznaczenia masy molo-
wej sktadnika. Mozliwos¢ takg wykorzystuje si¢ przy zastosowaniu ultrawirowki. Nalezy jed-
nak zna¢ objetosci wlasciwe sktadnikow. Takie oznaczanie "jakosciowe" skladnika jest znacz-
nie uproszczone w przypadku badania roztworu silnie rozcienczonego. Wtedy bowiem wyraz

Jln f

Jlny,

aktywnos$ciowy jest praktycznie rowny zeru.

2.2.2.2. Dyfuzja i ruchliwo$¢ sktadnika w uktadzie bez sit zewnetrznych 1 bez gradientu ci-

$nienia
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W wybranym uktadzie réwnanie 2.29 wyrazajace przeptyw dyfuzyjny sktadnika

upraszcza si¢ do postaci:

y-_1 RT [Hﬁlnfl

grad y, . 2.31.
My, ﬂnylj 1

Ostatnie rownanie mozna doprowadzi¢ do postaci tzw. I prawa Ficka:
3 mony =D, grad c, , 2.32.

gdzie: J, ., oznacza przeptyw molowy ( mol m=2s-1),

cj - stezenie molowe,

natomiast wspotczynnik proporcjonalnosci pomiedzy ujemnym gradientem st¢zenia i

przeplywem (molowym) sktadnika D, jest nazywany wspolczynnikiem dyfuzji

skladnika w danym ukladzie.
Zauwazmy, ze stezenie w utamkach wagowych y; mozna przeksztatci¢ do wyrazenia:
yi=c;M; p!, zatem grady; = M; pgrad c;. Poza tym przez podzielenie 2.31 przez mas¢
molowg otrzymuje si¢ wyrazenie definiujgce przeptyw molowy. Mianowicie:

RT (1+0”ln f,
My y,p dlny,

I oy =Ly Jgrad ¢ . 2.33.

Pordwnanie tego rownania z 2.32 wskazuje, ze wspotczynnik dyfuzji D, jest robwny:

p =1, [1+é’lnf1J:Dl_ [1+%j . 2.34.
My, y,p lny, “\ Iy,

Wobec tego przeptyw dyfuzyjny sktadnika w kg m=2 s~1 (wg. 2.31) mozna przedstawi¢ jako:
J,=-D,pgrady, . 2.35.

Uwaga: [D;]1=m2s; [p]=kgm?; [grady;]=m" -

Powr6¢my obecnie do przeptywoéw poszczegoélnych sktadnikéw w izotermicznych,
doskonatych uktadach (roztworach) wielosktadnikowych, bez gradientu ci$nienia i sit ze-
wnetrznych, 1 bez uwzgledniania sprz¢gania si¢ sktadnikow. Ujecie takie prowadzi do rownan
dyfuzji stgzeniowej, odpowiadajacych klasycznym postaciom I-go prawa Ficka.

Za bodziec przeplywow wybieramy ujemny izotermiczny gradient molowego potencja-

tu chemicznego skladnika (analogicznie do 2.5). Wiedzac, ze u,=u’ + RTInc,, mozna go

przedstawi¢ jako:
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—(grad yl.)T =—RT gradlnc, :—CLRT grad c, . 2.36.

1

Przeplyw dyfuzyjny sktadnika i ma zatem posta¢ (analogiczng do 2.31), tzn.:

RT
I oty = _LiiTgrad ¢;=-D, grad c; . 2.37.

1

Uwaga: wspotczynnik L; ma obecnie wymiar: mol’ J' m™ s™.

Wedhug klasycznego ujecia fenomenologicznego (nie uwzgledniajacego sprzgzen po-
miedzy sktadnikami, przeptyw sktadnika przedstawia si¢ jako iloczyn bodzZca - jest nim ujem-
ny gradient potencjatu chemicznego, stezenia oraz wielko$ci u, charakterystycznej dla danego
sktadnika (w rozpatrywanym uktadzie), nazywanej ruchliwoscia. Reprezentuje ona przeplyw
sktadnika w danym uktadzie przy jednostkowym stezeniu i jednostkowym gradiencie poten-
cjatu chemicznego.

(Mozna sugerowac stosowanie nazwy: ruchliwos¢ dyfuzyjna u; dla odrdznienia od podobnie
definiowanej ruchliwosci jondw elektrolitu w polu elektrycznym U; , ktérg nalezaloby nazy-
wac ruchliwoscia elektryczng.)

Wobec powyzszego przeptyw sktadnika jest przedstawiany rGwnaniem:

I mory = —u;¢,(grad p;) . 2.38.
Po podstawieniu wyrazenia reprezentujacego gradient potencjatu chemicznego, np. wg 2.36
przeptyw J, przyjmuje prosta postac:

3 mory = —u; RT grad c, . 2.39.
Poréwnujac z kolei ostatnie rownanie z juz podanym rownaniem Ficka ( 2.37) mozna sformu-
towa¢ wyrazenie reprezentujace wspotzaleznos$¢ ruchliwosci 1 wspotczynnika dyfuzji sktadni-
ka w danym uktadzie:

D, =u; RT , 2.40.
przy czym u, =1L, /c; .
Jednostky statej gazowej jest J K~' mol™', temperatury K a wspotczynnika dyfuzji: m* s,

zatem wg 2.40 jednostka ruchliwosci dyfuzyjnej u, jest m* s~ J~' mol.

Rownanie 2.40 jest nazywane relacja Nernsta - Einsteina.
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Warto zauwazy¢, ze w ukladzie charakteryzujacym si¢ niejednorodnoscig stezenia
sktadnika tylko w jednym kierunku, np. x grad c¢; redukuje si¢ do pochodnej stezenia po tym
kierunku 1r.2.39 sprowadza si¢ do klasycznej postaci rownania I-go prawa Ficka:

J=-n% 2.41.
0x

2.2.2.3. Przeptyw sktadnika pod wplywem pola elektrycznego - migracja jonow

W przypadku sktadnikéw posiadajacych tadunki elektryczne znacznie czgdciej niz z
ruchliwos$cig sktadnika u, spotykamy si¢ z tzw. ruchliwos$cig elektryczng U, . Reprezentuje
ona mobilno$¢ takiego sktadnika w polu o jednostkowym gradiencie potencjatu elektrycznego
1 jednostkowym stezeniu. Jest zatem wielko$cig charakteryzujaca zdolno$¢ danego sktadnika
(np. jonu, czastki koloidalnej, czasteczki polielektrolitu) do przenoszenia tadunku elektryczne-
go, czyli do tzw. migracji.

Bodziec termodynamiczny migracji jest uyjemnym gradientem izotermicznego potencja-

tu elektrochemicznego, co wynika bezposrednio z juz poznanej ogolnej postaci bodzca
przeptywow dyfuzyjnych (2.5) po przyjeciu, ze F, = —z, F grad ¥ 1 zastosowaniu molowego

potencjalu chemicznego. Mianowicie:

X, =—(grad 11,), = —(grad p,), —z,F grad ¥ 2.42.

gdzie: [, oznacza molowy potencjat elektrochemiczny sktadnika, £, - molowy potencjat chemiczny,
z, - wartosciowos¢, oraz ¥ - potencjat elektryczny.

W uktadzie izotermiczno izobarycznym, jednorodnym wzgledem aktywnosci sktadni-
kow, bodziec przeplywu migracyjnego przyjmuje postac:

X, =-z,Fgrad ¥ . 2.43.

imigr.
Przeptyw migracyjny, a $cisle przeplyw dyfuzyjny pod wptywem pola elektrycznego
mozemy obecnie zapisa¢ w postaci rOwnania analogicznego do 2.38 , mianowicie:

=—u,c, z,Fgrad ¥ . 2.44.

imigr.
Rownanie 2.44 mozna rowniez zapisa¢ formalnie jako:

J =-U, ¢, grad ¥ , 2.45.

i migr.

gdzie: U, =uz,F 2.46.
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nosi nazwe¢ ruchliwosci elektrycznej skladnika. Jest ona liczbowo rowna przeptywowi
sktadnika posiadajacego tadunek z, /7 w polu o jednostkowym gradiencie potencjatu elek-

trycznego i jednostkowym st¢zeniu.

Jednostka ruchliwosci elektrycznej jest: m’° V' 's™!

. Wobec powyzszego, rownanie
2.40 mozna przedstawi¢ w postaci wigzacej ruchliwos¢ elektryczng ze wspdtczynnikiem dyfu-
zji sktadnika jonowego (tzw. relacja Nernsta - Einsteina) jako:

DY 2.47.
RT  zF

2.23. DYFUZJA W CIAGLYCH IZOTERMICZNYCH UKLADACH WIELO-
SKEADNIKOWYCH

Ograniczymy si¢ do uktadow bez sit zewngtrznych i bez gradientu ci$nienia, ztozonych
ze sktadnikéw niejonowych.
Ogolne rownanie przeplywu dyfuzyjnego sktadnika niejonowego i w takich uktadach ( przy

bodzcach jak w 2.5 i 2.6) ma postac:

n—1
J =2 (X, -X,) : 2.48.
j
w ktorej: X, =—(grad u,),, 2.49.
n—1 )
oraz : (grad pu;);, = Z ~ grad y, ) 2.50.
k k

przy czym yj oznaczaja utamki masowe.

Po podstawieniu rownania 2.50 1 2.49 do 2.48 otrzymujemy:

LS RLVIR Y
J, == LJ(;}— grad y, . 2.51.
y k

1
ik

n-1 oAu. —u
Wyrazenie: ZL[jl[('u%}—'u")j jest nazywane uogoOlnionym wspotczynnikiem dyfuzji
kP k

oznaczanym przez D, .

Wobec tego réwnanie 2.51 sprowadza si¢ do tzw. uogélnionego rownania dyfuzji Ficka o

postaci:

n-1
J, = —ZDikpgrad Vi . 2.52.
k



72

Z ostatniego roOwnania wynika interesujacy wniosek. Poniewaz przeptyw dyfuzyjny
kazdego sktadnika zalezy od gradientow stezen wszystkich sktadnikéw obecnych w uktadzie,
zatem przeplyw okreslonego sktadnika moze zachodzi¢ nawet w przypadku, gdy jego stezenie

jest w catym uktadzie jednakowe, byle tylko stezenia innych sktadnikow byly zréznicowane.

2.3. PROCESY PRZEWODZENIA CIEPLA W UKLADACH CIAGLYCH

W cigglych uktadach nieizotermicznych obserwuje si¢ przede wszystkim przewodnic-
two cieplne niwelujace niejednorodno$¢ pola temperatury. Istnieja w nich rowniez efekty
sprzgzone, polegajace na sprzeganiu si¢ przeptywu ciepta z przeplywami dyfuzyjnymi sktad-
nikow. Efekty takie, w ukladach bedacych roztworami elektrolitow, wywotuja powstawanie

potencjatu termodyfuzyjnego, a w metalach 1 potprzewodnikach - zjawisk termoelektrycznych.

2.3.1. UKLADY ZAWIERAJACE CZASTECZKI OBOJETNE

W uktadach jednosktadnikowych sytuacja jest wyjatkowo prosta. Istnieje w nich bo-

wiem tylko bodziec przeptywu ciepta X, wywotujacy przeptyw ciepla:
J, =L,X, : 2.53.

Bodziec przeptywu ciepta (1.97a) jest definiowany jako:

grad T
X, =- : 2.54.
T
Stad przeptyw ciepta:
J, = —qu% grad T=-A, grad T 2.55.

gdzie: A, jest wspotczynnikiem przewodnictwa cieplnego.

Ostatni wzor ma posta¢ réwnania Fouriera na przewodnictwo cieplne. Wspotczynnik
A, jest wielkoScig skalarnag w uktadach izotropowych, natomiast w anizotropowych ma cha-
rakter tensora (a doktadniej - tensora drugiego rzedu).

W uktadach dwusktadnikowych, obok przeptywu ciepta wystepuja dyfuzyjne przepty-
wy sktadnikow. Odpowiednie rownania fenomenologiczne sa nastepujace:
a) Przeptyw dyfuzyjny, np. sktadnika 7/

I =L,(X,-X}) + L,X, . 2.56.
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(Wystarczy napisac tylko to jedno réwnanie, gdyz jak wiemy, przy zewne¢trznym uktadzie od-
niesienia przeptywu sktadnikow, jedynie przeptyw jednego ze sktadnikow jest wielkoscig nie-
zalezng 1 J, =-J,).
b) Przeptyw ciepta:
J,=L,(X -X,) + L,X, : 2.57.
Poszczegodlne symbole w rownaniach 2.56 i 2.57 oznaczaja:
X'l oraz X; - bodzce termodynamiczne przeptywu dyfuzyjnego sktadnikow 7 i 2,
X, - bodziec przeptywu ciepta,
Lij - wspotczynniki fenomenologiczne.
(Wg relacji przemienno$ci Onsagera L, = L, .)
Wprowadzimy obecnie nastgpujace podstawienie:
L,=L,0 : 2.58.
w ktorym O, nosi nazwe wlasciwego ciepta przenoszenia sktadnika 7 .

Wobec tego rownania 2.56 i 2.57 przybieraja postac:
J = LH[(X; -X,) + Q;‘xq] 2.59.

oraz J,=L,0(X,-X,) + L,X, 2.60.

Uzasadnienie nazwy wspolczynnika O :
Przy zalozeniu, ze uklad jest jednorodny wzgledem temperatury, (X, =0) réownania
2.59 1 2.60 sprowadzaja si¢ do:
Jo=Ly(X,-X,) . 2.62.
Z kolei po podstawieniu rownania 2.61 do 2.62 otrzymujemy:
T)x0=3,0 . 2.63.
Z ostatniego roéwnania wynika, ze: wlasciwe cieplo przenoszenia skladnika jest prze-
ptywem ciepla (tzn. energii wewngtrznej) wywotywanym przez jednostkowy przeptyw dyfu-
zyjny skladnika, w uktadzie izotermicznym, tzn. bez udzialu bodzca przeplywu ciepta
(0; =J,przy J, =1,0raz X =0).

Wielkos¢ (J ) X,=0 (wedtug rownania 2.63) reprezentuje zatem przeptyw ciepta wywo-

tywany sprzeganiem si¢ przeptywu dyfuzyjnego z przeptywem ciepta. Jest on nazywany efek-
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tem Dufoura. (W ukladzie zawierajacym wodor 1 azot efekt ten prowadzi do ustalenia si¢
kilkustopniowej roéznicy temperatur. W uktadach ciektych efekt jest ~1000 mniejszy, dlatego
nie zostal dotad zaobserwowany.)

Jak wykazemy nizej, przeciwstawnym zjawiskiem krzyzowym jest tzw. efekt Soreta
nazywany rowniez termodyfuzja. Reprezentuje on bowiem przeptyw sktadnika wywolany
jedynie gradientem temperatury. Ponizej zostang przedstawione zaleznosci iloSciowe opisujace
obydwa efekty:

W tym celu nalezy sformutowaé wpierw wyrazenia reprezentujace bodzce:

a) przeptyw ciepta (wg 2.54)
q

X :—% grad T oraz 2.64.

b) przeptyw dyfuzyjny (wg 2.28 przy zatozeniu, ze uktad jest izobaryczny i nie dziatajg sily

zewngtrzne):

X, - X, = -

RT (1+ Al f,

grady . 2.65.
My,y, é’lnylj 1

Po podstawieniu 2.6412.65 do 2.59 1 2.60 otrzymujemy:

RTL 1
J, =- = [1+ d Ilf,j grady, — Loy grad T 2.66.
Myy, \ dlny, r
'RT L ol L
oraz J, :—Ql & (1+ nfl} grady, — — grad T . 2.67.
M y\y, dlny, r

Ostatnie dwa réwnania uzyskuja bardzo prosta form¢ po wprowadzeniu nast¢pujacych ozna-

czen:

a) %=/10 nazywane wspolczynnikiem przewodnictwa cieplnego analogicznie do
2.57 i 2.62,
RT L ol

b) = l(1+ nf 1} = D,, - wspélezynnik dyfuzji skladnika 1 (wg 2.34),
Myy, p\ Flny,
LllQl* * . o .

c) ———— =D, , nazywany wspolczynnikiem termodyfuzji.

Tyy,

Zatem ostateczna posta¢ rownan przeptywu sktadnikow 1 ciepta jest nastepujaca:
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J,=-D pgrad y, — D, y,y, grad T 2.68.

efekt Soreta
oraz J, = -D,pQ; grad y, — A, grad T . 2.69.
efekt Dufoura
Drugi sktadnik roéwnania 2.68 reprezentuje efekt krzyzowy, nazywany termodyfuzja,
natomiast pierwszy sktadnik réwnania 2.69 reprezentuje efekt Dufoura:
Wobec powyzszego:

efekt Soreta = -D; y,y, grad T 2.70.

oraz efekt Dufoura = —D, pQ, grad y, . 2.71.

Termodyfuzj¢ mozna zdefiniowa¢ w podobny sposéb jak ciepto przenoszenia. Zaktada-

jac, ze uklad jest jednorodny wzgledem ste¢zen, czyli grad y, =0, rownania 2.66 1 2.67 spro-

wadzaja si¢ do:
L *
J, = _ Lo grad T 2.72.
T
oraz J = L dT 2.73
=T gra . 3.

Podstawienie rownania 2.73 do 2.72 prowadzi do wyrazenia:

L
L

a9

J, = 0,J, : 2.74.

przy grady, =0.
Definiuje ono termodyfuzje jako przepltyw dyfuzyjny sktadnika wywotany jedynie jednostko-
wym przeplywem ciepta (J, =Q, L,/ L, przyJ, =1).

Rozpatrzmy obecnie specyficzny stan uktadu, jaki powstaje przy ustalonym gradiencie
temperatury i doj$ciu uktadu do stanu stacjonarnego. Jak wiadomo, w stanie stacjonarnym
wszystkie przeptywy sprz¢zone, tzn. nie skoniugowane z bodzcem wywotujagcym stan stacjo-

narny, sg rowne zeru. W rozpatrywanym uktadzie zerowa warto$¢ przyjmuje zatem przeptyw

sktadnika 1, tzn.: J, =0 .
Stad, wg 2.68:

D,p grad y, =-D,y,y, grad T 2.75.
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*

D
oraz gradlny, = —D—l v, grad T 2.76.

1

D; dl
albo DL PEAEAV, _ g1 . 2.77.
D, v, grad T

Ostatnie rownanie definiuje tzw. wspolczynnik Soreta.

Réwnanie 2.76 wyraza (maksymalny) gradient utamka masowego sktadnika, jaki usta-
li si¢ w uktadzie nieizotermicznym przy ustalonym gradiencie temperatury.

Warto$¢ ustalajacego sie gradientu stezenia reprezentuje wigc charakterystycznag, nie-
jednorodng pod wzgledem stezen, strukture ukladu stacjonarnego. Istnieje ona tak dlugo, jak

dhlugo bedzie utrzymywana stata wartos¢ grad T'. Po wyréwnaniu temperatury uktad ulegnie

samorzutnej zmianie polegajacej na wyrdwnaniu stezenia.

2.3.2. UKLADY ZAWIERAJACE ROZTWORY ELEKTROLITOW

Obiektem rozwazan bedzie obecnie trdjsktadnikowy uktad izotermiczno izobaryczny,
ztozony z elektrolitu binarnego 1 rozpuszczalnika. Zaktada si¢, ze na uklad dziata jedynie pole
elektrostatyczne. Poszczeg6lne sktadniki uktadu sa oznaczane jako: 1 - kation; 2 - anion; O -
rozpuszczalnik. Jako szybko$¢ odniesienia ruchu jonow przyjmuje si¢ $rednig szybko$¢ ruchu
rozpuszczalnika. (Przy tak wybranej szybkosci odniesienia J, =0).

Celem jest okreslenie wielko$ci poszczegdlnych wspotczynnikow fenomenologicznych
1 poznanie relacji wigzacej gradient stezen i gradient potencjalu elektrycznego. Zaktadamy
przy tym, ze sprze¢zenia pomiedzy jonami i rozpuszczalnikiem mozna pomingcé.

Réwnania fenomenologiczne przepltywu jondw moga by¢ zatem przedstawione jako:

J, = Lll(X'l _X'o) + le(X; —X'0) 2.78.
oraz J,=L,X,-X,) + L,(X,-X,) : 2.79.

W réwnaniach uwzgledniono relacje Onsagera o rownosci wspdtczynnikdéw niediagonalnych.
Bodzce termodynamiczne przeptywu dyfuzyjnego jonow (wg 2.28) przy uwzglednieniu

sit pola elektrycznego: F, = —e, grad ¥, gdzie ¥ oznacza potencjat pola, maja posta¢ ( uwa-

ga: F =0, gdyz e, =0 oraz gradp=0):

(X, -X,)=-

RT (1+ Sl f,

rad y,— e. grad ¥ s 2.80.
My,y, ﬂlny,-] seesmas
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gdzie: i =1, 2 numeruje sktadniki jonowe.
Jesli zalezno$¢ wspolczynnika aktywnosci f; od st¢zenia mozna poming¢ (co jest

stuszne w roztworach rozcienczonych), to 2.80 upraszcza si¢ do:

(X, -X)=-

grad y, — e, grad ¥ . 2.81.

Po wprowadzeniu wspodiczynnika dyfuzji (dla mieszanin idealnych) wg 2.34:

RT

D, =—"1, , 2.82.
Y Myy.p
otrzymujemy nastepujace rownanie okreslajace przeptyw skladnika i :
Diu = DJ"; =
J,=-L, p?gradyi + e grady| - L p L”. grady, + e, grad y . 2.83.
ii /)

Z ostatniego rownania wynika, ze przeptyw jondéw w roztworze jest zlozony z cze¢sci
wywolanej przez gradienty stezen oraz z czg¢$ci wywolanych przez gradient potencjatu elek-
trycznego. Poszczegdlne udziaty w catkowitym strumieniu danego jonu nosza nazwe strumie-
nia dyfuzyjnego 1 migracyjnego. Obydwa sa wywotywane odpowiednio, stezeniowg 1 poten-
cjatowa sktadowa bodzca przeptywu.

Zatem: J,=Jd, +J 2.84.

i migr-.
Warto w tym miejscu zaznaczy¢, ze w roztworach o rozcienczeniu nieskonczenie wiel-
kim oraz przy Lj; = 0 przeptyw skladnika zalezy tylko od jego tadunku oraz gradientu jego
stezenia 1 potencjatu elektrycznego (prawo niezaleznej wedrowki jonow).
Dos$wiadczalne wyznaczanie wspotczynnika dyfuzji jondéw D, w roztworze wymaga-

toby rowniez wyznaczenia pradu migracyjnego I .. Mozna jednak tego unikna¢ wyznacza-

migr.
jac D, w pomiarze tzw. samodyfuzji.

Samodyfuzja charakteryzuje zdolno$¢ sktadnika do przemieszczania si¢ w roztworze
jednorodnym, w ktérym wzajemne sprzeganie si¢ sktadnikow moze by¢ pominiete. Samody-
fuzja charakteryzuje wiec ruchliwo$¢ sktadnika w warunkach, gdy nie ma réznicy stgzen, a sitg
napgdowa ruchu jonéw jest tylko energia ruchow kinetycznych. Przemieszczanie si¢ jondw w
takich warunkach mozna obserwowac¢, gdy pewng liczbg rozpatrywanych jondéw zastagpimy ich
izotopem promieniotworczym wprowadzonym tak, ze powstanie okre§lony gradient stezenia
tego izotopu. Przyjmujemy przy tym, ze jon 1 jego izotop majg identyczne wlasciwosci, przy-

najmniej w obserwowanych ruchach dyfuzyjnych.
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Wobec powyzszego, przeptyw izotopu skladnika "i" wywotany przez gradient jego

stezenia mozna przedstawi¢ rGwnaniem:
J. =-Dp grad y; , 2.85.
gdzie D, oznacza wspotczynnik samodyfuzji.
Na podstawie oznaczen zmian st¢zenia izotopu w uktadzie oraz pomiaru przeplywu
mozna zatem obliczy¢ wspotczynnik dyfuzji izotopu danego jonu, identyczny z wspotczynni-
kiem samodyfuzji jonow i w ukladzie.

W uktadach wybranych do pomiaru wspotczynnikoéw samodyfuzji grad ¥ =0, zatem

(zgodnie z 2.82 1 2.83) przeplywy poszczegolnych jondw mozna przedstawi¢ rGwnaniami:

RT
J, =~ L, grad y, , 2.86.
My,y,
oraz J, = —iLzzgrad Y, . 2.87.
M;y,y,

Wobec powyzszego, z poréwnania 2.82 1 2.85, przy podanym juz zastrzezeniu o identycz-
nych wlasciwo$ciach transportowych izotopéw wynika, ze

M * M *
L, =ﬂle oraz L, =MpD2 : 2.88.

RT RT
Wartosci obydwu diagonalnych wspoétczynnikéw fenomenologicznych mozna zatem obliczy¢,
znajac wartosci wspotczynnikow samodyfuzji obydwu jonow.
Niezbedne jest jeszcze ustalenie rOwnania pozwalajacego na obliczenie wspotczynni-
kow krzyzowych, a wlasciwie tylko jednego, np. L,,, gdyz L,, = L, .-W tym celu zauwazmy,
ze strumien tadunku elektrycznego utworzony z udziatow wnoszonych przez obydwa jony:

1=¢J, + &J, 2.89.

jest rowny iloczynowi wilasciwego przewodnictwa elektrycznego roztworu k1 gradientu

potencjatu elektrycznego grad ¥ . Zatem:

I=—x« grad ¥ . 2.90.
Z 2.89 1 2.90 wynika, ze:
K = _M X 2.91.
grad ¥

Jak wiadomo, przewodnictwo wiasciwe roztworu jest wiasciwoscig roztworu jednorodnego

wzgledem stezen, (w ktorym grad y, =0). Stad wedlug 2.84:
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J =J, oraz J =J, , 2.92.

Imigr. 2 migr.

gdyz przeptywy jonow odbywaja si¢ jedynie pod wptywem grad ¥.

Wobec powyzszego, wg 2.83 przeptyw obydwu jondéw mozna przedstawi¢ rOwnaniami:

J, =-L,egrad ¥ — L,e, grad ¥ 2.93.

oraz J,=-L.e grad ¥ — L,e, grad ¥ . 2.94.
Stad, wg. 2.91:

k=e'L,+2eeL,+e L, : 2.95.

Po podstawieniu wspotczynnikow diagonalnych, wg 2.88 1 odpowiednich przeksztalceniach

mozna otrzymac nastgpujace wyrazenie:

1 . M . M
L,= (K‘—Dl péf% — D:pe; %} . 2.96.

OtrzymaliSmy zatem rownanie pozwalajace na obliczanie trzeciego, niediagonalnego
wspotczynnika fenomenologicznego, ktory reprezentuje oddziatywania pomiedzy przeplywa-
mi obydwu rodzajow jonow.

Problematyka proceséw i1 wiasciwosci transportowych w roztworach elektrolitow jest
bardzo obszerna. Zwlaszcza istotne jest poznanie wzajemnych relacji pomiedzy wspotczynni-
kami fenomenologicznymi a takimi wlasciwo$ciami jak molowe przewodnictwo jonowe, licz-
by przenoszenia, wspotczynniki dyfuzji w jak najszerszym zakresie stezen [18-20]. Interesuja-
ce jest porownanie opisu termodynamicznego, za pomoca wspotczynnikow fenomenologicz-
nych z klasyczng teorig przewodnictwa elektrolitow mocnych i jej rozszerzeniami [21], np.
wyjasnienie efektow elektroforetycznego i relaksacyjnego, tworzenia asocjatow jonowych,
solwatacji 1 kompleksoéw solwatacyjnych [18].

Na zakonczenie warto przytoczy¢ wniosek Millera [19], Ze interpretacja wlasciwosci
wspotczynnikéw fenomenologicznych, zwlaszcza wspotczynnikéw krzyzowych, pozwala na
bardziej wnikliwg interpretacje stanu i wlasciwosci transportowych jondw w roztworach niz

opisy oparte jedynie na analizie klasycznych wielkos$ci eksperymentalnych.

2.3.3. POTENCJAL DYFUZYJNY W ROZTWORZE ELEKTROLITU

Jak wiadomo, dyfuzja polega na indywidualnych ruchach kinetycznych pojedynczych

sktadnikow zgodnie z kierunkiem (lokalnego) wektora: —grad c;. W przypadku elektrolitu
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mocnego dyfuzja polega na przemieszczaniu si¢ poszczeg6dlnych jondw (dysocjacja jest bo-
wiem catkowita). Kationy 1 aniony elektrolitu charakteryzujg si¢ jednak réznymi ruchliwo-
Sciami, co stwarza tendencje do wyprzedzania jondw "wolniejszych" przez "szybsze". Pomimo
tego, w makroskopowo rozroznialnych elementach objetosci, nie dochodzi do separacji tych
jondéw. Podlegaja one bowiem silnym oddziatywaniom elektrostatycznym, ktére wywoluja
istnienie lokalnych gradientéw potencjatu elektrycznego, nie pozwalajacego na zbytnie odda-
lanie si¢ kationéw 1 aniondéw. Jony szybsze sa wstrzymywane, a wolniejsze przyspieszane tak,
ze dyfuzyjny strumien elektrolitu sklada si¢ ze stechiometrycznej liczby anion6éw i kationow, a
w poszczegolnych elementach objetosci roztworu jest zachowany warunek elektroobojetnosci.
Wymienione gradienty potencjatu, warunkujace "stechiometryczng" dyfuzje elektrolitu nosza
nazwe potencjatu dyfuzyjnego elektrolitu.

Ustalimy obecnie wielko$¢ tego potencjatu w zaleznosci od wywotujacego go bodzca
dyfuzji elektrolitu, tzn. od gradientu st¢zenia jondéw w roztworze.

W tym celu zdefiniujemy wpierw liczby przenoszenia (elektryczne) kationéw 1 anio-
noéw w danym roztworze. Zgodnie z definicja, liczba przenoszenia jonu reprezentuje wielko$¢
pradu elektrycznego (zatem rowniez tadunku) przeniesionego przez dany rodzaj jonéw, w sto-
sunku do warto$ci pradu przeniesionego przez wszystkie jony obecne w roztworze. Jezeli za-
tem prad catkowity przedstawimy réwnaniem 2.89, to liczby przenoszenia sa wyrazane przez:

_ed, eJ,

t, = oraz t, = N , 2.97.

przy czym: t+t,=1 . 2.98.
Podstawiajac rownania 2.93 1 2.94 oraz 2.90 do 2.97 otrzymujemy:

_2 —_——
_& L, +ee L,

t 2.99.

K

—2 ——
_5 Ly, +ee,L,

oraz t, 2.100.

K

Jak juz stwierdzilismy dyfuzja elektrolitu odbywa si¢ z zachowaniem elektrooboje¢tno-
$ci, co oznacza, ze wartosci bezwzgledne tadunkow przenoszone (w jednostce czasu) przez
jony dodatnie i ujemne s3 sobie rowne, a suma przeniesionych tadunkow jest rowna zeru.
Oznacza to, ze rOwniez:

I=¢J,+eJ,=0 . 2.101.
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Stad, po podstawieniu przeptywoéw molowych J, oraz J,, w ktorych bodzce termodyna-

miczne zostang wyrazone rownaniami 2.80 bez wyrazow aktywno$ciowych i po pewnym upo-

rzagdkowaniu otrzymuje si¢ nastgpujace wyrazenie:

L el e L e L
—«gmiT:RTﬂ 9fu | & ”jgmdyﬁ( “n %12jgmih}.lm2

Myy, My, Myy,y,  My»,,

Dalszy tok wyprowadzenia wyrazenia definiujacego grad ¥ polega na przeksztatceniach tego
réwnania. W tym celu zauwazmy, ze

a) do kazdego ze sktadnikow prawej strony rownania 2.102 mozna wprowadzi¢ roz-
szerzenie e, /e, , uzyskujac w mianownikach iloczyny M.e, réwne lfadunkom molowym da-
nego jonu. Ladunki te przedstawia si¢ zwykle jako iloczyny warto§ciowosci jonu i fadunku F
(stala Faradaya), tzn. z [,

b) wielkosci y, oraz y, sa ulamkami masowymi jonéw tego samego elektrolitu i stad
spetniaja warunek elektroobojetnosci. Mozna zatem napisac:

e grad y, =—e,grad y, oraz yie =—ye, . 2.103.
Wynika stad, ze:

grad y, =4 grad y, = grad y, . 2.104.

Z N
Po wprowadzeniu tadunkéw molowych z F' i z,F' oraz zastapieniu grad y, przez wyrazenie

2.104 stwierdzamy, Ze:

jgrad » . 2.105.

—K grad y/ — RT (ellel + eleZLIZ + ezszz n 8162[,12

wy,\ zF zF zF zF
Podzielenie ostatniego rownania przez K i uwzglgdnienie definicji liczb przenoszenia (wedlug

2.99 1 2.100) prowadzi do poszukiwanej relacji:

grad vy =— RT (t—lth—z)gmd b2 . 2.106.
yy.F\z  z

Wiaze ona lokalny gradient steZenia z lokalnym gradientem potencjatu elektrycznego, tzn. z
potencjalem dyfuzyjnym elektrolitu.

Roéwnanie 2.106 zastosowane do elektrolitu binarnego ( z, = —z, ), ma postac:

grad vy =— (t1 - tz)grad b2 . 2.107.

Y, F
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Wedlug otrzymanych relacji potencjal dyfuzyjny powstaje jedynie w przypadku dyfuz;ji
jondéw roznigcych sie liczbami przenoszenia, tzn. réznigcych si¢ ruchliwosciami (a wg relacji
Nernsta - Einsteina — rowniez wspotczynnikami dyfuz;ji).

Warto w tym miejscu zwrdci¢ uwage na to, ze gdy zbudujemy uktad, w ktorym jony
dodatnie i ujemne (szybsze i wolniejsze) "ustawia si¢", np. po obydwu stronach powierzchni
granicznej, to utworzy si¢ tam pewnego rodzaju natadowany kondensator o potencjale propor-
cjonalnym do rdznicy stezen i wartosci liczb przenoszenia jonéw. Sytuacja taka powstaje na
styku dwoch roztwordw elektrolitu roznigcych sie stezeniem, poprzez ktérg przebiega proces
dyfuzji. (Obydwa graniczace ze sobg roztwory stanowig wtedy uktad nieciaggly.) Na granicy
faz powstaje wtedy dyfuzyjny potencjat miedzyfazowy, w przypadku granicy dwoch faz cie-
ktych, nazywany zwykle potencjatem dyfuzyjnym. (Opis takich uktadéw zostat zamieszczony

w rozdziale 3.1.1.)
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3. PROCESY TRANSPORTU W UKLADACH NIECIAGLYCH

Omawianie ukladéw niecigglych bedzie ograniczone do najprostszych uktadow, ztozo-
nych z dwoch jednorodnych faz, oddzielonych granicg nieciagglosci. Granice taka moga stano-
wié: porowata przegroda, membrana, kapilara, nawet maly otwér. Winna ona umozliwia¢ wy-
miang energii 1 masy. Poduktady sg wigc wzgledem siebie otwarte. Obie fazy uktadow niecig-
glych sg jednorodne (zapewnia si¢ to przez bardzo dobre mieszanie), co oznacza, ze nie istnie-
ja w nich gradienty wielko$ci intensywnych: temperatury, ci$nienia i st¢zen sktadnikow. Jesli
jednak warto$ci tych parametréw w obydwu poduktadach sg rozne, to na styku podukitadow
wystepuja skokowe, nieciagte réznice wartosci tych parametréw. Istnieja tam zatem bodzce
dla nieodwracalnych, samorzutnych proceséw przenoszenia energii i masy. Z uwagi na zasad-
niczg rdznice pomiedzy tymi wielkosciami a ich odpowiednikami w uktadach ciggtych, tenso-
rowy charakter wielkos$ci nie bedzie zaznaczany. Poza tym w definicjach bodZcow 1 przepty-
wow zamiast wielko$ci odnoszonych do jednostki masy, czyli wiasciwych (potencjaty che-

miczne, elektrochemiczne, przeplywy), beda stosowane wielkosci molowe.

3.1. UKLADY IZOTERMICZNE
3.1.1. DYFUZYJNY POTENCJAL MIEDZYFAZOWY

Rozpatrzymy uklad zlozony z dwoch jednorodnych faz ciektych, jakimi sg roztwory
tego samego mocnego elektrolitu binarnego o ré6znym stezeniu. Uktad jest poza tym izoter-
miczny i izobaryczny. Granic¢ niecigglos$ci stanowi porowata membrana, w ktdrej na skutek
dyfuzji elektrolitu pomi¢dzy poduktadami ustali si¢ okreslona roznica potencjatu.

Zrédto entropii procesow dyfuzji w uktadach nieciagtych (wedtug 1.112) sktada sie z

udziatéw wnoszonych przez dyfuzje poszczegoélnych sktadnikow, tzn.
ZD = z JzXz ’ 3 1 .

gdzie: i= 1,2, ..n numeruje sktadniki, natomiast

J, oraz X, oznaczaja przeplywy i bodzce ( w jednostkach molowych).

Bodziec termodynamiczny dyfuzji poszczegélnych sktadnikéw (wg 1.111b) mozna przedsta-
wic¢ jako:

1. ALl 1.
¥ =a(B)o M Bnr 32
T T
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gdzie: u; oznacza molowy potencjat elektrochemiczny.
Po uwzglednieniu zastrzezenia o izotermicznos$ci uktadu i rozbiciu potencjatu elektro-

chemicznego na sume¢ potencjatu chemicznego u; 1 czesci elektrochemicznej z, FAY wyra-

zenie definiujace bodziec X, przyjmuje postac:
1
X, = —?(A,ul. +z,FAy) : 3.3.

1

Rownanie fenomenologiczne przeptywu sktadnika i rowne sumie liniowych udziatow

pochodzacych od poszczegdlnych bodzcoéw ma postac:
J=YLX 34.
k

gdzie: k= 1,2, i,.n numeruje sktadniki.

Po podstawieniu 3.3 do 3.4 mozna stwierdzié, ze:
< 1
J ==L, ?(A,uk +2z,FAy) . 3.5.
k

Roéwnania fenomenologiczne dla poszczegdlnych sktadnikéw: kationu (1), anionu (2) 1

wody (3) tworzg nastepujacy uktad:

1

J, :—?[L”(A,U]‘f‘ZlFAl//) + le(Aluz—i-ZzFAl//) + L13A,U3] 5 3.6.
1

J, :_?[le(A,u]‘i'Z]FAl//) + LD(A,L[Z-FZZFAI//) + L23Aﬂ3] 5 3.7.
1

J3 =—?|:L13(A/J1+ZIFAV/) + Lzz(Aﬂ2+ZzFA‘//) + L33A,U3] . 3.8.

Jak wiadomo, istota przeptywu dyfuzyjnego elektrolitu jest zachowywanie warunku
elektroobojetnosci. Oznacza to, ze sumaryczny przeplyw tadunkéw jonéw dodatnich i1 ujem-

nych (tzn. nat¢zenie pradu elektrycznego) jest rowny zeru. Zatem analogicznie do warunku
2.100:

I=zFJ + z,FJ,=0 . 3.9.

Podstawienie 3.6 1 3.7 do powyzszego warunku 1 uporzadkowanie wyrazoéw prowadzi do na-
stepujacego wyrazenia wigzacego rdznice potencjatow po obydwu stronach membrany z roz-
nicami potencjatéw chemicznych:

F(2 Ly +22,2,L, + 2 Ly, Ay =
3.10.
_F[(ZILII + ZZLIZ)AIUI + (ZILIZ + Zszz)A/uz + (ZlLla +ZzL23)AIU3]
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Réwnanie powyzsze przyjmuje prosta posta¢ po wprowadzeniu liczb przenoszenia
(elektrycznych) zdefiniowanych jako:

=2l =2t =2 3

1 1
Uwaga: Liczby f, oraz f, sa bezwymiarowe, natomiast #, jest wyrazane w mol Al

Pierwsze dwie liczby reprezentuja juz poznane liczby przenoszenia jondw, trzecia za$
jest masowg liczbg przenoszenia wody w trakcie przeplywu pradu elektrycznego. Jest zatem
miarg strumienia wody przenoszonej przez migrujace aniony i kationy. Przenoszenie jonow i
wody odbywa si¢ w membranie odgraniczajacej obydwa roztwory zewnegtrzne, stad wyzej
przedstawione liczby przenoszenia sg w istocie liczbami przenoszenia w membranie. Stanowig
zatem wielkosci stuzace do charakterystyki membrany w danym uktadzie, np. do oznaczania
selektywnos$ci jonowej membrany.

Pamigtamy, Ze liczby przenoszenia charakteryzuja wiasciwosci sktadnikow w uktadach
izotermiczno - izobarycznych, jednorodnych wzgledem stezen. W takich uktadach: Au, =0,
Ap, =0 oraz Au, =0. Stad, podstawienie przeptywow skladnikow (3.6, 3.7, 3.8), z uwzgled-
nieniem powyzszych warunkow, pozwala na przedstawienie zdefiniowanych wyzej liczb prze-
noszenia za pomoca nastepujacych wyrazen:

Lzl +L,z,z,

t = > 5 , 3.12a.
L,z +2L,z,z, + L,,z,

2
‘= Lyz, +Lz,z, 3.12b
: L“zl2 +2L,z,z, + Lzzzf ’

1 Lz, + Lz,

=— 5 5 3.12c.
F L,z +2L,z,z, + L,z

3

Z kolei podstawienie tych wyrazen do réwnania 3.10 ( i proste przeksztatcenie) prowadzi do

roéwnania;

| t
Ay = ——(—IA/JI +-2 Au, +t3FA,u3j . 3.13.

F\z z,

Ostatnie rownanie, definiujace potencjal dyfuzyjny na granicy podziatu uktadu niecia-

glego, mozna rowniez przedstawi¢ w nastepujacej postaci:

2 .. (a)
Ay =—RTY t/ In—L , 3.14.
1 (a,),
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gdzie t; oznacza tzw. molowe liczby przenoszenia skladnika 1, 2 albo 3, zdefiniowane jako:

t, =—— , t, = , t, =t , 3.15.
1 A F 2 3710

natomiast:

RT ln% jest réznica potencjalu chemicznego sktadnika (przy identycznej
ai 1

temperaturze i ci$nieniu).

Molowe liczby przenoszenia reprezentujg zatem liczb¢ moli sktadnika przeniesiong przez 1
mol tadunkéw elektrycznych i sa wyrazane w takich samych jednostkach (mol A-1 s-1). Warto

doda¢, ze oile t, +¢, =1,tonaogot t, +¢, #1.

Rownania wyrazajace miedzyfazowy potencjat dyfuzyjny AY¥ nosza nazwe¢ wzoréw
Scatcharda. W mniej dokladnych pracach rutynowych sa stosowane uproszczone wzory, nie
uwzgledniajace przenoszenia wody, o postaci:

Ay =-RTY o 1n @1 : 3.16.
i (a,),

1

w ktorych i reprezentuje tylko aniony oraz kationy, natomiast ¢*” oznaczaja tzw. pozorne

liczby przenoszenia.

Pozorne liczby przenoszenia ro6znig si¢ zasadniczo od liczb zdefiniowanych wzorami
3.12 1 3.15 nazywanych liczbami rzeczywistymi. Tylko bowiem rzeczywiste liczby przeno-
szenia sg wielkosciami, uwarunkowanymi $cisle "wyselekcjonowanymi" procesami czystej
migracji jonow, wzajemnym sprzgganiem si¢ kationow, aniondéw i wody, a takze jonow 1 wody
ze "szkieletem" membrany. Swiadczy o tym obecno$é diagonalnych i niediagonalnych wspot-
czynnikow fenomenologicznych w definiujacych je wzorach. Wyprzedzajac dyskusje umiesz-
czong w rozdziale 3.1.8 nalezy juz w tym miejscu wskazac¢, ze efekty sprzegania si¢ sktadni-
koéw z membrang majg swoje odzwierciedlenie w wartosciach wspotczynnikéw diagonalnych
Ly 1 L.

Pozorne liczby przenoszenia s3 wielko$ciami sumarycznymi, ztozonymi z liczb rze-

czywistych i udzialu wnoszonego przez sprzeganie si¢ jonéw z woda. Wzajemna relacja oby-

dwu liczb w przypadku elektrolitow 1:1 jest nastgpujaca: ¢ =t¢, —0.018¢, ¢, [22],

natomiast w przypadku elektrolitow 1:2 - t? =1, -0036¢, ¢, [23].

+
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Liczbg ¢ wyznacza si¢ bezposrednio na podstawie pomiaréw rdznicy potencjatow
ogniwa stezeniowego z membrang, z dwiema elektrodami odwracalnymi wzgledem anionu
elektrolitu (po odjeciu potencjatu miedzyfazowego). Liczbe przenoszenia wody nalezy jednak
wyznaczy¢ w oddzielnym eksperymencie, na podstawie pomiaru elektroosmotycznego przeno-
szenia wody.

Réznice pomigedzy obydwoma rodzajami liczb przenoszenia sa dobrze widoczne na
Rys.3.1., ktory przedstawia liczby przenoszenia jonéw wodorowych w membranie jonowej z

grupami sulfonowymi [23].

=

o _ 1,00 —-nq.\ 2 ® Rys. 3.1. Zmiany liczb przenoszenia
€S _Z w membranie NAFION-120 w roz-
35095/ 1 15§ tworach HySO4 ([23))
&3 090 é’ 1 - pozorne liczby przenoszenia jo-
£8 % 10 @ now wodorowych (wg 3.16.).
83 0.804 3 E 2. - rzeczywiste liczby przenoszenia
g_& ’ —* +05 & jonow wodorowych (wg 3.14.),

N £ 3 - liczby przenoszenia wody.

05 10 15 20
Stezenie (mol/kg H,0)

3.1.2. EFEKTY ELEKTROKINETYCZNE

Efektami elektrokinetycznymi nazywa si¢ procesy wystepujace w izotermicznych,
dwufazowych ukltadach membranowych z roztworami tego samego elektrolitu o jednakowych
aktywnosciach.

W zaleznosci od budowy wybranego uktadu moga w nim wystepowac roéznice cisnien i
roznice potencjatow elektrycznych. Bodzce termodynamiczne procesOw transportu, jakie moga
przebiega¢ przez granice poduktadéw (procesy dyfuzyjne), zostaty juz przedstawione przez

réwnanie 3.2. Zgodnie z nim rownania fenomenologiczne przeptywu sktadnikéw maja postac:

J, :—Zn:LiklAﬁk , 3.17.
7 T
gdzie: L, oznaczaja wspotczynniki fenomenologiczne w rownaniu przeptywu sktadnika i
(Pozostate symbole - jak w juz poznanych rownaniach.)
Potencjal elektrochemiczny jest suma potencjalu chemicznego oraz sktadowej elek-

trycznej, natomiast potencjat chemiczny sktada si¢ z czeséci standardowej (bedacej funkcja
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temperatury i ci$nienia) i aktywnosciowej (RT Ina;). Przy jednakowej temperaturze i aktyw-
nosci sktadnika w obydwu poduktadach, roznica potencjatu chemicznego sktadnika jest zatem

tylko funkcjg ci$nienia w obydwu uktadach, o postaci:
Aty =, =12y =Vipy=p)=Vidp 3.18.
gdzie: p, oraz p, oznaczaja ci$nienia w obydwu poduktadach,
V. - parcjalng objetos¢ molowa, uznana za stala w przedziale od p, do p,,.

Wobec powyzszego roéznicg potencjatu elektrochemicznego mozna przedstawié jako:

Afi, =VAp + zFAy 3.19.

a bodziec dyfuzyjnego przeptywu sktadnika jako:

V. z.F
X.=—LAp — —A . 3.20.
i T \p T "4

Zgodnie z zasada niezmienniczo$ci zrédta entropii dokonamy obecnie nastepujacych

przeksztatcen:

Vi zF Ap Ay
ZD —;«LX:—_;«]I(TAP+ T AW)——JVT—]T , 3.21.

przy czym zostaly wprowadzone dwie nowe wielko$ci reprezentujace przeptywy:
a) Przepltyw objetosci:
J, =2 JV . 3.22.

Jest on przeptywem catkowitej objetosci roztworu przez membrang, gdyz sktada si¢ z
objetosci przenoszonych przez strumienie poszczegdlnych sktadnikow.
b) Przeplyw tadunkow elektrycznych, czyli nat¢zenie pradu przeniesionego przez stru-

mienie wszystkich sktadnikéw:

1= JzF . 3.23.

Jednoczesnie zostala dokonana zmiana pierwotnych bodzcéw na nowe: Ap/T oraz Aw/T.

Wobec tego rownania fenomenologiczne nowych przeptywdw mozemy przedstawi¢ jako:

ren( ) )

Ap Ay
oraz IzL?V(_T + L‘I—"P —T . 3.25.
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Procesy, w ktorych uczestnicza efekty krzyzowe ze wspotczynnikami L, oraz L,,,
reprezentujg w nich tzw. efekty elektrokinetyczne na granicy podukitadow. Dyskusja efektow
elektrokinetycznych zostanie przeprowadzona na przyktadzie tzw. uktadow membranowych, w

ktorych granice nieciaglosci stanowi membrana porowata.

3.1.2.1. Cisnienie elektroosmotyczne

Cisnienie elektroosmotyczne jest efektem wystepujgcym w stanie stacjonarnym oma-
wianego uktadu, wywolanym przez ustalenie statej roznicy potencjatow Ay . Bezposrednim
nastgpstwem tego zjawiska jest przeptyw pradu elektrycznego o nat¢zeniu /. Zgodnie z wia-
sciwosciami standw stacjonarnych, przeptyw nie skoniugowany z ustalonym bodzcem, a jest
nim przeptyw objetosci J, , staje si¢ (w stanie stacjonarnym) réwny zeru, pomimo tego, ze
ustala si¢ okreslona warto$¢ drugiego, sprzezonego bodzca, tzn. réznicy cisnien Ap.

Uktad pomiarowy pozwalajacy na obserwacje cisnienia elektroosmotycznego jest

przedstawiony na Rys.3.2.

AP = —(L,, /L, )AY

J, =0

Rys. 3.2. Schemat uktadu dla pomiaru
ci$nienia elektroosmotycznego.

|.||_@J = (Log ! Ly — Ly AP /T

Stan uktadu charakteryzuja:
przytozona, stala wartos¢ Ay 1 spowodowany tym prad / =0, oraz
ustalona samorzutnie Ap # 0, lecz skoniugowany znig J, =0.

Zaleznos¢ pomiedzy bodzcem wywotujacym stan stacjonarny a bodzcem ustalajgcym

si¢ z chwilg doj$cia uktadu do tego stanu wynika bezposrednio z réwnania 3.24.

Mianowicie:

LA

w2 Av _, , 3.26.

T
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A L
Stad (—pj - . 3.27.
Ay Jy=0
Roéwnanie 3.27 definiuje tzw. ciSnienie elektroosmotyczne; jest ono rowne (liczbowo)
réznicy cisnien pomi¢dzy poduktadami, jaka ustala si¢ po przytozeniu jednostkowej roznicy

potencjatu.

3.1.2.2. Potencjat przeptywu

Potencjal przeptywu jest drugim efektem elektrokinetycznym, wystgpujacym w stanie
stacjonarnym wywolanym przez ustalenie statej roéznicy ci$nien. Tak wywotany stan stacjo-
narny charakteryzuje si¢ brakiem przeptywu nie skoniugowanego z Ap, czyli brakiem pradu
elektrycznego, pomimo samorzutnego ustalenia si¢ réznicy potencjatow elektrycznych Ay .

Stan uktadu charakteryzuja zatem:
przylozona stala warto§¢ Ap 1 stad J, #0, oraz
ustalona samorzutnie Ay # 0, lecz skoniugowany znig / =0.

Uktad pomiarowy do obserwacji potencjatu przeplyw jest przedstawiony na Rys.3.3.

AP
_L‘ J, =(Ly ! Ly — Ly YAPIT
______
> J,
F Rys. 3.3. Schemat uktadu dla po-
miaru potencjatu przeptywu.
I |_Q;J AY =~(Lyy — Ly JAP
i=0

Wspotzaleznos¢ obydwu bodzcow wynika z 3.25 przyréwnanego do zera. Mianowicie:
L
[A—V’J =z . 3.28.
Ap 120 Lyy
Roéwnanie 3.28 definiuje potencjal przepltywu jako wielkos$¢ réwng (liczbowo) réznicy poten-

cjatldéw, powstajacej w stanie stacjonarnym pod wptywem jednostkowej réznicy cisnien.
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3.1.2.3. Prad przeptywu

Prad przeplywu jest zjawiskiem elektrokinetycznym obserwowanym w uktadzie po
ustaleniu okreslonej roznicy cisnien Ap #0 i1 jednoczesnym utrzymywaniu zerowej roéznicy
potencjalow elektrycznych Ay =0 (przez zwarcie elektrod). Przez membrang przebiegaja
wtedy obydwa przeplywy - objetosci 1 pradu elektrycznego. Dla iloSciowego opisu zjawiska
nalezy wykona¢ pomiar pradu elektrycznego [/ oraz szybkosci zmiany objetosci jednego
z poduktadow, tzn. przeptywu objetosci Jy, .

Uktad pomiarowy pradu przeptywu jest przedstawiony na Rys.3.4.
J' AP
J, ==L, APIT

k|]'_f

_|

A¥ =0 % | I=-L,AY/T

Wspotzalezno$¢ obserwowanych wielkos$ci wynika z podzielenia rownania 3.25 przez

Rys. 3.4. Schemat uktadu dla po-
miaru pradu przeptywu.

3.24 z uwzglednieniem warunku Ay =0; Mianowicie:

L
(ij =2 . 3.29.
JV A¥=0 LVV

Ostatnie rownanie definiuje tzw. prad przeplywu. Jego warto$¢ jest rowna (liczbowo) natgze-

niu pradu ptynacego przez granice poduktadéw (membrane) pod wplywem jednostkowego

przeptywu objetosci, przy braku réznicy potencjatow.

3.1.2.4. Elektroosmoza

Elektroosmoza jest kolejnym zjawiskiem elektrokinetycznym, obserwowanym przy
ustalonej roznicy potencjatu elektrycznego Ay #0 1 jednoczesnym utrzymywaniu jednako-
wego cisnienia w obydwu poduktadach Ap =0. Wielko$ciami wymagajagcymi pomiaru sg
przeptyw objetosci J, oraz prad elektryczny /. Uklad pomiarowy pozwalajacy na pomiar

elektroosmozy jest przedstawiony na Rys.3.5.
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AP =0 J, ==L AY /T

Rys. 3.5. Schemat uktadu dla po-
miaru elektroosmozy.

|_|| %, | I=-L, AY/T

Roéwnanie definiujgce elektroosmoze otrzymamy przez podzielenie réwnania 3.24
przez 3.25 z uwzglednieniem warunku Ap = 0 ; Mianowicie:
() he 530,
1),y Ly
Elektroosmoza jest zatem definiowana jako przeptyw objetosci wywolywany przez jednost-

kowy prad elektryczny przy braku r6znicy ci$nien.

Latwo mozna zauwazy¢, ze porownanie 3.27 1 3.29 prowadzi do rownosci:
(2) (L) -
A¥ Jy=0 JV AP=0
natomiast z porownania 3.28. 1 3.30. wynika, Ze:
(ﬂj = (ij ) 3.32.
), 17 4

Ostatnie dwa rOwnania noszg nazwe¢ réwnan Saxena.

Poznalismy wyzej cztery efekty elektrokinetyczne pozwalajace na obliczenie wspol-
czynnikdw fenomenologicznych. Przeprowadzenie wszystkich czterech eksperymentéw po-
zwala przy tym na niezalezne obliczenie nie tylko wspotczynnikoéw prostych L, 1 L,, lecz
réwniez obydwu wspotczynnikow krzyzowych L, 1 L,,. Zgodnie z relacja przemienno$ci
Onsagera warto$ci tych ostatnich winne by¢ identyczne. Mozna zatem eksperymentalnie po-

twierdzi¢ stusznos$¢ tej relacji.

Na zakonczenie warto podkresli¢, ze wielkos¢ efektow elektrokinetycznych i wywo-
dzace si¢ z nich wspolczynniki fenomenologiczne charakteryzuja dany uktad i sg ksztaltowane
przez mechanizm proceséw przeptywu przez dang membrang. Sg wigc wykorzystywane do
charakterystyki membrany na granicy zastosowanych roztworow (niekoniecznie ciektych).

Zarowno sam porowaty "szkielet" membrany, jak i jej charakter chemiczny oraz nasycenie jej
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roztworem o skladzie zaleznym od stezen roztworéw zewnetrznych decyduja bowiem o stanie

drog przeptywu jondw i rozpuszczalnika.

Przedstawione wspoétczynniki fenomenologiczne maja jednak charakter wielkosci glo-
balnych, usrednionych. Interpretacja proceséw na poziomie molekularnym winna by¢ zatem

bardzo ostrozna [24,25].

Procesy elektrokinetyczne majg istotne znaczenie praktyczne. W kazdym urzadzeniu
czy instalacji oraz w otoczeniu naturalnym o strukturze ukladu nieciggltego nalezy z gory
przewidywa¢ mozliwo$¢ przebiegu omawianych procesow. Moga one w znacznym stopniu
zmieni¢ oczekiwang funkcje czy dziatanie zbudowanego uktadu albo wywota¢ nie przewidy-

wane nastepstwa.

3.1.3. OSMOZA 1 CISNIENIE OSMOTYCZNE

3.1.3.1.Ci$nienie osmotyczne roztworu

Rozwazymy prosty uktad nieciagly utworzony z czystego rozpuszczalnika i roztworu,
rozdzielonych membrang idealnie selektywna, tzw. polprzepuszczalng. Uktad (jako catosc)
znajduje si¢ pod statym ci$nieniem (zwykle atmosferycznym) i w stalej temperaturze. Zasto-
sowana membrana wstrzymuje catkowicie przeplyw czasteczek substancji rozpuszczonej
(sktadnik 2), natomiast dla czasteczek rozpuszczalnika jest idealnie przepuszczalna.

Od chwili utworzenia uktadu jego ,,rozwoj czasowy” jest zgodny z og6lnym kryterium:

AG; , <0 sprowadzajacym si¢ do: Az, <0. Przebiega w nim zatem dyfuzja rozpuszczal-

(T.p) =
nika do roztworu, tzn. do podukladu z mniejszym potencjatem chemicznym rozpuszczalnika.
(Substancja rozpuszczona nie moze wyréwna¢ swego potencjalu chemicznego gdyz jest

wstrzymywana przez selektywng membrang.)

Proces przeptywu rozpuszczalnika do roztworu jest nazywany osmozg. Bedzie on za-
chodzit do chwili wyréwnania si¢ potencjatu chemicznego rozpuszczalnika w obydwu podu-
ktadach. Jesli poduktad zawierajacy roztwor jest zamkniety to prowadzi to do wzrostu panuja-
cego w nim cisnienia. (Zauwazmy, ze w efekcie wzrostu ci$nienia ro$nie potencjat chemiczny
rozpuszczalnika w roztworze.) Maksymalna, rGwnowagowa roznica ci$nien jest nazywana

ciSnieniem osmotycznym roztworu danej substancji.



94

Uktad membranowy w stanie rOwnowagi osmotycznej zostal przedstawiony na Rys.

3.6.

1 > Rys. 3.6. Schemat uktadu mem-
branowego w rownowadze osmo-
P 1 P tycznej.

2

Warto$¢ ci$nienia osmotycznego roztworu mozna ustali¢ na podstawie, znanego w ter-

modynamice klasycznej, prawa rownowagi w wielosktadnikowym uktadzie dwutazowym:
wo= (zal. T, p const.) 3.33.

gdzie prawa i lewa strona reprezentuje potencjat chemiczny sktadnika i w odpowiedniej fazie.
(I - oznacza poduktad z czystym rozpuszczalnikiem, natomiast II oznacza roztwor.)
Zgodnie z tym prawem proces przenikania rozpuszczalnika be¢dzie trwat tak dlugo, az wzrasta-
jace cisnienie w roztworze nie podwyzszy warto$ci potencjatu chemicznego rozpuszczalnika w
roztworze do wartosci tego potencjalu w czystym rozpuszczalniku. (Wzrost stgzenia rozpusz-
czalnika w roztworze jest nieznaczny 1 moze by¢ pomini¢ty).

Potencjal chemiczny wody w "czystej wodzie" jest rowny jej potencjatowi standardo-
wemu; czyli:

o= u , 3.34.

1» 7

.pl)
natomiast potencjat chemiczny wody w roztworze jest suma potencjalu standardowego 1 funk-
Cji mieszania:

wl' ="+ RTIna , 3.35.
apl!

)
gdzie: ,u‘l’l oznacza potencjat standardowy wody w poduktadzie I, w ktorym jest ciSnienie pl ,
"

,u‘l’” oznacza potencjat standardowy wody w poduktadzie II, w ktorym jest ciSnienie p” ,

@.ph

alﬂ oznacza aktywno$¢ wody w poduktadzie II.

Jak wiadomo, potencjat standardowy jest w uktadach izotermicznych tylko funkcja

ci$nienia, wobec czego:
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Iu;)([T].p” - Iu;j(ITIJI’) * VIO (pH _pl) > 336

)

gdzie: V)’ = ( 571 j oznacza wartos$¢ (Srednig w przedziale cisnien od pI do pH) parcjalnej objetosci

molowej wody.

Po podstawieniu 3.34 i 3.36 do 3.33 otrzymujemy:
w' ="+ V(p"-p') + RTIng! 3.37.
(T (T.p")

)

a po uporzadkowaniu:

, 3.38.

gdyz: u  jestidentycznez "
()

(rph

OtrzymaliSmy zatem wzor pozwalajacy na obliczanie ciSnienia osmotycznego roz-
tworu o danym stezeniu (doktadnie — aktywnos$ci rozpuszczalnika). Okresla ono wartos$¢ ci-
$nienia, jaka ustalilaby si¢ w roztworze oddzielonym idealnie selektywng membrang od czyste;j
wody. W przypadku idealnych roztworéw rozcienczonych wspdtczynniki aktywnosci mozna
przyja¢ za rowne | i rownanie 3.38 sprowadza si¢ do tzw. wzoru Ostwalda: /7= RTc,, co
wynika z nastepujacych zaleznosci:
a, =x, =1-x,(x, 1 x,0znaczaja stezenia w ulamkach molowych) ;Inx, =In(1-x,) = —x,;

~ . o j— . —
X, =n,/n, 5 V'n =V n,/V=c,.

Warto podkresli¢, ze ci$nienie osmotyczne roztwordOw rozcienczonych, podobnie jak
obnizenie temperatury krzepnigcia czy podwyzszenie temperatury wrzenia takich roztwordw
(doktadnie rozpuszczalnika w danym roztworze) naleza do tzw. wlasciwosci spokrewnionych.

Wszystkie bowiem sg prostymi funkcjami liczby moli substancji rozpuszczone;.

3.1.3.2. Ci$nienie osmotyczne w uktadzie z membrang nieidealnie selektywnag

Obecnie rozwazymy przypadek izotermicznego uktadu dwusktadnikowego bez sit ze-
wnetrznych, w ktorym roztwory tej samej substancji niejonowej wykazuja rozne aktywnosci, a
rozdzielajaca je membrana nie jest idealnie selektywna dla zadnego ze sktadnikéw. Schemat

uktadu zostal przedstawiony na Rys.3.7.
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P P! Rys.3.7. Schemat ilustrujacy row-
y - nowage "osmotyczng" w ukladzie
a; > 4 z membrang nieidealnie selektyw-

a -j < a-_:’ na

Pomigdzy podukiadami bgda zachodzity dyfuzyjne przeptywy obydwu sktadnikow.
Bodzce tych przeptywow ( X; = - 1/T Au;) mozna przedstawi¢ jako:

X, =—%Ap—R Alna, 3.39.

1

(oznaczenia literowe - jak w poprzedzajacym tekscie.).

Wobec powyzszego rdéwnania fenomenologiczne przeptywu sktadnikow majg postac:

L:—Lll(%Ap+R Alnal) - LIZ(KTzAp+R Alnaz) 3.40.

oraz J, = —LZl(%Ap—i-R Alnal) - Lzztz;Ap+R Alnaz) 3.41.

przy czym L, =1L, .

W przeciwienstwie do uktadu z membrang idealnie selektywna, gdzie ustala si¢ stan
rOwnowagi, obecnie przeplywy sktadnikow bedg prowadzi¢ do ciggtych zmian aktywnos$ci
obydwu skladnikéw. W okreslonym momencie czasu, aktualnej roznicy aktywnosci bedzie
jednak odpowiadata okreslona roznica cisnien wyrdwnujaca potencjaly chemiczne sktadnikéw.
Oznacza to, ze jesli udatoby si¢ wstrzymaé przeptyw objetosci (jak w 2.22) przez membrang,
to suma objetosci ,,przeniesionej" przez obydwa sktadniki bytaby roéwna zeru.

Zatem: J,=VJ, + V,J,=0 3.42.

Po podstawieniu réwnan fenomenologicznych 3.40 i1 3.41 mozna otrzymac nastepujace

wyrazenie:
2 2\Ap
(L, V7 +2L,V W, + LoV, )?:—R(LHVI +L,V,)Alna, — R(L,V,+L,V,)Alna, . 3.43.

Rownanie to mozna przeksztalci¢ do postaci:
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22 Alna, + 22 Alna,
44 44

LV, +L,V. L.V, +L,V. ) ’ 34

Ap =—RT [
w ktorej L, zastgpuje czynnik w nawiasach po lewej stronie réwnania 3.43.
Zanim doprowadzimy 3.44 do postaci koncowej, ustalimy wpierw sens fizyczny
wspotczynnika L, :
W tym celu zat6zmy, ze obydwa roztwory maja jednakowe stezenia, co oznacza ze:
Alnag,=Alna,=0. W takim przypadku przeptyw obj¢tosciowy mozna przedstawi¢ rowna-

niem: J, =(L V7 + 2LV, + L,Vy A7p : 3.45.

A

Zatem: J, =L, 3.46.

Ostatnie réwnanie definiuje przeptyw objetosci (jedynie) pod wplywem przylozonej
roéznicy cisnien po obydwu stronach granicy poduktadéw, tzn. membrany. Membrana winna
by¢ catkowicie nieselektywna zar6wno wobec substancji rozpuszczonej, jak 1 rozpuszczalnika,
gdyz tylko wtedy (zakladane) Alna, =0. Rownanie to stosuje si¢ oczywiscie bez zastrzezen
w przypadku "ci$nieniowego" wymuszania przeplywu czystego rozpuszczalnika, najczgsciej
wody. Z tego wzgledu wspolczynnik L, z rownania 3.46. jest nazywany wspotczynnikiem
transportu hydrodynamicznego. Wspoélczynnik ten jest podstawowa wielkoscia stuzaca do
charakterystyki wtasciwosci transportowych membran.

Do oceny wlasciwosci selektywnych membrany nieidealnej sg stosowane tzw. mecha-
niczne liczby przenoszenia sktadnika z,. Liczby te sa definiowane dla uktadu z jednakowymi
roztworami po obydwu stronach membrany.

Mianowicie (analogicznie jak w przypadku elektrycznych liczb przenoszenia):
poniewaz ViJ,+V,J, =J, , 3.47.

zatem mechaniczne liczby przenoszenia sktadnikéw 112 sg zdefiniowane jako:

ViJ, _nJ,

T, =— oraz 7, ¥ , 3.48.
Vv

przy czym: r,+17,=1 . 3.49.
Po podstawieniu rownan fenomenologicznych 3.40 1 3.41, zredukowanych jednak

tylko do wyrazow zawierajacych AP (zalozyliSmy, ze membrana rozdziela roztwory o jedna-
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kowych stgzeniach), oraz rownania 3.46 do definicji mechanicznych liczb przenoszenia (3.48)

stwierdzamy, ze:

2 2
— LV + LV, oraz 7, = LV, + LW,
Ly, Ly,

3.50.

1

Mechaniczne liczby przenoszenia sg zatem prostymi funkcjami wspotczynnikow fenomenolo-
gicznych — prostych i krzyzowego.

Po podstawieniu wyzej przedstawionych mechanicznych liczb przenoszenia do zalez-
nosci 3.45 otrzymamy roéwnanie prezentujgce wspolzalezno§¢ roznicy cisnien i aktywnosci
sktadnikow w poduktadach odgraniczonych membrang nieidealnie selektywng. Rownanie to

ma prostg postac: Apz—RT{%Alna1 +;—2Alna2j 3.51.

1 2

albo w zapisie og6lnym: Ap = —RTZ %A Ina, . 3.52.

Ostatnie rownanie wyraza ciSnienie osmotyczne ukladu membranowego z membrang nie-
idealnie selektywng. Niedoskonato$¢ wzgledem przeptywu sktadnikdéw reprezentuja w nim

mechaniczne liczby przenoszenia 7, 1 7, [17].

Latwo mozna zauwazy¢, ze w przypadku membrany idealnie selektywnej, dla ktorej
np. 7,=1,a 7, =0, o warto$ci Ap decyduje tylko réznica aktywnosci, a gdy dodatkowo je-
den z poduktadow jest czystym skladnikiem, ostatnie réwnanie sprowadza si¢ do rownania

3.38., definiujacego cisnienie osmotyczne roztworu.

3.1.4. PROCESY DYFUZYJNE W UKLADZIE MEMBRANOWYM PRZY
SPRZEGANIU SIE SKLADNIKOW

Rozpatrzymy obecnie procesy przeptywu w nieciggtym ukladzie ztozonym z dwdch
roztwordéw tego samego sktadnika o réznych aktywnos$ciach, bez reakcji chemicznych i bez
zewngtrznego pola elektrycznego. Granicg niecigglosci niech bedzie membrana. Sktadnik roz-
puszczony bedzie oznaczony symbolem s, natomiast rozpuszczalnik (najcze$ciej jest nim wo-
da) - symbolem w.

Jak wynika z poprzedniego paragrafu, w wybranym uktadzie przebiega osmotyczny
przeptyw rozpuszczalnika J, od poduktadu rozcienczonego do bardziej stezonego. Jednocze-
$nie zachodzi rowniez dyfuzyjny przeplyw substancji rozpuszczonej od roztworu bardziej ste-

zonego do rozcienczonego, czyli w kierunku odwrotnym.
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Warto zaznaczy¢, ze w praktycznie stosowanych uktadach uzywa si¢ zwykle silnie roz-
cienczonych roztwordow, w ktorych stezenie substancji rozpuszczonej c, jest wielokrotnie
mniejsze od stgzenia rozpuszczalnika, np. wody c¢,. Strumien substancji rozpuszczonej jest
wtedy tak maty, ze przeplyw samego rozpuszczalnika przez granice podukladoéw jest czesto
utozsamiany z przeplywem objetosci J,, ktory jest tez nazywany strumieniem osmotycznym.
Mozna przewidywaé, ze na skutek sprzezen pomigdzy rozpuszczalnikiem i substancja roz-
puszczong silny strumien rozpuszczalnika niewatpliwie pocigga ze sobg pewne ilosci substan-
cji rozpuszczonej. Dyfuzyjny przeplyw tej substancji jest wigc modyfikowany, zwykle zmniej-
szany, przez przeciwnie skierowany strumien rozpuszczalnika. Stad sumaryczny przeplyw
substancji rozpuszczonej rozni si¢ od przeptywu, jaki wynikatby jedynie z rdznicy stgzen i jest
nazywany dyfuzjg sprzezona. Mozna zatem przewidywac rowniez modyfikacj¢ czysto dyfu-
zyjnego strumienia rozpuszczalnika przez silny strumien substancji rozpuszczone;.

Budowe 1 procesy przeptywu w omawianym ukladzie mozna przedstawi¢ za pomoca

schematu zamieszczonego na Rys.3.8.

PII PI
~ |
e < w “w
<
I1 1
il .~ Rys. 3.8. Schemat uktadu mem-
s S D branowego z roztworami roznig-
cymi si¢ aktywnos$ciami sktadni-
kow.

Bodzce termodynamiczne przeptywdw dyfuzyjnych przez granice poduktadow, np.
przez membrang, sa funkcja rdéznicy potencjatdéw chemicznych poszczegodlnych substancji w

obydwu poduktadach, zgodnie z réwnaniem: (Uwaga: sity zewngtrzne F; =0 oraz AT =0.)

X, = —% . 3.53.
Nalezy obecnie sformutowa¢ Au; dla rozpuszczalnika i substancji rozpuszczonej za
pomoca wielko$ci eksperymentalnych. Jak wiadomo, potencjat chemiczny sktadnika jest suma
czeSci standardowej u; oraz funkcji mieszania g . Stad, réznica potencjalow chemicznych jest

sumg dwoch sktadowych:

Ap, = Ap? + Ay . 3.54.
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W okreslonej temperaturze potencjat standardowy jest tylko funkcja ci$nienia, zatem w izo-
termicznym uktadzie membranowym:
Au! =V.Ap , 3.55.
gdzie: V, oznacza molowa objeto$¢ parcjalng sktadnika, natomiast
Ap - roOznice ci$nien panujacych w poduktadach.
Wobec powyzszego:
Ap, =V Ap + Au; . 3.56.
Sformutujemy obecnie rdznicg potencjalow chemicznych wody Auf (w obydwu pod-
uktadach):
Wedtug 3.38 czg$¢ stezeniowa potencjatu chemicznego wody wystepuje w rownaniu definiu-

jacym ci$nienie osmotyczne roztworu:

RT 1
I1=—-—Ina, =——u, . 3.57.
v V.,

w w
Zatem, r6znica cisnien osmotycznych roztworow w obydwu poduktadach jest réwna:

1
All=——Au, 3.58.
v A,

1 potrzebna wielko$¢ Ay, moze by¢ przedstawiona jako:

Au, ==V Al . 3.59.
Po podstawieniu ostatniej relacji do 3.56 stwierdzamy, ze potencjat chemiczny rozpuszczalni-
ka: Au,, =V, (Ap—AIT) : 3.60.

W analogiczny sposob mozna ustali¢ wielko$¢ rdznicy potencjatow chemicznych sub-

stancji rozpuszczonej;
Mianowicie zgodnie z 3.56:

Au, =V Ap + Au . 3.61.
Nalezy obecnie rozwing¢ wyraz Au;. W tym celu wykorzystuje si¢ rownanie Gibbsa - Duhe-

ma o og6lnej postaci:
Zni du. =0 (zat. T, p const.), 3.62.

gdzie n, oznacza liczb¢ moli sktadnika 7 .

Zgodnie znim: n du, =-n, du, skad wynika, ze : du, =——du, ,
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1 konsekwentnie A = T AL, . 3.63.
n

s

Po podstawieniu Ay z 3.59 mozna stwierdzi¢, ze:

nWVW

A = ATl 3.64.
nS
Ostatnie roOwnanie przedstawia si¢ ostatecznej formie jako:
1
Ap = AlT— , 3.65.
cS
gdzie: C, = % 3.66.
n]/VVW

jest nazywane stezeniem Srednim. Okresla ono formalnie liczbe moli substancji rozpuszczo-
nej w jednostkowej objetosci rozpuszczalnika. Jego warto$¢ liczbowa reprezentuje stezenie
pojawiajace si¢ na styku roztworéw o stezeniach: ¢! oraz ¢ . Stezenie to odpowiada najle-
piej sredniej logarytmicznej z obydwu stezen.

1 1
_ ¢ —c

* Alne,

Zgodnie z tym: 3.67.

Na podstawie 3.61 1 3.65 roznica potencjalow chemicznych substancji rozpuszczone;j
w obydwu roztworach moze by¢ przedstawiona jako:

All
c

s
Po sformutowaniu bodzcow mozna napisa¢ wyrazenie na zrddto entropii w procesach

dyfuzyjnych zachodzacych w wybranym uktadzie.

g Af g Al 3.69.

Mianowicie: X,=J,
T T

gdzie dla uniknigcia znakow minus obecne symbole A nie reprezentujg przyrostow, lecz roz-

: 1 11
nice, np. 4, — 4, .

Po podstawieniu 3.68 1 3.60 otrzymujemy:
Y, = JS(VSép+é_—Hj lT + JV,(Ap—All) , 3.70.
C

N

a po uporzadkowaniu:

ZD:(JSVS+JWVW)A% + (é—JWVWj% . 3.71.
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Dokonali$§my zatem transformacji zrodta entropii, wprowadzajac nowe przeptywy:

a) tzw. przeptyw objetosci JV.+JV, =J,,
b) dyfuzyjny przeptyw substancji rozpuszczonej é -J V. =J,,
CS
oraz odpowiadajace im nowe bodzce: Ap/T 1 All/T.

Znajac pary bodzcow i przeptywdédw mozna sformutowac réwnania fenomenologiczne
dla nowych przeplywoéw; Mianowicie:
J, =L,Ap+L,,All 3.72.
oraz Jp =Ly, Ap+ L,All , 3.73.
gdzie: L, = L, , a odwrotnosci temperatury zostaty wigczone do wspdtczynnikoéw fenomeno-
logicznych.

Dodatkowego wyjasnienia wymaga sens fizyczny przeplywu "dyfuzyjnego" J,,. W tym
celu dokonamy szeregu przeksztalcen:

J J J cv. c.Vv
_ s ~ s _Yw _Ts's _Twiw __ _
Jp=—"=J )V, == =" —-—=y -V, , 3.74.
c c c C, c

N s w

gdzie: ¢, oznacza ste¢zenie substancji w przeptywajacym roztworze,

v, - szybko$¢ przeptywu substancji,

v, - szybkos¢ przeptywu wody.
Zauwazmy, ze c, ~c,. Przyjeto rowniez, ze V,, =1/ ¢, (co jest stuszne w przypadku roztwo-
rOw rozcienczonych).

Wedlug powyzszego J, = v, —v, reprezentuje szybkos¢ przeptywu substancji rozpuszczonej

wzgledem szybkosci przeptywu rozpuszczalnika.

Okreslimy obecnie sens fizyczny wspotczynnikéw fenomenologicznych réwnan 3.72 i

3.73.
a) Jesli stezenie sktadnikow w obydwu podukladach byloby identyczne, tzn. AIT=0,
o Jy,
to z 3.72 wynika, ze: L,=|— . 3.75.
ép AIT=0

Wspolczynnik ten jest zatem odpowiednikiem wspélczynnika transportu hydrodynamicz-

nego jednorodnego roztworu. (Wzajemna relacja pomi¢dzy obydwoma wspotczynnikami: L,

=TL,, wynika z porownania rbwnan 3.75 oraz 3.46)
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Z 3.73 wynika natomiast, ze:

J
Ly, = (—Dj . 3.76.
ép AIT=0

Powyzszy wspolczynnik krzyZzowy jest nazywany wspélczynnikiem ultrafiltracji. Okresla on
przeptyw substancji rozpuszczonej wytacznie pod wptywem jednostkowej roznicy cisnien. Jest
liczbowo réwny przeplywowi dyfuzyjnemu sktadnika pod wptywem jednostkowej rdéznicy

ci$nien w przypadku jednorodnego roztworu.

b) Jesli byloby utrzymywane state ci$nienie w obydwu poduktadach, (przy Ap=0), to
J
wg 3.73: L,= (—D) . 3.77.

Wspotczynnik L, jest nazywany wspélezynnikiem ruchliwos$ci dyfuzyjnej. Reprezentuje on
przeptyw dyfuzyjny sktadnika rozpuszczonego tylko pod wplywem rdznicy stezen o takich
warto$ciach, ze r6znica ci$nien osmotycznych obydwu roztworow: All =1, (czyli Ay, c, =1).

Jednoczesénie z 3.72 otrzymujemy, ze:

J
()

Ostatnie rownanie definiuje tzw. wspélczynnik przeplywu osmotyczngo. Reprezentu-

je on drugi efekt krzyzowy i jest rowny przeptywowi objetosci, jaki przebiegalby przez granice

dwoch roztwordw o takich stezeniach, ze ich A/7=1, przy jednakowych cis$nieniach.

Mozna zauwazy¢, ze wg relacji Onsagera o rownosci wspotczynnikéw krzyzowych

(Lyp = Lpp): (%} = [ij . 3.79.
=" ap ATl

Wyzej otrzymane rOwnania pozwalaja na obliczanie wszystkich wspotczynnikéw fe-
nomenologicznych na podstawie pomiarow wykonanych w czterech prostych uktadach mem-
branowych. Wedtug relacji 3.79 istnieje rowniez mozliwos$¢ niezaleznego obliczenia kazdego
ze wspotczynnikow krzyzowych na podstawie osobnego zestawu doswiadczen 1 doswiadczal-
nego sprawdzenia stuszno$ci relacji Onsagera. Znajomos$¢ poznanych wspotczynnikéw pozwa-
la na jednoznaczny, ilosciowy opis wszystkich proceséw przeptywu zachodzacych w omawia-

nych uktadach.
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3.1.4.1. Wspotczynniki odbicia i przenikalnosci

W zastosowaniach praktycznych do opisu wyzej omawianych uktadow membranowych

stosuje si¢ czesto zestaw innych wielkos$ci, tatwych do eksperymentalnego wyznaczenia, mia-
nowicie: wyzej zdefiniowany wspotczynnik L, , tzw. wspotczynnik odbicia o oraz tzw.
wspotczynnik przenikalnosci .

a). Wspélczynnik odbicia o

Z 3.7 wynika, ze jesli zostanie zatrzymamy przeptyw obje¢tosci, tzn. J, =0, to:

L
(Ap), =- ZD Al : 3.80.

v
P

Oznacza to, ze w ukladzie ustala si¢ stan rownowagi dynamicznej charakteryzujacy si¢ okre-
$long roznicg cis$nien, zalezng od roznicy cisnien osmotycznych obydwu roztwordéw. Roznica
ci$nien zalezy zatem od rdznicy stezen (wyrazanej przez All) przy okreslonym stezeniu $red-
nim.

Ujemny iloraz wspotczynnikow fenemenologicznych wystepujacy w 3.80 jest liczbowo

réwny wspomnianemu juz wspotczynnikowi odbicia o, zatem:

L
o=-—-2 , 3.81.

a 3.80 mozna zapisa¢ w postaci:

(Ap), =c Al : 3.82.

Wedhug 3.82 wspotczynnik odbicia charakteryzuje selektywno§¢ membrany. Wskazuje
bowiem, na ile realna rdznica ciSnien Ap, jaka ustali si¢ po obydwu stronach membrany przy
zatrzymanym przeptywie objetosci, rdzni si¢ od wartosci teoretycznej All, jaka ustalitaby sie,
gdyby membrana byla idealnie selektywna (poétprzepuszczalna). Wspotczynnik odbicia takiej
membrany bylby rowny jednosci, gdyz tylko wtedy Ap = All. Substancja rozpuszczona byta-
by w tym przypadku catkowicie "odbijana" od membrany.

Z powyzszego wynika jednocze$nie, ze wartos¢ liczbowa wspotczynnika odbicia ma

gorne ograniczenie, tzn. o <1 .
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Wspoétczynnik odbicia mozemy rowniez zdefiniowa¢ w oparciu o 3.72 1 3.73 dla sytu-
acji, gdy ustanowimy zerowg warto$¢ All. Podzielenie 3.73 przez 3.72, gdy AII=0 prowa-

dzi do wyrazenia:

(:12} _ L 3.83.
J, oo L,
skad, wobec 3.81:
o= —(J—Dj . 3.84.
JV AIT=0

Wedlug powyzszego wspotczynnik odbicia jest liczbowo réwny przeptywowi sktadni-
ka rozpuszczonego pod wptywem jednostkowego przeptywu objetosci jednorodnego roztworu
przez membrang. Reprezentuje zatem przeptyw czasteczek substancji rozpuszczonej przez
membrang pod wplywem strumienia roztworu. Wskazuje w jakim stopniu czgsteczki substan-
cji rozpuszczonej sg wstrzymywane przez oddziatywania z membrang.

Jak juz wspomniano, o=1 w procesie przeptywu roztworu pod wptywem Ap oznacza

catkowite wstrzymanie przeplywu substancji rozpuszczonej. Wniosek ten wynika z nastepuja-

cych przeksztatcen:

Dla o=1,wg.3.84, J,=-J,, tzn.
J,

TS - JWVW = _JS‘V:‘ - JWVW Skqd
C

s

=—JV . 3.85.

s

D~

Warto$¢ 1/¢, jest rowna V| 1 ostatnie rownanie sprowadza si¢ do : J =—J_, co jest mozli-
we jedynie wtedy, gdy J, =0.

Interpretacja zjawisk przeptywu osmotycznego i dyfuzji sprzezonej substancji rozpusz-
czonej:

1. Gdy o=1 membrana jest idealnie selektywna, a przeptyw osmotyczny (plynie
sam rozpuszczalnik) jest nazywany osmoza normalna.

2. Gdy 0<o<l membrana wykazuje obnizong selektywnos¢. Substancja
rozpuszczona przenika w pewnym stopniu przez membrang. Przeplyw objetosci (osmoza) jest
zmniejszony przez przeciwnie skierowany przeptyw substancji rozpuszczonej (pamigtamy, ze
J,=JV. +JV,), gdyz J. maw tej sytuacji przeciwny znak do znaku J . Osmoza jest za-

tem anomalna, dodatnia.
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3. Gdy o< 0 membrana wykazuje specyficzng selektywnos$¢ w stosunku do substancji
rozpuszczonej, doprowadzajaca do zmiany znaku A/l. Oznacza to, ze J,>J,. Strumien
sktadnika jest wiec tak intensywny, ze przenosi rozpuszczalnik tzn. cofa przeptyw osmotycz-

ny. Osmoza jest wigc anomalna i ujemna.

B. Wspolczynnik przenikalnosci @
W celu wprowadzenia wspétczynnika w :

1) Dodajemy J,, i J, (wg ich definicji ):

Jy+J, =é—JWVW + JV, +JYV, :é(uqrg)zé : 3.86.
CS CS CS
. . . _ nVr
gdyz w rozcieficzonych roztworach n, >>n_ 1wg 3.66 Ve, = S—I; <<1.
n

2) Do otrzymanego wyrazenia podstawiamy obecnie J, i J,, wg 3.72 1 3.73 otrzy-

mujac: i:LpéerLpDéH + Lp,Ap+ L,All . 3.87.

C

Za Ap podstawiamy obecnie (J, —L,,All)/ L, wynikajace z 3.72 i po uporzadkowaniu
otrzymujemy rownanie definiujace przeplyw sktadnika rozpuszczonego:
LL,~L,
J,=J,(1-0o)c, + 5{%}@ : 3.88.

P

Wyrazenie wystepujace w drugim sktadniku prawej strony ostatniego roOwnania:
LL,-L,
w=c, (M} 3.89.
p

jest wspotczynnikiem przenikalno$ci substancji rozpuszczonej przez dang membrang.
Zauwazmy, ze zgodnie z wlasciwoscig wspotczynnikéw fenomenologicznych (1.148)

licznik: L, L, - LpD2 >0, zatem rowniez przenikalnos¢ =0 .

Podstawienie @ do 3.88. prowadzi do wyrazenia:

J,=J,(1-0) ¢, + wAll . 3.90.

Na jego podstawie mozna sformutowac nastepujaca definicje wspotczynnika o :

a)z( /s j . 391.
All

Jy=0
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Wynika stad, ze wspotczynnik przenikalnosci @ jest liczbowo rowny przeptywowi substancji
rozpuszczonej przez membrang, gdy stezenia roztworow roznig si¢ tak, ze ich All=1, przy
zerowym (zatrzymanym) przeptywie osmotycznym.

Wspoétczynnik @ jest wiec kolejng miarg selektywnosci membrany (w danym ukta-
dzie). W uktadzie, w ktorym membrana wykazuje idealng selektywnos¢ @ =0 1 jednocze$nie

o=1, z czego wynika, ze J, =0.

Na zakonczenie dyskusji procesoOw przeptywow dyfuzyjnych przy oddziatywaniach
pomiegdzy sktadnikami mozna stwierdzi¢, ze procesy te mozna opisa¢ uktadem nastepujacych
réwnan:

1) Réwnanie definiujace przeplyw objetosci, ktdre po podstawieniu wspdtczynnika odbicia

(wg 3.82) do 3.72 przyjmuje postac:
Jy=L(Ap-o AI) . 3.92.
Prezentuje ono przeptyw objetosci jako sume: udziatu konwekeyjnego pod wpltywem rdznicy
cisnien ( L,Ap) oraz dyfuzyjnego wywotanego roznicg stezen (L,o AlT).
2) Rownanie 3.90 definiujace przeptyw sktadnika rozpuszczonego.

Uktad réwnan 3.90 1 3.92 nosi nazwe rownan Kedem i Katchalsky'ego [26]. W celu
ich praktycznego wykorzystania nalezy wyznaczy¢ doswiadczalnie warto§ci wspodtczynnikdéw
L,, o oraz w. Zesp6t tych wspotezynnikow, podobnie jak wezesniej zdefiniowane L,, L,
oraz L, (albo rowny mu L, ), jest podstawa do pelnej charakterystyki ilosciowej procesow

przebiegajacych przez granice nieciggtosci uktadu. Zalezg one od wlasciwosci tej granicy,
skladu poduktadéw oraz nalozonych na uktad warunkéw zewnetrznych. Zestawy takich
wspoOtczynnikéw stanowia jednoczes$nie charakterystyke "funkcjonowania" membrany w wy-

branym uktadzie.
Zachowanie si¢ wyzej omawianych uktadow membranowych mozna zilustrowaé za
pomoca Rys.3.9. przedstawiajagcego roznice ciSnien powstajagca w uktadzie zamknigtym po

skontaktowaniu obydwu roztwordéw przez membrang.
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AP
Rys. 3.9. Zalezno$¢ roznicy ci-
$nien w roztworach rozdzielonych
membrang od czasu. Krzywe: 1 -w
przypadku membrany idealnie
selektywnej,

2 -w przypadku membrany nieide-
alnie selektywne;.

v

t (czas)

Jak mozna zauwazy¢:

1. Uktad z membrang idealnie selektywna osigga stan rownowagi termodynamicznej, w ktorej:
Ap =AIl oraz =1, azatem J,=0, 71 =1 oraz 7,=0, =0 1 Jg=0.

2. W przypadku uktadu z membrang nieidealng, uktad nie osigga stanu réwnowagi, gdyz

zawsze: Ap<AIl, azatem o#1, w#0, J #0, 1 J #0.

3. Jedynie w przypadku gdy w podukiadach sg utrzymywane state st¢zenia (uktad bylby
otwarty) mozna osiaggna¢ stan stacjonarny, w ktorym Ap osiggnatby swoja maksymalng war-

tos¢, zdefiniowang wzorem 3.52. (Warto$¢ t¢ mozna wyznaczy¢ za pomocg rownania 3.92)

3.1.5. WSPOLCZYNNIK PODZIALU W STANIE STACJONARNYM

Rozpatrzymy obecnie stan stacjonarny uktadu nieciggtego z dwoma roztworami tego
samego skladnika. Uklad winien wigc by¢ otwarty wzgledem otoczenia dla zapewnienia cig-
glego przeplywu sktadnikow. Niech bedzie poza tym izobaryczny, izotermiczny i bez ze-
wnetrznej réznicy potencjatow. Granicg nieciggtosci niech bedzie membrana.

Wspolezynnik podziatu uktadu stacjonarnego jest definiowany tak, jak dla ukladow
réwnowagowych (prawo podzialu Nernsta), jako stosunek aktywnosci sktadnika w obydwu

poduktadach, tzn.:

K =—" . 3.93.

Wielko$¢ ta winna by¢ zalezna zaréwno od aktywnosci roztwordw, jak i od wlasciwosci mem-
brany, tzn. winna by¢ uzalezniona od wspdtczynnikéw fenomenologicznych proceséw prze-

biegajacych przez dang membrang.
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Réwnania fenomenologiczne przeptywu sktadnikow (np. 1 1 2) sg analogiczne do juz
poznanych rownan 3.40 1 3.41. Roznice potencjatow standardowych sktadnikow przedstawi-

my jednak obecnie jako Ay , otrzymujac:

L L
J, =—%(A,ul"+RTAlnal) - %(A,u§+RTAlna2) 3.94.
oraz J, :—%(Ayl"+RTAlnal) - %(A,u§+RTAlna2) . 3.95.

Jesli stan stacjonarny uktadu zostanie wywotany przez ustalenie stalej roznicy poten-
cjatdéw chemicznych sktadnika "1" (tzn. Aw, = const.), to przeptyw skladnika "2", jako nie
sprzgzony z bodzcem X, , staje si¢ rowny zeru (wg wlasciwosci stanow stacjonarnych).
Wobec powyzszego wedlug 3.95 (przy L, = L,,):

Ay’ + RTAIna, = — %(Ay;’ + RTAlIna, ) 3.96.
12

1 po podstawieniu tego wyrazenia do 3.94 otrzymamy:

L,L,-L, )y

- M(A,ug + RTlna—zlj , 3.97.
L,T a,

gdzie za Alna, podstawilismy logarytm z ilorazu aktywno$ci.

Z ostatniego réwnania mozna wyodrebnié¢ iloraz aktywnosci a, /a, i podstawié¢ do
definicji wspotczynnika podziatu 3.93 otrzymujac:

Kzzexp{_L[Aﬂ;_ JLH | 398,
RT L11L22 - L12
Zauwazmy, ze gdyby uktad znajdowat si¢ w stanie rownowagi, tzn. rGwniez przeptyw

J, bylby rowny zeru, to ostatnie rownanie sprowadzi si¢ do prawa podzialu Nernsta:

V4

0 1 o aZrown.
K7 =exp —HA,U2 . 3.99.

i
2rown.

W otwartych uktadach membranowych wspotczynnik podziatu r6zni si¢ jednak istotnie
od wartos$ci rownowagowej, jest bowiem iloczynem wyrazu rownowagowego oraz kinetycz-
nego:

K, =K’ exp[iLJ . 3.100.
R L11L22 - L12
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O jego wartosci wspotdecyduje wielko$¢ przeptywu J, oraz wspotczynniki fenomenologiczne
zalezne od oddziatywan wzajemnych pomiedzy przeptywajacymi sktadnikami oraz pomig¢dzy
sktadnikami 1 membrang. Wspolczynnik podziatu ukladu niecigglego charakteryzuje zatem
selektywno§¢ membrany w stacjonarnym ukladzie nierownowagowym.

Warto zauwazy¢, ze warto$¢ Kp (wg rownania 3.100.) pozwala na obliczenie aktywno-

Sci sktadnika w roztworze przeptywajacym przez membrang, jesli znana jest aktywno$¢ tego

sktadnika w roztworze "wejsciowym".

3.1.6. WSPOLCZYNNIK SELEKTYWNOSCI ROZDZIELANIA SKEADNIKOW
W UKLADZIE MEMBRANOWYM

Zagadnienie podziatu skladnika w poduktadach wigze si¢ $ciSle z zastosowaniem
membran do rozdzielania sktadnikéw mieszaniny. Podstawowa wielkos$cig charakteryzujaca
taki proces jest tzw. wspélczynnik selektywnosci. W przypadku uktadu, w ktorym interesuja
nas sktadniki, np.j oraz k jest on definiowany za pomoca nastgpujacego roéwnania [27]:

_J A}

- , 3.101.
v J; I Acy

gdzie: J, oraz J ; reprezentujg dyfuzyjne przeptywy skladnika k oraz j, natomiast
Ac; oraz Ac;.’ - roznice stezen tych sktadnikow w obydwu poduktadach.

Tak zdefiniowany wspotczynnik dotyczy tylko ukladow izotermiczno izobarycznych bez sit

zewnetrznych.

W przypadku idealnym, gdy brak sprzg¢zen i ponadto uktad jest bardzo rozcienczony, a
zatem przeptywy moga by¢ opisane prostym prawem Ficka, wspolczynnik selektywnos$ci
przyjmuje postac:

g = Dk , 3.102.
Dik;

gdzie k, oraz k, reprezentujg wspotczynniki podziatu odpowiednich sktadnikow pomigdzy

faz¢ zewnetrzng 1 membrang.
Posta¢ tego roéwnania staje si¢ zrozumiata po wtasciwym sformutowaniu I prawa Ficka.

W swej bezposredniej postaci prawo to definiuje przeplyw skladnika i w membranie jako:

J =-p 9% 3.103.
dx
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1 po scatkowaniu ma postac:
J, =D,/ —c" )1 , 3.104.
gdzie D, oznacza wspdtczynnik dyfuzji sktadnika i, (uznany za staly w danym zakresie stgzen),
cil oraz ciH - stezenia i przy powierzchniach (wewngtrznych) membrany, dla x=0, oraz x=I/

[ - grubo$¢ membrany.

W przypadku dyfuzji przez membrang znamy zwykle jedynie stezenie sktadnika w roz-
tworach zewnetrznych: ¢’ oraz c¢”. Stezenie skfadnika we wnetrzu membrany mozemy jed-
nak obliczy¢ posrednio po doSwiadczalnym oznaczeniu wspotczynnika podziatu £, , definio-
wanego jako stosunek st¢zen sktadnika w graniczacych ze sobg fazach, tzn. w roztworze ze-

wnetrznym ¢ i w membranie ¢, :
k,=——=—— . 3.105.
C.

Wobec powyzszego 3.104 przybiera postac:

Dk (Y - 0
J = i z(zl i )ZD[kié% . 3.106.

Podstawienie otrzymanej postaci prawa Ficka do 3.101 prowadzi do podanej juz
uproszczonej formy wspolczynnika selektywnosci (3.102). Mozna zauwazyé, ze w takim
przypadku wspdiczynnik selektywnosci nie zalezy od grubo$ci membrany i jej powierzchni,
ani nawet od stezen zewnetrznych. Jest tylko funkcja wielkosci o charakterze kinetycznym,
tzn. wspotczynnikoéw dyfuzji obydwu sktadnikéw (uznali$my je za state w catym zakresie ste-

zen) oraz wielko$ci o charakterze rownowagowym, jakimi sg wspotczynniki podziatu.

W ujeciu $cistym, gdy sprzezenia ruchu sktadnikow sg istotne, sformutowanie wspot-
czynnika selektywnos$ci winno by¢ dokonane zgodnie z zasadami termodynamiki nieréwno-
wagowej. | w tym przypadku, z uwagi na ztlozonos¢ problemu, musza by¢ wprowadzone pew-
ne uproszczenia, zwlaszcza w przypadku uktadow wielosktadnikowych. Mianowicie uznaje si¢
za istotne jedynie sprzezenia pomiedzy interesujagcymi nas sktadnikami k oraz j . Przeptywy
rozpatrywanych sktadnikow mozna zatem przedstawi¢ jako:

Jy = LyApy+ Ly Apy 3.107.
oraz Jo=LyAu;+ Ly Au, , 3.108.

gdzie: é,uj oraz Ay, oznaczaja roznice potencjaléw chemicznych sktadnikéw j oraz k.
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Jak wiadomo, w wybranym ukfadzie (T i p const.; Ay =0; zal,ze a, =c,):

RT
Ap; =—Ac, ; 3.109.
C

J

gdzie: c¢; oznacza logarytmiczne st¢zenie $rednie, zdefiniowane przez wyrazenie:

o=z, . 3.110.

Wobec powyzszego 3.107 1 3.108 sprowadzaja si¢ do:

RT RT
Jj =ij_—0élcj + ij_—oéck 3111
¢ Cr
RT RT
oraz Jk = ij E—OAC? + ka _—ACI? . 3.112.
I k

Otrzymane rownania przeptywoé6w mozna obecnie podstawi¢ do definicji wspotczynnika selek-
tywnosci (3.101) otrzymujac posta¢ koncowa:
Ly e +(Ly /)4l Ac)

S Lylel (L) el ) act) 3.113.

ki

Wg rownania 3.113, wspotczynnik selektywnosci jest rowniez funkcja stezen obydwu
sktadnikéw. Zauwazmy, ze gdy wzajemne sprzg¢gania pomi¢dzy sktadnikami sg nieistotne, tzn.

L, =0, rownanie 3.113 sprowadza si¢ do 3.102 (gdyz przy tym zalozeniu, wg 3.106 1 3.112:

L. D
R D)
¢ RTL" )

3.1.7. PROCESY PRZEPLYWU W IZOTERMICZNYM UKLADZIE

TROJSKEADNIKOWYM

Obiektem rozwazan obecnego rozdziatu jest uktad izotermiczny zlozony z dwoch roz-
tworow mocnego elektrolitu binarnego odgraniczonych membrang. (Pierwsze zastosowanie
liniowej termodynamiki nierdwnowagowej do tego typu uktadow zostalo przedstawione przez

Stavermanna [17] oraz Michaeli i Kedem [28].)

Oznaczmy liczb¢ kationow 1 anionow w czasteczce elektrolitu odpowiednio przez v,
oraz v, , natomiast sktadniki uktadu: kationy - cyfra 1, aniony - cyfra 2, oraz wodg¢ - cyfra 3.

W uktadzie moze zachodzi¢ dyfuzja sktadnikéw pod wptywem bodzcow:
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X, = —A(ij , 3.114.
T

gdzie: 1, oznacza molowy potencjal elektrochemiczny skladnika i, w przypadku wody réwny jej
potencjalowi chemicznemu.
Stad bezposrednimi przyczynami proceséw moga by¢ (poczatek rozdz. 3.1.2., s.75)
roéznice ci$nien, aktywnosci oraz potencjalow elektrycznych pomiedzy poduktadami. Rozpa-

trywany uktad mozna wigc przedstawi¢ za pomoca nastgpujacego schematu (Rys. 3.10.):

Rys. 3.10. Schemat uktadu mem-
| M I branowego z mozliwos$cia zmiany,
p' a, a, p" wzglednie pomiaru rdznicy ci-
— " a a, *— $nien, aktywnosci sktadnikow i
- - potencjatow elektrycznych (z
elektrodami odwracalnymi wzgle-
T=cons dem anionu).
Ze wzgledow praktycznych bodzce zdefinio ¢ do

roznicy odpowiednich potencjatow: ,Tzl.l — 1", likwidujgc tym samym znak "minus", natomiast
odwrotnos$¢ temperatury wiacza si¢ do odpowiednich wspdtczynnikdéw fenomenologicznych.
Po tych zmianach bodzce przeptywdw majg prostg postac:

X = AL , 3.115.

1

gdzie: Aoznacza rdznice (a nie przyrost, tak jak na s.100).

Stad réwnania fenomenologiczne przeptywu poszczegdlnych sktadnikow tworza nastgpujacy
uktad:

Ji=Lidp, + LA, + Li Au; 3.116a.
Jy=Lpdu, + LA, + Ly Au, 3.116b.
Jy=L,40, + L,An, + L, Au, . 3.116c.

W réwnaniach powyzszych uwzgledniono relacje przemiennosci Onsagera.
Uwaga: Wspolczynniki niediagonalne L), sa roéwne iloczynom wspolczynnikow L, wystepujacych
w réwnaniach 3.4, 3.5, 3.17 i odwrotnosci temperatury. Ich jednostka jest zatem mol2 J-1 m2 51,

Uktad réwnan 3.116. mozna przedstawi¢ za pomocg rOwnania macierzowego:
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.| = | L4z | : 3.117.
gdzie: |Jl| oznacza wektor kolumnowy przepltywow sktadnikow 1,2 oraz 3,
|éﬁl| oznacza wektor kolumnowy bodzcow,
‘Lfk‘ oznacza tensor (drugiego rzedu) wspotczynnikéw fenomenologicznych, przy czym i
numeruje kolumny, natomiast k wiersze.

W praktyce laboratoryjnej, zamiast przeplywow wszystkich sktadnikéw, wykonuje si¢
pomiary przeptywu jednego z jonoéw, np. kationu J,, przeptywu objetosci J,, oraz nat¢zenia
pradu elektrycznego /. Takie, "praktyczne" przeptywy (J,, J, oraz ) beda w dalszym tekscie

oznaczane ogoélnie jako J,. Przeplywy te sa definiowane nastg¢pujaco:

J =, , 3.118a.
Jl

J, =V 4V, : 3.118b.
Yi

I=F(z,J,+z2,J,) , 3.118c.

gdzie: V, oraz V, oznaczajg parcjalne objetosci molowe elektrolitu i wody.
(Pozostate oznaczenia - jak dotad).
Do nowych przeptywoéw nalezy dobra¢ odpowiadajace im "nowe" bodzce. W tym celu

zapiszemy wyzej zdefiniowane przeptywy J, (3.116 a - ¢) za pomoca rOwnania macierzowe-

go:
1 0 0
J ” J,
J = 0 W, . 3.1109.
Vl
I A
zF zF o
albo: J,|=1|J] : 3.120.
przy czym:
1 0 0
I = ﬂ 0 7 . 3.121.
Vi
zF zF 0
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Tensor ,,nowych” wspdlczynnikow fenomenologicznych jest zatem operatorem transponujg-

J

a

cym przeptywy J, na J , natomiast oraz |J,| oznaczajg wektory kolumnowe przeptywow,
odpowiednio nowych i pierwotnych.

Relacje pomigedzy nowymi bodzcami i "starymi" reprezentuje nast¢pujace réwnanie
macierzowe:

|X,|=T"|A%| : 3.122.

gdzie: r jest odwrotng i transponowang macierza I .
Wyznaczanie macierzy I'~'" wymaga obliczenia wyznacznika macierzy I oraz jej dopetnien algebra-

icznych Ai/. a nastgpnie macierzy odwrotnej I'™' i jej transponowania.

Roéwnanie 3.122 z wpisang macierza I'™'" oraz macierzami bodzcow ma nastepujaca postac:

p-a Nk
X, 2 ‘I1V3 AZLL,
X,|=10 0 A - |ALL, 3.123.
XI 1 ’ Mz.
0 — 0
zF
Wiynika stad, ze:
X, = At -2 AT~ AT, , 3.124a.
Z v
Xy =Léu3 ; 3.124b.
VW
X, :Léﬁz : 3.124c.
zF

Nastepnie, po dokonaniu podstawienia zmian potencjalow elektrochemicznych katio-
néw 1 aniondw oraz potencjatu chemicznego wody, w sposob podobny do zastosowanego w p.

3.1.4, uzyskamy nastepujace réwnania:

X, ~ATI(l + ¢V)/v,c :% , 3.125a.
Vlcx
X, =Ap—AIl , 3.125b.
X, =LM2 =E , 3.125¢.
Z,

gdzie: AIl oraz Ap oznaczaja, jak dotad, rdznice ci$nien osmotycznych i hydrostatycznych,
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AlT A
¢, - Srednie stgzenie z obydwu roztwordw, zdefiniowane jako S ,
‘ Aﬂ K V3 AILI s
E - rdznice potencjatlow wykazywang przez elektrody odwracalne wzgledem anionow.

Po ustaleniu wyzej podanych "praktycznych" bodzcow mozna juz sformutowac rownania fe-

nomenologiczne przeplywow J . Tworza one nastgpujacy uklad roéwnan:

J, :LHH£ + Ln(Ap-All) + Ly, E : 3.126a.
Vlcs
ATT
J, =Lpn;—5 + L, (Ap—All) + LE : 3.126b.
1~s
1=LHE£ + L(Ap—All) + L E : 3.126c.
v,C

S

w ktorych zostaly wpisane wspofczynniki fenomenologiczne L,, odpowiadajgce nowym
bodzcom X,.

W celu obliczenia warto$ci szeSciu wyzej wprowadzonych wspotczynnikow nalezy
przeprowadzi¢ sze$¢ niezaleznych eksperymentow, np. takich, ktore pozwolg na oznaczenie:
przewodnictwa elektrycznego, liczby przenoszenia kationu, liczby przenoszenia wody, prze-
ptywu elektroosmotycznego objetosci, przeptywu osmotycznego oraz przeplywu objetosci i
jondéw wodorowych pod wpltywem roznicy cis$nien. Nalezy zastrzec, ze obliczone wartos$ci
dotyczg wybranego uktadu membranowego przy zastosowanych wartosciach (Srednich) stezen.
Pelng charakterystyke ukladu mozna uzyska¢ dopiero na podstawie ustalenia zmian obliczo-
nych wspotczynnikéw wraz ze zmiang tych stgzen.

Réwnania 3.126 mozna przedstawi¢ w zapisie macierzowym jako:

ol =

L.,

|X,| : 3.127.

Stanowia one podstawe do pelnego opisu ilosciowego procesOw transportu przez membrang.
Do interpretacji mechanizméw przeptywow w membranach stuza jednak lepiej wspotczynniki
"pierwotnych" rownan fenomenologicznych, tzn. L, , wystepujace w rownaniach 3.116. War-
tosci tych wspolczynnikow oblicza si¢ na podstawie nastgpujacego roOwnania macierzowego:

=I" r-'r , 3.128.

+
Lik

L,

gdzie wszystkie symbole majg swoje poprzednie znaczenie.
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W powyzszych rozwazaniach membrana byta traktowana jako granica nieciagtosci, w
ktorej istnieja jedynie liniowe zmiany stosowanych bodzcoéw, tzn. zmian stezen, cisnien 1 po-
tencjatu elektrycznego roéwne roéznicom tych wielkosci w roztworach zewnetrznych
[29,30,34,35]. W rzeczywistosci przebieg takich zmian bywa bardzo zloZony i membrang na-
lezatoby rozpatrywac jako catos¢ ztozong z poszczegdlnych warstw, z ktoérych dwie zewnetrz-
ne graniczg z jednej strony z roztworami zewngtrznymi i parametry intensywne przy prawej
powierzchni kolejnej warstwy mozna uzna¢ za réwne parametrom przy lewej powierzchni
nastepnej warstwy. Szczegdlowy tok postgpowania mozna przesledzi¢ w publikacjach zrédto-
wych, ktorych celem jest analiza struktury 1 wtasciwos$ci membrany [31,32].

Do tej pory byly omawiane najczesciej uklady nieciggle ze wskazaniami na istotne
wlasciwos$ci procesOw przeplywdw 1 charakterystyczne struktury istniejace w stanach stacjo-
narnych. Stwierdziliémy, ze fenomenologiczne wspotczynniki przeptywu sa wielko$ciami cha-
rakterystycznymi dla zjawisk przebiegajacych przez granice nieciggtosci poduktadow, jaka
najczesciej stanowi porowata membrana. Sa wigc wykorzystywane rowniez do ilo§ciowej cha-

rakterystyki procesow zachodzacych w samej membranie.

Interpretacje mechanizméw transportow w ukladach membranowych mozna réwniez
oprze¢ na analizie warto$ci liczbowych 1 wspodlzaleznosci pomigdzy wspdiczynnikami oporu
Rjr. Wzajemna relacj¢ pomiedzy obydwoma zestawami wspotczynnikéw reprezentuje naste-
pujace rGwnanie macierzowe:

A

+ _ ik
Rik -

> 3.129.
L

gdzie: A, oznacza odpowiednie dopelnienie algebraiczne macierzy wspotczynnikow L, ,
natomiast L - jej wyznacznik ‘Lfk‘
W przypadku omawianego wyzej uktadu odpowiednie rozwigzania sg dosy¢ ztozone
1 szczegotowe ich przedstawianie nie bytoby celowe. Wynik transformacji wspotczynnikow

fenomenologicznych rownan przeptywu we wspotczynniki rownan bodzcéw przedstawimy

tylko na przyktadzie prostego uktadu dwoch rownan przeptywow:

J, =L, Ap + LAY 3.130a.

oraz I=L,Ap + Ly, AY . 3.130b.

Roéwnania te mozna przeksztatci¢ do nastepujacych rownan bodzcow:
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Ap=R,,J, + Ryl 3.131a.
oraz AY =Ry, J, + Ryyl . 3.131b.

Wystepujace w nich wspotczynniki oporu R, , obliczone wedlug rownania 3.129, sa nastgpuja-

cymi funkcjami wspotczynnikow réwnan przeptywu:

L
R, = v : 3.132.
LVVL‘P‘P_LVY/
L
Ryy = W , 3.133.
LVVLY"I’_LV‘I’
L
R,,=R,, = LA . 3.134.
LVVLWf_LVlP

Latwo mozna zauwazy¢, ze wymiar wspotczynnikow oporu jest odwrotnoscia wymiaru

wspotczynnikow przeptywu.

3.1.8. SPRZEZENIA W TRANSPORCIE SKEADNIKOW ROZTWOROW

ZEWNETRZNYCH Z MEMBRANA

Pomiedzy membrang i sktadnikami roztworéw zewnetrznych istniejg zwykle okreslone
oddziatywania ( fizyczne i/albo chemiczne) decydujace o selektywnos$ci membrany wzgledem
danego sktadnika. Mozna méwi¢ wprost o sprzezeniach wystepujacych pomigdzy membrang a
przeptywajacymi sktadnikami. Sprzegania si¢ przeptywajacych sktadnikéw sa, jak wiemy,
reprezentowane w rownaniach fenomenologicznych przez wspdtczynniki krzyzowe, tzn. nie-
diagonalne. Z tego wzgledu istnienie oddziatywan pomiedzy nieruchomg membrang a prze-
ptywajacymi sktadnikami winno by¢ odzwierciedlone w warto$ciach wspotczynnikéw diago-
nalnych.

Przed przedstawieniem pewnych informacji na ten temat warto zwroci¢ uwage na sens

fizyczny wspotczynnikdéw fenomenologicznych.

Wspolczynniki diagonalne L,

. » wzglednie R, maja szczegodlne znaczenie i s3 proste w
interpretacji fizycznej. Jesli bowiem wspolczynniki niediagonalne sg rowne zeru, co oznacza,
ze rozpatrywany przeplyw albo bodziec nie zalezy od sit sprzezonych, to otrzymane rownanie
fenomenologiczne jest analogiczne do znanych liniowych rownan, takich jak I prawo Ficka,
prawo Ohma, Fouriera itp. (Problematyke te omawialiSmy juz czesciowo w rozdziale 1.5.2.).

Wspoétczynniki diagonalne sg wtedy bardzo prostymi funkcjami, np. wspotczynnikow dyfuzji,
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przewodnictwa elektrycznego, cieplnego itp., w zastosowanych membranach i mogg stuzy¢ do
obliczen tych wielkosci [17,24,27-29].

Jesli jednak oddzialywania pomig¢dzy przeptywajacymi sktadnikami sg istotne, to war-
tosci liczbowe wspodtczynnikéw niediagonalnych sa miarg sprzgzen pomiedzy przeptywami,

np. J; oraz J,. Oznacza to, ze bodziec ( X; ) sprz¢zony ze sktadnikiem i wnosi wkiad do prze-

ptywu sktadnika ;.
W celu sprecyzowania sensu liczbowych wartosci wspdtczynnikow oporu rozpatrzmy

np. rownanie fenomenologiczne dla bodzca X;:

X, =Ry J,+RyJy+ Ry J, +-RJ, +R,J . 3.136.

in* n
Jak mozna zauwazy¢:

Wspolcezynnik diagonalny R, jest liczbowo rowny bodzcowi dziatajacemu na
1 mol sktadnika i, niezbgdnemu do wywotania jednostkowego przeptywu J,, gdy pozostate

sktadniki sg unieruchomione (J ., =0).

J#i
Wspolezynnik niediagonalny R, jest liczbowo rowny bodzcowi dziatajacemu

na 1 mol sktadnika i przy jednostkowym przeptywie sktadnika j, gdy zarowno sktadnik

i, jak ipozostate sktadniki sg unieruchomione (J,,; =0).

Jak juz wiadomo, wspotczynniki diagonalne sa zawsze dodatnie, podczas gdy niedia-

gonalne mogg by¢ zaréwno dodatnie jak 1 ujemne. Przy R, <0 wzajemne oddziatywanie oby-
dwu sktadnikéw polega na "pocigganiu” jednego przez drugi. Natomiast gdy R, >0, przeplyw

jednego skladnika wstrzymuje albo wywoluje przeciwnie skierowany przeptyw drugiego

sktadnika.

W réwnaniach bodzcoéw wg 3.136. wystepuja wspotczynniki reprezentujace sprzezenia
pomiedzy "ruchomymi" sktadnikami roztworéw zewnetrznych. Brak w nich wielkosci repre-
zentujacych ,jawnie” oczywiste oddziatywania ruchomych sktadnikow z nieruchomg mem-
brang. Nalezy zwrdci¢ uwage na to, Ze membrana jest w takim ujeciu uznana za uktad odnie-
sienia ruchu pozostatych sktadnikow.

W celu sprecyzowania wielko$ci reprezentujgcych rowniez oddziatywania z membrang
nalezy traktowa¢ membrane jako dodatkowy sktadnik uktadu. Jest oczywiste, ze pomiedzy

wszystkimi sktadnikami tego uktadu (wlaczajac membrane) istnieja oddziatywania, ktore
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mozna interpretowac jako tarcie w czasie przemieszczania si¢ ruchomych sktadnikoéw pomie-
dzy sobg oraz kazdego z nich z membrang. Oznacza to, ze o warto$ci wspotczynnika diagonal-
nego R. decyduja nie tylko oddzialywania pomigdzy skladnikiem i a pozostalymi sktadni-
kami ruchomymi, lecz rowniez pomigdzy nim a membrang.

Podstawg do sformulowania wyrazen pozwalajacych na obliczanie wspdtczynnikow
charakteryzujacych oddzialywania sktadnikow z membrang (szczegdlnie istotnych w przypad-
ku membran jonoselektywnych) jest stwierdzenie, ze bodziec termodynamiczny dziatajacy na
1 mol danego sktadnika jest rtOwnowazony przez sumg¢ sit oddzialywania pomiedzy tg iloscig
sktadnika i1 wszystkimi innymi sktadnikami w jego otoczeniu, tzn.

X, =-) F, dla k=1,2,..n, m 3.137.
ik
gdzie: m oznacza membrang, natomiast Fjj - sil¢ oddziatywan wzajemnych ioraz k.
Kazda sile oddzialywan mozna wyrazi¢ jako iloczyn wspotczynnika tarcia fjj i roznicy

szybkosci obydwu sktadnikow (np.: v, oraz v, ). Zatem:

J J
Fyp=—fuv,=v)=—f, [c—’——"j , 3.138.

i Gk
W rownaniu tym szybkosci sktadnikow zastgpiono ilorazem przeplywu 1 stg¢zenia,
gdyz: J, =v,c,.

Z uwagi na to, ze membrana jest uktadem odniesienia ruchu sktadnikdéw:
J,
F‘im = _f‘imvi = _ﬁm — . 3139
Ci

Wedtug 3.138. wspotczynnik tarcia (molowy) f; jest liczbowo rowny sile dzialajacej na mol
sktadnika i, wynikajacej z oddziatywan pomigdzy nim 1 sktadnikiem k& (o stezeniu cj) przy
jednostkowej szybkosci wzglednej. Poniewaz stezenia obydwu skladnikow w membranie sg
zwykle r6ézne, a obowigzuje réwnowaga wzajemnych oddziatywan, wigc:

¢ifw = it : 3.140.
Powyzszy wzor pozwala na wzajemne przeliczanie wspotczynnikow tarcia f,, na f,;.

Podstawienie 3.138 oraz 3.139 do 3.137 prowadzi do wyrazenia prezentujacego bodzce

termodynamiczne za pomocg wspotczynnikow tarcia i stezen. Mianowicie:
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zfik n f
X, =J = : 3.141.
G ki Cr

Poréwnanie tego wyrazenia z fonomenologicznym réwnaniem bodzcoéw 3.136 prowa-

dzi do wniosku, ze:

R[i = Z& > przy k:]) 2} n: m: 3142.
k#i Ci
__Ju ke g
oraz R, =——"+~ przy i#zk; i,k=12 .n . 3.143.
Ck

Z ostatniego rdwnania, znajac wspotczynniki R;j oraz st¢zenia cj, mozna obliczy¢ poszcze-
golne wspotczynniki tarcia pomigdzy "ruchomymi" sktadnikami w membranie f.
Wspotczynniki reprezentujace oddzialywania tych sktadnikow z membrana f;;,, oblicza

si¢ nastgpnie na podstawie 3.142 przeksztatconego do nastepujacej postaci:

Sm = Ric; _Zfik , 3.144.

k#i
gdzie i, k=1,2,..n natomiast m oznacza membrang.

Wspotczynniki fenomenologiczne R;;,, obliczymy z kolei przez podzielenie wspot-

czynnika tarcia f, przez st¢zenia danego sktadnika w membranie (wg 3.143).

Omawiane sprzegania si¢ przeptywow sktadnikow z membrang sg szczegdlnie istotne
w przypadku stosowania membran o zdecydowanym charakterze polarnym albo membran jo-

noselektywnych. ,,Szkieletem” tych ostatnich membran jest struktura przestrzenna utworzona

np. z fafcuchow polimerowych zawierajacych grupy jonowe, np. sulfonowe - SO, . W roztwo-

rze wewnetrznym znajdujg si¢ natomiast oddysocjowane kationy. Wobec tego jony ujemne
przeplywajace przez membrang spotykaja si¢ ze zdecydowanie innym oddziatywaniem niz
jony dodatnie; s3 one elektrostatyczne odpychanie przez zwigzane jony sulfonowe. Mozna

zatem przewidywac, ze warto$ci liczbowe wspolczynnikow R, oraz R, winny odzwiercie-

2m
dla¢ znany efekt selektywno$ci membran wzgledem przeplywu elektrolitu oraz selektywnos$ci
wzgledem wielko$ci 1 tadunku jondow tego samego rodzaju. O efekcie oddziatywan z membra-
ng moze decydowac jeszcze caly szereg innych czynnikow, wsrdd ktérych nalezy wymienic
srednice drég przeptywu w membranie (Srednice jej pordw) oraz sile jonowa roztwordOw

[30,33].
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Na podstawie powyzszych rozwazan staje si¢ zrozumiate wielokrotnie podkreslane
stwierdzenie, ze wspoOtczynniki fenomenologiczne w ukladach membranowych, zwlaszcza
wspotczynniki diagonalne, charakteryzuja wlasciwosci calego uktadu membranowego a ich
wartosci liczbowe mogag stuzy¢ do charakterystyki oddziatywan skladnikow pomiedzy sobg

1 z membrana.

3.2. NIECIAGLE UKLADY NIEIZOTERMICZNE

Charakterystyka rozpatrywanych uktadow:
sg zamkniete wzgledem otoczenia;
poduktadami sg roztwory tych samych sktadnikdéw o réznych aktywnosciach;
sktadniki (uktad zawiera n sktadnikow) nie uczestniczg w reakcjach chemicznych; granice
nieciaglosci stanowi membrana pozwalajagca na wymiang masy i energii;

nie wystepuje zewnetrzna roznica potencjalow.
Temperaturg¢ w poduktadzie I oznaczymy jako 7, natomiast w poduktadzie II jako 7+ AT.
Zaktadamy przy tym, ze AT jest niewielkie, zatem iloczyn: T (T+ AT) = T".

Pomigdzy poduktadami zachodza dyfuzyjne przeptywy skladnikéw J, oraz przeptyw

1

energii w postaci ciepta J,. Stad zrédlo entropii sktada si¢ z udziatu wnoszonego przez prze-

ptyw ciepta oraz przez wszystkie przeplywy dyfuzyjne (wg 1.112):
,=JX, + Zk:Jka : 3.145.

Natomiast bodzce termodynamiczne i przeptywy (wg 1.111) sa przedstawiane nastgpujaco:

- bodziec przeplywu ciepta -

X, :—A(l):A—{ , 3.14e.
Tr) T
- bodZce przeptywu sktadnikow -
X, = Al | B g , 3.147.
T T T

gdzie: k=1, 2, 3, .n,
Réwnania fenomenologiczne przeplywow obejmujg (analogicznie do 2.3 1 2.4):

a) n rownan przeptywu skladnikoéw o postaci ogolnej:
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J=Y L, X, + LX, 3.148.
k=1

b) réwnanie przeptywu ciepla:
J, = ;quxk + L, X, : 3.149.
(Niediagonalne wspotczynniki fenomenologiczne spetniajg relacje Onsagera.)
Do 3.148 wprowadza si¢ obecnie rozszerzenie, otrzymujac:

J, :i/:,.k)(k + 2L L X . 3.150.

q-q
k=1 z Lik

W drugim sktadniku prawej strony ostatniego roOwnania wystepuje wyrazenie, ktore ma

okreslony sens fizyczny. Reprezentuje ono tzw. energie¢ przenoszenia skladnika £ 1 jest ozna-

czane symbolem U, . Mianowicie dla sktadnika i :

3.151.

Sens fizyczny energii przenoszenia mozna ustali¢ za pomocg nastgpujacego rozwaza-
nia:
Zatozmy, ze
a) réznica temperatur pomigdzy poduktadami zostata sprowadzona do zera, czyli
AT=0, a zatem rowniez X, =0, oraz
b/ potencjaly chemiczne wszystkich sktadnikéw z wyjatkiem sktadnika k& sg rowniez
jednakowe, czyli X, = 0.
Jedynym bodzcem jest obecnie X, (przy czym i# k).
Wobec powyzszego, z 3.149 wynika, zZe:
J,=L,X , 3.152.
oraz wg definicji energii przenoszenia ( 3.152):
L, = U'L, . 3.153.
Po podstawieniu tej wielkosci do 3.152 otrzymujemy:
J,=U/LX =UJ, , 3.154.
gdyz wobec poczynionych zalozen L X, =J, .
Wedlug ostatniego réwnania energia przenoszenia danego skladnika U, jest energia

wewnetrzng przenoszong przez jednostkowy przeptyw dyfuzyjny tego skladnika. Jest zatem
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analogiem wlasciwego ciepta przenoszenia stosowanego dla opisu efektow krzyzowych
w nieizotermicznych uktadach ciagtych (rozdziat 2.3.).

Po wprowadzeniu energii przenoszenia do 3.150 otrzymujemy:
J,=YL,(x, +Uix,) . 3.155.
k=1
Z kolei podstawienie bodzcow (3.146 1 3.147) prowadzi do postaci:

§ 1 U, +u
J, = ZL,,{—?AM + %AT} . 3.156.
k=1

Pozostaje obecnie podstawi¢ wielkos¢ Ay, ;

Jak wiadomo, potencjat chemiczny jest funkcja 7, p 1 aktywnos$ci poszczegdlnych sktadnikow.
Przyjmujac, ze roztwory w poduktadach sg doskonale albo idealne, zamiast aktywno$ci mozna
stosowaé stgzenia w utamkach molowych x,. Wobec tego rdzniczka potencjatu chemicznego

sktadnika ma postac:

= %) ar o (2]
PsX; p

Po podstawieniu parcjalnej entropii molowej sktadnika S, oraz parcjalnej obj¢tosci molowej

dp + Z(%) dx, . 3.157.
X k=1 i .

T T.psx i

tego sktadnika V, 1 scatkowaniu w granicach zmian odpowiednich parametréw w wybranym
uktadzie stwierdzamy, Ze:

Au, =V, Ap — S,AT + z(%j Ax, . 3.158.

k=1 i T,

Po podstawieniu powyzszego wyrazenia do rownania 3.156 otrzymujemy:

‘]i:ZLik &AT — ﬂAp - lz 22 Ax, + U"——Z’U"AT} . 3.159.
Tk T rs\ox ), T

1

Pierwszy i ostatni wyraz wewnatrz nawiasu kwadratowego mozna potaczy¢é w jeden ze wspodl-
nym mianownikiem T, uzyskujac:
TS, +u, +U, U, +h
T T AT = AT 3.160.
T
gdzie:  h, = u, + TS, oznacza parcjalng entalpi¢ molowa sktadnika k.

Wobec powyzszego przeptyw sktadnika 3.159 otrzymuje ostateczng postaé:
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Jl.=ZLik[ - %z(ﬁ"q Ax, + UT”’k AT} . 3.161.
= T\

k=1

Réwnanie powyzsze ma bardzo zlozong strukturg. Jak wykazemy ponizej,
w przypadkach specyficznych jest ono jednak znacznie uproszczone.
Interesujgce wyniki badan nieizotermicznych uktadéw membranowych mozna znalez¢

w pracach Lorimera [36] oraz Tasaki [37].

3.2.1. UKLADY NIEIZOTERMICZNE W STANIE STACJONARNYM

Rozpatrzymy obecnie przypadek szczegdlny, gdy uklad znajduje si¢ w stanie stacjo-
narnym utrzymywanym przez stalg roznic¢ temperatur [36,37].

Zgodnie z wlasciwo$ciami stanu stacjonarnego, przeptywy niesprz¢zone z ustalonym
bodZzcem sg rowne zeru. W rozpatrywanym ukladzie sg to zatem wszystkie przeptywy dyfu-

zyjne (p. 1.6.2.2.).

3.2.1.1. Nieizotermiczny uktad dwusktadnikowy

W takim uktadzie J, oraz J, sa rowne zeru. Stad, wedtug 3.161:
L -Yap - M) A U+h1AT +
T T\ ox, T?

+ L{&Ap - l(—%J Ax, + UT+h2 AT] 0

3.162.

Analogiczne wyrazenie, réznigce si¢ jedynie wspolczynnikami fenomenologicznymi,
otrzymamy przyrownujac do zera J,. Wobec tego obydwa nawiasy kwadratowe rownania
3.162. s3 rowne zeru.

Oznacza to, ze

Ny s M) g Uithag 3.163a.
T T\ ox, ). T

oraz gy o U}y Uath g g . 3.163b.
T r\ox, ), T’

Poniewaz uktad jest dwuskladnikowy, potencjat chemiczny sktadnika 2 oraz jego ste-

zenie mozna zastgpi¢ odpowiednimi funkcjami odnoszacymi si¢ do sktadnika 1 .
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W tym celu wykorzystamy rownania Gibbsa — Duhema o postaci:
nduy, + n,du, =0 (stale: T oraz p), 3.164.
gdzie: n; oraz n, oznaczaja liczby moli sktadnikow.

Roéwnanie to mozna przedstawic¢ jako:

0 0
n, ad dx, +n, ol dx, =0 . 3.165.
ox, ). o0x, )
Wobec powyzszego mozna stwierdzié, ze:
0 n (0
(ﬁj Ax, =——l[ij Ax, . 3.166.
0x, y n,\ 0x, .

(Analogiczne przeksztatcenia stosowalismy w przypadku dyskusji uktadéw cigglych, rGwnania

2.21-2.23)

Obecnie, po uwzglednieniu relacji: MM \kbad rownan 3.163 uzyskuje postac:
n, X,
2 U +h
Vap + (ij Ax, - ZLLAT =0 3.167a.
X ) o, T
x, | I U, +h
oraz Vap — 2L A - Z2TEAT =0 3.167b.
x, \ Ox, Ty, T

Za pomocg powyzszego ukladu rownah mozna wyprowadzi¢ rownania na wspolzalez-
nosci pomiedzy AT wywolujacym stan stacjonarny a ustalajacymi si¢ w nim wartosciami Ax;,
lub 4p :

Mianowicie:

a) Rozwiazujac uktad rownan 3.167 wzgledem x, (po wyeliminowaniu 4p), otrzymamy:

2 1 1~ . . .
T.,p.x,

X, X, T

x
Zauwazmy, 7¢ V,+V,—t=— |, gdyz objetos¢ catkowita V = Vix, +V,x, .
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W +n)v,-(Us+m)7,

LAT 3.169.
(é"“] VT
ox, s

Réwnanie powyzsze opisuje zjawisko tzw. efuzji termicznej. Wartos¢ liczbowa tego

Stad: Ax, = x,

efektu jest rowna roznicy stezen, jaka ustala si¢ w stanie stacjonarnym uktadu wywotanym
jednostkowa roéznica temperatur.

Zjawisko to jest analogiem termodyfuzji wystepujacej w uktadach ciggtych (s. 76), a rGwnanie
3.169. pozwala na obliczenie rownicy stezen skladnika jaka ustali si¢ stanie stacjonarnym

uktadu, wywotanym ustaleniem okreslonej rdznicy temperatur.

b) Eliminujac z uktadu rownan 3.167. wyraz Ax, otrzymujemy natomiast rOwnanie wyrazajace
wspotzaleznos¢ AT 1 Ap:

(Ul* +hl)x1 +(U; + hz)

X,
AT . 3.170.
VT

Ap =

Rownanie powyzsze opisuje tzw. ciSnienie termomolekularne. Wartos$¢ liczbowa tego efektu
jest rdbwna roznicy cisnien, jaka ustali si¢ w omawianym stanie stacjonarnym przy jednostko-

wej roznicy temperatur.

¢) W przypadku gdy membrana jest idealnie selektywna wobec sktadnika 2, tzn. wstrzymuje
go catkowicie, (zatem L, jest rtowne zeru) wg 3.167a. stan stacjonarny jest charakteryzowany

przez rownanie:

vap + | P] A - Uithoar_g . 3.171.
18P 1
ox, s T

Gdy ponad to wybrany uklad (w stanie stacjonarnym) jest tak zbudowany, ze idealnie
selektywna membrana jest ruchoma, tzn. nie moze doj$¢ do ustalenia si¢ rdznicy ci$nien Ap,
rownanie 3.171 sprowadza si¢ do postaci:

U/ +h,

T(ﬂﬂlj
ox, -

Na podstawie powyzszego rdwnania mozna oblicza¢ tzw. temperature osmotyczna

Ax, = AT . 3.172.

jako roznice temperatur, ktora wywota jednostkowsg réznice stezen.
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3.2.1.2. Nieizotermiczny uktad jednosktadnikowy

W rozpatrywanym uktadzie x, =1, wobec czego rownanie 3.171, charakteryzujace stan

stacjonarny wywotany statg r6znicg temperatury, sprowadza si¢ do postaci:

U —h
Ap=——1—"1 AT dzie V=V . 3.173.
p VT g 1

W ukladzie ustala si¢ tzw. ciSnienie termomolekularne. Wielkos¢ ta jest réznicg ci-
$nien miedzy podukladami w stanie stacjonarnym jednoskladnikowego uktadu, wywolanym
utrzymywaniem stalej roznicy temperatur. W takim stanie przeptyw sktadnika jest rowny zeru
(jako nie skoniugowany z bodzcem wywolujacym stan stacjonarny), a uktad wykazuje statg
réznice cisnien dzigki przeplywowi ciepta.

Réwnania fenomenologiczne w rozpatrywanym uktadzie majg posta¢ (wg 3.148. i
3.149.): J=L,X, + L X, 3.174.
oraz J, =L, X, + L, X, , 3.175.

a po podstawieniu bodzcow (Xq wg 3.146 oraz X wg3.147 1 3.158.):.
v U +h
J, :LH[—?'Ap + #AT} , 3.176.

(posta¢ ta wynika bezposrednio z 3.161).

v, h L
oraz Jq=L1q(—71Ap + T—IZATj + T—quT . 3.177.

W ostatnich réwnaniach tych uwzgledniono juz wprowadzone wielkosci energii prze-

L .
noszenia sktadnika (3.151) L—l" = U, oraz parcjalnej entalpii molowej sktadnika (jak w 3.160).
11

Jesli zatlozymy dodatkowo, ze AT =0, to z powyzszych rOwnan otrzymujemy:

v
J =L, L 4p , 3.178.
T
v, L,
oraz J, :—quFI Ap:JlL_j : 3.179.

Po zastgpieniu L, iloczynem: U, L,, (wg.3.151) otrzymujemy:
J,=UJ, : 3.180.
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Roéwnanie powyzsze wyraza tzw. efekt termomechaniczny. Okresla on przeplyw energii wy-
wotany przeptywem sktadnika pod wptywem roznicy cisnien (gdyz wg 3.178 AP decyduje o
wielkosci przeptywu sktadnika).

Wyzej przedstawione efekty, tzn. ci$nienie termomolekularne oraz efekt termomecha-
niczny, stanowig kolejny przyktad efektéw krzyzowych spowodowanych sprzeganiem sig

przeptywu energii i masy.
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4, UKLADY NIECIAGLE Z REAKCJA CHEMICZNA

41. WPROWADZENIE

Reakcja chemiczna jest procesem polegajacym na przeksztalceniu (z reguty nie kom-
pletnym) substratow w produkty. Jest przy tym procesem nieukierunkowanym przestrzennie, a
w czasie jej przebiegu powstaje jednakowy w kazdym miejscu uktadu nadmiar (albo niedo-
miar) okreslonych reagentow. Nie dochodzi do powstawania zréznicowania stezen, ani tempe-
ratury w przypadku reakcji z efektem cieplnym. W §rodowisku izotropowym reakcja nie stwa-
rza zatem bodzcéw do pojawienia si¢ przeplywow. Stwierdzenie to jest zgodne z regulg Curie
( 1.5.4.), zgodnie z ktorg w osrodku izotropowym rozne od zera powinowactwo chemiczne
reakcji (wielkos$¢ skalarna) nie moze sprzegac si¢ z przepltywami czyli z wielkosciami wekto-
rowymi. Przebieg reakcji, np. 4 - B, nie wywotuje w uktadzie izotropowym zréznicowania
stezen czyli separacji sktadnikow. Efekt taki mozna obserwowac jedynie w uktadach dalekich
od rownowagi oraz w ukladach, w ktorych w mechanizmie reakcji uczestnicza etapy autokata-
lityczne; W stanach stacjonarnych takich uktadéw obserwuje si¢ oscylacje (w czasie i w prze-
strzeni) stezen autokatalizatorow.

Najprostszy przyktad stanowig procesy nie koniecznie chemiczne, ale 1 wiele proceséw
ekologicznych, nazywanych czg¢sto procesami z udzialem ,,ofiary i drapiezcy”. Ich mechanizm
zostal przedstawiony za pomocg modelu opracowanego teoretycznie przez Lotke (1910-
1920);

W przypadku prostego procesu sumarycznego zapisanego sumarycznie jako:

A4 —=5 B , 4.1.
uproszczony model jego mechanizmu przedstawia si¢ jako sekwencje etapow:
A+ X b 2x
X +Y b5 2y 4.1a.
Y 2> B
gdzie: A1 B oznaczajg substrat i produkt,

X 1Y - autokatalizatory, (w procesach ekologicznych X oznacza ofiar¢ a Y dra-

piezce),

ki, ko, ks - state szybkos$ci poszczegélnych etapow.

W stanie stacjonarnym zapewnionym przez utrzymywanie statych stg¢zen substratu i produktu

zmiany czasowe stezen autokatalizatorOw majg posta¢ oscylacyjnych réwnan rozniczkowych:



131

dcC, dC
o =kC,C, - k,C,C, oraz th

=k,C,C, — k,C, 4.2.
Szerzej znany przyklad takich proceséw chemicznych stanowia tzw. reakcje Bietouso-
wa-Zabotynskiego (1950 -1970). Jedng a z nich stanowia procesy zachodzace w wyniku zmie-
szania kwasu malonowego z siarczanem ceru i1 bromianem potasu, przy wystarczajacym nad-
miarze bromianu. Szczegdélowy mechanizm zachodzacych reakcji jest jeszcze ciagle przedmio-
tem dyskusji (reakcja sktada si¢ co najmniej z ok. 20 etapéw elementarnych). Sumaryczny,

lecz uproszczony przebieg takich reakcji zostal wyjasniony za pomoca modelu nazwanego

OREGONATOREM o postaci:

A+Y—-Ls5s Xx+ P gdzie: A= BrO;
A+ X—L5 2X +22 B = zw. organiczny
X +Yy—-5>s 2P P = HBrO 43
2X 2t A+ P X = HBrO,
B + Z —5 produkty utleniania Y =Br-
Z=2Ce™"

Nalezy wspomnie¢, ze jony Ce” redukujace sic w ostatnim etapie sa odtwarzane w, nie wy-
szczegdlnionym, etapie posrednim w wyniku utleniania przez BrO”. W stanie stacjonarnym

oscylacjom podlegaja sktadniki X, ¥ 1 Z.

Oscylacje czasowe 1 przestrzenne, bedace przejawem istnienia struktur czasowo-
przestrzennych, sa typowa cechg stanéw stacjonarnych wielu ztozonych uktadéw chemicznych
z etapami autokatalitycznymi. Najprostsze struktury przestrzenne sg charakterystyczne dla
liniowych stanow stacjonarnych ukladow niezbyt odlegltych od réwnowagi (np. w zjawisku
termodyfuzji, elektroosmozy i innych).

W przypadku prostych reakcji chemicznych w uktadach nieciagtych, zwykle membra-
nowych, sytuacja jest zdecydowanie odmienna, np. w jednorodnym uktadzie jednofazowym
odgraniczonym od otoczenia za posrednictwem membrany. W trakcie przebiegu reakcji che-
micznej dochodzi do wzrostu stezenia jednych skladnikow 1 spadku innych. Gdy st¢zenie, np.
jednego ze sktadnikow staje sie wyzsze od stgzenia zewnetrznego, to na granicy uktad / oto-
czenie wytwarza si¢ roznica stezen, czyli bodziec dla przepltywu tego sktadnika. Jesli granica
uktadu jest membrana przepuszczalna, to begdzie zachodzit przeptyw sktadnika do otoczenia.
Pojawi si¢ zatem wielko§¢ wektorowa, pozornie wbrew zakazowi Curie. Zwré¢my jednak

uwage na to, ze istnienie przepuszczalnej (selektywnej) granicy pomigdzy uktadem a otocze-
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niem tworzy nowg niejednorodng catos¢. Jest ona globalnie uktadem anizotropowym, ktorego
reguta Curie nie dotyczy.

Granica uktadu, tzn. membrana, winna spetnia¢ szereg warunkéw, np. nie moze by¢
jednakowo przepuszczalna dla wszystkich sktadnikow. W takim przypadku dosy¢ szybko
utworzytby si¢ uktad jednorodny po obydwu stronach membrany i obecno$¢ membrany nie
miataby znaczenia, a jej usuni¢cie nie wywotywatoby zadnej zmiany.

Sprzeganie si¢ reakcji chemicznej z przeplywami bedzie zatem wystepowato w kazdym
uktadzie anizotropowym oraz w uktadzie niejednorodnym z membrang stwarzajacag niejedna-
kowe przestrzennie opory dla reagentow lub ciepta, albo w uktadzie wykazujagcym zroznico-
wane powinowactwo chemiczne, czy wreszcie w uktadzie wykazujacym niejednakowe rozto-

zenie katalizatora lub niejednakowg aktywnos$¢ katalityczng.

4.2. SPRZEZENIA POMIEDZY REAKCJAMII CHEMICZNYMI

Zrédtem entropii w uktadach z reakcjami chemicznymi jest suma iloczynow bodzcow i
szybkosci reakcji (bodzcem jest natomiast iloraz powinowactwa chemicznego 1 odwrotnosci

temperatury), tzn.

L1
a=z?4gzo : 4.4.
J
gdzie: j=1, 2, ...k numeruje reakcje, 1 ; oznacza szybkos¢ reakcji J,
Aj - powinowactwo chemiczne tej reakcji réwne:Aj = —Z Vild; s

V; - wspdtezynnik techiometryczny sktadnika i w reakeji j,
M, - potencjat chemiczny skfadnika i.
W przypadku, gdy w uktadzie przebiega jedynie jedna reakcja:

1
o=—A1I>0 . 45.
T

Oznacza to, ze znaki powinowactwa chemicznego i1 szybkos$ci reakcji sg identyczne i reakcja
biegnie zgodnie z jej powinowactwem. Jednakze w przypadku, gdy mozliwe jest zachodzenie
wielu reakcji chemicznych, moze si¢ zdarzy¢, ze reakcje j =1, 2,../ maja dodatnig produkcje
entropii, lecz w pozostatych k= [+1, [+2,..entropia maleje. Sytuacja taka jest mozliwa, jesli

taczna produkcja entropii przewyzsza jej spadek [11], tzn.
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< 4.6.

|
Z?Aklk

k

1
Z?A/]j

J

Mozliwo$¢ zaistnienia takiego przypadku zalezy od stosunku liczby reakcji elementar-
nych do liczby liniowo niezaleznych roéwnan kinetycznych. Przebieg reakcji z ujemnym Zzro-
dlem entropii, czyli biegnacych "kosztem" reakcji samorzutnych, jest mozliwy, gdy liczba re-
akcji elementarnych jest wigksza od liczby liniowo niezaleznych réwnan kinetycznych. W
przypadku, gdy liczba reakcji elementarnych jest mniejsza, reakcje wymuszone wbrew swemu

powinowactwu nie moga zachodzi¢.

Whiosek powyzszy mozna zilustrowaé przyktadami:

a) Gdy istnieja dwie reakcje elementarne:
A <« * B oraz B« * C 4.7.

to istniejg rowniez dwa niezalezne rdwnania kinetyczne. W takim ukladzie wystapienie wza-
jemnego sprzegania si¢ reakcji i wymuszenie przebiegu reakcji, np. 2, wbrew jej powinowac-
twu oznaczatoby, ze reakcja pierwsza powodowataby przebieg reakcji drugiej
w odwrotnym kierunku, co jest niemozliwe.

b) Gdy istnieja trzy reakcje typu:
A« "B, B ?*C | C<«ZA 4.8.

to istniejg tylko dwa niezalezne rownania kinetyczne, gdyz zawsze réwnanie dla trzeciej reak-
cji jest sumg dwoéch pierwszych. Stad moze wystapi¢ sprzeganie si¢ reakcji polegajace na tym,
ze np. przebieg (prosty) reakcji 1 1 2 moze wymuszaé przebieg reakcji 3 w kierunku odwrot-

nym, tzn. wbrew jej powinowactwu.

4.3. ROWNANIA FENOMENOLOGICZNE REAKCJI CHEMICZNYCH

Zasady liniowej termodynamiki nieréwnowagowej wymagaja, aby rdwnania fenome-
nologiczne byty liniowymi funkcjami bodzcow. Poznalismy juz takie rownania w przypadkach
bodzcéw "niechemicznych". Okazalo si¢ przy tym, ze sa one stuszne nawet przy dosy¢ wyso-
kich bodzcach (p.1.3.2.).

W przypadku reakcji chemicznych liniowe rownanie fenomenologiczne winno mieé

postac:
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r Ak
1‘/- = Z ij 7 N 49
k
gdzie: [] oznacza szybko$¢ zmiany st¢zenia sktadnika j uczestniczacego w r reakcjach,

A4, - powinowactwo chemiczne reakcji &, L & - wspoltezynniki fenomenologiczne.

Wobec powyzszego zrodto entropii, réwne sumie iloczynoéw szybkos$ci reakceji 1 bodZzcéw, ma

postac:

— AJ
a_;;L_,k7720 : 4.10.

Istotne jest okreslenie zakresu stusznosci liniowych rownan fenomenologicznych wy-
razajacych szybkos$¢ reakcji;
Wspotzaleznos¢ szybkosci reakcji 1 jej powinowactwa ustalimy na przyktadzie reakcji po-
wstawania jodowodoru:

ki
H, + L, <« 2HI 4.11.
ko

Szybkos¢ tej reakcji jest wypadkowa szybkosci procesu biegnacego w prawo i w lewo, tzn.

2
v=v,—v,=kcyc, — kcy , 4.12.

kye,,” K
v=ke,c, |1-—2 =v1(1—£j . 4.13.
: kchZc,2 K

W roéwnaniu tym stosunek statych szybkosci k, do k, zostat zastapiony przez stala rdwnowa-

a po przeksztatceniu:

gi K, natomiast K oznacza wyrazenie analogiczne do statej rownowagi, reprezentujace reakcje
w danym momencie (nazywane ilorazem reakcji). Nie zawiera ono aktywnos$ci rdwnowago-
wych, lecz aktywnosci aktualne w danym momencie reakcji.

Zauwazmy, ze powinowactwo chemiczne reakcji przebiegajacej w warunkach izoter-

miczno izobarycznych jest wyrazane wzorem:
A=-AG=-AG° —RTIn E:ern% , 4.14.

gdzie: 4G oznacza entalpi¢ swobodng reakcji, natomiast
AG’ - standardowa entalpie swobodna reakcji (rowng —R7In K).
Wobec tego:
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£=exp A 4.15.
K RT

i rdwnanie 4.13 uzyskuje postac:

v=v, {1 - exp(— %H . 4.16.

Szybkos¢ nawet tak prostej reakcji nie jest wigc liniowa funkcja jej powinowactwa.

Jak wiadomo, funkcje eksponencjalng e* mozna przedstawi¢ w postaci szeregu pote-

1 1

gowego: e =l+—x+—x>+ ... +—x" 4.17.
2! n!

przy czym dla matych warto$ci x mozna ograniczy¢ si¢ do dwodch pierwszych wyrazow. Stad,

przy malych 4 warto§¢ A/ RT <<1 iroéwnanie 4.14 przyjmuje posta¢ liniowq:

A
v=vlﬁ . 4.18.

Szybkos¢ reakcji w prawo, v; jest funkcja czasu; Mozna zatem zapisaC jej aktualng warto$¢

jako sume:

v, =V, + Ay 4.19.

gdzie: v;p oznacza warto$¢ szybkosci procesu biegnacego w prawo w stanie rOwnowagi.

W przypadku gdy reakcja (odwracalna) biegnie w niedaleki oddaleniu od réwnowagi
(tzn. przy niewielkich wartos$ciach jej powinowactwa chemicznego) to wyraz: Av; jest bardzo
maty 1 mozna przyjac, ze:

V=, % 4.20.

Zatem réwnanie kinetyczne szybkosci reakcji (odwracalnej) o bardzo matym powinowactwie

odpowiada liniowemu réwnaniu fenomenologicznemu o postaci:

J:Lé , 4.21.
R

v
. L0 . , o .. , . .
gdzie: L = ? jest wspotczynnikiem liniowego rownania fenomenologicznego.

Szybkos$ci reakcji mozna wigc przedstawiaé liniowymi réwnaniami fenomenologicz-
nymi tylko w uktadach bliskich rownowadze.
Warto w tym miejscu zauwazy¢, ze jesli pewne procesy chemiczne w naturalnych

uktadach biologicznych przebiegaja pod wptywem bardzo matych powinowactw chemicznych,
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to zastosowanie do ich opisu zatozen liniowej termodynamiki nierownowagowej jest uzasad-

nione.

44. STAN STACJONARNY UKLADU Z REAKCJA CHEMICZNA

Rozpatrzymy obecnie proces chemiczny w fazie jednorodnej, polegajacy na wieloeta-
powym przej$ciu substratu S poprzez kolejne potaczenia N,, N,,...N, w produkt P.

Stan stacjonarny uktadu z reakcjg chemiczng przejawia si¢ tym, ze liczba moli sktadni-
kéw jest niezmienna w czasie. Taki stan ukladu mozna uzyska¢ jedynie pod warunkiem, ze
uktad jest otwarty i1 substrat jest stale dostarczany, natomiast produkt jest odprowadzany do
otoczenia. Uktad jest zatem odgraniczony od otoczenia np. za pomoca membrany przepusz-

czalnej dla substratu i produktu.

Oznaczmy szybkosci wymiany substratu i produktu z otoczeniem przez:

d,n
den, oraz e 422,
dt dt
Procesy zachodzace w takim uktadzie mozna przedstawi¢ nastepujaco:
I. Transport substratu S : S es. > S 4.23.
II. Reakcje chemiczne:
gdzie N; oznaczaja kolejne produkty posrednie.
III. Transport produktu P: Piwi = P . 4.25.
Szybkosci zmian liczb moli poszczegodlnych sktadnikoéw przedstawimy jako:
1. dla substratu: dn, _dn, 1, , 4.26.
dt dt
2. dla potaczen posrednich:
dn dn dn
R A A A AR e 4 , 4.27.
dt dt dt
3. dla produktu: dnp _ _de , 4.28.

todt

gdzie I; oznaczaja szybkosci reakcji posrednich.
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W stanie stacjonarnym liczby moli nie ulegajag zmianie, zatem wyzej przedstawione
roOwnania (4.21-4.24) na zmiany liczby moli sktadnikow w czasie sg rowne zeru, tzn.

denS

dt

“L=0 , I-L=0 .. ., 1-%_g . 420
dt
Wobec powyzszego wszystkie szybkosci reakcji posrednich sg sobie rowne 1 jednoczesnie sa

réwne szybko$ci wprowadzania i wyprowadzania substratu 1 produktu, tzn.

ds _p_qp - =g =%

. =7 4.30.
dt dt

Bodzce poszczegodlnych procesow mozna przedstawi¢ nastepujaco:

1. dla transportu

a) substratu do uktadu (proces I): — %A,u s = %(ﬂ s, —Ms )
1 1
b) produktu z uktadu (proces III): - ?A,u p = F(,u Py —Hp )
. 1 .
2. dla reakcji (procesy II): T 4, gdziei=1,2,.n.

Roéznice potencjaléw chemicznych proceséw transportu mozna zapisa¢ formalnie tak
jak powinowactwa reakcji przejscia z jednej strony granicy uktadu na drugg ze wspotczynni-
kami stechiometrycznymi réwnymi odpowiednio -1 oraz 1. Wobec tego zrddlo entropii
wszystkich proceséw zachodzacych w stanie stacjonarnym uktadu mozna przedstawic jako:

O':(ﬁ + Zi + ﬁj [:é[ R 4.31.
T ~T1 T T

gdzie: 4 jest "powinowactwem" sumarycznym wszystkich procesow w uktadzie, przedstawio-

nych prostym zapisem:
Sotocz. €—— Potocz. . 4.32.

Formalne powinowactwo takiego procesu mozemy konsekwentnie przedstawi¢ jako:

A=RTInk%s , 433,

aP
gdzie: K oznacza formalng "stata rownowagi" procesu 4.30, natomiast ag oraz a, reprezentu-
ja aktywnosci substratu i produktu w otoczeniu uktadu.
Ostatnie rownania wskazuja, ze bodziec stacjonarnego procesu 4.30 zalezy od aktyw-
nosci substratow 1 produktow w otoczeniu ukladu, natomiast szybko$¢ procesu jest rdwna

szybko$ci wprowadzania substratu i wyprowadzania produktu.
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4.4.1. WARUNEK ISTNIENIA STANU STACJONARNEGO W UKLADZIE
Z REAKCJA -CHEMICZNA

W punkcie 4.4 zostalty omdwione procesy w ukladzie z reakcjg chemiczna, przy czym z
gory zalozono, ze stan stacjonarny byl utrzymywany przez wprowadzanie substratu i odpro-
wadzanie produktu. Obecnie przekonamy si¢, ze istnienie granic uktadu przepuszczalnych dla
reagentow, czyli otwarty charakter uktadu jest warunkiem koniecznym istnienia stanu stacjo-
narnego.

Jak wiadomo, powinowactwo chemiczne reakcji jest funkcja temperatury, ci$nienia i
stezen (doktadnie — aktywnosci) poszczegdlnych skladnikow. Wykazuje ono cechy funkcji
stanu, wobec czego jego rozniczka po czasie, przy statej temperaturze i ci$nieniu ma postac:

d4 L[ A de,
o z(z] 7; . 4.34.
Zmiana stgzenia sktadnikow moze si¢ dokonywa¢ w wyniku reakcji oraz przez wymiang z

otoczeniem. Zatem:

de,_de ;o 4.35.
dt dt

gdzie: V. oznacza termodynamiczny wspofczynnik stechiometryczny, 1 -szybkos¢ reakceji,
natomiast indeks e wskazuje na zmiang liczby moli i spowodowang przeptywem przez gra-
nice uktadu.
Pojawienie si¢ drugiego sktadnika rownania 4.35 wynika bezposrednio z definicji szybkosci
reakcji:
1 dc
= VZW

1 4.36.

Po podstawieniu rownania 4.35 do 4.34 otrzymujemy:

A G| A A

a4 _ Z(a—] (ﬁJr vilj . 437.

dat T\&) \dt

Latwo mozna zauwazy¢, ze warunkiem istnienia stanu stacjonarnego, w ktorym dA4/dt =0

a5 _ g . 4.38.
dt

Uktad musi by¢ zatem otwarty, a wymiana reagentOw z otoczeniem winna polega¢ na wptywie

jest:

substratow 1 wyplywie produktow.
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3.1.8. SPRZEGANIE SIE REAKCJI CHEMICZNEJ ZE SKELADNIKIEM NIE
UCZESTNICZACYM ‘W REAKCJI

Jak juz wiemy, sprzgganie si¢ reakcji chemicznej z przeptywami jest mozliwe jedynie
przy otwartych granicach uktadu w stanie stacjonarnym. Jeden z pierwszych przyktadow takiej
sytuacji podat Prigogine [39]. Dotyczy on otwartego, trojsktadnikowego uktadu izotermiczno
izobarycznego, ztozonego z substratu S, produktu P oraz sktadnika Z nie uczestniczacego w
reakcji. Uklad w stanie poczatkowym moze by¢ jednorodny i izotropowy. Przebiegajaca w
nim reakcje¢ przedstawmy jako:

S « " P wobecnosci Z 4.39.
Zaréwno substrat jak 1 produkt musza mie¢ mozliwos$¢ przekraczania granicy pomi¢dzy ukta-

dem a otoczeniem. Niech trzeci sktadnik Z nie uczestniczacy w reakcji ma rowniez mozliwosé

przekraczania granicy uktadu.

Podobnie jak w poprzednio omawianym przyktadzie, zrodto entropii zapiszemy jako
sume wyrazow wywotywanych przez przeptywy sktadnikoéw S, P 1 Z oraz wyrazu wywotywa-
nego reakcja chemiczng. Otrzymujemy zatem:

denZ

} + él 4.40.
dt

—— + (ﬂz T H ) T

gdzie: g, oznaczaja potencjaty chemiczne sktadnikow S, P 1 Z,
A oraz I - powinowactwo i szybkos$¢ reakcji.

Dla uproszczenia zapisu oznaczymy roznice potencjalow chemicznych jako: X5 Xporaz X,
natomiast przeplywy jako: J,, J, oraz J,. Ostatnie rownanie przyjmuje wtedy nastgpujaca

postac:

o= %(XSJS + X+ X, 0, 4 AT) . 441.

Mozemy obecnie przedstawi¢ rownania fenomenologiczne bez wyrazow reprezentuja-

cych sprzezenia pomiedzy reakcja i przeptywami.

a/ W przypadku gdy mozna poming¢ sprzezenia pomi¢dzy przeptywem substratu Jg 1
bodzcami X, oraz X,, a istotne jest jedynie sprz¢zenie migdzy przeplywem J, oraz Xj.

Uklad rownan fenomenologicznych ma wtedy postac:
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X X
JS :LSS TS + 0 + LSZ 72 s 442
X
J,= 0 + LPPTP + 0 , 4.43.
X X,
J, =LS275 0w Ly 4.44.
I = L% , 4.45.

gdzie: L oznacza wspotczynnik w rownaniu szybkosci reakcji.

W stanie stacjonarnym liczby moli sktadnikow w uktadzie sg state, tzn.

dng _dng dn,

—1=0 ; —p g e _diy

e dt Coodt " at Cdr dr 0 446
co prowadzi do stwierdzenia, ze:
Jg—1=0 , 4.47a.
Jp+1=0 , 4.47b.
oraz J,=0 . 447c.

Z powyzszego wynika, ze pierwsze trzy rOwnania fenomenologiczne 4.42, 4.43 oraz 4.44 two-

rzg nastepujacy uktad rownan:

X X
I=Ly=%+ Ly=t 4.48a.
X X
0=Ly =%+ Ly~ 4.48b.
X
I=-L,=" . 4.48c.

Rozwigzanie tego uktadu prowadzi do nastgpujacych zaleznosci bodzcow od szybkosci reak-

cji:
TL
Xg=——2— 1 : 4.49.
LSSLZZ _LSZ
TL
X, = —SZZ I , 4.50.
LSSLZZ - Lsz
X, = Ty . 4.51.
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Wynika stad, ze szybkos¢ reakcji [ decyduje nie tylko o wielkosci rdznic potencjatow
chemicznych reagentow, ale rowniez sktadnika Z, nie uczestniczacego w reakcji. Reakcja w
stanie stacjonarnym (biegnaca ze stata szybkoscig /) wymusza zatem istnienie okreslonej roz-
nicy potencjatu chemicznego "obcego" sktadnika. Zjawisko to zostatlo nazwane sprze¢zeniem
stacjonarnym sktadnika nie bedacego reagentem z reakcja.

Zwr6¢my uwage, ze np. w rownaniu 4.45 znaki X oraz [ sa zgodne (gdyz L,, 20
oraz Ly L, — LSZ2 >0 ), co oznacza, ze reakcja biegnie od substratu do produktu, zgodnie z
r6znicg potencjatu chemicznego substratu S.
b/ Sytuacja jest jednak inna, gdy istotne jest rOwniez sprz¢ganie si¢ przeplywow S 1 P
oraz P 1 Z. W takim przypadku rownania fenomenologiczne 4.38 - 4.41 sg bardziej rozbudo-

wane. Mianowicie:

X X X
JS = LSS TS + LSZ 72 + LSP TP , 4.52.
X X X
JZ = LZSTS + LZZTZ + LZPTP , 4.53.
X X X
J,=L,,— + L, —~% + L, —*~2 | 4.54.
P PS T PZ T PP T
1= Lé . 4.55.
T

W stanie stacjonarnym wszystkie wartosci dn, / dt sa rOwne zeru, z czego wynikaja takie same
wnioski, jak te wyrazone przez uktad réwnan 4.43 Zatem w réwnaniach 4.48-4.50 podstawimy
odpowiednio: J, =1 , J,=0 oraz J,=-1.

Po rozwigzaniu otrzymanych trzech rownan wzgledem X (z uwzglednieniem relacji
Onsagera) otrzymujemy:

T
Xs = B(LZZLPP - LSZLZP - LZP2 + LSPLZZ) 1 4.56.

gdzie D oznacza wyznacznik macierzy:

Ly Ly Lgp
D=L, L, L, . 4.57.
Ly Lz Lpp

Jak wiadomo, wyznacznik macierzy wspdiczynnikow fenomenologicznych jest nie-

ujemny, wobec czego o znaku X, decyduje znak wyrazenia w nawiasie roOwnania 4.52. Jesli
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1> 0, czyli reakcja biegnie od substratu do produktu, a wyrazenie to ma znak ujemny, to row-

niez X; jest ujemne. W takim przypadku g, —<ug —co wskazuje, ze substrat jest "wsysa-

ny" z otoczenia do wnetrza wbrew jego potencjatowi chemicznemu. Wystepuje wigc przeptyw
niezgodny, ktory jest zaliczany do tzw. transportow aktywnych.

Bardzo przekonujacy przypadek sprzezenia stacjonarnego reakcji chemicznej z trans-
portem, mozliwym dzigki globalnej anizotropii uktadu, przedstawili rowniez B.Baranowski i

J.Popielawski [40].

4.5. SPRZEZENIA STACJONARNE WZGLEDEM PRZEPLYWU CIEPLA

Problem dotyczy uktadu nieciggtego, w ktérym granic¢ nieciggtosci stanowi membrana
umozliwiajaca przeplyw reagentow. W obydwu poduktadach zachodzi ta sama reakcja che-
miczna lecz panuje w nich roézna temperatura: T’ oraz T" , przy czym T" > T'.

Uktad i zachodzace w nim procesy zostaty przedstawione schematycznie na Rys. 4.1.

S! .y Sl]
T I T ]
Rys. 4.1. Schemat nieizotermicznego uktadu
membranowego z t3 samg reakcjg chemiczng w
e P obydwu poduktadach.

Jak wiadomo state szybkosci reakcji sa funkcjami temperatury, czyli (przy tych samych

stezeniach) szybkos$¢ reakcji w poduktadzie [ jest nizsza niz szybkos¢ w poduktadzie 11. Wo-

bec tego stezenie produktu w tym podukladzie ¢, wzrasta szybciej niz stezenie produktu w

poduktadzie pierwszym c},. Wytworzona roznica stezeh wywola zatem zwigkszony przeptyw
produktu z poduktadu /7 do I. Wobec statosci statej rownowagi reakcji (kazdy poduktad znaj-
duje si¢ w statej temperaturze i pod tym samym ci$nieniem), zwigkszenie stezenia P powoduje
przesunigcie rownowagi w kierunku substratu. Z kolei zwigkszone st¢zenie substratu wywota
wigkszy przeptyw substratu do poduktadu /I. Istnienie réznych temperatur w poduktadach
wywotuje wigc zamkniety cykl reakcji 1 przeptywu substratow 1 produktéw przez membraneg:

St —» St

T \ 4.58.

Pl « P
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W stanie stacjonarnym przeptywy i szybkos$ci reakcji w gateziach cyklu sg identyczne.

Przedstawiony stacjonarny cykl przemian utrzymuje si¢ tak diugo, jak dlugo jest
utrzymywana stata réznica temperatur. W takim stanie st¢zenia reagentow w poduktadach sa
state, a ich wartos$¢ zalezy od szybkosci procesOw w obydwu temperaturach oraz od wtasciwo-
$ci membrany.

W podsumowaniu nalezy podkresli¢, ze stan stacjonarny omawianego uktadu utrzymu-
je si¢ dzigki globalnej anizotropii uktadu. Zachodzace w nim procesy mozna by wigc rozpa-
trywaé przyjmujac istnienie sprzggania si¢ przeplywow masy oraz reakcji chemicznych.

Wartosci stezen 1 przeplywy w analogicznych uktadach mozna oblicza¢ réwniez na
podstawie praw kinetyki procesow ztozonych lub termodynamiki "sieciowej” [41,42]. Proble-

matyka ta wykracza jednak poza ramy obecnego opracowania.
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5. SPECYFICZNE TRANSPORTY MEMBRANOWE

5.1. TRANSPORT NOSNIKOWY W UKLADACH MEMBRANOWYCH

Rozpatrzymy obecnie tzw. transport nosnikowy, obserwowany zar6wno w membra-
nach naturalnych, jak 1 w sztucznych uktadach membranowych.
Uwaga: Zasadnicza cze¢$¢ membran naturalnych stanowi (zaledwie) podwdjna warstwa
lipidéw z obecnymi w niej oraz przenikajacymi ja makroczasteczkami biatek. Sg one zatem
zasadniczo r6zne od membran sztucznych i z tego wzgledu nosza zwykle nazwe blon natural-
nych.
Budowa uktadu membranowego:
Membrana jako granica nieciaglosci rozdziela roztwor (zasilajacy) zawierajacy sktadnik,
ktory bedzie przenoszony przez membrang od roztworu (odbierajacego) po drugiej stronie
membrany. Membrana jest dla tego sktadnika nieprzenikliwa. Do membrany wprowadza
si¢ jednak tzw. przeno$nik ktory nie moze przenikaé jej powierzchni; jest w niej uwigzio-

ny. Catly uktad jest izotermiczny i izobaryczny.

Procesy transportu i funkcje takiego uktadu membranowego w przenoszeniu sktadnika

mozna zobrazowac za pomocg modelu przedstawionego na Rys. 5.1. [43].

a b c
I B AR B. |
(BI ) Rys. 5.1. Model uktadu membranowego
B.—8 ( % B; . g z przeno$nikowym transportem sktad-
1 B. Bs> ' nika B;.

<4+— Membrana —»

Membrana zostata przedstawiona jako szeregowy uktad warstw ztozony z czgsci "a",
reprezentujacej lewa warstwe powierzchniowa membrany, czeéci "b" reprezentujacej centrum,
z czgsci "¢ reprezentujgcej prawg warstwe powierzchniowg membrany oraz z dwoch homo-
genicznych roztworéw wewnetrznych, oznaczonych przez * oraz ** rozdzielonych czescia
centralng "b". W obydwu znajduja si¢ sktadniki B, i B;. Zewngtrzne (roztwory) poduktady

ciekte oznaczone odpowiednio przez I oraz II zawieraja tylko skladnik B, ktéry moze bez
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przeszkod przenika¢ warstwy powierzchniowe "a" oraz "c¢" do roztworéw wewnetrznych *
oraz ** lecz nie moze przenikac cz¢sci centralnej "b". (Bez obecno$ci przenosnika nie mogiby
zatem przenika¢ przez membran¢ do poduktadu II.) Natomiast sktadniki B, 1 B3 moga przeni-
ka¢ swobodnie cze$¢ centralng "b", lecz warstwy powierzchniowe membrany (czgsci "a" i
"c") sg dla nich nieprzepuszczalne.

Sktadniki roztworu wewnetrznego membrany ( w czesci * oraz **) sg tak dobrane, ze
uczestnicza w szybkiej reakcji odwracalne;:

viBi + mBy <% wB; ) 5.1.

Sktadnik B; po wniknigciu do roztworu wewnetrznego * reaguje ze sktadnikiem B
tworzac Bs. Ten za§ w miarg wzrostu swego potencjalu chemicznego (ros$nie jego stezenie)
przenika przez czgs¢ "b" do roztworu **. Tutaj, zgodnie z regutg przekory, dochodzi do cofa-
nia si¢ reakcji, co prowadzi do tworzenia si¢ sktadnikéw B i B,. Zwigkszajace si¢ stezenie
sktadnika B; wywotuje jego dyfuzje do roztworu zewnetrznego II (zalozyliSmy, ze czes¢ "c"
jest dla B, calkowicie przepuszczalna). W efekcie takiego nastepstwa procesOw mozna mowic
o transporcie sktadnika B; z poduktadu I do poduktadu II. Jednoczes$nie wzrastajace stezenie
sktadnika B, w roztworze wewngetrznym ** powoduje powrdt tego sktadnika do roztworu *.

Sktadnik B, spetnia zatem role nosnika, inaczej przenosnika sktadnika B przez mem-
brang.

Uwaga: Dla uproszczenia zapisow w dalszym tekscie sktadniki B, B, oraz B; beda oznaczane
jako 1,213.

Zrédto entropii procesdw zachodzacych w wyzej przedstawionym ukladzie membra-
nowym mozna przedstawi¢ rGwnaniem:

c :%(“JIA},LI + JAp, + 23“’11,. "An, + LA+ I,**A**] , 5.2.

i=2
w ktorym indeksy gorne wskazujg czesci membrany ( @, b, ¢ ) oraz roztwory wewngtrzne
(*, **); Pozostate oznaczenia - jak dotad.

Jak wiadomo, w stanie stacjonarnym liczba moli sktadnika ( »; ) jest stala, czyli:

ok

dL:O oraz dL:O (i:], 2, 3) 5.3.
dt dt

skad wynika, ze:
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~I'="], =1 I'="1,=I" i I'=1 oraz

J=1=J=J, : 5.4.
Przy zalozeniu, ze sprzgganie przeplywow skladnikow 2 1 3 w cze$ci "b" mozna uznaé za
nieistotne (tzn. zakladajac, ze Ly; = 0) 1 uktad reagentow znajduje si¢ w stanie niezbyt odle-
glym od réwnowagi, mozna napisa¢ uproszczone réwnanie fenomenologiczne przeplywoéw
przez czes$¢ 'b" w postaci:

*J, = P"Ac; = -"J, =—B"Ac, : 5.5.
gdzie: P oznacza przenikalno$¢ sktadnika i, natomiast bAcl. - roznice stezen sktadnika po

obydwu stronach czgsci "b".

Zaktadamy, ze reakcja przebiega bardzo szybko i1 roztwory * oraz ** znajduja si¢ stale w sta-

nie rownowagi, tzn.

* ok Kk ckk
66 G G

_49 g , 5.6.

* Hok

G G
gdzie: K oznacza stala tworzenia skladnika 3, natomiast ¢, (i = 1,2,3) oznaczajg stezenia sktadnika w

odpowiednim roztworze wewngetrznym.

Jesli oznaczymy catkowitg zawarto$¢ sktadnikow 2 i 3 przez $rednie stezenie "no$nika"

¢, rowne:

1 * sk * sk
czzz(c2 + ¢, + ¢; + 03) , 5.7.

to "przeptyw" skladnika 1 przez membrang (.J; ) mozna przedstawi¢ zaleznoscia:

_PK& (¢ —¢)

= 5.8.
"¢l +K) (" +K)

Przy formutowaniu tego réwnania przyjeto, ze ¢; =c, oraz ¢ =¢, . Przyjeto rowniez,

ze przenikalno$¢ membrany P wzgledem sktadnikow 2 1 3 jest jednakowa (tzn. P, = P3 =
P).
Ostatnie rownanie stuzy do ilo§ciowego opisu tzw. dyfuzji no$nikowej ( nazywanej rowniez
dyfuzja wspomagang). Wynika z niego, ze przeptyw skladnika 1 przez membrang (tzn. od
poduktadu I do poduktadu II) wystepuje tylko wtedy, gdy istnieje roéznica stezen tego sktad-
nika w obydwu poduktadach.

Warto obecnie zwrdci¢ uwage na czesto obserwowang cechg transportu no$nikowego,

jaka jest nasyceniowy charakter zaleznosci przeptywu sktadnika od jego stezenia. Wiasciwos¢
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ta wynika bezposrednio z réwnania 5.8. Mianowicie jesli ¢| # 0, natomiast ¢, =0, to réwna-
nie to sprowadza si¢ do postaci:

-
_ Pc,¢

J =
: K+c|

5.9.

Przeptyw J, jest zatem poczatkowo proporcjonalny do stezenia skladnika 1, lecz przy wyz-
szych stezeniach, gdy ¢/ >> K, osigga warto$¢ graniczng uwarunkowang stezeniem nosnika

¢, 1przenikalno$cig membrany.

Ostatnie rownanie ma posta¢ analogiczng do podstawowego roéwnania kinetyki proce-

sOw enzymatycznych (rownanie Michaelisa - Menten) o postaci:

VxS
= , 5.10.
K, +S
w ktorym: V oznacza szybko$¢ reakcji,  Vijax - szybko$¢ maksymalna,
Ky - stala Michaelisa, S - stgzenie substratu.

Z poréwnania ostatnich wzoréw wynika, ze V jest odpowiednikiem J,, V. = Pc, , natomiast

mq

Ky jest analogiem statej tworzenia skladnika 3.

Wyzej opisany transport nosnikowy wystepuje w wielu uktadach biologicznych. Jed-
nym z bardziej istotnych przyktadow jest transport cukrow w czerwonych ciatkach krwi (ery-
trocytach). Stwierdzono mianowicie, ze przeplywy cukréw przez btony erytrocytow sa wielo-
krotnie wyzsze od przenikania zwigzkow podobnych co do wielkosci, a nawet co do charakte-
ru chemicznego, ktore przeptywaja jedynie na drodze zwyktej dyfuzji. Jest to bowiem trans-
port "utatwiony" przez odpowiednie nosniki.

Najbardziej charakterystyczne cechy transportu nosnikowego:

1. Transport, np. cukrow przez btony erytrocytéw (do wnetrza) odbywa si¢ jedynie
wowcezas gdy zewnetrzne stezenie jest wyzsze, co jest zgodne z dyfuzyjnym charakterem
transportu.

2. Obserwuje si¢ bardzo wyrazng selektywno$¢ wzgledem struktury przenoszonego
sktadnika, gdyz przenosnik tworzy odpowiedni kompleks jedynie z ,,odpowiadajacym mu”,
roOwniez przestrzennie sktadnikiem; Np. wnikanie cukrow prostych do wnetrza erytrocytow
bardzo silnie zalezy od ich budowy. I tak wnikanie D-glukozy jest okoto 7-krotnie nizsze od

przeptywu D-galaktozy, a wnikanie L-glukozy jest ponad tysigc razy wyzsze.
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3. Zaleznosci przeptywdéw od stezenia skladnika wykazujg ksztalt krzywych nasyce-
niowych.

4. Istniejg inhibitory reakcji skladnika z nos$nikiem, ktérych obecnos$¢ catkowicie
wstrzymuje transport sktadnika. W przypadku transportu cukrow w erytrocytach skutecznym
inhibitorem jest florentyna.

Wyzej przedstawiony mechanizm transportu nosnikowego mozna przedstawi¢ za po-

moca prostego modelu (Rys. 5.2.).

Membrana
S+|{Ee—E|+5 Rys. 5.2. Model transportu no$nikowego:
l T S - przenoszony sktadnik (substrat), E - czasteczka
nos$nika, ES - czasteczka kompleksu nosnika z
ESS=Ey sktadnikiem.

W wspomnianych wyzej btonach erytrocytéw role przenos$nika peilnig makroczasteczki
okreslonych enzymow. Mozna jednak sadzi¢, ze w bardzo cienkich blonach komdrkowych
(podwdjna warstwa lipidowa) mamy do czynienia nie z dyfuzja kompleksu ES, lecz raczej z
przenoszeniem na skutek przeksztalcen konformacyjnych czasteczki enzymu, w wyniku kto-
rych substrat, zwigzany po stronie zewngtrznej, znajdzie si¢ po wewngtrznej stronie blony.

Najbardziej typowe uklady sztuczne z transportem nos$nikowym sg tworzone z zasto-
sowaniem tzw. membran cieklych [44,45]. Membrana taka jest zwykle cienka warstwa cie-
czy, np. apolarnej, zawierajacej rozpuszczong substancj¢ pelnigca role nosnika, rozdzielajaca
dwie ciekte, polarne (np. wodne) fazy zewnetrzne. Dla zapewnienia stabilno$ci membrang cie-
kta formuje si¢ przez umieszczenie cieczy polarnej w porowatej warstwie "nosnej". (Jest nig
zwykle polimerowa albo nieorganiczna membrana porowata.) Fazy ciekle winny by¢ wzajem-
nie nierozpuszczalne. Rowniez przenosnik nie powinien rozpuszczaé si¢ w fazach zewnetrz-
nych. ( Formowane s3 rowniez tzw. ciekle membrany emulsyjne, w ktorych faza wlasciwej
membrany jest warstewka cieczy odgraniczajacg kropelki emulsji stanowigce roztwor "odbie-
rajacy" od roztworu zewngtrznego.)

Warto przedstawi¢ podobne uklady z transportem no$nikowym, w ktoérych membrana
zawierajgca odpowiedni no$nik stanowi granice pomiedzy roztworem interesujacego nas
sktadnika 1 roztworem innego sktadnika, konkurujgcego w tworzeniu kompleksu z czastecz-
kami nosnika po drugiej stronie membrany. W uktadach takich jest mozliwy transport ,,nie-

zgodny” pierwszego sktadnika, tzn. biegnacy do roztworu o wyzszym potencjale chemicznym
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tego sktadnika. Do transportu niezgodnego dochodzi na skutek przeciwnie skierowanych, dy-
fuzyjnych przeplywow kompleksoOw nos$nika z wymieniajagcymi si¢ sktadnikami przy czym
stezenie sktadnika konkurujacego winno by¢ wielokrotnie wyzsze. Z tego wzgledu takie prze-
noszenie sktadnika nazywa si¢ zwykle transportem sprzezonym albo przeciwtransportem.
Mechanizm procesow transportu sprzgzonego mozna przyblizy¢ na przyktadzie "dzia-
tania" uktadu zastosowanego do odzyskiwania kationdw miedzi (II) z mieszaniny innych

sktadnikoéw [44]. Schemat procesOw zostat przedstawiony na Rys.5.3.

DYFUZJA

g Cu Rys. 5.3. Transport sprz¢zony kationow
miedzi (II) z zastosowaniem membrany
ciekle;j.

WYMIANA
JONOWA

Na rysunku zaznaczono schematycznie poziom st¢zen odpowiednich komplekséw no-
$nika z jonami miedzi oraz z jonami wodorowymi. Wynika stad, ze bodZcami transportu oby-
dwu kompleksow sa przeciwnie skierowane rdznice stezen kompleksow w membranie. Trans-
port sprzezony polega zatem na przeciwnie skierowanych dyfuzyjnych przeptywach komplek-
s6w nosnika z interesujacym nas sktadnikiem (R-Cu™2) i z jonem konkurujacym (R-H™), ktore
tworza si¢ w reakcjach wzajemnej wymiany. Mechanizm takich procesow jest nazywany dy-
fuzja wymienng. Przy zwykle stosowanych bardzo duzych réznicach stezen drugiego sktadni-
ka (np. H™ przy kilkujednostkowej roznicy pH pomiedzy roztworem odbierajacym, a roztwo-
rem zasilajagcym, zawierajacym interesujacy nas sktadnik, si¢gajacej kilka jednostek) istnieja
warunki, przy ktorych wysoki bodziec transportu jednego kompleksu wymusza przeptyw dru-
giego w przeciwnym kierunku. Tam uwolniony sktadnik dyfunduje do roztworu odbierajgce-
go, w ktorym jego stezenie moze by¢ wielokrotnie wyzsze. Procesy takie znalazly liczne za-
stosowania praktyczne dla odzyskiwania szczegdlnie cennych sktadnikéw, wzglednie dla usu-
wania sktadnikow niepozadanych [44].

WyzZej opisane transporty sprzezone prowadzace do niezgodnego przenoszenia jednego

ze sktadnikéw ukladu sg czegsto nazywane drugorzedowymi transportami aktywnymi [46]. Na-
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zwa ta nie jest jednak zgodna z generalng definicjg transportow aktywnych stosowang w litera-

turze biofizycznej 1 biochemiczne;.

5.2. TRANSPORT AKTYWNY

Problematyka transportu aktywnego wymaga specjalnej uwagi ze wzgledu na czgste
wystepowanie takiego transportu w specyficznych mechanizmach przenoszenia sktadnikow
przez naturalne uktady membranowe. Wystepuje on zawsze w uktadach, w ktérych obok prze-
ptywu sktadnikow zachodzi ztoZzony proces chemiczny. Cecha wyrdzniajaca (rzeczywiste)
transporty aktywne jest to, ze dotycza one skladnika (sktadnikow) nieuczestniczacego w
reakcji chemicznej, lecz przenoszonego na skutek sprzegania si¢ jego przeptywu z przebie-
giem reakcji [43]. Transporty takie wystepuja miejsce przy zerowej wartosci bodzca termody-
namicznego tego sktadnika, a nawet wbrew temu bodZcowi. Jest to jednoznaczne z zat¢zaniem
sktadnika. O sprawczej funkcji reakcji chemicznej $wiadczg obserwacje, wskazujace, ze od-
ciecie doptywu substratu reakcji lub wprowadzenie inhibitora powoduje przerwanie transportu.

Zgodnie z reguta Curie transporty aktywne moga zachodzi¢ jedynie w membranach
anizotropowych (asymetrycznych), albo w ztozonych uktadach membranowych wykazujacych
globalng asymetri¢ swojej budowy. O asymetrii, np. membrany mozna si¢ przekona¢ odwraca-
jac ja - wywola to natychmiast zmian¢ kierunku przeptywu aktywnie przenoszonego sktadni-
ka.

5.2.1. TRANSPORT AKTYWNY W MEMBRANIE ASYMETRYCZNEJ
Anizotropowy uktadu membranowy z membrang asymetryczng zostat przedstawiony

schematycznie na Rys. 5.4.

Rys. 5.4. Schemat anizotropowego
uktadu membranowego; Membrana
asymetryczna, 111l - roztwory ze-
wnetrzne.

Formalny opis uktadu
We wnetrzu asymetrycznej membrany przebiega reakcja chemiczna, w ktérej uczestni-

czg tylko sktadniki n = m+1, m+2, ..., q, natomiast sktadniki i = 1, 2, .., k nie sg reagentami
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reakcji. Zatozmy dla uproszczenia, ze sktadniki sg nieelektrolitami. Poza tym niech membrana
bedzie przepuszczalna dla sktadnikéw niereagujacych "i". Mozna przewidywac przypadki:

a) gdy reagenty "n" z obydwu roztworow zewnetrznych I 1 II moga swobodnie wnikaé
do membrany z obydwu stron (wtedy ) = 1, = u" );

b) reagenty moga wnika¢ do membrany, np. tylko z roztworu I, podczas gdy druga
strona membrany jest dla nich nieprzenikliwa;

c) jeden z reagentow ,,i” jest obecny jedynie w membranie (wtedy u = u' =0 , lecz

. #0).
Dla wszystkich trzech wariantéw uktadu Zrédto entropii mozna przedstawi¢ w postaci nastepu-
jacego roOwnania:
1< .
az?(;mﬂi + I,Aj , 5.11.
w ktorym poszczegolne symbole majg to samo znaczenie jak w poprzednim tekscie.

Przy zatozeniu, ze membrana jest asymetryczna, mozna napisa¢ nastgpujace rownania
fenomenologiczne przeptywu, w ktorych za sugestia Kedem [47] wprowadzono wspdtczynniki
reprezentujace sprzeganie si¢ przeptywow sktadnikow z reakcja:

k - réwnan przeptywu sktadnikdéw (od 1-go do k-tego) nieuczestniczacych w reakcji,

k
J=> LAau, + LA dla i=1,2,.k 5.12.

i=l1

k
oraz dla szybkosci reakc;ji: I = ZLA,.A,u,. + L, A 5.13.

i=1

W réwnaniach powyzszych wystepuja przeptywy aktywne:

4.
aki i _ *
T = () :( ) =L,4 ; 5.14.
Ap ;=0

v
A
wywotane sprzgganiem si¢ niereagentéw ,,i" z reakcja chemiczng oraz bierne:

k
bier
S = LA, : 5.15.
i=1
przy czym: J =J" "+ JM (i=1, 2, .k). 5.16.
Roéwnanie 5.14 dotyczy uktadu, w ktérym nie istniejg bodzce pasywne, wobec czego
‘]i — ‘]iakt.

Zauwazmy, ze rOwnania 5.12 mozna przedstawi¢ w zapisie macierzowym jako:



152

J=LAp + J*“ . 5.17.

Analogiczng posta¢ majg réwnania bodzcow, w ktorych wystepuja wspotczynniki opo-

ru, mianowicie:

k
Ap, = R,J;, + R, (i=1,2, ..k) 5.18.
j=1
k
A=Y R.J, + R.I, : 5.19.

j=1
O istnieniu przeptywu aktywnego decyduje wystepowanie wspolczynnika, R, #0, a

przeptyw aktywny sktadnika i mozna przedstawi¢ rOwnaniem:

goir = _ By (=12, .k . 20,

1 ¥
rr

Ostatnie réwnanie definiujgce transport aktywny za pomocg wspdlczynnikow oporu
oraz juz poznane réwnanie 5.14 nie sg niestety identyczne, stad podajac obliczone wartosci
przeptywu aktywnego nalezy wskaza¢ zastosowane rownanie. (Interesujaca dyskusje tego pro-

blemu mozna przesledzi¢ w lit. [43,49].)

5.2.2. TRANSPORT AKTYWNY W ZLOZONYM UKEADZIE MEMBRANOWYM

Mozna wyrézni¢ dwa przypadki transportow aktywnych, okreslane jako transport
aktywny I-wszo rzedowy oraz II-go rzedowy. W transporcie I rzgdowym sktadnik i jest
przenoszony przez membrang asymetryczng w wyniku bezposredniego sprzegania si¢ z reakcja

chemiczng (istnieja niezerowe wspolczynniki fenomenologiczne L, ). W transporcie II-

rzedowym sktadnik jest przenoszony nie przez bezposrednie sprz¢zenia z reakcja, lecz w wy-
niku pasywnego sprzg¢gania si¢ z innym skladnikiem przenoszonym aktywnie.

Jak juz stwierdziliSmy, transport aktywny sktadnika i moze wystapi¢ rowniez w ztozo-
nych uktadach nieciggtych utworzonych przez zestawienie kilku niejednakowych membran,
tak aby cato$¢ wykazywala globalng asymetrie.

Wobec powyzszego mozna wymieni¢ nastepujgce uwarunkowania transportu aktywne-
go.

1. Jeden ze sktadnikéw uktadu np. m jest przenoszony aktywnie przez jedng z mem-

bran (winna ona by¢ asymetryczna).



153

2. Pomiedzy skladnikami i (nie reagujacymi) oraz sktadnikiem m wystepuje pasywne
sprzeganie si¢ ich przeplywow (rézne od zera niediagonalne wspotczynniki fenomenologiczne
L,).

3. "Pasywne" wilasciwosci transportowe membran wchodzacych w sktad uktadu sa dla
poszczegolnych sktadnikéw rézne.

5.2.2.1. Uktad membranowy z II-go rzedowym transportem aktywnym

Podstawy istnienia II-go rzedowego transportu aktywnego mozna przesledzi¢ na przy-
ktadzie nizej opisanego uktadu modelowego. Schemat jego budowy zostat przedstawiony
schematycznie na Rys. 5.5.

alb

Rys. 5.5. Schemat uktadu z I1-go rzgdowym
transportem aktywnym;

a oznacza membrang asymetryczng, aktywng
w transporcie;

b - membrang pasywna.

Jak wida¢, uktad jest ztozony z dwdch roztworow zewnetrznych 11 Il oraz z dwoch
membran. Membrana a ma budowe asymetryczng i jest czynna w procesie aktywnego trans-
portu, natomiast membrana b ma wtasciwosci bierne. Stanowi zwyktg granice miedzyfazows.

Zgodnie z charakterem wybranych membran rownania przeplywdéw mozna przedstawic
za pomocg nastepujacych rownan macierzowych:

dla membrany "aktywnej" “J='LAp + “J™¥ oraz 5.21.
dla membrany "biernej" "J="L"An . 5.22.

W stanie stacjonarnym w calym uktadzie, zatem réwniez w poszczeg6lnych membranach prze-
pltywy sa rowne i state, tzn.

J=3 ="J : 5.23.
natomiast bodzce dla catego uktadu sa rowne sumie bodzcow dziatajacych w poszczegolnych
membranach, tzn.

Ap="Ap + "Ap . 5.24.
Na podstawie ostatnich rownan 5.21-5.24 mozna sformulowac ostatecznie nast¢pujace rowna-
nie macierzowe przepltywow:

J=LAp + “J“ , 5.25.
w ktérym L=("L" + L") , 5.26.
oraz JUL(TL + L) g 5.27.

Z ostatniego rOwnania wynika, ze transport aktywny w omawianym uktadzie jest wy-
wotywany przez transport aktywny w membranie asymetrycznej (a) 1 jednoczesnie zalezy od
macierzy wspotczynnikdw fenomenologicznych obydwu membran.

Sens ostatniej zalezno$ci mozna przedyskutowac¢ na podstawie prostego uktadu zawie-
rajacego jedynie dwa przenikajace sktadniki, tzn. i = 1, 2 . Zgodnie z ogdlnym rownaniem
5.25 réwnanie transportu sktadnika 1 ma obecnie nast¢pujaca postac:
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J, :e[”L“det(bL) + bLHdet(“L)] Au, +

+ e[”le det("L) + "L, det(”L)] Au, +

+ e[det(bL) + a zzblql _ aleble] atjlakt + 528
b aL
+ eaLllbL“(biIZ _ aLlZ anakt
11 11

gdzie: e= [det(” L) + de:t(bL)]1 :

Roéwnanie na przepltyw sktadnika 2 jest analogiczne, lecz znaczniki 1 1 2 sg zamienio-
ne miejscami.

Analiza rownania 5.28 wskazuje, ze II-rzgdowy transport aktywny sktadnika 1 moze
wystapi¢ (J™ # 0) nawet wtedy, gdy on sam nie jest przenoszony aktywnie w asymetrycznej
membranie (tzn.“J™ = 0), lecz istnieje aktywny transport sktadnika 2 (“J5* #0), istnieja
sprz¢zenia (bierne) pomi¢dzy sktadnikami 1 i 2 oraz (bierne) wlasciwosci transportowe oby-

'L L,

dwu membran wzgledem tych sktadnikdéw sg rézne (wtedy bowiem czynnik: b_Liz il
1 11

jest rozny od zera).

5.2.2.2. Transport aktywny w uktadach zawierajacych elektrolity

Przeptyw sktadnikow jonowych przez membrane wigze si¢ zwykle z wytworzeniem si¢
okres$lonego potencjalu membranowego (pod warunkiem, ze jony elektrolitu wykazuja rézne
ruchliwos$ci). Dla uproszczenia dyskusji przyjmiemy, ze st¢zenia sktadnikow (w roztworach
zewnetrznych) przenoszonych aktywnie sg identyczne, wobec czego powstata réznica potencja-
tow jest uwarunkowana tylko powinowactwem chemicznym reakcji i r6znymi od zera wspot-
czynnikami fenomenologicznymi reprezentujacymi sprzeganie si¢ reakcji z przeptywami.
Wielko$¢ powstatej réznicy potencjatow (w stanie stacjonarnym) mozna przedstawi¢ roOwna-
niem:

1 /
AY,, = —;ZziF L,A 5.29.
r=1

gdzie: x oznacza przewodnictwo elektryczne, natomiast wyrazenie pod znakiem sumy wyraza
przeptyw ladunku, wywotany jedynie sprzeganiem si¢ sktadnikéw z reakcja chemiczna.

Catkowity przeptyw sktadnika jonowego przy udziale przeptywdw biernych i aktyw-
nych jest zatem sumg udzialu wywotywanego (biernymi) sprzezeniami przeptywajacych sktad-
nikow, w tym rowniez wody jako rozpuszczalnika, udzialu spowodowanego istnieniem powsta-
tej r6znicy potencjatéw oraz transportu aktywnego.

5.3. SZTUCZNE UKLADY MEMBRANOWE WYKAZUJACE TRANSPORT
AKTYWNY
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Transport aktywny odkryty jako wiasciwos¢ blon biologicznych byt juz wielokrotnie
obserwowany w sztucznych uktadach membranowych. Znane sg obecnie co najmniej dwie

klasy zrealizowanych eksperymentalnie uktadow modelowych.

5.3.1. UKLAD ZAWIERAJACY DWIE MEMBRANY OGRANICZAJACE ROZ-
TWOR WEWNETRZNY, W KTORYM PRZEBIEGA REAKCJA CHE-
MICZNA (WG MEYERA, SAUERA I WOERMANNA [49])

Uktad jest utworzony z dwoch membran izotropowych a 1 b oddzielajacych jednorod-
ny roztwor wewngtrzny * od roztworéw zewnetrznych I oraz II. Schemat budowy uktadu zo-

stat przedstawiony na Rys. 5.6.

| I Rys. 5.6. Uktad membranowy z dwiema membra-

nami zestawionymi szeregowo 1 jednorodnym roz-
1 A5 1.1 tworem pomiedzy nimi, w ktérym przebiega reak-
cja chemiczna (zaznaczono jedynie sktadnik prze-
noszony "aktywnie").

Reakcja chemiczna, wywotujaca transport aktywny, moze zachodzi¢ tylko w roztworze
wewnetrznym *, gdyz jest tam umieszczony katalizator reakcji (okreslony enzym). Uktad za-
wiera sktadniki uczestniczace w reakcji, tzn. reagenty oznaczane jako sktadniki n =2, 3, 4,
oraz sktadnik 1 nie uczestniczacy w reakcji. Obydwie membrany sg catkowicie przepuszczalne
dla reagentéw 3 oraz 4 tak, ze potencjaty chemiczne tych sktadnikéw we wszystkich roztwo-
rach sg jednakowe, tzn. ' p,=" p,=" 1, oraz ' p,="p,=" u, . Pomiedzy sktadnikiem 1 oraz 2
istniejg okreslone sprzgzenia, tzn. wspofczynniki fenomenologiczne L, oraz L, sa rozne od
zera.

Wobec powyzszego zrodio entropii jest sumg udzialdw wywolanych przez bierne prze-
ptywy sktadnikow 1 i 2 przez membrang¢ a i b oraz przez reakcj¢ chemiczng biegnaca z
szybkos$cig 7, , "napedzana" powinowactwem chemicznym A.

W roztworze wewnetrznym zachodzi nastgpujaca reakcja (uczestnicza w niej jedynie
sktadniki 2, 3 oraz 4):

B, 4__| viB3; + WwBg4 5.30.
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Wobec przyjetych zalozen réwnania przeplywu interesujacych nas sktadnikow 1 1 2 przez

obydwie membrany mogg by¢ przedstawione nastepujaco:

“J="L," Ay, + “L,"Au, , 5.31a.
"J="L,"Au, + "L, A, , 5.31b.
“J,=“L,“Au, + “Ly, Au, , 5.31c.
"J,="L,"Ap, + "L, Au, . 5.31d.

Stan stacjonarny charakteryzuje si¢ nastgpujacymi zaleznosciami:
“J="J, , =g, + "I =1 5.32.
oraz Ap ="M, + Ay, i Ap, ="M, + "Ap, . 5.33.

Na podstawie wyzej przedstawionych zwigzkéw mozna uzyska¢ rownanie okreslajace

przeptyw skladnika 1 nie uczestniczacego w reakcji o postaci:

S aLnble _alebLn
M det(L+'L)

v, I . 5.34.

I

Réwnanie powyzsze jest zgodne z ogdlnym rownaniem 5.28. po uwzglednieniu, ze dodatko-

wo rowniez : Au, =Au, =0 oraz J™ =0

Wedhug réwnania 5.34 aktywny transport niereagenta / jest mozliwy pod warunkiem,
ze wyrazenie “L,"L,—"L,"L,, jestrozne od zera. Wyrazenie to mozna przedstawi¢ w postaci

nierdOwnosci:

LI # : 5.35.

L12 L12
z ktorej wynika, ze warunkiem koniecznym dla zajs$cia II-wszo rzedowego transportu aktyw-
nego sa niejednakowe wiasciwosci transportowe obydwu membran wzgledem przeptywow
sprzegajacych si¢ (biernie) sktadnikéw 1 oraz 2. (Warunek taki zostat juz przedstawiony na

podstawie ogdlnej dyskusji I1-go rzgdowego transportu aktywnego (p.5.2.2.1.).

53.2. UKLAD MEMBRANOWY ZE SKLADNIKIEM UCZESTNICZACYM W
DWOCH REAKCJACH CHEMICZNYCH ( WG SELEGNY'EGO I KEPESA
[50,51])
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Obecnie przedstawiony transport aktywny jest nieco odmienny od dotagd omawianych.
Miesci sie jednak w ogolnym kryterium transportow aktywnych, wedlug ktéorego warunkiem
zaj$cia transportu jest przebieg reakcji chemicznych dostarczajacych energii dla transportu

sktadnika, pomimo braku, a nawet wbrew jego wlasnemu bodzcowi termodynamicznemu.

Uktad jest zbudowany z trzech szeregowo zestawionych membran izotropowych (a, b,
¢), pomiedzy ktérymi znajdujg si¢ dwa jednorodne roztwory ( * oraz **). W kazdym roztworze

jest umieszczony odpowiedni katalizator enzymatyczny jednej z dwoch reakcji chemicznych.

Schemat budowy uktadu zostat przedstawiony na Rys. 5.7.

a b c
I * *k ”
K3 32
1— [1234] [ 135|411 Rys. 5.7. Schemat uktadu membranowego
z dwiema reakcjami chemicznymi.

1.2,3.4,5 reprezentujg odpowiednie
sktadniki B;

Zatozenia mechanizmu "pracy" uktadu:

W roztworze wewnetrznym * przebiega reakcja:
v\B, + v,B, = v.B, + v,B, , 5.36.
natomiast w roztworze ** ma miejsce reakcja odtwarzajaca sktadnik 1 :

“v,B, = "v,B, + " VvB, : 5.37.

Sktadnik 1 jest obecny poczatkowo jedynie w roztworze zewngtrznym I. Izotropowe membra-
ny roznig si¢ jednak wiasciwosciami transportowymi wobec sktadnikow. Mianowicie mem-
brany a oraz c sg catkowicie nieprzepuszczalne dla sktadnika 3 , tak ze nie moze on opuszczac
roztworow wewnetrznych 1 moze jedynie przeplywac przez membrane b.

W stanie stacjonarnym, na skutek przebiegu obydwu reakcji, sktadnik 1 pojawia si¢
roztworze wewngetrznym **, skad dyfunduje do roztworu zewngtrznego II. Jest on zatem
"przenoszony" z jednego roztworu zewnetrznego do drugiego w wyniku uczestnictwa w
dwoch nastepujacych po sobie reakcjach. O intensywnosci transportu i wartosci mozliwego do
uzyskania stezenia decyduja powinowactwa chemiczne 1 szybko$ci obydwu reakcji oraz

wspotczynniki przenikalno$ci membran (a, b, ¢) wzgledem sktadnikow 1,2,415.
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Funkcjonowanie wyzej opisanego uktadu zostato potwierdzone w eksperymencie, w

ktorym zastosowano nastepujace sktadniki: glukoza jako odpowiednik sktadnika B; przeno-
szonego "aktywnie”, ATP (trifosforan adenozyny) jako odpowiednik sktadnika B, fosforan 6-
glukozy jako odpowiednik B3, ADP (difosforan adenozyny) jako odpowiednik sktadnika By

oraz fosforan jako odpowiednik sktadnika B .

54. |- RZEDOWY TRANSPORT AKTYWNY Na*/K* w BLONACH
NATURALNYCH

Na zakonczenie dyskusji na temat transportow membranowych warto zwrdci¢ uwage
na szerokie rozpowszechnienie transportow aktywnych w btonach organizméw zywych. Ogra-
niczymy si¢ jednak tylko do najbardziej rozpowszechnionego transportu jondw sodowych z

wnetrza komorek na zewnatrz z jednoczesnym transportem jonow potasowych do wnetrza

komorki. Uklady wykazujace tego typu transport nosza nazwe pompy Nat/Kt . Wystepuja
one najprawdopodobniej we wszystkich komoérkach zwierzgcych i1 przynajmniej w niektorych
komorkach roslinnych. Warunkiem koniecznym takiego transportu jest przebieg egzoergiczne]
( AGY ~ -50 kJ/mol ) odwracalnej reakcji defosforylacji adenozyny w obecnosci katalizatora
enzymatycznego zwanego ATP-aza. Przebieg reakcji mozna przedstawi¢ za pomoca nastgpu-
jacego roOwnania:

ATP-aza
2H,0 + ATP* " H;,0' + HPO,> + ADP’ 5.38.
Mg+2

Jak widaé, jony Na™ oraz Kt nie s reagentami. Sg one zatem przenoszone jedynie na skutek
sprzggania si¢ z uczestnikami reakcji.

Podstawowe prawidlowos$ci omawianego transportu zostaly poznane w latach 50-tych,
lecz doktadny mechanizm nie jest jeszcze jednoznacznie ustalony. W tym miejscu mozna za-
tem podac jedynie aktualnie przyjmowany model procesu [43]. Ogélny mechanizm trans-

portu moze by¢ przedstawiony za pomocg nastepujacego schematu (Rys. 5.8.)
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Whnetrze (cytoplazma)
D : E A

T v v ;
2K'+ P+ E +ATP E'ATP + 3Na" s==—= E’~P(Na’) + ADP

ll Wl

E'~P(K') —= = 2K'+ E"~P + 3Na"
A :

: v
Otoczenie

(Strzatki przerywane wskazujg przeptyw “uczestnikow” cyklu fosforylaciji
i defosforylacii trifosforanu adenozyny przez granice biony erytrocytu.)

Rys. 5.8. Schemat mechanizmu dziatania pompy sodowo-potasowe;.
E', EATP, E‘~P(Na+)3’ E'~P, E'~P(K™) oznaczaja kompleksy aktywne ATP-azy.
Enzym ATP-aza (oznaczona symbolem E) po zwigzaniu grupy fosforanowej P przyj-
muje dwie postacie konformacyjne: E'-P oraz E"-P rdznigce si¢ rodzajem 1 liczbg miejsc, ktére
wykazuja specyficzne powinowactwo, odpowiednio - do trzech jonow sodowych (powstaje

kompleks E'~P(Na+)3 ) oraz dwoéch jondow potasowych (powstaje kompleks
E"~P(K+)2). Kompleks sodowy powstajacy przy wewnetrznej powierzchni membrany ulega

przemianie konformacyjnej do formy sfosforylowane;j E'~P, w wyniku czego zanikaja miejsca
wiazace jony sodowe (uwolnione jony dyfunduja wiec do otoczenia komorki) 1 pojawiaja sie
miejsca wigzace dwa jony potasu z otoczenia. Powstaly kompleks potasowy E"~P(K+)2 ulega

kolejnej przemianie konformacyjnej, polegajacej na odszczepieniu jonu fosforanowego 1 przej-
sciu w nowa posta¢ nie "wigzaca" jonow potasowych. Uwolnione jony potasowe dyfunduja
zatem do wnetrza komorki. Od tego momentu zaczyna si¢ nowy cykl przemian, tzn. kolejny
cykl pracy "pompy". Duza aktywnos$¢ katalityczna ATP-azy umozliwia przebieg ~1000 cykli
/sek. Przedstawione cykle przemian odbywaja si¢ kosztem wysoko egzoergicznej reakcji de-
forforylacji trifosforanu adenozyny (5.38).

Na catkowity transport jonow sodowych i potasowych wplywaja dodatkowo trans-
membranowe przeplywy dyfuzyjne obydwu jondow, ktérych bodzcami sa réznice potencjatow

chemicznych i elektrycznych, jakie powstajg przy transportach sktadnikow jonowych. Procesy
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dyfuzyjne sg jednak znacznie mniej intensywne 1 nie zmieniajg kierunku pracy pompy
Na®/K*.
Uproszczony obraz catkowitego transportu w btonach z pompg Nat/K* zostat przed-

stawiony na Rys. 5.9.

N

0 Na' Dyfuzja >

T 7 w

O 2K‘ N

C E

Z RANSPORT T

= 3 JAKTYWN ~ R

|?| ) é Rys. 5.9. Schemat transportow

E < Dyfuzja| K jonow sodu i potasu przez blone
< naturalng.

Obok pompy Na™/K™ znane s3 rézne inne uktady z transportami aktywnymi, np. kata-
lizowany przez ATP-azy transport jonow Cat2, transport cukréw w btonach bakterii oraz

transport jondéw HT z wnetrza mitochondriow.
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6. UZUPELNIENIA
6.1. ELEMENTY RACHUNKU TENSOROW

W opisach uktadow nierownowagowych sa stosowane nastepujace wielkosci tensoro-
we: 0-rzedu, tzn. skalary, I-rzedu nazywane wektorami oraz II-rzedu nazywane krétko tenso-
rami. Dla zaznaczenia rzgdu tensorowego tych wielkosci zastosowaliSmy nastepujace zapisy
(wybdr byl podyktowany mozliwosciami stosowanego edytora tekstu): w przypadku skalarow
- zwykte litery mate,

w przypadku wektorow - litery duze, pogrubione,

w przypadku tensoroéw - litery duze, pogrubione ze znakiem ~ nad literg.

6.1.1. OPERATOR WEKTOROWY - NABLA

Operator ten (zapisywany za pomoca hebrajskiej litery V jest réwniez nazywany opera-
torem Hamiltona) ma szczegdlne znaczenie w opisie uktadow nieréwnowagowych. W "od-
dzialywaniach" z innymi wielko$ciami zachowuje si¢ jak wektor o sktadowych:

2

. . 0 o .. S .
zé’— ; j— oraz k— 1 moze dziata¢ na skalar, wektor albo tensor, tworzac tzw. ilo-
X

oy oz
czyny. Kazdy z tych iloczynow jest tensorem o rzedzie zaleznym od wielkosci, na ktora dziata
nabla oraz od tego, czy zastosowano jg jako wektor ( nie ma on sprecyzowanej wielkosci, gdyz

jest jedynie operatorem) wierszowy czy transponowany, tzn. kolumnowy.

6.1.2. ILOCZYNY WEWNETRZNE I ZEWNETRZNE TENSOROW. ILOCZYNY
NABLI

Zasady mnozenia tensorow (réwniez nabli - jako operatora wektorowego) wynikaja z
ogolnych zasad przeksztalcania tensoréw. Mozna przedstawi¢ nastepujace przypadki:
- Iloczyn dwoch skalarow - jest rowniez skalarem.
Iloczyn skalara i wektora - jest wektorem o zmienionej wartosci. Rowniez iloczyn skalara 1
tensora jest tensorem o zmienionej wartosci. Mnozenie wektorow i tensorow przez skalar nie
zmienia zatem charakteru iloczynu

- Iloczyny dwéch wektorow:
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Bezposrednie mnozenie dwoch wektorow wierszowych nie jest mozliwe. Jeden z nich
musi by¢ transponowany, co nie zmienia jego wartosci. Istniejg wtedy dwie mozliwosci, ktore

zostaly zilustrowane przez nast¢pujace roéwnania:

i
X, Xy, X3l |[V,|= X0+ Xy, F XY, (skalar) 1.
Y3
Xy XV XV, X
X0V Vo V3| T X XV, X ) (tensor) 2.
X3 X3V X3V, X3)3

- lloczyny dwoch tensoréw I lub II-go rzedu sg tensorami o zmienionych rzedach. (W przy-
padku gdy czynnikami sag dwa wektory wynik jest juz podany w rownaniu 1 1 2). Zawsze rzad
iloczynu wynika z regut mnozenia wielko$ci tensorowych 1 jest wyzszy albo nizszy od sumy
rzgdow czynnikow iloczynu.

Nalezy poznaé i stosowaé nizej przedstawione praktyczne zasady zapisu 1 ustalania rzgdu ta-

kich iloczynéw.

6.1.2.1. Iloczyn wewnetrzny. Dywergencja

W przypadku przestawionym réwnaniem 1 iloczyn jest skalarem, czyli wielko$cia o
rz¢dzie tensorowym obnizonym o dwa w poréwnaniu z sumg rzedéw obydwu czynnikéw. Ilo-
czyn taki jest nazywany iloczynem wewnetrznym (czasem skalarnym) i jest oznaczany zna-
kiem kropki pomiedzy czynnikami.

Reguta okreslajaca rzad wewnetrznego iloczynu dwoch tensorow I-go lub I1-go rzedu
ma charakter og6lny i dotyczy kazdego rodzaju czynnikow.

[loczyn wewnetrzny dwoch wektorow zapisuje si¢ jako:  X-Y = ¢ ; Jest zatem skalarem.
Wynika to z kalkulacji rzedu tego iloczynu: 1 +1 -2 =0.

Iloczyn wewnetrzny dwdch tensoréw zapisuje si¢ jako: X-Y=D; Jeston tensorem, zgod-

nie z analogiczng kalkulacjg rzedu: 2 +2 -2 =2,

Istnieje rowniez tzw. podwdjny iloczyn wewnetrzny, w ktorym rzad iloczynu jest o 4
nizszy od sumy rzgdow czynnikow. Iloczyn taki zapisuje si¢, umieszczajac dwie kropki po-
miedzy czynnikami iloczynu, np.

~

X:Y = ¢ .Iloczyn ten jest skalarem ( kalkulacja rzedu: 2=2-4=0 ).
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Rozroznia si¢ dwa iloczyny wewnetrzne nabli nazywane dywergencjami:

a) Dywergencja wektora:

' L ..oy, dY, Y,
V-Y =div Y ; Jest ona skalarem o wartosci liczbowej rownej sumie: + +
ox Jdy Oz

b) Dywergencja tensora:
& . éyz ji - .
V-Z = DivZ = N ; Jest ona wektorem o skladowych Zé)— , gdzie Z; oznaczajg skia-
j J
dowe (inaczej elementy) tensora Z .

W zapisie szczegotowym:

ﬂrr ﬂyx ﬂzr
+ +
Z xx Z xy Z Xz ﬂd&' ﬂd&' ﬂd‘:
é é é . Z . Z . Z - = il + 24 + 4 3
dC @/‘ & Zy Z)’y Z)’ @} @; @;
= z = ﬂxz ﬂZy éZzz
+ +
124 & &

Sens fizyczny dywergencji

Niech wektor J, wyraza przeptyw okreslonej wielkosci skalarnej; dywergencja tego
wektora jest wtedy miarg wzbogacenia albo zubozenia jednostki objetosci pola wektora w te
wielko$¢ skalarng (w jednostce czasu). Dywergencja wektora wskazuje zatem, czy w trakcie
przeptywu danej wielkos$ci skalarnej przez element objetosci zawartos¢ tej wielkosci zwigksza
si¢, czy maleje.

Jednostka dywergencji przeptywu, np. masy jest: [a’iv (kg m= s‘l)] = —[kg m> s‘l] :

Analogiczny sens ma dywergencja tensora; wskazuje ona na bilans czasowy (dodatni
albo ujemny) wielkos$ci wektorowej, ktorej przeplyw stanowi istote tego tensora.

Stad dywergencja jest podstawowa wielkos$cig stosowang w roéwnaniach bilansu wiel-

kosci skalarnych 1 wektorowych.

6.1.2.2. lloczyn zewnetrzny. Gradient

Iloczyn wektoréw przedstawiony réwnaniem 2 jest tensorem. Jest zatem wielkoscig o
rz¢dzie tensorowym réwnym sumie rzedow obydwu czynnikdéw. Taki iloczyn jest nazywany

iloczynem zewnetrznym.
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W jego zapisie nie stosuje si¢ znaku kropki pomig¢dzy czynnikami, np. iloczyn we-
wnetrzny dwoch wektorow (tzw. diada tych wektorow) jest zapisywany jako: XY = C . Jest on
tensorem, zgodnie z zasadg kalkulacji jego rzgdu: 1+1=2.

Iloczyn nabli 1 skalara jest wektorem nazywanym gradientem danego skalara i jest
oznaczany jako:

Va=grada=B Skladowe wektora B: i% ; j@ ; k@ albo:(gmda)l_ziﬁ.

v a &,

Analogicznie, iloczyn zewnetrzny nabli 1 wektora jest tensorem zapisywanym jako:

128
VB = Grad B ajego skladowe sg rowne: (Grad B)ij = dcl .

Sens fizyczny gradientu

Gradient wielko$ci skalarnej albo wektorowej jest miarg niejednorodnosci pola tej

wielko$ci. Podaje on wartos¢ i1 kierunek maksymalnej zmiany tego pola. (Gradient pola jedno-

rodnego jest rowny zeru.) Jednostka, np. gradientu temperatury jest: K m™ .

Sens gradientu mozna sobie uzmystowi¢ przyjmujac np. ze rozwazana wielko$¢ skalar-
na jest funkcja tylko dwoch zmiennych przestrzennych: x i y. Jej odwzorowaniem na ptasz-
czyznie w uktadzie kartezjanskim sg wtedy linie o stalej wysokosci, tzw. poziomice. Gradient
takiej wielko$ci wskazuje najwigkszy spadek migdzy poziomicami, tzn. droge po ktorej sto-
czyltaby si¢ kula potozona na najwyzszej poziomicy, przy czym zwrot drogi kuli bytby prze-
ciwny do gradientu (kierunek wektora, jakim jest gradient jest bowiem zgodny z maksymal-
nym wzrostem skalara).

Przedstawione "dzialania" nabli i odpowiednie zapisy jej iloczyndéw oraz reguly ustala-
nia rzedow iloczynow wielkosci tensorowych utatwiajg zapis wyrazen i rownan tensorowych.
Wiedzac np., ze sktadnik rownania, bedacy ztozonym iloczynem nabli 1 innych wielko$ci wi-
nien by¢ skalarem albo wektorem, nalezy zastosowa¢ odpowiednie zapisy iloczyndéw nabli
(gradienty albo dywergencje), a w przypadku innych czynnikéw oddziela¢ je znakiem kropki,
ewentualnie dwoch kropek (podwojny iloczyn wewnetrzny), wzglednie bez kropki (iloczyn
zewnetrzny), tak aby taczny rzad wyrazenia byt rowny zeru albo 1.

Dla przyktadu warto przeanalizowac nastepujace przeksztatcenia:

div(aB) = adivB + B - grad a 4.

dywer. wektora = iloczyn skalarow + iloczyn wewn. wektorow

skalar = skalar + skalar
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Div(A-B) = A-DivB + B:Grad A 5,
dywer. wektora = iloczyn wewn.wektorow  + podw. iloczyn wewn. tensorow
skalar-= skalar + s kalar

Wyzej przedstawione reguly dotyczace iloczynow tensordw sa zgodne z ogdlnymi za-
sadami mnozenia macierzy. Tensor jest bowiem macierza przyporzadkowang wspotrzednym
przestrzennym.

W tym miejscu warto jedynie przypomnie¢, ze:

a) mnozenie macierzy jest mozliwe jedynie wtedy, gdy liczba kolumn mnoznej jest rowna
liczbie wierszy mnoznika.

b) elementy pierwszego wiersza mnoznej mnozy si¢ kolejno przez odpowiadajace im ele-
menty kolumn mnoznika i sumuje otrzymane iloczyny, uzyskujac w ten sposob elementy
pierwszego wiersza iloczynu. Podobnie post¢puje si¢ z elementami drugiego i dalszych wier-
szy mnoznej ustalajac dalsze wiersze macierzy iloczynu.

Przyktad iloczynu dwoch macierzy:

by, by, by
a, a, a; aglby, by b23_zl.:a“b“ Zi:al,«b,.2 Zj:alibi3 )
Gy Gy Ay Ay|by by by Za%bil zab‘bﬂ zazibzs '
by by byl l ’

Pelny zapis, np. drugiego elementu pierwszego wiersza iloczynu, ma postac:

zalibiz =a, b, +ayb,, +a;b;, +a,b, . 7.

6.2. ROWNANIE BILANSU ENTROPII W UKLADACH CIAGLYCH

Zalezno$cig wyjSciowa jest roOwnanie wyrazajace rozniczke wilasciwej energii we-
wnetrznej wielosktadnikowego uktadu:

du :Tds—pdv+2ﬁi dy, , 1.

w ktorym: u, s, v oraz u, dotycza jednostki masy; y; oznacza utamek wagowy sktadnika.

Dla zmian czasowych i po przeksztatceniu otrzymuje si¢ z niego rownanie 1.64:

ds 1du Z_ dyl 164

i Tdi ?pﬁ_?

i

Po pomnozeniu 1.64 przez gestos¢ p otrzymujemy:



166

P—=7P - _PP_ - _,0

dsldul Z_dy,
d T dt T ,’

Za % podstawiamy obecnie rownanie bilansu energii wewnetrznej (1.89)

il;; -vdiv] —pfi—v—vﬂIGravarﬁZJi-Fi , 1.89.

natomiast za —- podstawiamy réwnanie bilansu masy w postaci (1.51):

02;’ =—vdivJ, "‘VZ?/,IMI . 1.51.

otrzymujac:
B_P(_ A
pa’t T( vdiv], pd VT Gradv+vZJ F)+
T E Z,ul( vdivJ, +VZ]/1M I)

Po uporzagdkowaniu i redukcji wyrazéw % pcj{—‘; pozostaje:

ds o _ . P _>%. o P_C— .
p—=—-vdiv], - ?vﬂ'.Gde +?VZJI.-XI. + ?vaidvaiwL

dt T
- %‘722/_1[751 M, ]_1
B

Zauwazmy obecnie, ze iloczyn v p=1 oraz uM,=pu, zatem:
p£=—l divJ, — %%ZGde + %ZJZ. X, +

dt T
l —_ 1 — 7
+ ?z;t,. divJ, — FZZMJ/U M, 1,
i i

Lewa strona ostatniego rownania stanowi cz¢$¢ rozniczki iloczynu ps, gdyz:

d(ps) ds dp ) dp
Y el A e AT St ak w 1.90.), apoza tym, 1.49.. —
g Pty (kw190 apozatym, we dt

ds_d(ps)
dt dt

=—pdivv stad:

+ psdivv . 6.

Ostatni wyraz w 6. jest cztonem dywergencji iloczynu ps v , rownym:
psdivv=div(ps v) —v-grad (ps) . 7.

Jednoczes$nie, wg operatora czasowego Lagrange'a 1.31 stwierdzamy, ze:
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d(ps) = é’(;ts) + v-grad (ps) . 8.

dt
Na podstawie powyzszych rownan:

ds :é’(ps)

Pa~ ot

+div(ps V) . 9.

Podstawienie 9. do 5. prowadzi do réwnania:

Mz_l divy — lf;Z'ZGde + lzJi'Xz— +
Ot T T T4 10

+ %Zﬁz divd, - %ZZ/_JJ/U M, [_1 —div(psv)
i [

: .1 H, :
Zauwazmy obecnie, Ze wyrazenia: ?div J, oraz %div J, sa czlonami dywergen-
cji odpowiednich iloczynow, gdyz:

.1 1. 1
dzv(?Jq):?dvaq +J, -grad? 11.

oraz div(&J,.)=&diin +J, -grad& : 12.
T T T

Wobec tego 10. przyjmuje postaé:

2(ps) o1 1 1 ~. 1
— 2 =—div(=J Y+J -grad— - =TT .Gradv + — Y J.-X. +
ot (T q) ¢'& T T TZI.“ Lo

.13,
= 1 B B
+ Zdiv(%J[) - ZJ[ ~gmd’u—T’— ?Zz,ul.yﬂ M. I, —div(psV)

Potaczymy obecnie wyrazy z dywergencjami, a grad % zastagpimy rOwnym mu wyrazeniem:

- % grad T otrzymujac:

J, -,
q i i
209 (v +

T ) - %Jq~gradT +

14.

1 ~. 1 73 1 _ -
?E.Gmdv + ?ZJI»Xi - ZJl.-grad'u? - ?Zz,uiyﬂ M, I,

Wyrazenie pod dywergencja mozna przeksztalci¢, uzyskujac:

J, - >, J, =D, +T> s J,
psv++=psv+ d 7 d , 15.
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gdyz wobec: u, =h, —Ts, roéwniez Zﬁi J = Zh[ J - TZsi J. . Zatem pod dywer-

gencja rownania 14. znajduje si¢ catkowity przeptyw entropii (dla jednostki masy), ztozony z

czesci dyfuzyjne;:

1 o
?(Jq—hi Jl.)-l-Zsl. J, oraz konwekeyjnej psv.

Wobec powyzszego 14. przyjmuje posta¢ koncowa (1.96):

a(ps):_divt]? - %J grad T - l7~Z':Gl”adV +
ot oo r 1.96

1 U, 1 _ _
+ ?Z[:Ji.xi - ZJ[-g}’adﬂ—T’ - ?ZI:ZM‘?/J M, I,

w ktorej wyrazy: 2, 3, 4, 5 oraz 6 prawej strony roOwnania reprezentujg poszczegdlne udziaty

zrédta entropii.
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