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Wykaz symboli 

 

a -  wielkość skalarna i jej wartość w jednostce objętości układu 

ai  -  aktywność składnika  i     

Al  -  powinowactwo chemiczne reakcji  l  ,  J mol-1 

ci  -  stężenie molowe składnika,   mol dm-3 

Di  -  współczynnik dyfuzji składnika,    m2 s-1  

Di
+  -  współczynnik samodyfuzji składnika,    m2 s-1 

Di
*  -  współczynnik termodyfuzji składnika,    kg m-1 s-1 K-1 

ei  -  ładunek właściwy składnika,   C kg-1  

ei  -  ładunek molowy składnika,   C mol-1  

F -  stała Faraday'a,   9,648 C mol-1   

Fi  -  siła działająca na składnik,   N kg-1    albo  N mol-1      

 fi  -  współczynnik aktywności składnika 

fik         -  (molowe) współczynniki tarcia składnika  i  względem  k ,   J s mol-1 m-1 K-1  albo  

    J s mol-1 m-1   

hi  -  parcjalna entalpia molowa,   J mol-1  

Il  -  szybkość reakcji  l,   mol s-1  

I l  -  szybkość reakcji, właściwa,   mol s-1 m-3  

I  -  przepływ prądu elektrycznego (gęstość prądu),   A m-2   

 I -  przepływ prądu elektrycznego w układach nieciągłych,    A m-2  

J a
'  -  całkowity przepływ wielkości skalarnej  a (strumień),    

J a  -  część dyfuzyjna całkowitego przepływu wielkości skalarnej  a  

J q
'  -  całkowity przepływ energii wewnętrznej,   J m-2 s-1  

J q  -  dyfuzyjny przepływ energii wewnętrznej - przepływ ciepła,   J m-2 s-1  
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J i  -  przepływ składnika w układach ciągłych, właściwy albo molowy,   kg m-2 s-1,   

     mol m-2s-1    

J ρs  -  przepływ entropii,   J K-1 m-2 s-1  

Ji -  przepływ składnika w układach nieciągłych,     mol m-2 s-1  

Jq  -  przepływ ciepła w układach nieciągłych,   J m-2 s-1 

JV  -  przepływ objętości,    m s-1  

J D  -  przepływ dyfuzyjny w układzie ze sprzężeniami składników,    m s-1    

 K -  stała równowagi reakcji 

K  -  wyrażenie analogiczne do stałej równowagi, lecz z aktywnośćiami składników w   

    danym momencie reakcji 

Ki  -  współczynnik podziału składnika  

ki  -  współczynnik podziału składnika pomiędzy fazę zewnętrzną i fazę membrany 

Lij  - fenomenologiczne współczynniki przepływu składnika: 

    w układzie ciągłym  kg2 J-1m-1s-1,   w układzie nieciągłym   mol2 J-1m-2s-1K      

Lij
+  -  współczynniki fenomenologiczne przepływu składników w układach nieciągłych  

    (równe Lij/T ),    mol2 J-1 m-2 s-1  

Lqq  -  diagonalny współczynnik fenomenologiczny przepływu ciepła w układzie ciągłym,       

     J m-1s-1,       w układzie nieciągłym  J m-2 s-1 K  

L1q -  niediagonalny współczynnik fenomenologiczny przepływu ciepła w układzie   

    ciągłym    kg m-1s-1,    w układzie nieciągłym    mol m-2 s-1 K    

LVV  -  diagonalny współczynnik przepływu objętości, tzw. współczynnik transportu   

    hydrodynamicznego w zjawiskach elektrokinetycznych,    m s-1 K Pa-1 

LVψ -  niediagonalny współczynnik przepływu objętości w zjawiskach elektrokinetycznych,    

    J-1 m A K  

Lψψ -  diagonalny współczynnik przepływu prądu w zjawiskach elektrokinetycznych,    

     A2 m-2 K V-1  

Lp -  współczynnik transportu hydrodynamicznego,    m s-1 Pa-1 

LDp  -  współczynnik filtracji,    m s-1 Pa-1 
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LpD  -  współczynnik przepływu osmotycznego,    m s-1 Pa-1 

LD -  współczynnik ruchliwości dyfuzyjnej,    m s-1 Pa-1 

LVV -  praktyczny współczynnik przepływu objętości w trójskładnikowym układzie   

    nieciągłym (membranowym),    m s-1 Pa-1 

LEE -  praktyczny współczynnik przepływu prądu w trójskładnikowym układzie   

    nieciągłym,    S m-2 

LΠΠ  -  praktyczny współczynnik przepływu składnika w trójskładnikowym układzie   

   nieciągłym,    mol2 m-3 N-1 s-1 

LpE -  praktyczny niediagonalny współczynnik przepływu w trójskładnikowym układzie 

   nieciągłym,     m s-1 V-1 

LΠE -  praktyczny niediagonalny współczynnik przepływu w trójskładnikowym układzie 

   nieciągłym,    mol m-2 s-1 V-1 

LΠp        -  praktyczny niediagonalny współczynnik przepływu  w trójskładnikowym układzie 

    nieciągłym,    mol N-1 s-1  

M -  masa całkowita,   kg 

Mi  -  masa molowa składnika,   kg mol-1  

mi  - masa składnika,   kg  

ni  -  liczba moli składnika 

p -  ciśnienie,   N m-2  

Qel  -  ciepło procesu elementarnego wymienione z otoczeniem,    J 

Qi
*  -  właściwe ciepło przenoszenia składnika,     J kg-1 

R  -  stała gazowa,   8,314 J K-1 mol-1  

Rij  -  fenomenologiczne współczynniki oporu w układach nieciągłych,    J s m2 mol-2 K  

Rij
+  -  fenomenologiczne współczynniki oporu w trójskładnikowym układzie nieciągłym,    

     J s m2 mol-2  

S -  entropia układu,   J K-1  

s  -  entropia właściwa,   J K-1 kg-1  

si  -  parcjalna entropia właściwa składnika,   J K-1 kg-1   
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T -  temperatura,   K 

ti  -  liczba przenoszenia składnika jonowego 

 -  molowa liczba przenoszenia składnika,    [mol A-1 s-1 ] ti
*

ti
app  -  pozorna liczba przenoszenia składnika jonowego   

U -  energia wewnętrzna,   J  

Ui
*  -  energia przenoszenia składnika  (w układzie nieciągłym),     J mol-1     

~U p  -  część ciśnieniowa całkowitego tensora ciśnienia,   N m-2  

Ui   -  ruchliwość elektryczna składnika jonowego,    m2 V-1 s-1 

 u -  właściwa energia wewnętrzna,   J kg-1   

ui  -  ruchliwość składnika,   m2 s-1 J-1 mol    

V -  objętość,  m3 

Vi  -  parcjalna objętość właściwa składnika,     m3 kg-1  

Vi  -  parcjalna objętość molowa składnika,   m3 mol-1 

v  -  objętość właściwa,   m3 kg 

v  -  szybkość konwekcji, szybkość ruchu środka ciężkości,   m s-1  

v i  -  szybkość konwekcji składnika,   m s-1      

yi  -  ułamek masowy składnika 

xi  -  ułamek molowy składnika 

zi  -  wartościowość jonowa (liczba ładunkowa jonu) 

Xi  -  oraz    bodziec termodynamiczny przepływu składników w układach ciągłych i  

     nieciągłych,   J kg-1 K-1  albo   J mol-1 K-1  

Xi

 Xq -  oraz   Xq  bodziec termodynamiczny przepływu ciepła w układach ciągłych i   

     nieciągłych: m-1 ,   K-1  

X1  -  bodziec termodynamiczny przepływu kationu w trójskładnikowym układzie   

     membranowym,   J mol-1 

XV -  bodziec termodynamiczny przepływu objętości w trójskładnikowym układzie   

     membranowym,    Pa 
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XI -  bodziec termodynamiczny przepływu prądu w trójskładnikowym układzie   

     membranowym,    V 

ε  -  energia kinetyczna jednostki objętości układu,   J m-3  

γ  -  termodynamiczny współczynnik stechiometryczny składnika  i  w reakcji  l  il

 κ -  właściwe przewodnictwo elektryczne roztworu,   S m-1 

λo -  współczynnik przewodnictwa ciepła,  J s-1 m-1 K-1 

μi -  molowy potencjał chemiczny składnika,    J mol-1 

μ i  -  właściwy potencjał chemiczny składnika,    J kg-1     

μ i
0  -  molowy potencjał standardowy składnika,    J mol-1 

μ i
0  -  właściwy potencjał standardowy składnika,    J kg-1  

~μ i  -  molowy potencjał elektrochemiczny,        J mol-1 

Π  -  ciśnienie osmotyczne roztworu,    N m-2  
~Π  -  całkowity tensor ciśnienia,    N m-2 
~π  -  część lepkościowa całkowitego tensora ciśnienia,    N m-2 

 ρ   -  gęstość,    kg m-3  

 ρi   -  gęstość składnika,  kg m-3 

s∑  -  źródło entropii układu nieciągłego,    J K-1s-1 

σ ρs  -  źródło entropii  jednostki objętości układu,    J K-1 m-3 s-1 

σ  -  współczynnik odbicia  albo  ogólne oznaczenie źródła wielkości w procesie     

    nierównowagowym 

τ i  -  mechaniczna liczba przenoszenia składnika 

ω  -  współczynnik przenikalności,    mol m-2 s-1 Pa-1   

ξ l  -  liczba postępu reakcji  l ,  

Ψ  -  potencjał elektryczny,     V 

Δ  -  zmiana określonej wielkości, np.:  a1  - a2 

 ∇ -  operator wektorowy - nabla 
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1. ELEMENTY  PODSTAW  TERMODYNAMIKI  NIERÓWNOWAGOWEJ 

 

1.1. WSTĘP 
 Klasyczna termodynamika jest oparta na dwóch zasadach stanowiących ilościowy zapis 

powszechnie obowiązujących prawidłowości [1-4]. Jej opis ilościowy dotyczy tylko układów 

równowagowych. W celu wykorzystania termodynamiki klasycznej do charakterystyki zmian 

układów, fizycznych lub chemicznych, niezbędne jest, by zmiany te były dokonywane w spo-

sób kwazystatyczny, odwracalny, tzn. poprzez następujące po sobie nieskończenie mało róż-

niące się od siebie stany równowagi. Czas takich przemian winien więc być nieskończenie 

długi. Z tego względu czas przebiegu procesów nie może być uznany za parametr zmian stanu 

układu, a pojęciem podstawowym jest stan równowagi termodynamicznej.  

 Realne, samorzutne zmiany stanu układów są jednakże procesami nieodwracalnymi; 

przebiegają one w skończonym czasie i w ściśle określonym kierunku. Zmiany kierunku pro-

cesu można dokonać przez zmianę warunków zewnętrznych, tzn. przez zmianę otoczenia 

układu. Według II zasady termodynamiki można określić jedynie kierunek przebiegu takich 

procesów nieodwracalnych, bez opisu ilościowego. Zasada ta podaje warunek konieczny za-

chodzenia procesów nieodwracalnych jedynie w postaci nierówności: 

     ΔS > 0  ,      1.1. 

względnie, w przemianie elementarnej: 

     dS   ,      1.2. > 0

wskazującej na wzrost entropii w trakcie samorzutnej przemiany układu.  

 Nierówności  1.1 oraz  1.2 dotyczą układu izolowanego, ewentualnie izolowanej cało-

ści, złożonej z układu i jego otoczenia. Warto w tym miejscu podkreślić, że zgodnie z powyż-

szym duży wzrost entropii w układzie może wymusić nieodwracalną zmianę jego otoczenia 

(związaną ze spadkiem entropii), względnie wzrost entropii w otoczeniu może wymusić nie-

odwracalną zmianę układu, pod warunkiem, że suma zmian entropii w obydwu częściach izo-

lowanej całości będzie dodatnia. Prawidłowość ta jest wyrażana za pomocą następującej nie-

równości: 

     Δ ΔS Sukl otocz+ > 0   .    1.3. 
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 Zgodnie z definicją II zasady termodynamiki różniczka entropii spełnia nierówność: 

        ,     1.4. dS Q Tel≥ /

gdzie:  Q    oznacza ciepło procesu elementarnego wymienione z otoczeniem, natomiast   el

 T     -   temperaturę procesu. 

Wobec powyższego nierówność  1.3. można zastąpić równaniem: 

    dS d S d Se i= +  ,      1.5. 

gdzie:   oznacza część różniczki entropii związaną z wymianą ciepła z otoczeniem, natomiast d Se

   oznacza entropię powstającą w wyniku zachodzenia procesu samorzutnego. d Si

Wartość d  jest dodatnia w procesie samorzutnym i staje się równa zeru w momencie dojścia 

tego procesu do stanu równowagi. 

Si

 Równanie  1.5 zostało podane przez Clausiusa. Oznacza ono, że samorzutna zmiana 

izolowanego układu prowadzi do wzrostu entropii. Zmiana taka prowadzi więc do uzyskania 

maksymalnej wartości entropii, co wg znanego wzoru Boltzmanna definiującego entropię: 

    S k W= ln         1.6. 

oznacza, że układ osiągnął maksymalne nieuporządkowanie, a bardziej precyzyjnie - maksy-

malną liczbę mikrostanów energetycznych  W   ( k -oznacza stałą Boltzmanna ). 

 Umiejętność obliczania wartości  d   jako miary samorzutności procesu stanowiłaby 

podstawę do charakterystyki ilościowej procesów nierównowagowych. Poznanie zaś zmian tej 

wielkości w czasie pozwoliłoby na opis rozwoju, czyli przebiegu procesu samorzutnego. Stąd 

problem ten stał się podstawowym celem tzw. termodynamiki procesów nierównowagowych. 

Warto podkreślić, że pierwsze próby były podjęte przez Polaka Władysława Natansona już w 

r. 1896.  

Si

 Zasadniczy etap rozwoju termodynamiki procesów nierównowagowych został dokona-

ny dopiero po odkryciu przez Onsagera (1931) zasady symetryczności macierzy współczynni-

ków równań fenomenologicznych przepływów, tzw. relacji przemienności [5]. Wkład Onsage-

ra w rozwój termodynamiki nierównowagowej został uhonorowany Nagrodą Nobla w roku 

1968. Relacje przemienności oraz równania fenomenologiczne (liniowe) są słuszne jednak 

tylko dla procesów niezbyt odległych od stanu równowagi. 

 Kolejny etap rozwoju termodynamiki procesów nierównowagowych dotyczy zatem 

układów dalekich od równowagi. Obejmuje on m.in. problematykę ogólnej zasady rozwoju 
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czasowego układów oraz definicję ogólnego kryterium stabilności. Zasadniczy wkład w roz-

wój tej termodynamiki wniósł Prigogine, również laureat Nagrody Nobla  [6,7].  

 Problematyka termodynamiki procesów dalekich od równowagi jest rozwiązywana 

również na podstawie innych formalizmów opisu teoretycznego. Czytelnik znajdzie interesują-

ce informacje w najnowszych opracowaniach monograficznych [8,9]. 

 

1.2. CHARAKTER  UKŁADÓW  OPISYWANYCH  PRZEZ  TERMODYNAMIKĘ  
NIERÓWNOWAGOWĄ 

 Zjawiska i procesy, jakimi zajmuje się termodynamika klasyczna, dotyczą układów 

jednorodnych, nieciągłych, zamkniętych i otwartych, izolowanych albo izolowanych adiaba-

tycznie. Zmianom nieodwracalnym podlegają natomiast najczęściej układy ciągłe i otwarte. 

Stanowią one ciągłe pola określonych zmiennych termodynamicznych, co oznacza, że np. 

temperatura, ciśnienie, potencjał chemiczny składników, szybkość przepływu, lepkość statycz-

na są różne w różnych miejscach układu; są więc funkcjami położenia i czasu. Układy takie są 

bowiem niejednorodne przestrzennie i ewoluują w czasie. Tak więc układy ciągłe stanowią 

pola określonych wielkości (parametrów) fizycznych o różnym charakterze tensorowym. 

 Obok pól wielkości skalarnych (skalar jest tensorem 0-wego rzędu), rozpatrywanych w 

termodynamice klasycznej, trzeba uwzględniać również pola wielkości wektorowych (wektor 

jest tensorem 1 rzędu) oraz pola wielkości o właściwościach tensora 2 rzędu, nazywanych 

krótko tensorowymi. Stąd, termodynamika procesów nierównowagowych posługuje się meto-

dami teorii pól klasycznej fizyki, głównie hydrodynamiki i elektrodynamiki. 

 Przystępując do poznawania zasad termodynamiki nierównowagowej trzeba zapoznać 

się przynajmniej z podstawowymi elementami rachunku tensorowego. Dobre źródło informa-

cji na ten temat prezentują monografie B.Baranowskiego oraz K.Gumińskiego [10,11]. 

 W tym miejscu zostaną przedstawione jedynie podstawowe przykłady wielkości tenso-

rowych: 

  1. Wielkości skalarne - są one opisywane jednoznacznie przez jedną wartość liczbową. 

Przykładem jest: temperatura, masa, ładunek, energia wewnętrzna, stężenia... 

  2. Wielkości wektorowe - do ich opisu niezbędne jest podanie trzech wartości, np. trzech 

składowych przestrzennych. Przykładem jest przepływ masy, ciepła, ładunku, pęd itp. 
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  3. Wielkości tensorowe - (dokładna nazwa: wielkości o właściwościach tensora II rzędu) - są 

scharakteryzowane całkowicie przez zestaw dziewięciu wartości liczbowych tworzących wy-

razy trójelementowej macierzy kwadratowej. Przykładem jest wielkość, która w układzie ani-

zotropowym decyduje o wektorze przepływu ciepła pod wpływem niejednorodnego rozkładu 

temperatury, tzn. pod wpływem gradientu temperatury. Każda z trzech składowych wektora, 

jakim jest gradient temperatury, wnosi swój wkład do trzech składowych wektora przepływu 

ciepła. Przekształcanie pierwszego wektora w drugi jest zatem dokonywane przez dziewięć 

składowych, które stanowią wyrazy wspomnianej macierzy kwadratowej. Efekt ich działania 

jest ilościowo równy iloczynowi wyznacznika tej macierzy przez gradient temperatury.  Oma-

wiana wielkość pełni zatem rolę operatora transformującego jeden wektor (gradient temperatu-

ry) w inny (przepływ ciepła). Wielkością tą jest współczynnik przewodnictwa cieplnego. Po-

dobną wielkością jest współczynnik przenikalności magnetycznej i elektrycznej. 

 Układy nazywane nieciągłymi są daleko prostsze w opisie termodynamicznym. Można 

w nich bowiem wyodrębnić co najmniej dwa podukłady, odgraniczone określoną granicą po-

działu (tzn. granicą nieciągłości). Jest nią naturalna granica faz, diafragma, membrana, nawet 

kapilara. Podukłady są jednorodne w odniesieniu do wszystkich parametrów termodynamicz-

nych, a granica podukładów umożliwia (często selektywny) przepływ składników, ciepła (cie-

pło należy rozumieć jako sposób przekazywania energii wewnętrznej charakteryzujący się 

zmianą temperatury), ładunku itp. Układy nieciągłe stanowią przypadek szczególny układów 

nierównowagowych. Stąd, będą one przedstawiane na podstawie uprzedniej analizy układów 

ciągłych. 

1.3. ZAŁOŻENIA  TERMODYNAMICZNEGO  OPISU  PROCESÓW  NIERÓW-
NOWAGOWYCH 

1.3.1. LOKALNE  SFORMUŁOWANIE  II  ZASADY  TERMODYNAMIKI 

 Jak już wiemy, opis termodynamiczny układów, w tym również układów nierównowa-

gowych, jest oparty na II zasadzie termodynamiki ( wg Clausiusa z 1865r.: "Die Energie der 

Welt ist konstant. Die Entropie der Welt strebt einem Maximum zu." [12]). 

Dotyczy ona układów izolowanych, względnie izolowanej całości złożonej z układu i jego 

otoczenia. 

 Przeprowadźmy obecnie krótką analizę zmian entropii w izolowanej całości.  
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Niech układ znajduje się we wnętrzu ośrodka stanowiącego jego otoczenie. Według równania 

1.2. i 1.3., w przypadku, gdy w omawianej izolowanej całości przebiega proces nieodwracalny 

entropia całkowita rośnie, tzn.: 

    dS  ,      1.7. dSukl otocz+ 0>

gdzie:   i  dS  oznaczają odpowiednio elementarną zmianę entropii układu i otoczenia.  dSukl otocz

Pamiętając, że w procesie nierównowagowym zmiana entropii składa się z części wymienionej 

z otoczeniem i tworzonej w procesie otrzymamy: 

    .    1.8. 0>+++ otocziotoczeukliukle SdSdSdSd

Zauważmy, że entropia przekazana przez układ jest przyjmowana (całkowicie) przez otocze-

nie, tzn.  d S  , zatem z 1.8 otrzymujemy: d Se ukl e otocz= −

Stąd:      .     1.9. 0>+ otocziukli SdSd

Zatem suma przyrostów entropii spowodowanych przez proces nieodwracalny jest większa od 

zera.  Możliwy jest więc taki przypadek, że 

  d S   i      1.10. i uk < 0 d Si otocz > 0

jeśli:    d S d Si uk i otocz<  .     1.11. 

 Oczywiście możliwy jest również przypadek odwrotny. Nierówność powyższa wskazu-

je, że w rozpatrywanej całości, w jednej jej części entropia może maleć (jej przyrost jest ujem-

ny), podczas gdy w otoczeniu przebiega proces "produkujący" entropię. Istnieje jednak wiele 

przykładów zmieniających się samorzutnie izolowanych układów ciągłych, w których nie 

można wyodrębnić układu i otoczenia, a przebiega w nich proces niesamorzutny zmniejszający 

entropię. Jest to zawsze proces związany bezpośrednio z jednocześnie biegnącym procesem 

samorzutnym, wywołującym tak duży wzrost entropii, że jej część "pokrywa" spadek entropii 

w procesie niesamorzutnym. 

 Najprostszym przykładem jest układ, w którym przebiega tzw. termodyfuzja. Zjawisko 

to pojawia się w układzie utworzonym pierwotnie, np. z jednorodnej mieszaniny dwóch gazów 

po umieszczeniu jej pomiędzy poziomymi płytami o stałej i różnej temperaturze. (Ścianki 

boczne naczynia są izolowane adiabatycznie; temperatura płyty dolnej jest wyższa od tempera-

tury płyty górnej.) Z chwilą zetknięcia ścianek naczynia (górnej i dolnej) z płytami powstaje w 

mieszaninie określone zróżnicowanie temperatury, wywołujące przepływ ciepła, a dokładnie - 
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przepływ energii wewnętrznej. Zachodzi więc samorzutny, nieodwracalny proces prowadzący 

do wzrostu entropii. W trakcie przebiegu tego procesu obserwuje się jednak powstawanie 

zróżnicowania stężeń składników. Oznacza to, że w układzie przebiega również proces obniża-

jący entropię, przeciwny do naturalnej dyfuzji, nazywany termodyfuzją. Termodyfuzja powo-

duje zatem niejednorodność stężeń składników układu. Jednakże, równocześnie z powstawa-

niem zróżnicowania stężeń pojawia się proces przeciwstawny - dyfuzja - dążąca do wyrówna-

nia stężeń. Przy danej różnicy temperatur obydwa procesy prowadzą do ustalenia się określo-

nej niejednorodności stężeń. Jest ona złożoną funkcją mas cząsteczkowych składników, ich 

średnic (efektywnych), oddziaływań międzycząsteczkowych oraz stężeń.  

 Wskazane wyżej procesy przenoszenia energii (ciepła) i masy przebiegające jednocze-

śnie, są sprzężone kinetycznie i zachodzą w całym wnętrzu układu. Wynika stąd następujący 

wniosek: w układzie nierównowagowym w każdym elemencie jego objętości mogą zacho-

dzić procesy produkujące entropię i zmniejszające entropię, pod warunkiem, że produk-

cja entropii przewyższa jej obniżanie. 

 Przykład powyższy stanowi jednocześnie potwierdzenie jednego z podstawowych po-

stulatów termodynamiki nierównowagowej. Zgodnie z nim wzrost entropii w samorzutnie 

zmieniającym się izolowanym układzie, w którym może przebiegać proces związany ze spad-

kiem entropii, nie jest uwarunkowany obecnością odgraniczonej części układu, w której za-

chodzi proces produkujący entropię, lecz dotyczy każdego dowolnie małego elementu objęto-

ści zmieniającego się układu. W każdym elemencie, procesowi samorzutnemu może towarzy-

szyć proces zmniejszający produkowaną entropię ( można mówić – zużywający entropię). Pro-

ces samorzutny nazywamy "procesem sprzęgającym, natomiast proces z nim związany nosi 

nazwę procesu sprzężonego. 

1.3.2. HIPOTEZA  RÓWNOWAGI  LOKALNEJ 

 W czasie przebiegu procesu nieodwracalnego parametry intensywne, takie jak tempera-

tura, ciśnienie, stężenia oraz związane z nimi parametry ekstensywne, takie jak  U,  H,  S,  F,  

G  mogą być w każdym miejscu układu inne (układ ciągły) i ulegają ciągłej zmianie w czasie i 

przestrzeni. Wielkości te zostały zdefiniowane w ramach termodynamiki klasycznej dla ukła-

dów równowagowych i są wielkościami statystycznymi - średnimi. 

 W układach ulegających ciągłej zmianie pojęcie średniej wartości nie może być precy-

zyjnie i jednoznacznie ustalone, zwłaszcza gdy proces jest turbulentny. Stosowanie wymienio-

nych parametrów w opisie układów nierównowagowych jest jednak możliwe po przyjęciu tzw. 
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hipotezy równowagi lokalnej. Zgodnie z tą hipotezą za wartość określonej wielkości termo-

dynamicznej w danym elemencie objętości układu nierównowagowego przyjmuje się tę jej 

wartość, jaka ustaliłaby się po szybkiej izolacji elementu z układu i ustaleniu się w nim stanu 

równowagi. Przyjmuje się również, że tak ustalone wielkości spełniają te same zależności 

funkcjonalne, jakie zostały zdefiniowane przez termodynamikę klasyczną. 

 Hipoteza równowagi lokalnej zakłada zatem, że w fazie ciągłej, podlegającej zmianie 

nieodwracalnej, w każdym elemencie jej objętości są spełniane prawa termodynamiki klasycz-

nej, takie jak np. równanie Gibbsa ( przekształcone równanie wyrażające różniczkę energii 

wewnętrznej w układzie wieloskładnikowym): 

   ds
T

du p
T

dv
T

dy
i

n

i i= + − ∑1 μ1   .   1.12. 

W przedstawionej wersji równania Gibbsa występują tylko wielkości intensywne, mianowicie: 

   
M
Ss =    ,       u U

M
=    ,          v V

M
= ,       y

m
Mi

i i= =
ρ
ρ

 ,              1.13. 

gdzie:  M  oznacza całkowitą masę układu albo fazy w układzie wielofazowym, tzn.       M mi
i

n

∑=

   -  masa składnika  i, mi

 s      -  entropia właściwa, 

 μ i   -  właściwy potencjał chemiczny składnika  i ,         v    -  objętość właściwa, 

    -  ułamkowe stężenie gramowe i-tego składnika,    yi ρi     -  gęstość (masowa) składnika i  

 ρ    -   gęstość układu, 

 U,  V,  M,   -  energia wewnętrzną, objętość i masę całkowita układu ( albo fazy). 

Uwaga: Jednostki powyższych wielkości zostały zamieszczone w „Wykazie wielkości". 

Równanie 1.12 odniesione do jednostki objętości przyjmuje postać: 

   ρ ρ ρ ρμds
T

du p
T

dv
T

dy
i

n

i i= + − ∑1 1   ,  1.14. 

w której iloczyny: 

 ρ ds  ,  ρ du  ,  ρ dv   oraz  ρ dyi   reprezentują zmiany odpowiednich wielkości w jed-

nostce objętości. 

 Zakłada się, że równania  1.12 i 1.14  są spełniane również w nieskończenie małych 

przedziałach zmian czasu (dt), zatem ostatnie równanie przyjmuje postać: 
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   ρ ρ ρ ρμds
dt T

du
dt

p
T

dv
dt T

dy
dti

n

i
i= + − ∑1 1  .  1.15. 

Natomiast w przypadku układów nieciągłych: 

    dS
dt T

dU
dt

p
T

dV
dt T

dn
dti

n

i
i= + − ∑1 1 μ   ,   1.16. 

gdzie:   S,  U,  V  oznaczają entropię, energię wewnętrzną i objętość każdego podukładu, 

 μ i  -  molowy potencjał chemiczny i-tego składnika, 

   - liczba moli i-tego składnika. ni

 Przyjmując hipotezę równowagi lokalnej należy omówić zakres jej stosowalności. Po-

czątkowo sądzono, że hipoteza powyższa jest słuszna jedynie w przypadku układu bardzo bli-

skiego stanu równowagi makroskopowej. Okazało się jednak, że reprezentuje ona rzeczywi-

stość również w przypadku układów oddalonych od równowagi. Według Meixnera [13], w 

przypadku gazu jednoatomowego ( w temperaturze 300 K  i  pod ciśnieniem 1 atm) postulat 

równowagi lokalnej może być stosowany nawet przy gradientach temperatury rzędu 105  

K/cm, gdyż nawet wtedy zmiany  T , p  i   v  na długości średniej drogi swobodnej  l  są małe 

w stosunku do temperatury, ciśnienia i prędkości dźwięku  νs  ,  tzn. 

    ΔT
T

l T
T

≈
∇

<<1 ,     1.17. 

    Δp
p

l p
p

≈
∇

<<1 ,     1.18. 

    l v
vs

∇
<<1 ,      1.19. 

gdzie:   ΔT  - przyrost temperatury;           ∇T  - gradient temperatury (w elemencie objętości); 

 Δp  - przyrost ciśnienia;              ∇p - gradient ciśnienia;       

  - gradient szybkości;  ∇v
 |   | - oznacza wartości bezwzględne. 

 Ogólne kryterium słuszności hipotezy równowagi lokalnej może być sformułowane 

następująco: równowaga lokalna jest zachowana wtedy, gdy na układ działają tylko takie róż-

nice parametrów (dokładnie - gradienty pola tych parametrów), że wywołana nimi względna 

zmiana parametru w elemencie objętości o długości drogi swobodnej jest mniej-sza, albo zbli-

żona do równowagowej fluktuacji tego parametru. Można zatem przyjąć, że postulat równo-
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wagi lokalnej jest ogólnie słuszny, z wyjątkiem zjawisk turbulentnych, fal uderzeniowych i 

szybkich procesów zachodzących w plazmie. 

1.3.3. RÓWNANIA BILANSU 

 Kluczowym problemem termodynamiki procesów nierównowagowych jest sformuło-

wanie zmian czasowych entropii układu, a w szczególności zmian czasowych tej części entro-

pii, która powstaje w trakcie przebiegu procesu. Część ta jest nazywana źródłem entropii. Na-

leży zatem ustalić równanie bilansu czasowego entropii i wyszczególnić w nim składową sta-

nowiącą jej źródło. Punktem wyjścia są ogólne zasady formułowania równań bilansu wielkości 

ekstensywnych w układach ciągłych (gdyż entropia jest wielkością ekstensywną) [10,11]. 

1.3.3.1. Ogólne równanie bilansu wielkości skalarnych 

 Równanie bilansu wielkości skalarnej, np. masy, ładunku, energii wewnętrznej, ental-

pii, entropii itd. przeprowadza się zwykle na podstawie następującego rozumowania. 

Rys. 1.1. Element objętości 
układu ciągłego 

 

Rozpatrujemy dowolną co do kształtu i rozmiarów część ciągłego układu o objętości  V  i po-

wierzchni, w której istnieje ciągłe pole danej wielkości (ekstensywnej, skalarnej). Wartość 

całkowitą tej wielkości w wybranej objętości oznaczmy jako A.  (Rys.1.1.) Zmiany A w wy-

branym elemencie objętości układu mogą się dokonywać z powodu wymiany bilansowanej 

wielkości z otoczeniem tego elementu oraz z powodu jej powstawania albo zanikania. 

 Część pierwszą opisujemy ilościowo za pomocą (wektora) przepływu  przez po-

wierzchnię. Jest on miarą ilości rozpatrywanej wielkości, jaka przepływa przez jednostkową 

powierzchnię danego elementu prostopadle do powierzchni w jednostce czasu. (Stąd jest on 

J a
'
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nazywany również strumieniem tej wielkości.) Przepływ jest wielkością o właściwościach 

wektora, dodatnią, gdy jest skierowany poza powierzchnię, a ujemną, gdy jest skierowany do 

wnętrza. Dodatni przepływ   oznacza więc, że bilansowana wielkość wypływa z danej obję-

a ęstością źródła lub krótko źródłem bilansowanej wielkości i jest oznaczana sym-

J a
'

tości układu. 

 Część druga, reprezentująca powstawanie albo zanikanie bilansowanej wielkości jest 

nazywan  g

bolem  σa . 

 Obie części - udziały ianie czasowej mogą być oczywiście funkcjami współrzęd-

 Wobec powyż ści  A można przedstawić równaniem: 

    

 w zm

szego bilans wielko

nych przestrzennych. 

dVd
t V

aa∂
A

∫∫ +−= σζ∂

ζ

Pierwszy człon uwzględnia przepływ przez całą powierzchnię 

'J  .    1.20. 

ζ . Jest on poprzedzony znakiem 

minus, gdyż bez tego znaku, wypływ wielkości (znakowany jako dodatni), wywołujący spadek 

A, powodowałby dodatni znak  ∂A/∂t, co byłoby nielogiczne. Drugi człon uwzględnia powsta-

czając zawarto  bilansowanej wielkości w jednostce objętości przez  a możemy 

     .      1.21. 

Po podstawieniu tego wyraż 1.20 otrzymujemy: 

    

wanie albo zanik wielkości  A  w całej objętości  V. 

 Ozna ść

enia do 

napisać, że 

A adV= ∫
V

dVddV
t V

aa
V ∂

a
∫∫ +−= σζ∫

∂

ζ

Całkę powierzchniową (po powierzchni 

'J  .   1.22. 

ζ ) przekształcamy obecnie w całkę objętościową (po 

      ,    1.23. 

    oznacza op r wektorowy, nazywany "nablą", definiowany jako: 

    

objętości V) według twierdzenia Gaussa - Ostrogradzkiego, otrzymując: 

dVd aa
'' J∫ ⋅∇=ζ

Vζ

J∫

erato

w którym: a
'   oznacza przepływ danej wielkości (wektor), J

∇

zyx ∂
∂

∂
∂

∂
∂ kji ++=∇  ,    1.24. 
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gdzie:  i , j, k oznaczają wektory jednostkowe na osiach współrzędnych ortogonalnych  x, y, i  z. 

Uwaga: a). Iloczyn nabli i wektora '
aJ⋅∇   jest tzw. iloczynem wewnętrznym, co oznacza, że 

jest on wielkością o niższym rzędzie tensorowym a ym (w om wian  przypadku - skalarną). Jest 

wyższym rzę e tensorowym, czyli wektorem. Jest on oznaczany symbolem gradientu, tzn.  

e w Uzupełnieniach. 

 równanie 1.22 przyjmuje następując

   

oznaczany symbolem dywergencji wektora, tzn.  ≡⋅∇ '
aJ  div aJ '  . 

  b) . Iloczyn nabli i skalara nosi nazwę iloczynu zewnętrznego i jest on wielkością o 

dzi

∇ rad T .  ≡T g

  c). Bliższe informacje o iloczynach nabli zostały zamieszczon

Zgodnie z powyższym ą postać: 

dVdVdivdV
t V

aa
VV

∫∫∫ ∂
a

+−= σ∂ 'J  .   1.25. 

nie można zastąpić postacią złożoną tylko z wyrażeń podcałko-

 Rozpatrywana wielkość  a  jest ciągłą i różniczkowalną funkcją parametrów układu, 

wobec czego ostatnie równa

wych. Otrzymujemy zatem: 

    aadiv
t

σ
∂

a∂
+−= J   .    1.26. 

  Równanie 1.26 nosi nazwę lokalnego równania bilansu albo równania bilansu 

w ujęciu Eulera. Reprezentuje ono zmiany

'

 

 wielkości  a  "widziane przez obserwatora obec-

ającego względem strumienia 

gl

ć 

ną  , reprezentującą przepływ odbywający 

ę, tzn. ruchami stochastycznym

   1.27. 

żenia do 1.26. otrzymujemy: 

nego” bezpośrednio w elemencie objętości. 

 Część  div aJ '  reprezentuje nadwyżkę strumienia wypływ

wpływającego (wz ędnie odwrotnie, w zależności od znaku).  

 Przepływ   można zwykle podzielić na częś konwekcyjną, równą iloczynowi szyb-

kości konwekcji  va   i  a , oraz na część dyfuzyj

J a
'

J a

się przez dyfuzj i. 

Wobec tego:   J J va a aa' = +  .  

Po podstawieniu powyższego wyra

    aaa adiv
t

σ
∂

a∂
++−= )( vJ   .   1.28. 

 Według zasad rachunku tensorów dywergencja sumy jest równa sumie dywergencji 

składników, natomiast e do pochodnej iloczynu) ma postać:  dywergencja iloczynu (analogiczni
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   agraddivaadiv aaa ⋅+= vvv )(   ,   1.29. 

  oznacza ilocgdzie: gr zyn zewnętrzny nabli przez  a . 

Iloczyn grad a jest (zgodnie z Uwagą b)) wektorem. Iloczyn: v a grad a

ad a

⋅  jest natomiast ilo-

czynem wewnętrznym dwóch wektorów i reprezentuje nową wielkość o właściwościach skala-

. Wsz

 Podstawowe informacje o iloczynach wielkości tensorowych oraz o sensie fizycznym 

ne w Uzupełnieniach.   

1.29 do 1.28 otrzymamy:  

ra ystkie wyrazy składowe w 1.29 są zatem wielkościami skalarnymi. 

dywergencji i gradientów zostały zamieszczo

Po podstawieniu  

  aaaa agraddivadiv
t
a σ

∂
∂

+⋅−−−= vvJ   .  1.30. 

 Na podstawie 1.30 reprezentującego lokalne równanie bilansu można otrzymać kolejne 

równanie reprezentujące zmiany czasowe rozpatrywanej w ciielkoś  „widziane przez obserwato-

prezentowane przez tzw. pochodną substancjalną, równą  

substancjalnego ope-

a: 

ra zewnętrznego", czyli odnoszone do zewnętrznego układu odniesienia. Zmiany takie są re-

 Niezbędne przekształcenie jest dokonywane na podstawie tzw. 

da dt/ . 

ratora czasowego Lagrange'

d    
dt t

grad= + ⋅
∂
∂

v   .    1.31. 

Operator ten oznacza różniczkowanie wybranej wielkości po czasie, czyli jej zmianę, która 

dokonuje się w elemencie objętości poruszającym się z prędkością v. Obejmuje on zatem 

iany lokalne wyra

 Po zastosowaniu operatora Lagrange`a do równania bilansu Eulera (1.30) otrzymujemy 

nsu czasowego wielkości sk

zm żane przez operator czasowy  ∂�/∂t oraz udział związany z przemieszcza-

niem się rozpatrywanego elementu objętości z szybkością  v. 

równanie substancjalnego bila alarnej  a  o postaci: 

    da
dt

div a diva a a= − − +J v σ   .   1.32.  

 W analogiczny sposób można wyprowadzić ogólne równanie bilansu wielkości wekto-

rowych. Należy jednak zwrócić uwagę na istotne różnice związane z właściwościami wielko-

 np. mnożenia przez nablę. ści wektorowych i ich przekształceń powstających w wyniku
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1.3.3.2. Ogólne równanie bilansu wielkości wektorowych   

 Rozpatrujemy element układu ciągłego o objętości  V i powierzchni ζ . Zawartość bi-

lansowanej wielkości w jednostce objętości układu oznaczamy jako b. Cały tok wyprowadze-

nia równań bilansu może być identyczny jak w przypadku wielkości skalarnych. Stąd postać 

aniach bilansu wielkości skalarnych 

ecnie n tępują i i:  

  

 

żenia n

ową) iloczyn

w kości 

ch (trójwierszową) macierz kwadratową o wymiarach 3 x 3; Jest 

      1.33. 

gdzie: rowa),

wektor przepływu ciepła  

nazywany współczynnikiem przewodnictwa cieplnego. 

końcowa równań jest analogiczna do 1.30 oraz  1.32 

 Poszczególne wyrażenia występujące w równ

(1.30., 1.32.) mają ob as ce odpowiedn k

 wyrażeniu    a  odpowiada    div av b vbdiv , 

 wyrażeniu    v  odpowiada  a grad a⋅  v bb Grad⋅ , 

 iloczynowi    div aJ    odpowiada   Div ~J b     . 

Pierwsze dwa wyra ie wymagają specjalnego komentarza. Zauważmy jedynie, że dużą 

literę w iloczynie  Grad b  stosuje się w celu odróżnienia zewnętrznego iloczynu nabli przez 

wektor (iloczyn ten jest wielkością tensor od wektorowej wielkości, jaką tworzy  

zewnętrzny nabli przez skalar  a, tzn. grad a . Natomiast duża litera w iloczynie Div ~J b   

wskazuje na wewnętrzny iloczyn nabli przez tensor (iloczyn ten ma właściwości wektora), w 

odróżnieniu od iloczynu nabli przez wektor, tzn.  div aJ  , który ma właściwości skalara. 

 Szerszego komentarza ymaga odpowiednik dyfuzyjnej części przepływu wiel

wektorowej, oznaczony jako  ~J b . Jest on bowiem wielkością o właściwościach tensora.  

 W tym celu warto wrócić do prostego wyjaśnienia istoty wielkości tensorowej (tensora 

II rzędu). Tensor taki można rozumieć jako operator transformujący trzy składowe określone-

go wektora na nowy wektor przepływu. Ponieważ każda ze składowych pierwszego wektora 

"współtworzy" trzy składowe wektora przepływu, więc omawiany operator jest kombinacją 

dziewięciu wartości tworzący

zatem tensorem II-go rzędu. 

 Dobrą ilustracją jest równanie Fouriera na przepływ ciepła: 

    J lq grad T= − ⋅
~  , 

Jq   oznacza przepływ ciepła (wielkość wekto  

~I   oznacza operator transformujący wektor grad T  na 
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grad T   jest iloczynem zewnętrznym nabli i temperatury; Stanowi on "siłę sprawczą” wywołu        

jącą wektor przepływu ciepła, 

 Zgodnie z zasadami rachunku tensorowego iloczyn tensora   i wektora  został 

zapisany ze znakiem " " , gdyż jego wynik ma być wielkością wektorową   . 

~I grad T

⋅ J q

Uwaga: W układach izotropowych   ma właściwości skalara. ~I

 Po powyższych informacjach możemy już zapisać równania bilansu wielkości wekto-

rowej: 

w postaci lokalnej - 

   bbbb bvvbJb σ
∂
∂

+⋅−−−= GraddivDiv
t

~    1.34. 

oraz w postaci substancjalnej - 

   bbb vbJb σ+−−= divDiv
dt
d ~   .   1.35. 

(Źródło wielkości wektorowej jest również wektorem, stąd zapis σ b  ). 

 Ostatnie równania są równaniami wektorowymi. Każde z nich daje się więc rozpisać na 

równania definiujące poszczególne składowe wektora b ,  np. d dtxb / ,  d d ,  d , a 

każda z nich jest wyznaczona przez odpowiednie składowe wektorowych składników prawych 

stron tych równań. 

t tyb / dzb /

1.3.3.3. Równanie bilansu masy 

 Bilans masy (w układach ciągłych) sformułujemy na podstawie już wyprowadzonego 

ogólnego równania bilansu wielkości skalarnej, np. w postaci substancjalnej (1.32). Sformułu-

jemy takie równanie dla określonego składnika  i w układzie wieloskładnikowym: 

 Za wartość wielkości skalarnej w jednostce objętości układu ( a w 1.32) podstawimy 

gęstość (cząstkową) składnika w układzie, tzn.  ρ i , (równą ilorazowi masy składnika i objęto-

ści). Odpowiednikiem szybkości ruchu dyfuzyjnego jest szybkość względna ruchu składnika  i 

w układzie . Bardzo wygodną szybkością odniesienia jest szybkość lokalnego środka cięż-

kości  

vi

v . Jest ona odpowiednikiem szybkości konwekcji  . Zgodnie z tym: va

    J vi i i= v−ρ ( )  .     1.36. 
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Uwaga: Jednostką przepływu składnika jest: kg m-2 s-1. 

 Warto zwrócić uwagę na następujące związki: 

     ,  gdzie ρvρ ρ= ∑ i
i

iv ρ= ∑ i
i

 .  1.37. 

Zgodnie z  1.32 równanie bilansu masy składnika i  ma postać: 

   d
dt

div divi
i i i i

ρ ρ= − − +J v σ   .    1.38 

 Źródłem masy składnika w układzie wieloskładnikowym mogą być jedynie reakcje 

chemiczne. Ilość składnika może się bowiem zmienić przez uczestnictwo w  "l" reakcjach 

chemicznych, przebiegających z szybkością  Il  (odnoszoną do jednostki objętości układu), 

przy czym w każdej reakcji bierze udział  νil  moli składnika;  νil  oznacza termodynamiczny 

współczynnik stechiometryczny składnika  i  w reakcji  l). 

 Postać źródła składnika wynika bezpośrednio z dobrze znanej definicji zmiany liczby 

postępu reakcji:   d dni
i

ξ
ν

=
1  ,     1.39. 

gdzie:   oznacza liczbę moli składnika w danym momencie?  ni

 νi    -     termodynamiczny współczynnik stechiometryczny, (dodatni dla produktów, ujemny 

              dla substratów), 

 ξ      -    liczbę postępu reakcji ( albo - postęp reakcji). 

Wystarczy dokonać następujących działań: 

   a) pomnożyć ostatnie równanie przez masę molową składnika    otrzymując: Mi

     dm M di i i= ν ξ   ,    1.40. 

gdzie:  m n    jest liczbą kilogramów składnika, Mi i= i

   b) otrzymaną postać  1.40 podzielić przez objętość całkowitą  V otrzymując: 

     d Mi i iρ ν= dξ    ,     1.41. 

gdzie:   ρi    jest gęstością cząstkową składnika ( / )ρi im V= , 

 dξ   dotyczy jednostki objętości układu. 

 Zmiany  d iρ  oraz  dξ  odbywają się w przedziale czasu  dt.  Stąd:  
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    d
dt

M d
dt

i
i i

iρ ν ξ
=  .     1.42.  

 Jak wiadomo, zmiana liczby postępu reakcji w czasie reprezentuje szybkość reakcji (w 

mol s-1m-3). Stąd wyrażenie  ξd /dt reprezentuje szybkość reakcji odnoszącą się do jednostki 

objętości. Po uwzględnieniu możliwości uczestnictwa danego składnika  i w  l reakcjach, 

otrzymujemy następującą postać, stanowiącą jednocześnie definicję źródła składnika: 

    d
dt

M Ii
il

l
i l

ρ ν ρ= ∑ σ≡  ,    1.43.  

gdzie Il   oznacza szybkość "właściwą" reakcji   l -tej, tzn.  d dlξ / t . 

 Po podstawieniu powyższej wielkości źródła do 1.38  otrzymujemy następującą postać 

równania bilansu masy składnika  i : 

   d
dt

div div M Ji
i i i il

l
i l

ρ ρ ν= − − + ∑J v  .   1.44.  

 Ostatnie równanie można przekształcić do postaci, w której masa składnika jest wyra-

żona przez ułamek masowy tego składnika  . Mianowicie,  yi

według definicji:   yi
i=

ρ
ρ

      1.45. 

i wobec tego:   d
dt

y d
dt

dy
dt

i
i

iρ ρ ρ= +  .    1.46. 

Po podstawieniu ostatniego wyrażenia do 1.44 otrzymujemy równanie bilansu: 

  dy
dt

div div M J y d
dt

i
i i il i l i

l

= − − + −
⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥∑1

ρ
ρ ν ρJ v   . 1.47. 

 Zastanówmy się obecnie, jaka jest postać globalnego równania bilansu, tzn. równania 

dla wszystkich składników (obecnych w jednostce objętości układu): 

W tym celu określimy wpierw sumę wszystkich przepływów dyfuzyjnych, tzn. : J i
i

∑

J v v v vi
i

i
i

i i
i

i i
i

∑ ∑

Zgodnie z  1.36: 

∑ ∑= − = − =ρ ρ ρ( ) 0 .  1.48.    
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W globalnym (sumarycznym) równaniu bilansu masy nie występuje zatem wyrażenie  

. Nie istnieje również wyraz źródłowy, gdyż obowiązuje prawo zachowania masy. 

Stąd, globalne równanie bilansu masy układu wieloskładnikowego można przedstawić ja-

ko: 

− ∑div i
i

J

a) w postaci bilansu substancjalnego ( wg 1.32) 

    d
dt

divρ ρ= − v  ,     1.49. 

b) w postaci bilansu lokalnego (wg 1.30) 

    ∂ρ
∂

ρ
t

div grad= − − ⋅v v ρ   .   1.50. 

Identyczne jest równanie bilansu dla układu jednoskładnikowego, przy czym  ρ  reprezentuje 

w nim gęstość składnika. Równania ostatnie noszą nazwę równań ciągłości. 

 Wracając do 1.47 zauważymy, że po podstawieniu 1.49 otrzymujemy ostatecznie: 

 dy
dt

v div v M Ii
i il

l
i l= − + ∑J ν  ,   gdyż: v=

ρ
1   . 1.51. 

Zmiana masy składnika może być zatem spowodowana przez przepływ dyfuzyjny oraz po-

wstawanie (albo zanik) w reakcjach chemicznych. 

1.3.3.4. Tensor ciśnienia 

 Poznanie tensora ciśnienia jest niezbędne dla sformułowania równania bilansu pędu. 

Sens fizyczny tej wielkości można poznać na podstawie następującym rozważania; 

 W ośrodku znajdującym się w równowadze dynamicznej, tzn. w ośrodku płynnym (ga-

zowym albo ciekłym) nieodkształconym istnieje ustalona, równowagowa struktura we-

wnątrzcząsteczkowa. W ośrodku, na który działa siła zewnętrzna i powoduje jego odkształce-

nie, struktura wewnętrzna jest naruszona. Występują w nim wewnętrzne naprężenia. Przeja-

wiają się one jako siły działające w ośrodku, których wielkość jest zależna od miejsca, czasu i 

położenia przestrzennego.  Efekt działania siły zewnętrznej na ośrodek płynny można zatem 

opisać za pomocą wielkości o charakterze tensora, transformującej siłę zewnętrzną na siły 

wewnętrznych naprężeń. (Wg charakterystyki i sensu fizycznego wielkości tensorowych, 
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przedstawionych na s.22.) Stąd, mówimy o istnieniu wielkości tensorowej nazywanej tensorem 

naprężenia albo równej jej, lecz przeciwnej co do znaku, nazywanej tensorem ciśnienia. 

 Tensor ciśnienia jest zatem operatorem transformującym wektor pędu na wektor prze-

pływu pędu. Jego właściwości przejawiają się w dobrze znanych wielkościach, jakimi są ci-

śnienie hydrostatyczne i lepkość. 

 Tensor ciśnienia jest przedstawiany za pomocą następującej macierzy: 

    ~Π
Π Π Π
Π Π Π
Π Π Π

=
xx xy xz

yx yy yz

zx zy zz

 .    1.52. 

Poszczególne składowe są miarą przenoszenia odpowiednich składowych wektora pędu na 

składowe wektora przepływu pędu. 

 Zauważmy, że w układach ciągłych, dla których rozpatrujemy wielkości odnoszące się 

do jednostki objętości, pęd jest wyrażany jako iloczyn gęstości (masowej)  ρ  i szybkości  v, 

tzn. ρ v . 

 Tensor ciśnienia, podobnie jak każdy inny tensor II rzędu, można rozłożyć na poszcze-

gólne człony. W opisie interesujących nas układów wybierzemy rozkład na dwa człony. 

Pierwszym jest tensor  U  z wyrazami diagonalnymi  ~
p Πii  i niediagonalnymi równymi zeru. 

Drugim - jest tensor ~π , utworzony z wyrazów niediagonalnych Πij  i z zerowymi warto-

ściami wyrazów diagonalnych.  

Tensor ciśnienia przedstawiamy zatem jako sumę: 

    ~ ~ ~Π = +U p π  .    1.53. 

 Poszczególne człony mają ściśle określony sens fizyczny. Pierwszy człon reprezentuje 

stanu układu. Jest zatem wielkością równowagową. Gdy układ płynny (ciekły lub gazowy) 

znajduje się w stanie równowagi, nie istnieją siły naprężeń stycznych; nie istnieją więc skła-

dowe niediagonalne tensora ciśnienia, a pozostają jedynie składowe diagonalne. Tensor ciśnie-

nia sprowadza się wtedy tylko do pierwszego członu. Jak wiadomo, wyrazy diagonalne  Πii  

reprezentują przenoszenie składowych wektora pędu przez płaszczyzny prostopadłe do tego 

samego kierunku. Wyrażają zatem ciśnienie wywierane w kierunku  i . 

  Wobec tego układy płynne w równowadze są ośrodkami izotropowymi i wyrazy dia-

gonalne tensora ciśnienia są identyczne co do wartości, tzn. 
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    p xx yy zz= = =Π Π Π   .    1.54. 

Wobec powyższego: 

    ~U p ii= =∑1
3

Π δp   ,    1.55. 

gdzie  δ  jest deltą Kronekera (tensor jednostkowy): 

    
100
010
001

=δ   .    1.56. 

Ostatnie równania wyrażają znane prawo Pascala o izotropowości ciśnienia w równowago-

wych układach płynnych. 

 Gdy układ płynny nie znajduje się w równowadze, tzn. jest poddany działaniu sił ze-

wnętrznych, ciśnienie definiowane, jak zawsze, przez siły prostopadłe do jednostki powierzch-

ni, jest równe:   (p xx yy zz= + +
1
3

Π Π Π )    .   1.57.  

 Drugi człon tensora ciśnienia, istniejący w układach nierównowagowych, zależy od 

szybkości zmian stanu układu, a dokładnie od gradientów tej szybkości. Decydują one o lep-

kości. Z tego względu drugi człon tensora ciśnienia nosi nazwę tensora lepkości, albo lepko-

ściowego tensora ciśnienia. 

 W naszych rozważaniach będą rozpatrywane jedynie takie układy płynne, w których 

cząsteczki oddziałują ze sobą siłami o symetrii kulistej. Tensor ciśnienia jest wtedy tensorem 

symetrycznym, co oznacza, że składowe niediagonalne są sobie równe, czyli  . Π Πij ji=

1.3.3.5. Równanie bilansu pędu 

 Równanie bilansu pędu (liniowego) należy do podstawowych zależności niezbędnych 

do zdefiniowania równania bilansu energii kinetycznej, a następnie entropii. Dla jego ustalenia 

posłużymy się ogólnym równaniem bilansu wielkości wektorowych przedstawionym w p. 

1.3.3.2. , np. w postaci substancjalnej wyrażonym przez 1.35.   

 Jak wiadomo, pęd jako iloczyn szybkości i masy jest dla jednostki objętości równy 

iloczynowi gęstości ρ  i szybkości lokalnego środka ciężkości  v . Stąd, odpowiednikiem wek-

tora b w 1.35 jest iloczyn ρ v . Tensorowi  odpowiada całkowity tensor ciśnienia , a źró-

dło 

~J b
~Π

σ b  jest równe iloczynowi gęstości i siły działającej na jednostkę masy, czyli Fρ . W dal-
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szym tekście będziemy uwzględniali jedynie siły grawitacyjne: F = −g , gdzie  g jest przyspie-

szeniem ziemskim oraz elektrostatyczne F = −e gradi Ψ , gdzie ei  oznacza ładunek właściwy 

składnika  i, natomiast  Ψ  - potencjał elektrostatyczny. (Minusy w równaniach sił wynikają z 

reguły znakowania przepływów.) 

 Zgodnie z powyższym, równanie bilansu pędu w postaci substancjalnej ma postać: 

   
d

dt
div Div

ρ
ρ ρ

v
v v F= − − +~Π   .  1.58. 

 Otrzymane równanie dotyczy ciągłych układów jednoskładnikowych. W przypadku 

układów wieloskładnikowych najczęściej przyjmuje ono analogiczną postać, w której jedynie 

wyraz źródłowy jest rozbijany na sumę złożoną z udziałów wnoszonych przez działanie sił 

zewnętrznych na każdy składnik, tzn. iloczyn  ρ F  jest zastępowany przez . Postępo-

wanie takie może być w pewnych przypadkach zbyt dużym uproszczeniem; Należałoby doko-

nywać rozbicia pędu całkowitego na poszczególne składowe i konsekwentnie uwzględniać 

złożony charakter całkowitego tensora ciśnienia  [10]. 

i
i

i F∑ρ

 Równanie 1.58 można doprowadzić do postaci prezentującej czasową zmianę pędu 

(która występuje w równaniach bilansu energii kinetycznej). 

 W tym celu lewą stronę równania 1.58  rozwija się do postaci: 

    ( )
dt
d

dt
d

dt
d ρρρ vvv

+=  ,    1.59. 

w której z kolei  d dtρ /  można zastąpić prawą stroną 1.49. Podstawienie tak zmienionego 

równania 1.59 do  1.58 prowadzi do wyrażenia: 

    ρ d
dt

Divv F= − +~Π ρ  .    1.60. 

Zgodnie z równaniem  1.53 całkowity tensor ciśnienia można rozbić na część ciśnieniową    

i lepkościową   

~U p

~π  otrzymując: 

   ρ ρπd
dt

Div U Divp
v F= − − +~ ~  .   1.61. 

 Wartość liczbowa tensora ciśnienia jest w płynnych układach izotropowych równa ci-

śnieniu hydrostatycznemu p (dokładnie jest równa iloczynowi δp ). Zatem zachowując wek-

torowy sens iloczynu  Div U p
~  możemy go przedstawić jako gradient ciśnienia, tzn. . 

Dokonamy zatem podstawienia  

grad p

Div U grad pp
~ = , otrzymując ostatecznie: 
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   ρ ρπd
dt

grad p Divv F= − − +~  .   1.62. 

Należałoby dokonywać rozbicia pędu całkowitego na poszczególne składowe i konsekwentnie 

uwzględniać złożony charakter całkowitego tensora ciśnienia  [10]. 

 Równanie 1.58 można doprowadzić do postaci prezentującej czasową zmianę pędu 

(która występuje w równaniach bilansu energii kinetycznej). 

 W tym celu lewą stronę równania 1.58 rozwija się do postaci: 

    ( )
dt
d

dt
d

dt
d ρρρ vvv

+=  ,    1.59. 

w której z kolei d dtρ /  można zastąpić prawą stroną 1.49.  Podstawienie tak zmienionego 

równania 1.59 do 1.58 prowadzi do wyrażenia: 

    ρ d
dt

Divv F= − +~Π ρ  .    1.60. 

Zgodnie z równaniem  1.53 całkowity tensor ciśnienia można rozbić na część ciśnieniową    

i lepkościową  

~U p

~π  otrzymując: 

   ρ ρπd
dt

Div U Divp
v F= − − +~ ~  .   1.61. 

 Wartość liczbowa tensora ciśnienia jest w płynnych układach izotropowych równa ci-

śnieniu hydrostatycznemu p (dokładnie jest równa iloczynowi δp ). Zatem zachowując wek-

torowy sens iloczynu  Div U p
~  możemy go przedstawić jako gradient ciśnienia, tzn. . 

Dokonamy zatem podstawienia  

grad p

Div U grad pp
~ = , otrzymując ostatecznie: 

   ρ ρπd
dt

grad p Divv F= − − +~  .   1.62. 

1.4. BILANS  ENTROPII 

 Ogólne równanie bilansu entropii można sformułować wzorując się na już poznanych 

równaniach bilansu wielkości skalarnych  1.26, 1.30 i 1.32. Stąd, równanie bilansu entropii 

(dla jednostki objętości) w ujęciu lokalnym winno mieć postać analogiczną do 1.26, tzn. 

    ( )
ssdiv

t
s

ρρ σ
∂
ρ∂

+−= J  ,    1.63.  

gdzie:  s   oznacza entropię jednostki masy,               ρ   -  gęstość,               J  -  przepływ entropii,  ρs
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 σρs   -  źródło entropii,                iloczyn sρ   -  entropia jednostki objętości układu. 

 Szczegółowe rozwinięcie poszczególnych składników prawej strony powyższego rów-

nania jest zadaniem dosyć żmudnym. Z tego względu zostało przedstawione w Uzupełnie-

niach. Wyczerpujące wyprowadzenia można znaleźć w monografiach Baranowskiego i Gu-

mińskiego [10,11]. W tym miejscu zostanie przedstawiony jedynie tok postępowania, który 

prowadzi do ustalenia szczegółowej postaci równania bilansu entropii. 

 Zależnością wyjściową jest podane już równanie zmian czasowych entropii oparte na 

równaniu Gibbsa : 

   ds
dt T

du
dt T

p dv
dt T

dy
dti

i

i= + − ∑1 1 1 μ  .   1.64. 

(Oznaczenia są identyczne z użytymi w 1.12  i  1.15).   

 Równanie powyższe definiuje zmianę substancjalną entropii jednostki masy układu. 

Uzyskanie bilansu entropii jednostki objętości ( ρσ ) wymaga dokonania szeregu bardzo istot-

nych podstawień i przekształceń. 

 Przede wszystkim należy wprowadzić równania bilansu substancjalnego następujących 

wielkości: dy ; oraz du . Pierwszy z nich jest substancjalnym bilansem masy wyrażo-

nym przez równanie 1.57. Wyprowadzenie drugiego, tzn. równania substancjalnego bilansu 

energii wewnętrznej jednostki masy (tzn. energii właściwej) jest zadaniem dosyć złożonym. Z 

tego względu ograniczymy się do uproszczonego toku wyprowadzenia, odsyłając zaintereso-

wanego czytelnika do monografii Baranowskiego [10]. 

dti / dt/

1.4.1.  BILANS  ENERGII  WEWNĘTRZNEJ 

 Jak wiadomo, energia wewnętrzna jest, podobnie jak energia potencjalna i kinetyczna 

składową energii całkowitej. Źródło energii całkowitej można zatem przedstawić jako następu-

jącą sumę: 

   σ σ σ σen calk en pot en kinet en wewn. . . . . . . .= + +  .   1.65. 

 Zgodnie z prawem zachowania energii, energia całkowita nie ulega zmianom (czaso-

wym) i jej źródło jest równe zeru, wobec czego źródło energii wewnętrznej:  

   σ σ σen wewn en pot en kinet. . . . .= − .−       1.66. 
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jest złożone z udziału wnoszonego przez energię potencjalną i kinetyczną. Pierwszym etapem 

wyprowadzenia bilansu energii wewnętrznej jest zatem zdefiniowanie zmian czasowych ener-

gii potencjalnej i kinetycznej. 

 Ustalenie bilansu energii potencjalnej jest stosunkowo proste; wystarcza bowiem po-

mnożyć potencjalną energię właściwą  ϕ  przez bilans masy d di tρ / , otrzymując . 

Tę zmianę czasową należy doprowadzić do bilansu substancjalnego 

( )ϕ ρi id dt/

( )d i iϕ ρ /

Fi

dt , a następnie 

lokalnego . Po wykonaniu odpowiednich operacji stwierdzimy, że źródłem ener-

gii potencjalnej są udziały wnoszone przez działanie sił zewnętrznych  na poszczególne 

składniki:   (gdzie  oznacza szybkość przepływu składnika i). 

( )∂ ϕ ρ ∂i i t/

i
i

i Fv ⋅− ∑ρ i vi

 Bardziej złożone jest natomiast wyprowadzenie bilansu energii kinetycznej; Energia 

kinetyczna jednostki objętości układu (ε ) jest równa połowie iloczynu gęstości i kwadratu 

szybkości lokalnego środka ciężkości (szybkości konwekcji):  

    2

2
1 vρε =  .      1.67. 

Wobec tego zmiana czasowa ε  składa się z dwóch wyrażeń: 

    d
dt

d
dt

d
dt

ε ρ ρ= +
1
2

2v v v  .    1.68. 

Pierwsze wyrażenie jest iloczynem substancjalnego bilansu masy d
dt
ρ  (równanie 1.49) i ilora-

zu ε ρ/  , równego  1/2 v2  (co wynika z 1.67). W drugim wyrażeniu występuje iloczyn szyb-

kości konwekcji i zmiany czasowej pędu, równej  ρ d dtv / . Zmiana ta była już przedstawiona 

przez 1.60. W przypadku układu wieloskładnikowego ma ona postać: 

   iiDiv
dt
d Fv ∑+Π−= ρρ ~   .    1.69. 

Wobec tego 1.68 przyjmuje postać: 

   d
dt

div Div i
i

i
ε ε ρ= − − ⋅ + ⋅∑v v v F~Π     .   1.70. 

 Po zastosowaniu operatora czasowego Lagrange'a (1.31) można otrzymać równanie 

bilansu lokalnego o postaci: 
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  ∂ε
∂

ε ε ρ
t

grad div Div i
i

i= − ⋅ − − ⋅ + ⋅∑v v v v~Π F

v

  . 1.71. 

Dwa pierwsze wyrazy prawej strony tworzą dywergencję iloczynu: 

   v v⋅ + =grad div divε ε ε( )   ,   1.72. 

zatem 1.71.sprowadza się do: 

  ∂ε
∂

ε ρ
t

div Div i
i

i= − − ⋅ + ⋅∑( ) ~v v vΠ F

v

v

 .   1.73. 

Z kolei wyrażenie   zastąpimy różnicą  div ,  gdyż według zasad 

rachunku tensorowego: 

v⋅ Div ~Π Grad( ~ ) ~:v⋅ −Π Π

     .   1.74. div Div Grad( ~ ) ~ ~:v v⋅ = ⋅ +Π Π Π

Uwaga: znak podwójnego mnożenia " : " pomiędzy tensorem ~Π   a Grad  , (Grad  jest również 

tensorem) oznacza tzw. podwójne wewnętrzne mnożenie, w wyniku którego nowo powstała wielkość 

ma właściwości skalara.  

v v

 Otrzymaliśmy w ten sposób następujące równanie na lokalny bilans energii kinetycz-
nej: 

    ( )∂ε
∂

ε ρ
t

div Grad i i
i

= − + ⋅ + + ⋅∑v v v v F~ ~:Π Π  .  1.75. 

 Zgodnie z ogólną postacią równań bilansu lokalnego wyrażenie pod dywergencją sta-

nowi całkowity przepływ energii kinetycznej, natomiast pozostałe wyrazy reprezentują jej źró-

dło. Wyrażenie  reprezentuje dyssypację energii kinetycznej spowodowaną 

zmianą pędu pod wpływem całkowitego tensora ciśnienia. Drugie wyrażenie  repre-

zentuje skutek działania sił zewnętrznych. 

~ :Π Grad v

i
i

i Fv ∑⋅ ρ

Uwaga: Równanie definiujące energię wewnętrzną  (1.67.) jest prawidłowe jedynie dla układów jedno-

składnikowych. W przypadku układów wieloskładnikowych z możliwą dyfuzją składników, energia 

kinetyczna winna być przedstawiona jako suma udziałów wnoszonych przez indywidualne składniki 

poruszające się z indywidualnymi szybkościami, tzn. przez  ε ρ' /= ∑1 2 2
i iv  . W większości przypad-

ków różnica jest jednak niewielka, co oznacza, że udział przepływów dyfuzyjnych jest znacznie niższy 

od konwekcyjnego. 

  Kolejnym zadaniem jest sformułowanie równania bilansu energii wewnętrznej.  
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 Równanie to napiszemy bezpośrednio wg ogólnej postaci równań bilansu lokalnego złożone-

go z ujemnej dywergencji całkowitego przepływu oraz źródła. Jak wiemy, źródło jest ujemną 

sumą (1.66) poznanych już udziałów wnoszonych przez energię kinetyczną (wg 1.75) i poten-

cjalną (  ), tzn. ii
i

i Fv ⋅− ∑ρ

  i
i

iii
i

iu Grad FvFvv ∑∑ ⋅+⋅−Π−= ρρσ ρ :~   .  1.76. 

Zauważmy, że dwa ostatnie wyrazy prawej strony można zastąpić sumą iloczynów (wewnętrz-

nych) przepływów dyfuzyjnych składników oraz działających na nie sił, tzn. , co wy-

nika bezpośrednio z definicji przepływu dyfuzyjnego:  

J Fi
i

i∑ ⋅

( )vvJ −= iii ρ .  

Otrzymujemy zatem: 

   σ ρu
i

iGrad= − + ⋅i∑~ :Π v J F  .    1.77.  

 Znając źródło, można przedstawić lokalne równanie bilansu energii wewnętrznej w 

postaci: 

  ( )
i

i
iq Graddiv

t
u FJvJ ⋅+Π−−= ∑:~'

∂
ρ∂  .   1.78. 

  Całkowity tensor ciśnienia (wg 1.53) składa się z części lepkościowej, reprezentowa-

nej przez tensor lepkości ~π  oraz z ciśnieniowej. Z tego względu iloczyn:    (jest 

to wielkość skalarna) można  przedstawić jako: 

~ :Π Grad v

   ~ : :~Π Grad Grad p divv v= + vπ  .   1.79. 

Wobec powyższego  1.78 przyjmuje postać: 

  i
i

iq divpGraddiv
t

u FJvvJ ⋅+−−−= ∑:~' π
∂

ρ∂      .  1.80. 

 Ostatnie równanie należy obecnie doprowadzić do postaci substancjalnej  

i wyszczególnić z niej bilans wewnętrznej energii właściwej ( ). W tym celu zauważmy, 

że: 

du dt/

   ∂ ρ
∂

ρ ∂
∂

∂ρ
∂

u
t

u
t

u
t

= +    ,    1.81. 

 zatem  1.80 można przedstawić jako: 
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 ∂
∂

∂ρ
∂

πu
t

v u
t

v div v p div v Grad vq i
i

i= − − − − + ⋅∑J v v' ~ J F:  , 1.82. 

gdzie:   v =
1
ρ

  oznacza objętość właściwą. 

 Operator czasowy Lagrange'a  (1.31) pozwala z kolei przekształcić ostatnie równanie 

do postaci zmiany substancjalnej: 

   du
dt

grad u v u
t

v div v p div v Grad vq i
i

i= − − − − + ∑v J v v ⋅J F∂ρ
∂

π' ~:  .

J q

 1.83. 

Ostateczną formę równania bilansu substancjalnego można otrzymać po wykonaniu następują-

cych podstawień: 

 a) Wektor przepływu energii wewnętrznej przedstawiamy, jako sumę członu konwek-

cyjnego i członu dyfuzyjnego:  

    J       1.84. vq u' = +ρ

z czego wynika, że  

      ( )v div v div v u div grad u u gradq qJ J v v v' = + + ⋅ + ⋅ρ ρ ρ   . 1.85. 

 b) Wg lokalnego równania bilansu masy (1.50) drugie wyrażenie prawej strony równa-

nia 1.83 przyjmuje postać: 

    ( )v u
t

v u div u grad∂ ρ
∂

ρ= − − ⋅v v ρ       .  1.86. 

 c) Wg równania substancjalnego bilansu masy  (1.49): 

    div dv
dt

v = ρ   ,     1.87. 

zatem:     v p div v p dv
dt

p dv
dt

v = =ρ   .   1.88. 

Po podstawieniu 1.85,  1.86  oraz 1.88  do 1.83 otrzymujemy ostatecznie: 

  du
dt

v div p dv
dt

v Grad vq i
i

i= − − − + ⋅∑J v J F~:π          ,  1.89. 

gdzie: ·poza oznaczeniami jak w 1.62 -1.64  występują: 

  - całkowity przepływ ciepła,              p  - ciśnienie,                 Jq

 ~π   tensor lepkości (lepkościowa część tensora ciśnienia),                  

  - siła zewnętrzna działająca na jednostkę masy składnika i  (jest to zatem siła "właściwa")  

 oraz  J  - przepływ składnika  i pod wpływem siły F  . 

Fi

i i
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1.4.2. BILANS ENTROPII W UKŁADACH CIĄGŁYCH   

 W celu sformułowania lokalnego bilansu entropii dla jednostki objętości układu, (bar-

dziej szczegółowe wyprowadzenie zostało zamieszczone w Uzupełnieniach) wystarcza obec-

nie poddać 1.64 następującym działaniom: 

a) pomnożyć równanie przez gęstość  ρ   i powstały iloczyn  ρ ds
dt

 zastąpić wyrażeniem: 

    ρ ρ ρds
dt

d s
dt

s d
dt

= −
( )  ,    1.90. 

    w którym występuje zmiana czasowa entropii jednostki objętości ( ρ s ), 

b) w celu wprowadzenia lokalnego bilansu entropii zastosować operator czasowy Lagrange'a, 

c/ za wyrażenie d
dt
ρ  podstawić równanie substancjalnego bilansu masy  1.49, 

d) za wyrażenie dy
dt

i  podstawić równanie bilansu masy wyrażanej stężeniami 1.51, 

e) za wyrażenie du
dt

 podstawić równanie bilansu energii wewnętrznej 1.89,  

f) wprowadzić niżej podane podstawienia: 

     - molowy potencjał chemiczny składnika w układzie 

   μ μi iM i=   ,      1.91. 

     - wyrażenia tensorowe (wynikające z definicji dywergencji iloczynu) 

   1 1
T

div div
T

grad
Tq q qJ J J= − ⋅( ) 1  ,   1.92. 

   
μ μ μi

i
i

i i
i

T
div div

T
grad

T
J J J= − ⋅( )  ,   1.93. 

   grad
T T

grad T1 1
2= −   .     1.94. 

 Przekształcenia należy prowadzić tak, aby wszystkie wyrazy występujące pod dywer-

gencjałem połączyć w jedno wyrażenie, które utworzy wektor przepływu entropii . Pozo-

stałe wyrazy, zgodnie z ogólną postacią równań lokalnego bilansu wielkości skalarnych, będą 

stanowiły źródło entropii (jednostki objętości).  

J ρs
'
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 Postać końcowa równania lokalnego bilansu entropii jest przedstawiona następującym 

wyrażeniem: 

( )
i

i
iqs T

Grad
T

Tgrad
T

div
t
s

∂
ρ∂ πρ ∑ +⋅+−⋅−−=

1:11

lil
l i

il
i

i
i I

TT
grad νμμ ∑∑∑ −−

1

~
2 FJvJJ

J
      . 1.95. 

 Czwarty i piąty wyraz prawej strony równania można połączyć przez wyłączenie    

poza nawias, otrzymując równanie: 

J i
i

∑

  

( )

lil
l i

il
ii

i
i

qs

I
TT

grad
T

Grad
T

Tgrad
T

div
t
s

νμμ
∂
ρ∂ πρ

∑∑∑ −⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −⋅+

+−⋅−−=

1

:11 ~
2

FJ

vJJ

 .  1.96. 

 Jak już stwierdziliśmy, ostatnie cztery wyrazy reprezentują źródło entropii. W każdym 

z nich występuje wyrażenie noszące nazwę bodźców lub sił termodynamicznych. Są one 

bowiem rzeczywistymi przyczynami zaistnienia odpowiadających im przepływów. 

 Bodźce powyższe są zwykle reprezentowane przez następujące symbole literowe: 

  Xq T
grad T= −

1   ,            1.97a. 

  X
F

i
i igrad

T T
= − +

μ  ,            1.97b. 

  Al
i

il= −∑ iμ ν    .            1.97c. 

 Pierwsze dwa bodźce mają charakter wektorów. Stąd, często stosowana nazwa "siła 

termodynamiczna" jest w pełni naturalna. Trzeci bodziec, jakim jest powinowactwo chemiczne 

l-tej reakcji, ma jednak charakter wielkości skalarnej. W przypadku układów nieciągłych przy-

czyny przebiegu procesów nierównowagowych wykazują zawsze właściwości wielkości ska-

larnych. Z tych względów stosowanie ogólnej nazwy "bodziec termodynamiczny" wydaje się 

bardziej uzasadnione od nazwy "siły termodynamiczne". 

 Zastosowanie przedstawionych symboli bodźców termodynamicznych pozwala na 

przedstawienie wyrazów stanowiących źródło entropii, tzn. całkowitego źródła entropii w jed-

nostce objętości układu w następującej postaci: 
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  σ ρ πs q q i
i

i l
l

lT T
A I

T
Grad= ⋅ + ⋅ + −∑ ∑1 1 1J X J X ~: v  . 1.98. 

Uwaga: W pierwszym i drugim składniku prawej strony występują wewnętrzne iloczyny sił i przepły-

wów wskazujące, że w ich wyniku powstają wielkości skalarne. Wielkością skalarną jest również ilo-

czyn powinowactwa i szybkości reakcji oraz podwójny, wewnętrzny iloczyn tensora lepkości i  Grad v. 

 Zwróćmy obecnie uwagę, że pierwszy wyraz bodźca przepływu dyfuzyjnego  (1.97b) 

jest gradientem funkcji złożonej z odwrotności temperatury i potencjału chemicznego składni-

ka  i. Można go zatem rozpisać na następującą sumę: 

   grad
T T

grad T
T

gradi i
i

μ μ μ= − +2

1  .   1.99. 

Z kolei potencjał chemiczny można rozbić na składową zależną od temperatury oraz część 

izotermiczną: 

 ( ) (grad
T

grad T grad s grad T gradi
i

i T i T
μ ∂μ

∂
μ μ= ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

+ = + )i  ,         1.100. 

gdzie  oznacza cząstkową właściwą entropię składnika  i . si

Wobec powyższego podstawiając  1.100 do  1.99 otrzymujemy: 

  ( )grad
T T

s
T

grad T
T

gradi i
i i T

μ μ μ= −
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+
1 1  .          1.101. 

 W ostatnim wyrażeniu występuje wyraz zdefiniowany jako bodziec przepływu ciepła 

(def.1.97a). Zatem, po uwzględnieniu 1.101 bodziec dyfuzyjnego przepływ składnika i  

(wg 1.97b) można przedstawić następująco: 

Xq

  ( )X Xi
i i

q i T i
Ts

T T
grad=

−
F

+
+ − +⎡

⎣⎢
⎤
⎦⎥

μ
μ1        .           1.102. 

 Pierwsza składowa zawiera bodziec przepływu ciepła, zatem może być włączona do 

pierwszego wyrazu w równaniu na źródło entropii (1.98). Wywoła to oczywiście zmianę do-

tychczasowego przepływu ciepła  J  na tzw. "zredukowany przepływ ciepła" . Nowy prze-

pływ ciepła został bowiem rozszerzony o wyrażenia:  

q J q
*

J i
i

i∑ μ   oraz  T si
i

iJ∑  .  

 Po powyższych zmianach źródło entropii 1.86 otrzymuje następującą postać 

 σ ρ πs q q i
i

i l
l

lT T T
A I

T
Grad= ⋅ + ⋅ + −∑ ∑1 1 1 1J X J X v* ' ~:   ,       1.103. 
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w której zastosowano podstawienie definiujące "nowy" bodziec przepływu dyfuzyjnego skład-

nika  i jako sumę ujemnego, izotermicznego potencjału chemicznego składnika w układzie 

oraz siły zewnętrznej (ewentualnie sił) działającej na ten składnik. Bodziec ten jest zdefinio-

wany następującym równaniem: 

   ( )X Fi i T igrad' = − +μ     .             1.104. 

 Źródło entropii składa się zatem z następujących udziałów: 

   1. qJ
T

X⋅
1     -  wywołany przepływem ciepła zredukowanego pod wpływem bodźca 

  proporcjonalnego do grad T, 

   2. '*1
i

i
iT

XJ ⋅∑  -   wywołany dyfuzją składników pod wpływem izotermicznych gradient

 tów potencjałów chemicznych poszczególnych składników oraz działających na nie 

 sił zewnętrznych, 

3. 1
T

A Il l∑    - wywołany reakcjami chemicznymi biegnącymi pod wpływem niezero-

 wych wartości powinowactw chemicznych tych reakcji, 

   4. −
1
T

Grad~ :π v - wywołany rozpraszaniem energii kinetycznej przez lepkość ośrod-

ków płynnych; (bodźcem jest gradient szybkości konwekcji). 

 Każdy z udziałów jest iloczynem bodźca i wywołanego jego działaniem przepływu. 

Jest zatem iloczynem wielkości o charakterze termodynamicznym (bodziec) oraz kinetycznym 

(przepływ). 

1.4.3.  BILANS  ENTROPII  W  UKŁADACH  NIECIĄGŁYCH 

 Układy nieciągłe są złożone co najmniej z dwóch jednorodnych podukładów. Stąd, w 

równaniach bilansu nie występują wyrazy uwzględniające niejednorodność przestrzenną. Nie 

występuje w nich również konwekcja, a czasowe pochodne lokalne są identyczne z pochod-

nymi substancjalnymi. 

 Równanie bilansu, np. wielkości ekstensywnej  A, ma prostą postać: 

    ∑+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

A
edt

dA
dt
dA   .           1.105.  
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Pierwszy człon prawej strony reprezentuje zmianę czasową wielkości  A wywołana wymianą z 

otoczeniem, drugi - reprezentuje źródło wielkości  A. 

 Zgodnie z powyższym równania bilansu masy i energii można formułować tylko dla 

jednego podukładu (gdyż dla drugiego są one identyczne, lecz z przeciwnym znakiem). Rów-

nania te można przedstawić następująco: 

   dm
dt

dm
dt

dm
dt

M Ii i

e

i

i
il

l
i l= ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

+ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+ ∑ν             1.106. 

   
dt

dme
dt
dVp

dt
dQ

dt
dQ

dt
dU i

i
i

ie
∑Ψ+−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=            1.107. 

gdzie poszczególne symbole mają identyczne znaczenie jak w przypadku układów ciągłych, Doty

 czą jednak nie jednostek objętości lecz całego podukładu:  

 
dm
dt

i

e

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

  -  reprezentuje wymianę składnika  i  z otoczeniem, 

 
dm
dt

i

i

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

  -  reprezentuje wymianę składnika   i  z drugim podukładem, 

 
dQ
dt e

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

   oraz   
dQ
dt i

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

  reprezentują wymianę ciepła z otoczeniem i podukładem, 

    oznacza masę składnika  i  ( w podukładzie),      mi

 ei   -  ładunek właściwy składnika (jednostki masy),  

 νil   -  współczynnik stechiometryczny składnika w reakcji  l  , 

    -  masa molowa składnika,    Mi

   - szybkość reakcji  l  w danym podukładzie,   Il

 U   -  energia wewnętrzna;     

 Q  -  energia wymieniona na sposób ciepła,  

  p   -  ciśnienie,    V   -  objętość,             Ψ    -  potencjał elektryczny. 

Trzeci składnik prawej strony równania 1.107 reprezentuje pracę objętościową, a czwarty pra-

cę prądu elektrycznego. Przytoczone równania są słuszne przy założeniu, że jedyną siłą ze-

wnętrzną jest siła pola elektrycznego. 

 Równania 1.106  i  1.107 są niezbędne do sformułowania równania bilansu entropii, 

przy czym, podobnie jak w przypadku układów ciągłych, podstawą jest równanie Gibbsa dla 

zmian czasowych w poszczególnych podukładach. Równanie takie, np. dla podukładu  α  ma 

postać: 
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  T dS
dt

dU
dt

p dV
dt

dm
dti

i

iα
α α

α
α

α
α

μ= + − ∑   ,           1.108. 

gdzie   μ i   oznacza potencjał chemiczny jednostki masy składnika (właściwy). 

 W układzie nieciągłym wymiana masy, ciepła i entropii odbywa się nie tylko z otocze-

niem, ale i pomiędzy obydwoma podukładami. Stąd, globalne wyrazy reprezentujące wymianę 

z otoczeniem trzeba rozpisać na dwie części - jedną opisującą wymianę pomiędzy podukłada-

mi  (   oraz drugą opisującą wymianę z otoczeniem   )idtdA / ( )edtdA / . Dotyczy to oczywiście 

zarówno masy jak i energii wymienionej na sposób ciepła.  

 Równania bilansu np. masy składnika  i dla podukładu  α mają zatem następującą po-

stać:   

    αα
ααα

ν l
l

iil

i

i

e

ii IM
dt

dm
dt

dm
dt

dm ∑+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=  .          1.109. 

Zakłada się, że odgraniczenie pomiędzy obydwoma podukładami jest całkowicie bierne 

względem masy i ciepła, tzn. nie występuje w nim adsorpcja lub absorpcja, a entropia całego 

układu jest sumą entropii obydwu podukładów. 

 Wyraz reprezentujący źródło entropii składa się zatem z udziałów związanych z wy-

mianą ciepła i ładunku pomiędzy podukładami oraz z udziałów wynikających z uczestnictwa 

składników w reakcjach chemicznych, w każdym z podukładów. Jest on przedstawiony rów-

naniem 1.110, w którym źródło entropii jest oznaczone symbolem   w celu odróżnienia 

od układów ciągłych: 

s∑

    
∑∑∑∑∑ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Ψ

Δ−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Δ−=

l

ll

l

ll

i

iii

i

i
S T

IA
T

IA
T
e

dt
dm

Tdt
dm

Tdt
dQ

β

ββ

α

ααβ μ1          1.110. 

Po wprowadzeniu oznaczeń: 

 a) qX
T

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Δ−

1     ,  b) −
+⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

=Δ
Ψμ i i

i
e

T
X      ,      

                    1.111. 

 c)     q
i

J
dt
dQ

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛      ,  d)     i

i

i J
dt

dm
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛        ,      

źródło entropii przyjmuje postać: 
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S q q i

i
i

l l

l

l l

l

J X J X A I
T

A I
T∑ ∑ ∑ ∑= + + +

α α

α

β β

β   .            1.112. 

 W ostatnim równaniu   oraz   oznaczają bodźce termodynamiczne wymiany cie-

pła i składników pomiędzy podukładami, natomiast   oraz   oznaczają przepływy ciepła i 

masy poszczególnych składników.  

Xq Xi

Jq Ji

 Na produkcję entropii w układach nieciągłych składają się zatem cztery udziały: 

    1. udział związany z wymianą ciepła pod wpływem różnicy temperatur   . J Xq q

    2. udział związany z wymianą składników pod wpływem różnicy potencjałów elektroche-

micznych tych składników   (przyjęliśmy, że jedyną siłą zewnętrzną jest siła pola elek-

trycznego, a suma 

J Xi i∑
μ i ie+ Ψ  jest właściwym potencjałem elektrochemicznym składnika).  

    3. i   4. udziały związane z przebiegiem reakcji chemicznych w podukładach  α  i  β. 

Uwaga: Szybkości reakcji  Il
α   oraz  Il

β   odnoszą się do całych podukładów, a nie do jednostek objęto-

ści, jak w układach ciągłych. 

 W porównaniu z układami ciągłymi brak jest udziału związanego z rozpraszaniem 

energii wywołanym przez lepkość. Nie występuje więc tensor ciśnienia ~π  i gradient szybko-

ści  Grad  . v

 Warto zwrócić uwagę na to, że w przypadku układów nieciągłych zamiast wielkości 

właściwych można posługiwać się wielkościami molowymi, pamiętając, że: ;  

oraz

dm M dni i= i

μ μi i M= i   ( n ,  oraz i Mi μ i  oznaczają odpowiednio: liczbę moli składnika, jego masę 

molową oraz molowy potencjał chemiczny).  

1.5. RÓWNANIA  FENOMENOLOGICZNE 

1.5.1. OGÓLNA  POSTAĆ  ŹRÓDŁA  ENTROPII 

 W ostatnim rozdziale przedstawiony był tok wyprowadzenia równań na źródło entropii 

za pomocą równań bilansu masy, pędu i energii wewnętrznej. Źródło to, zarówno dla układów 

ciągłych jak i nieciągłych, jest reprezentowane przez sumę iloczynów bodźców i wywołanych 

nimi przepływów. Warto poznać również wyprowadzenie ogólnej postaci źródła entropii, po-
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mocne w ścisłym sprecyzowaniu równań definiujących poszczególne przepływy, tzw. równań 

fenomenologicznych [13,14 ]; 

 Oznaczmy entropię jednostki objętości układu ciągłego literą S. Entropia jako funkcja 

stanu zależy od aktualnych wartości parametrów stanu   (gdzie  i = 1, 2, ...n), tzn.: Ai

    S S   .           1.113. A A A An= ( , , , .... )1 2 3

Oznaczmy wartość entropii w stanie równowagi przez  S  . Możemy wtedy zapisać, że: o

    S S              1.114. A A A Ao o o o o
n
o= ( , , ,.... )1 2 3

gdzie    oznaczają wartości odpowiednich  parametrów w stanie równowagi. Ai
o

Różnica  S , którą oznaczymy jako    jest zatem (w danym momencie) funkcją odchy-

leń parametrów stanu od ich wartości równowagowych, czyli: 

S o− *σ

    ,           1.115. )....,,,( 321
**

n
oSS αααασσ =≡−

gdzie αi   oznaczają odchylenia poszczególnych parametrów. 

 Zależność funkcjonalną zmian entropii wraz ze zmianą parametrów układu można 

przedstawić za pomocą szeregu Taylora dla funkcji wielu zmiennych. 

Zgodnie z nim: 

  ⋅⋅+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=− ∑∑∑ k

n

i

n

k
i

o

ki
i

on

i i

o SSSS αα
∂α∂α

∂α
∂α
∂ 2

2
1           1.116.  

gdzie: αi  , ... α k   oznaczają wymienione wyżej odchylenia parametrów, natomiast 

 i  oraz  k  numerują odchylenia, przy czym liczby odchyleń zmieniają się od  1 do n. 

Kolejne wyrazy szeregu Taylora zostały pominięte, co jest słuszne przy założeniu, że odchyle-

nia są niewielkie. Oznacza to, że dalsze wnioski dotyczą tylko układów niezbyt odległych od 

stanu równowagi. Zastrzeżenie to jest zgodne z już poznanymi ograniczeniami liniowej termo-

dynamiki nierównowagowej.  

 Jak wiemy, entropia układów nierównowagowych podczas ich rozwoju rośnie wraz z 

przebiegiem czasu do wartości maksymalnej osiąganej w stanie równowagi. Oznacza to, że w 

stanie równowagi: 

     ∂
∂α

S

i

o
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = 0       .             1.117. 

Wobec tego 1.116 przyjmuje postać: 
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   S S So

i k

o

i
k

n

i

n

k− = −
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟∑∑1

2

2∂
∂α ∂α

α α  ,           1.118. 

albo:   k

n

i

n

k
iik

o qSS αασ ∑∑−=−=
2
1*  ,            1.119. 

gdzie:    q S
ik

i k

o

=
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

∂
∂α ∂α

2

    .             1.120. 

 Interesująca nas zmiana czasowa przyrostu entropii jest po prostu różniczką  po cza-

sie; Jest więc źródłem entropii  

*σ

σ . Wobec tego źródło entropii wyznaczymy przez różniczko-

wanie równania  1.119. 

 Zauważmy, że wyrazy  q  jako dotyczące równowagi są wielkościami stałymi, zatem  ik

σ   jest tylko funkcją parametrów  αi  oraz  α k . Wobec tego zgodnie z zasadą różniczkowania 

iloczynu otrzymujemy: 

   
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+−== ∑∑ tt

q
t

k
i

i
k

n

i

n

k
ik ∂

∂αα
∂
∂αα

∂
∂σσ

2
1*

 .          1.121. 

Ponieważ jednak  i  oraz  k przybierają te same wartości od 1  do n , więc ostatnie równanie 

sprowadza się do wyrażenia: 

    σ α ∂α
∂

= − ∑∑ q
tik

k

n

i

n

k
i       .            1.122. 

 Wróćmy obecnie do wyrażenia na   ( 1.119) i rozpiszmy je na sumę po  k. Otrzy-

mamy wtedy: 

*σ

  ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+++++++−= ∑

i
nnniiii qqqqqqq )(....)()(

2
1

1113113312112211
* αααααααασ   .        1.123. 

Jednakże ponieważ pochodne mieszane  q  oraz  q  są sobie równe, więc ik ki

   ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+−= ∑ ∑

≠

n

i

n

ik
ikkiiii qq ααασ 2

2
1 2*          .            1.124. 

Możemy obecnie przedstawić pochodną ostatniego wyrażenia po  αi  , mianowicie: 
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⎠

⎞
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⎝

⎛
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≠
≠

n

i

n

ik
ikkiii

i

qq
ij

αα
∂α
∂σ

α

22
2
1*

  ,          1.125. 

gdzie  j  należy do przedziału  i od 1 do n,   

równą ostatecznie: 
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    ik

n

k
k

i

q
ij

∑
=

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

≠
1

*

α
∂α
∂σ

α

   .            1.126. 

 Otrzymana pochodna ma ściśle określony sens fizyczny. Reprezentuje ona zmianę en-

tropii wywołaną różną od zera wartością odchylenia danego parametru od wartości równowa-

gowej. Ma zatem sens bodźca termodynamicznego - jest bowiem przyczyną nieodwracalnej 

zmiany układu w kierunku równowagi. Wielkość tę oznaczymy przez   Xi , otrzymując: 

    .             1.127. ik

n

k
ki qX ∑

=

−=
1
α

Podstawienie tej wielkości do  1.122 prowadzi do wyrażenia na źródło entropii o postaci: 

    
dt

dX i

i
i

α
σ ∑=   .             1.128. 

Po wprowadzeniu kolejnego oznaczenia, które ma sens przepływu wielkości  i : 

    
dt

dJ i
i

α
=                  1.129. 

otrzymamy znaną już postać źródła entropii jako sumy iloczynów przepływów i bodźców: 

      .             1.130. i
i

i JX∑=σ

Wielkości:  Xi oraz  Ji oznaczają tzw. uogólnione bodźce i przepływy, nie uwzględniające ich 

charakteru tensorowego. 

1.5.2. WSPÓŁZALEŻNOŚĆ PRZEPŁYWÓW I BODŹCÓW   

  Według definicji (1.127) bodziec termodynamiczny wywołujący przepływ  jest 

złożony z sumy udziałów wnoszonych przez odchylenie parametru   oraz pozostałych para-

metrów   od wartości równowagowej. Można zatem zauważyć, że przepływ   jest wiel-

kością sumaryczną utworzoną z udziałów wywoływanych przez wszystkie odchylenia.  

Xi J i

Ai

Ak i≠ J i

Każdy przepływ  jako funkcja wszystkich odchyleń jest tym samym funkcją wszystkich 

bodźców, tzn.  

J i

    .             1.131. J J X X X Xi i i n= ( , ,.. .. )1 2

W rozwinięciu szczegółowym   winien występować wyraz reprezentujący bezpośrednie 

oddziaływanie  

J i

αi  na przepływ wielkości  i (współczynnik  q ) oraz dalsze składniki reprezen-

tujące oddziaływania odchylenia  
ii

α k  z przepływem "i" (współczynnik ). Ponieważ przy qik
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zastosowaniu twierdzenia Taylora założyliśmy, że wszystkie odchylenia są niewielkie, więc 

uzasadnione jest kolejne założenie, że każdy człon przepływu   może być reprezentowany 

tylko przez pierwszy - liniowy składnik zależności funkcyjnej przepływu od danego bodźca, a 

wyrazy wyższych rzędów można pominąć.  

J i

 Wobec powyższego równania przepływu poszczególnych wielkości przedstawimy jako 

układ równań liniowych, nazywanych fenomenologicznymi równaniami przepływów o po-

staci: 

   J X X1 11 1 12 2 1 X= + + +L L L n n.....           

   J X X2 21 1 22 2 2 X= + + +L L L n n.....              1.132. 

   .          .             .        . . . .     .          

   .          .             .        . . . .     .           

   J X Xn n n nnL L L Xn= + + +1 1 2 2 .....           

gdzie:    ,  ,...   oznaczają przepływy, J1 J 2 J n

  ,  ,       -    bodźce termodynamiczne, X1 X2 Xn

    oraz         -    fenomenologiczne współczynniki przepływu.   Lii Lik

 Cały zespół powyższych równań można zastąpić jednym równaniem tensorowym:       

   

nnnnn

n

n

n LLL

LLL
LLL

X

X
X

J

J
J

.

.

.

...
......
......
......

...

...

.

.

.
2

1

21

22221

11211

2

1

=   .           1.133. 

 Jak widać, współczynniki fenomenologiczne tworzą n-wymiarową macierz kwadrato-

wą:  

    

L L L
L L L

L L L

n

n

n n n

11 12 1

21 22 2

1 2

. . .

. . .
. . . . . .
. . . . . .
. . . . . .

. . . n

  .           1.134. 
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 Wyrazy diagonalne  Lii reprezentują bezpośredni wpływ bodźca  na kreowanie 

przepływu wielkości i. Reprezentują zatem procesy proste. Wyrazy niediagonalne  L  repre-

zentują natomiast procesy krzyżowe, gdyż odzwierciedlają wpływ bodźca  

Xi

X
ik

k  na kreowanie 

przepływu wielkości  i. 

 Analogicznie do powyższych równań przepływu, które zapiszemy ogólnie jako: 

                  1.135. J i ik
k

n

kL= ∑ X

J

definiuje się tzw. fenomenologiczne równania bodźców (sił), o ogólnej postaci: 

      .            1.136. X i ik
k

n

kR= ∑

Współczynniki   są nazywane fenomenologicznymi współczynnikami oporu.  Rik

Wzajemna relacja pomiędzy obydwoma rodzajami współczynników fenomenologicznych jest 

następująca: 

L
AR ik

ik =    , gdzie Aik oznacza odpowiednie dopełnienie algebraiczne macierzy współczynni-

ków  Lik , natomiast  L oznacza jej wyznacznik  ikL .  

 Nazwy współczynników fenomenologicznych przepływu i oporu wprowadzono z po-

wodu analogii do równania Ohma; Np. według 1.136. przy założeniu, że: k = i oraz Rik = 0 

otrzymujemy: , wobec czego Xi jest odpowiednikiem napięcia,  - natężenia prądu 

elektrycznego I, natomiast  - oporu. Podobnie, przekształcone równanie Ohma o postaci 

 jest analogiczne do równania 1.135. przy założeniu, że  k= i oraz =0;  Współ-

czynnik    jest obecnie odpowiednikiem przewodnictwa ( U oznacza napięcie). 

Xi iiR=

Rii1/

J i J i

Rii

URI )/1(=

ii

Lik

L =

 Z powyższego wynika, że równanie Ohma oraz inne liniowe równania, takie jak prawo 

Fouriera, Newtona, Ficka mają charakter przybliżony i reprezentują ściśle jedynie takie ukła-

dy, w których oddziaływania wzajemne nie występują lub mogą być pominięte. 
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1.5.3.    WŁAŚCIWOŚCI  WSPÓŁCZYNNIKÓW  FENOMENOLOGICZNYCH 

1.5.3.1. Współczynniki fenomenologiczne jako funkcje lokalnych parametrów stanu 

 Z uwagi na założoną liniowość równań fenomenologicznych współczynniki przepływu 

nie mogą zależeć od bodźców, natomiast współczynniki oporu nie mogą zależeć od przepły-

wów. Oznacza to, że: 

  
∂
∂

Lik

kX
= 0   oraz  

∂
∂

Rik

kJ
= 0      .           1.137. 

 Współczynniki   oraz   reprezentują właściwości układu i są funkcjami lokalnych 

wartości parametrów stanu, co oznacza, że ich wartości liczbowe są funkcjami parametrów, 

czyli: 

Lik Rik

                  1.138. L L T p yik ik i= ( , , )

oraz    R R   ,            1.139. T p yik ik i= ( , , )

gdzie: T, p, yi  oznaczają odpowiednio temperaturę, ciśnienie oraz stężenie składnika i (w ułamkach 

wagowych). 

 Ścisła liniowość równań fenomenologicznych wymaga jednak, aby wartości współ-

czynników nie zależały od zmian parametrów. Zatem pochodne współczynników po zmianach 

parametrów winne być równe zeru, tzn. 

    
∂
∂

∂
∂

∂
∂

L
T

L
p

L
y

ik ik ik

i

= = = 0       .            1.140. 

 W układach izotropowych współczynniki fenomenologiczne są wielkościami skalar-

nymi. Ustalenie zależności współczynników od lokalnych wartości poszczególnych parame-

trów układu jest zwykle zadaniem złożonym z uwagi na czasochłonność pomiarów i wymaga-

ną dokładność oznaczeń. Zależności takie były jednak wyznaczane wielokrotnie, a ich zmiany, 

np. wraz z położeniem w układzie, są ściśle związane ze strukturą układu. 

1.5.3.2. Relacje przemienności Onsagera  

 W poprzedzającym tekście wykazano, że w nieodwracalnej zmianie układu uczestniczą 

efekty proste oraz efekty krzyżowe reprezentowane w układzie równań fenomenologicznych 

odpowiednio przez wyrazy ze współczynnikami diagonalnymi i niediagonalnymi. 
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 Znaczny postęp termodynamiki nierównowagowej datuje się od upowszechnienia się 

prawidłowości wyprowadzonej przez Onsagera (1931) stwierdzającej, że odpowiadające sobie 

niediagonalne współczynniki fenomenologiczne są równe, tzn. 

     L Lik ki=     .             1.141. 

Ostatnia równość nosi nazwę relacji przemienności Onsagera. 

 Z relacji powyższej wynika, że macierz współczynników fenomenologicznych (1.134) 

jest macierzą symetryczną o postaci: 

    

L L L
L L L

L L L

n

n

n n n

11 12 1

12 22 2

1 2

. . .

. . .
. . . . . .
. . . . . .
. . . . . .

. . . n

  .           1.142. 

Liczba niezależnych wartości współczynników w takiej macierzy nie wynosi n2 , lecz jest zre-

dukowana do  (n2 + n)/ 2  . Oznacza to istotną redukcję doświadczeń niezbędnych do wyzna-

czenia wszystkich współczynników. Np. w przypadku układu z trzema wielkościami, tzn. dla  

n=3  liczba niezależnych oznaczeń wynosi nie 9, lecz 6, a już w przypadku, gdy  n=5,  liczba 

takich oznaczeń spada z 25 do 15. 

 Jak już wiemy, efekty krzyżowe   oraz  reprezentują zawsze oddziaływania 

wzajemne pomiędzy wielkościami znakowanymi indeksami  i  oraz  k. Ich sens fizyczny roz-

patrzymy za pomocą następującego rozumowania. 

Lik kX Lki iX

 Niech np. wielkość  k oznacza temperaturę, natomiast  i - składnik układu. Bodziec 

termodynamiczny , którym jest ujemny gradient temperatury (1.197a), wywołuje część 

przepływu składnika ( ), równą . Jednocześnie bodziec związany ze składnikiem, tzn. 

izotermiczny gradient potencjału chemicznego tego składnika wywołuje część całkowitego 

przepływu ciepła ( ), równą  . 

X k

J

J q

i Lik kX

ki iXL

 Efekty takie występują w układzie wieloskładnikowym, w którym wywołujemy stałą 

różnicę temperatury. Pojawia się w nim tzw. termodyfuzja (efekt Soreta) - proces związany z 

przepływem ciepła i prowadzący do powstania zróżnicowania stężeń. Jeśli natomiast, w tym 

samym układzie, wywołamy stałą różnicę stężeń, to skutkiem powstałego jednocześnie prze-

pływu ciepła jest powstanie różnicy temperatur (tzw. efekt Dufoura). 
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 Równie znane jest występowanie efektów krzyżowych w układzie nieciągłym złożo-

nym z dwóch przewodników metalicznych połączonych spoinami, czyli w tzw. termoparze. 

Polegają one na wzajemnym oddziaływaniu pomiędzy przepływem ciepła i przepływem prądu 

elektrycznego. W termoparze powstaje siła elektromotoryczna (wytwarza się różnica potencja-

łów na spoinach), gdy poszczególne spoiny umieścimy w różnych temperaturach. Oznacza to, 

że przepływ ciepła pod wpływem ΔT wywołuje powstawanie ΔΦ  (tzw. efekt Seebecka). 

Można też zaobserwować efekt odwrotny; gdy wywołamy przepływ prądu przez przyłożenie 

zewnętrznej różnicy potencjałów do spoin, to spowoduje to powstanie różnicy temperatur 

między spoinami (efekt Peltiera). Między obydwoma efektami istnieje ścisła zależność. Jej 

przejawem jest właśnie równość współczynników niediagonalnych   oraz   układu rów-

nań fenomenologicznych reprezentujących przepływy w układzie: 

LqI LIq

    J q qq qIL T L= +Δ ΔΦ             
                    1.143. 

    I = +L T LIq IIΔ ΔΦ             

gdzie: T  oraz  Φ  oznaczają bodźce termodynamiczne związane z temperaturą i z potencjałem  

elektrycznym. 

 Istnienie efektów krzyżowych jest regułą, a słuszność relacji Onsagera była wielokrot-

nie potwierdzona doświadczalnie. Relacje te można udowodnić za pomocą rozważań staty-

stycznych [np.16].  

1.5.3.3. Ograniczenia efektów krzyżowych - wzajemna relacja między współczynnikami fe-

nomenologicznymi 

 Jak już wiemy, efekty krzyżowe istnieją niejako obok efektów prostych "produkują-

cych" entropię. W przytoczonym wyżej układzie z termodyfuzją procesem wywołującym nie-

odwracalną zmianę układu jest przepływ ciepła. Powoduje on jednocześnie powstanie różnicy 

stężeń składników jako efekt krzyżowy, wprowadzając uporządkowanie w rozkładzie składni-

ków w pierwotnie jednorodnym układzie. Zatem efekt ten obniża entropię. Z tego względu taki 

efekt krzyżowy musi być wyraźnie ograniczony co do swojej wielkości. Wpływ efektów krzy-

żowych obniżających entropię układu nie może bowiem przewyższać wzrostu entropii, jaki 

wywołują efekty proste.  
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 Ograniczenie wielkości efektów krzyżowych poznamy poprzez następujące rozważa-

nie: źródło entropii w układach nierównowagowych jest zawsze dodatnie i maleje do zera w 

stanie równowagi. 

Stąd, zgodnie z II. zasadą termodynamiki: 

      .            1.144. σ = ⋅ ≥∑ J Xi
i

i 0

Podstawiając za przepływy  ich równania fenomenologiczne (wg 1.135) otrzymujemy: J i

     ,            1.145. 0≥= ∑∑ ik

n

i

n

k
ikL XXσ

albo w zapisie tensorowym: 
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.
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22212

11211

21 ≥

nnnnn

n

n

n

LLL

LLL
LLL

X

X
X

XXX   .          1.146. 

Uwaga: ·Macierz współczynników została napisana jako symetryczna, zgodnie z relacjami przemien-

ności Onsagera. 

 Warunkiem słuszności równania 1.146 jest nieujemna macierz współczynników feno-

menologicznych. Jest to spełnione wówczas, gdy wszystkie współczynniki diagonalne oraz 

wszystkie minory główne macierzy są nieujemne, tzn. 

                    1.147. Lii ≥ 0

oraz     L L Lii kk ik− ≥2 0  .            1.148. 

 Fenomenologiczne współczynniki oporu  R  oraz  R  wykazują analogiczne właściwo-

ści, jak wyżej przedstawione współczynniki przepływu. ( Sens fizyczny tych współczynników 

został omówiony w p. 3.1.8.) 

ii ik

1.5.3.4. Transformacja bodźców i przepływów - niezmienniczość źródła entropii 

 W równaniach na źródło entropii występują ściśle zdefiniowane bodźce, np. bodźce 

przepływu składników, zdefiniowane równaniem 1.97b. Tak zdefiniowane bodźce można było 

jednak rozbić na dwa składniki (1.99), z których jeden został włączony do bodźca przepływu 

ciepła. W efekcie otrzymaliśmy równanie na źródło entropii z "nowymi" parami bodźców i 
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przepływów (1.103). Dokonaliśmy tym samym przekształcenia równania na źródło entropii z 

1.98  na 1.103. Postępowanie takie jest zgodne z następującą relacją: 

                 1.149. σ = ⋅ = ⋅∑ ∑J X J Xi
i

n

i i
i

n

i
' '

wyrażającą tzw. warunek niezmienniczości źródła entropii. 

 Źródło entropii danego procesu może być zatem przedstawiane za pomocą dosyć do-

wolnie zdefiniowanych bodźców i odpowiadających im przepływów. O wyborze decydują 

najczęściej możliwości pomiarowe. Każda zmiana w jednym zestawie bodźców i przepływów 

musi jednak spowodować odpowiednią zmianę w nowym zestawie, tak by wartość źródła en-

tropii była zachowana. W wyborze nowych definicji należy utrzymać niezależność przepły-

wów, gdyż tylko wtedy są zachowane relacje przemienności Onsagera i macierz współczynni-

ków fenomenologicznych pozostaje symetryczna. Przykłady transformacji bodźców i prze-

pływów można spotkać w dalszym tekście w trakcie opisu konkretnych układów nierównowa-

gowych. 

1.5.4.   ZASADA SYMETRII CURIE  

 Do tej pory poznaliśmy przykłady efektów krzyżowych pomiędzy wielkościami o cha-

rakterze wektorów. Powstaje jednak pytanie, czy podobne efekty mogą powstawać między 

wielkościami o dowolnym charakterze? Wydaje się oczywiste, że wielkość wektorowa może 

wywołać inną wielkość wektorową. Podobnie, np. wzrost wielkości skalarnej może wywoły-

wać zmianę innej wielkości skalarnej. Sprzęganie się wielkości o tym samym charakterze ten-

sorowym jest więc zrozumiałe. 

 Inaczej jest w przypadku zmian dwóch wielkości o różnym charakterze tensorowym, 

np. skalarnej i wektorowej. Wzrost stężenia składnika wywołany jego powstawaniem w reakcji 

chemicznej (zarówno stężenia jak i powinowactwo chemiczne reakcji są wielkościami skalar-

nymi) nie może spowodować jego ruchu w określonym kierunku, tzn. nie może wywołać 

(wektora) przepływu. Byłoby to możliwe jedynie w układzie anizotropowym.  Omawiany 

wyżej problem powstawania efektów krzyżowych został przedstawiony  

w tzw. zasadzie symetrii Curie: W ośrodkach izotropowych mogą się ze sobą sprzęgać tylko 

takie wielkości, które wykazują taki sam charakter tensorowy. 

 Efekty krzyżowe mogą występować również wtedy, gdy rzędy tensorowe dwóch wiel-

kości ( bodźca i przepływu) różnią się o dwa. Jest zatem możliwe sprzęganie się, np. tensora 
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drugiego rzędu z wielkością skalarną (tensor zerowego rzędu). Prawidłowość ta jest zrozumia-

ła, gdyż jak wiemy, np. całkowity tensor ciśnienia w płynnych ośrodkach izotropowych jest w 

istocie złożony z części tensorowej (lepkości) oraz skalarnej, tj. ciśnienia.  

1.6. STANY STACJONARNE 

1.6.1. DEFINICJE 

 Układ nierównowagowy znajduje się w tzw. stanie stacjonarnym, gdy przebiegające w 

nim procesy charakteryzują się stałą produkcją entropii. Oznacza to, że źródło entropii jest 

niezależne od czasu, czyli: 

     ∂σ
∂ t

= 0               1.149. 

i jednocześnie: 

   ∂
∂
X i

t
= 0   oraz  ∂

∂
J i

t
= 0  .          1.150. 

 Układ zamknięty zmienia się zawsze od stanu początkowego do stanu równowagi, w 

którym zanikają wszystkie bodźce termodynamiczne, czyli jednocześnie źródło entropii jest 

równe zeru. Stąd, stan równowagi można uznać za specyficzny stan stacjonarny ( gdyż  σ = 0 

= const), nazywany stanem stacjonarnym zerowego rzędu. 

 W układach otwartych, typowych dla układów nieodwracalnych, najprostszy stan sta-

cjonarny uzyskujemy wtedy, gdy jeden bodziec termodynamiczny jest utrzymywany na stałym 

poziomie. Charakterystyczne właściwości takiego układu nierównowagowego można przed-

stawić następująco; 

Jeśli stan stacjonarny został wywołany przez utrzymywanie stałej wartości bodźca  ,  to: Xi

   , Xi ≠ 0 J i ≠ 0   , 
∂
∂
Xi

t
= 0   ,    σ > 0  ,   ∂σ

∂t
= 0  ,          1.151. 

i jednocześnie: 

    ,   lecz  wszystkie  X j i≠ ≠ 0 J j i≠ = 0    .           1.152. 

  Uzasadnienie ostatnich dwóch właściwości zostanie przedstawione w następnym 

punkcie. 
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 W układach, w których jest utrzymywana stała wartość dwóch, trzech albo większej 

liczby bodźców termodynamicznych utrzymują się stany stacjonarne nazywane odpowiednio 

stanami stacjonarnymi drugiego, trzeciego i wyższych rzędów.  

 Warto zwrócić uwagę na istotne, choć oczywiste zastrzeżenie co do budowy układów 

nierównowagowych w stanach stacjonarnych. Na podstawie ogólnego równania bilansu entro-

pii (dla jednostki objętości) w układach ciągłych ( równanie podane już jako 1.63.): 

( )    ssdiv
t
s

ρρ σ
∂

∂ ρ    ,            1.153. +−= J

 po uwzględnieniu warunku stacjonarności procesu:  ∂σ ∂/ t = 0 ,  stwierdzamy, że: 

           .              1.154. ssdiv σ=J

 Ponieważ σs  jest wielkością stałą i dodatnią, zatem dywergencja przepływu entropii 

jest również dodatnia. Jest to możliwe tylko wtedy gdy zachodzi stała wymiana entropii z oto-

czeniem. W przeciwnym przypadku   i tym samym również  sdivJ σs  stanie się równa zeru, i 

układ osiągnie stan równowagi termodynamicznej. Stacjonarny układ nierównowagowy musi 

zatem być układem otwartym. 

1.6.2.    PRODUKCJA  ENTROPII  W  STANIE  STACJONARNYM 

1.6.2.1. Minimalna produkcja entropii w stanie stacjonarnym I rzędu 

 Właściwości stanu stacjonarnego podane w równaniach 1.150  i 1.151 wiążą się ściśle z 

wielkością produkcji entropii, czyli ze źródłem entropii. Produkcję tę poznamy wpierw na 

przykładzie prostego układu ciągłego, w którym istnieją dwie niezależne wielkości 1 oraz 2. 

Istnieją zatem dwa niezależne bodźce   oraz  i dwa odpowiadające im przepływy   

oraz  . Wobec tego można sformułować dwa równania fenomenologiczne: 

X1 X2 J1

J 2

    J X1 11 1 12= X2+L L       

                    1.155. 

    J X2 12 1 22= X2+L L        

(W równaniach zostały uwzględnione relacje przemienności Onsagera.)  

 Źródło entropii jest sumą iloczynów bodźców i przepływów, tzn. 

    σ = + >J X J X1 1 2 2 0   .           1.156. 
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Po podstawieniu przepływów  1.155 przyjmuje ono postać: 

     .           1.157. 2
2222112

2
111 2 ΧXXX LLL ++=σ

 Ostatnie wyrażenie prezentuje dodatnią, trójwymiarową parabolę ze zmiennymi nieza-

leżnymi   oraz  . Wykres takiej paraboli został przedstawiony na rys.1.2. X1 X2

Rys. 1.2. 
Entropia układu z dwoma bodźcami 
termodynamicznymi. 

 

Niech układ osiągnie stan stacjonarny w wyniku utrzymywania stałej wartości bodźca X1. W 

układzie ustali się wtedy samorzutnie ściśle określone, niejednorodne pole drugiej wielkości a 

równanie na źródło entropii (1.157) sprowadza się do zwykłej paraboli stanowiącej zależność  

σ   od  . Wykresem tej krzywej jest ślad przecięcia powierzchni  X2 σ σ= ( , )X X1 2  płaszczy-

zną przechodzącą przez . Jest nim dodatnia parabola, co wynika z faktu, że feno-

menologiczne współczynniki diagonalne są dodatnie. W jej minimum pierwsza pochodna po  

 jest równa zeru;  

X X1 1=
stacjon .

X2

Zatem:    022 .112222
2

=+= stacjonLL XX
Χ∂

∂σ   .          1.158. 

Uwzględnienie równania przepływu  J2 (z 1.155) prowadzi więc do stwierdzenia, że  
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  ∂σ
∂ X

J
2

22= = 0   czyli   J 2 0=   .          1.159. 

 W stanie stacjonarnym przepływ wielkości nie sprzężonej z bodźcem utrzymywanym 

na stałym poziomie  jest zatem równy zeru, pomimo niezerowej wartości bodźca . J 2 X2

 Wyżej opisany przypadek stanu stacjonarnego występuje, np. w wspomnianym już 

układzie dwuskładnikowym z termodyfuzją. Bodźcem wywołującym stan stacjonarny jest   

reprezentujący niejednorodność pola temperatury. Jeśli w stanie początkowym układ był jed-

norodną mieszaniną obydwu składników, to zmiana entropii od momentu utworzenia pola 

temperatury do ustalenia się stanu stacjonarnego jest reprezentowana przez lewą część wykre-

su: 

Xq

σ σ= (X2 )  na Rys.1.2. (  jest bodźcem przepływu ciepła i odpowiada bodźcowi , 

natomiast bodziec  reprezentuje obecnie bodziec dyfuzyjnego przepływu składnika 2-

giego.) Początkowy spadek źródła entropii jest oczywisty, gdyż przepływ ciepła (produkujący 

entropię) wywołuje jednocześnie powstawanie niejednorodnego pola stężeń ( X rośnie), co 

jest jednoznaczne z przebiegiem niesamorzutnego procesu obniżającego źródło entropii. 

Xq X1

X2

2

 W miarę wzrostu  pojawia się jednak odwrotny efekt. Jest nim samorzutne, dyfu-

zyjne wyrównywanie stężenia z dodatnią produkcją entropii. Spadek entropii jest zatem 

wstrzymywany i źródło entropii osiąga stałą wartość minimalną  

X2

σstacjon. Obok początkowego, 

"wymuszonego" przepływu składnika pojawił się (jednocześnie) przeciwnie skierowany samo-

rzutny przepływ tego składnika, a w stanie stacjonarnym doszło do ich całkowitej kompensa-

cji. Z tego względu sumaryczny przepływ składnika 2 zanika, tzn. J2 = 0. 

 Podobnie można uzasadnić rozwój czasowy układu od stanu początkowego z wysoką 

wartością . Całkowitą zmianę entropii reprezentuje teraz prawa część paraboli na Rys.1.2. 

Widać więc, że niezależnie od początkowej wartości   w stanie stacjonarnym ustala się 

określona stała wartość bodźca  . Wartość  jest proporcjonalna do wartości 

bodźca   wywołującego stan stacjonarny. Zależy poza tym od współczynników fenomeno-

logicznych ( L11 oraz L1q). Może ona być oblicz0na wg relacji wynikającej bezpośrednio z 

właściwości trójmianu kwadratowego 1.157. Mianowicie: 

X2

q

X2

stacjonX2 stacjon X2

X

    X2
1

11

= −
L
L

q
qX  .             1.160. 
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1.6.2.2. Stany stacjonarne wyższego rzędu 

 Rozpatrzymy obecnie układ ciągły, w którym występuje  n niezależnych wielkości, 

takich jak np. temperatura, stężenia składników, potencjał elektryczny itp. Równania fenome-

nologiczne przepływu poszczególnych wielkości w takim układzie tworzą zatem  n równań o 

ogólnej postaci: 

      .            1.161. J X Xi ii i ij
j i

n

jL L= +
≠

∑

>

Podstawienie powyższego równania do wyrażenia na źródło entropii ( 1.130) prowadzi do 

stwierdzenia, że: 

     .           1.162. σ = +∑ ∑
≠

L Lii
i

n

i ij
j i

n

i jX X X2 2 0

 Niech stan stacjonarny w rozpatrywanym układzie jest wywołany przez ustalenie (sta-

łych wartości) bodźców termodynamicznych związanych z  k wielkościami, np.: , ,  

,....., . Jak wiadomo, źródło entropii osiąga minimum, w którym pochodna źródła po 

bodźcu, np.  nie utrzymywanym na stałym poziomie, winna być równa zeru. Wobec tego: 

X1 X2

X3 X k

Xλ

   0222 ==+= ∑
≠

λ
λ

λλλλ
λ∂

∂σ JXX
X j

n

j
jLL        ,           1.163. 

przy czym:   k+1 < λ < n  . 

 Z ostatniego równania wynika ogólna prawidłowość, że w stanie stacjonarnym k-tego 

rzędu wszystkie przepływy, nie sprzężone z bodźcami utrzymywanymi na stałym poziomie, 

(tzn. Jλ  ) zanikają. Jednocześnie produkcja entropii osiąga minimum. 

 Istotą stanu stacjonarnego jest zatem utrzymywanie stałej niejednorodnej struktury 

układu. Likwidacja stanu stacjonarnego przez wyzerowanie wywołujących go bodźców spo-

woduje samorzutny rozwój układu do stanu równowagi. Układ oddaje wtedy zmagazynowaną 

w nim energię otoczeniu.  

1.6.3.   STABILNOŚĆ  STANU  STACJONARNEGO  

 Jak wynika z ostatniego rozdziału, stan stacjonarny układu nierównowagowego wyka-

zuje pewne analogie ze stanem równowagi. 
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 Kryterium istnienia stanu równowagi jest zerowa produkcja entropii (σ = 0). W przy-

padku stanu stacjonarnego kryterium takim jest natomiast stała (w czasie) produkcja entropii, 

tzn. zerowa wartość pierwszej pochodnej źródła entropii po czasie:  

     ∂σ
∂ t

= 0  .             1.164. 

 Kolejna analogia obydwu stanów dotyczy ich stabilności [14,17]: 

Wyobraźmy sobie układ w stanie stacjonarnym, w którym bodźce   są utrzy-

mywane na stałym poziomie: , a pozostałe bodźce uzyskały również stałe war-

tości:  . Zakładamy, że stan nierównowagowy układu może być opisany 

liniowymi równaniami fenomenologicznymi z niezależnymi współczynnikami fenomenolo-

gicznymi. 

X X X1 2, ,... q

X 2
o

1
o

q
oX, , ...X

X X Xq
o

q
o

f
o

+ +1 2, , ...

 Dokonajmy teraz określonej, nieznacznej zmiany (perturbacji) jednego z bodźców nie 

utrzymywanych na stałym poziomie, np.   o wielkość Xl ∂X l   (gdzie:  q < l < f).  Wywoła to 

zmianę dotychczasowej wartości przepływu    do nowej wartości   , równej:  J l
o J l

      .            1.165. J J Xl l
o

ll lL= + ∂

Jak pamiętamy, w stanie stacjonarnym: 

      ,            1.166. J Xl
o

n

f

n
oL= =∑ ln 0

wobec czego przepływ  (1.165) wywołany perturbacją jest równy: 

    llll L XJ ∂=   .             1.167. 

 Współczynnik diagonalny zapoczątkowanego procesu jest dodatni ( L ), zatem po-

mnożenie ostatniego równania przez wartość perturbacji  

ll > 0

lX∂  prowadzi również do wartości 

dodatniej, czyli: 

     .            1.168. 0)( 2 >= lllll L XXJ ∂∂

  Iloczyn przepływu   oraz J l lX∂  jest zatem dodatnim źródłem entropii, wywołanym 

"zadziałaniem" tego bodźca. Widzimy przy tym, że przepływ  wywołany perturbacją ma 

taki sam znak, co sama perturbacja. Zatem samorzutny proces spowodowany dodatnią pertur-

bacją( np. dodaniem składnika  l ), polega na powstaniu dodatniego przepływu tej wielkości, 

co oznacza jej wypływ poza układ. Odwrotna sytuacja powstaje przy zastosowaniu ujemnej 

J l
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perturbacji. Tak więc, niezależnie znaku perturbacji układ wytrącony ze stanu stacjonarnego 

wraca samorzutnie do stanu pierwotnego. 

 Stan stacjonarny jest zatem stanem stabilnym, samoregenerującym się. Powyższa cecha 

jest analogiczna do reguły Le Chateliera - Browna, opisującej zachowanie się układów w sta-

nach równowagi.  

 Zachowanie się układu stacjonarnego i równowagowego poddanych perturbacji zostało 

przedstawione schematycznie na rys. 1.3. 

 

 
Rys. 1.3. Przebieg zmian wartości źródła entropii układów poddanych perturbacji. 

 

 Należy podkreślić, że przedstawiona właściwość dotyczy tylko układów niezbyt odle-

głych od stanu równowagi. W układach dalekich od równowagi zakłócenie układu może do-

prowadzić go do zupełnie nowego stanu stacjonarnego, albo spowodować trwały "rozwój cza-

sowy". Właściwości takich układów są opisywane obecnie przez zaawansowane teorie stanów 

dalekich od równowagi [6-9]. 
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2. PROCESY  TRANSPORTU  W  UKŁADACH  CIĄGŁYCH  BEZ  REAKCJI   
CHEMICZNYCH 

2.1. WPROWADZENIE 

 Rozpatrzymy obecnie procesy nierównowagowe w układach ciągłych bez reakcji che-

micznych, w których można zaniedbać przepływy lepkościowe. W równaniach prezentujących 

źródło entropii (1.103):  σ = ∑1
T i

i

n

iJ X  będą zatem wyszczególnione tylko udziały wywołane 

przepływami dyfuzyjnymi poszczególnych składników  oraz przepływem ciepła zreduko-

wanego  .Zatem: 

J i

J q

  ( )σ = ⋅ + ⋅ + ⋅ + + ⋅
1

1 1 2 2T q q n nJ X J X J X J X' ' .... '   ,  2.1. 

gdzie:   n   oznacza liczbę składników, 

   bodziec przepływu dyfuzyjnego składnika "i", Xi
'

   bodziec przepływu ciepła.  Xq

Równanie 2.1 można przedstawić w bardziej zwartej formie jako: 

   (σ = ⋅ + ⋅∑1
T q q i

i

n

iJ X J X )

XL

X

 .       2.2. 

Przepływy zachodzące w układzie tworzą natomiast układ równań fenomenologicznych złożo-

ny z przepływu ciepła: 

         ,      2.3. J Xq qq q qi
i

n

iL= + ∑ '

oraz  n-1 równań przepływów poszczególnych składników 

         .      2.4. J Xi iq q iq
i

n

iL L= + ∑ '

 Powyższe równania składają się z przepływów prostych - ciepła i poszczególnych 

składników pod wpływem bodźców z nimi związanych oraz z przepływów krzyżowych wyni-

kających ze sprzęgania się bodźców - cieplnego z dyfuzyjnymi. 

 Przyjęto następujące nazewnictwo: 

 a) Przepływ ciepła wywołany związany z nim bodźcem  nazywa się przewodzeniem cie  

pła.    

Xq
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 b) Przepływ ciepła wywołany sprzężonymi bodźcami przepływów dyfuzyjnych  ,    Xi

     gdzie i=1,2,..n-1,  jest nazywany efektem Dufoura. 

 c) Przepływ składnika "i" wywołany związanym z nim bodźcem  jest nazywany dyfuzją. Xi

 d) Przepływ składnika "i" wywoływany sprzężonymi bodźcami  jest nazywany często  

dyfuzją sprzężoną.  

X j i≠
'

 e) Przepływ składnika "i" wywołany sprzężonym bodźcem  jest tzw. termodyfuzją. Xq

2.2.   PROCESY  TRANSPORTU  W  CIĄGŁYCH  UKŁADACH  IZOTERMICZNYCH 

 W układzie jednorodnym cząsteczki podlegają nieuporządkowanym ruchom termicz-

nym. Natomiast w układzie niejednorodnym, w którym istnieje określony gradient ich poten-

cjału chemicznego, ruchy cząsteczek w kierunku malejącego potencjału przeważają nad ru-

chami w innych kierunkach. Z tego względu cząsteczki przemieszczają się do miejsc o mniej-

szym potencjale; przebiega tzw. proces dyfuzji prowadzący do wyrównywania potencjału 

chemicznego. Samorzutność dyfuzji wynika z dodatniej produkcji entropii podczas wyrówny-

wania początkowej niejednorodności rozmieszczenia składników. 

 Zgodnie z już poznaną ( 1.104.) definicją bodźców przepływów dyfuzyjnych: 

    X j j Tgrad' ( )= − +μ F j   ,    2.5. 

przy czym izotermiczny gradient właściwego potencjału chemicznego składnika "j" (jest on 

funkcją ciśnienia i stężeń) można przedstawić jako sumę udziału ciśnieniowego i niezależnych 

udziałów stężeniowych, tzn. 

  k
ypT

n

k k

j

nT

j
Tj ygrad

y
pgrad

p
grad

kji ≠

∑
−

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

,,

1

1,

)(
∂
μ∂

∂
μ∂

μ    2.6. 

gdzie:   yk   oznacza stężenie składnika  "k"  w ułamkach masowych.  

 Ostatnie wyrażenie wynika z tego, że potencjał chemiczny składnika w roztworze wie-

loskładnikowym jest funkcją temperatury, ciśnienia i (n-1) niezależnych ułamków masowych 

składników. ( Przy  n  niezależnych składnikach istnieje jedynie (n-1) niezależnych stężeń, 

gdyż wszystkie stężenia są związane równaniem:    yi
i

n

=
∑ =

1

1 .)  

 Zauważmy, że pochodna cząstkowa: 

    
∂μ
∂

j

T n
jp

V
i

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =

,

       2.7. 
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jest parcjalną objętością właściwą składnika j. (Wynika to bezpośrednio z właściwości entalpii 

swobodnej układu, według której różniczka cząstkowa entalpii swobodnej po ciśnieniu, przy 

stałej temperaturze, jest równa objętości układu.) 

Zauważmy dalej, że: 

    
∂ μ
∂

∂
∂

j

k j

j

ky
RT
M

a
y

=
ln

  ,     2.8. 

gdyż:     μ μj j
o

j
j

RT
M

a= + ln        2.9. 

gdzie  a  oznacza aktywność składnika  j . j

Wobec powyższego  2.6 przybiera postać: 

  ( )
ln

, ,

grad V grad p RT
M

a
y

grad yj T j
j

j

kk

n

T p y
k

j k

μ
∂
∂

= +
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

=

−

∑
≠

1

1

  . 2.10. 

 Podstawiając 2.10 do 2.5 otrzymamy wyrażenie definiujące wartość bodźca przepływu 

dyfuzyjnego składnika "j". Jest ono sumą udziałów wywoływanych przez gradient ciśnienia, 

siłę zewnętrzną F   (ew. kilka sił) oraz niejednorodność pola stężeń. j

Mianowicie: 

  X Fj j
j

j

kk

n

T p y
kV grad p RT

M
a

y
grad y

j k

'

, ,

ln
= − −

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ +

=

−

∑
≠

∂
∂1

1

j

J i

 . 2.11. 

 Jak wiadomo, przepływy dyfuzyjne mają miejsce jedynie w układach wieloskładniko-

wych. Poza tym, gdy układem odniesienia ruchu składników jest ruch środka masy układu, 

suma przepływów dyfuzyjnych wszystkich składników równa się zeru, tzn. 

           2.12. J i
i

n

=
∑ =

1

0

gdzie  i= 1,2,...n  numeruje składniki układu. 

Sumę tę możemy rozbić na dwie części składowe: 

     ,     2.13. J Ji
i

n

n
=

−

∑ + =
1

1

0

wobec czego przepływ n-tego składnika można zastąpić wyrażeniem: 

      .     2.14. J n
i

n

= −
=

−

∑
1

1

 Źródło entropii (wg 2.2,  przy  Xq = 0 ) w rozpatrywanym układzie ma więc postać: 
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    σ = +
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

=

−

∑1
1

1

T
J Ji i n n

i

n

X X' '   ,   2.15. 

a po uwzględnieniu  2.14: 

    (σ =
=

−

∑1
1

1

T
Ji

i

n

i nX X' ' )−

n
'

n
'

)
J1

   .    2.16. 

 Z ostatniego równania widzimy, że różnice , można traktować jako nowe 

bodźce termodynamiczne przepływów dyfuzyjnych poszczególnych składników i  (przy  

i=1,2,..n). 

X Xi
' −

2.2.1.   DYFUZJA  W  UKŁADACH  DWUSKŁADNIKOWYCH 

 Zgodnie z już poznaną postacią bodźca przepływów dyfuzyjnych   , równanie 

fenomenologiczne przepływu, np. składnika  1 w układzie dwuskładnikowym ma postać: 

X Xi
' −

          2.17. (J L1 11 1 2= −X X' '

( przy czym  ). Bodziec termodynamiczny tego przepływu (wg 2.11), w którym wró-

cimy jednak do zapisu jak w 2.6,  można wyrazić równaniem: 

J 2 = −

    ( )X X F F1 2 2 1 1 2
1

1
1

2

2
2

' '− = − + − −
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ +

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟V V grad p

y
grad y

y
grad y

∂ μ
∂

∂ μ
∂

    .        2.18. 

Zauważmy, że:  

y y1 2 1+ =   ,    ,  oraz   dygrad y grad y2 = − 1 dy2 1= −   ,   2.19. 

wobec czego sumę ostatnich dwóch wyrazów równania 2.18 przekształcimy do postaci: 

    − −
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

∂ μ
∂

∂ μ
∂

1

1

2

1
1y y

grad y    .    2.20. 

Wyrażenie to można przekształcić dalej w następujący sposób. 

 Jak wiadomo, potencjały chemiczne wszystkich składników roztworu (w stałej tempe-

raturze i ciśnieniu) są związane równaniem Gibbsa - Duhema o ogólnej postaci: 

    y di i
i

n

μ∑ = 0   .     2.21. 

W przypadku rozpatrywanego układu równanie to można je zapisać jako: 

   y
y

dy y
y

dy1
1

1
1 2

2

2
2 0∂ μ

∂
∂ μ
∂

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ +

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =   .   2.22. 

Po zastąpieniu   w  dy  przez  1  otrzymamy: y2 2 1− y
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    y
y y y

1

2

1

1

2

1

∂ μ
∂

∂ μ
∂

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = −   .    2.23. 

Wobec powyższego wyrażenie  2.20 możemy przedstawić jako: 

   − +
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = −

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟1 11

2

1

1
1

2

1

1
1

y
y y

grad y
y y

grad y∂ μ
∂

∂ μ
∂

       ,   2.24. 

a po podstawieniu pochodnej potencjału chemicznego po ułamku masowym (według 2.8) 

przyjmie ono postać: 

    −
1

2 1

1

1
1y

RT
M

a
y

grad y∂
∂
ln       .    2.25. 

 Zwróćmy obecnie uwagę na to, że rozbicie aktywności składnika 1 na iloczyn stężenia 

  i współczynnika aktywności , oraz zastąpienie  y1 f1 ∂ ln y1  przez iloraz  11 / yy∂   pozwala na 

przedstawienie pochodnej logarytmu aktywności składnika po ułamku masowym ( yi i= ρ ρ/ )  

w postaci:  ∂
∂

∂
∂

ln ln
ln

a
y y

f
y

1

1 1

1 1
⎛
⎝
⎜ 1

1

= +
⎞
⎠
⎟       .   2.26. 

 Podstawiając ostatnie wyrażenie do 2.25  można stwierdzić ostatecznie, że suma dwóch 

ostatnich wyrazów w  2.18. daje się przedstawić jako: 

    − +
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

RT
M y y

f
y

grad y
1 1 2

1

1
11 ∂

∂
ln
ln

    .   2.27. 

Wobec powyższego bodziec przepływów dyfuzyjnych jest następującą sumą trzech składo-

wych: 

     ( ) ( )X X F F1 2 2 1 1 2
1 1 2

1

1
11' ' ln

ln
− = − + − − +

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟V V grad p RT

M y y
f
y

grad y
∂
∂

      .        2.28. 

Podstawienie powyższego wyrażenia do 2.17 pozwala na przedstawienie przepływu dyfuzyj-

nego za pomocą następującej zależności:  

    [ ( ) ]J F F1 11 2 1 1 2
1 1 2

1

1
11= − + − − +

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟L V V grad p RT

M y y
f
y

grad y
∂
∂

ln
ln

 . 2.29. 

 Zgodnie z tym równaniem przepływ dyfuzyjny może się składać z tzw. dyfuzji ciśnie-

niowej pod wpływem  grad p, dyfuzji pod wpływem sił zewnętrznych  F  i   oraz dyfuzji 

stężeniowej pod wpływem  . 

1 F2

1ygrad
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2.2.2.    CHARAKTERYSTYKA  PODSTAWOWYCH  TYPÓW  DYFUZJI 

2.2.2.1. Dyfuzja ciśnieniowa 

 Bodźcem takiej dyfuzji jest gradient ciśnienia. W układach ciągłych gradient ciśnienia 

występuje, np. w ziemskim polu grawitacyjnym, w którym F F F g1 2= = = −i

y1

 ( g  oznacza 

przyspieszenie ziemskie). Jeśli układ znajdujący się w polu grawitacyjnym osiągnie stan rów-

nowagi mechanicznej (brak przyspieszenia, tzn. dv/dt =0) , to przepływy dyfuzyjne składni-

ków stają się równe zeru. Układ osiągnie stan stacjonarny charakteryzujący się powstaniem 

określonego gradientu ciśnienia i określonych stężeń składników. Wobec tego równanie 2.29. 

(przy  ,  oraz ) pozwala na przedstawienie następującej zależności 

pomiędzy ustaloną niejednorodnością stężenia składnika (np. grad  ) oraz gradientem ci-

śnienia, który tę niejednorodność spowodował: 

J1 0= L11 0> F F1 2 0− =

   pgrad

y
fRT

VVyyMygrad

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
=

1

1

12211
1

ln
ln1

)(

∂
∂

 .   2.30. 

 Jeśli składnik 1 ma mniejszą właściwą objętość cząstkową V1  niż składnik 2 to znaki 

 i  są zgodne. Oznacza to, że w obszarze o wyższym ciśnieniu (bliżej po-

wierzchni ziemi, a w polu grawitacyjnym wytwarzanym w wirówce bliżej obwodu zewnętrz-

nego) znajduje się wyższe stężenie tego właśnie składnika. Natomiast składnik 2 o wyższym 

grad y1 grad p

V2 , czyli o mniejszej gęstości) gromadzi się w wyższych strefach układu.  

 W przypadku układów, w których przy znanym grad  udaje się "zarejestrować" zróż-

nicowanie stężenia składnika, można posłużyć się równaniem 2.30 do oznaczenia masy molo-

wej składnika. Możliwość taką wykorzystuje się przy zastosowaniu ultrawirówki. Należy jed-

nak znać objętości właściwe składników. Takie oznaczanie "jakościowe" składnika jest znacz-

nie uproszczone w przypadku badania roztworu silnie rozcieńczonego. Wtedy bowiem wyraz 

aktywnościowy  

p

1

1

ln
ln

y
f

∂
∂

  jest praktycznie równy zeru. 

2.2.2.2. Dyfuzja i ruchliwość składnika w układzie bez sił zewnętrznych i bez gradientu ci-

śnienia  
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 W wybranym układzie równanie 2.29 wyrażające przepływ dyfuzyjny składnika 

upraszcza się do postaci: 

   J1 11
1 1 2

1

1
11= − +

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟L RT

M y y
f
y

grad y
∂
∂

ln
ln

 .   2.31. 

Ostatnie równanie można doprowadzić do postaci tzw. I prawa Ficka: 

     ,     2.32. J i mol i iD grad c,( ) = −

gdzie:  oznacza przepływ molowy ( mol m-2 s-1),   J i mol,( )

 ci          -   stężenie molowe,  

 natomiast współczynnik proporcjonalności pomiędzy ujemnym gradientem stężenia i 

 przepływem (molowym) składnika  jest nazywany współczynnikiem dyfuzji 

 składnika w danym układzie. 

D1

Zauważmy, że stężenie w ułamkach wagowych  yi można przekształcić do wyrażenia: 

yi = ci Mi ρ-1,   zatem  grad yi = Mi ρ-1grad ci . Poza tym przez podzielenie  2.31 przez masę 

molową otrzymuje się wyrażenie definiujące przepływ molowy. Mianowicie: 

   J1 11
1 1 2

1

1
11,( )

ln
lnmol L RT

M y y
f
y

grad c= − +
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

ρ
∂
∂

 .  2.33. 

 Porównanie tego równania z  2.32 wskazuje, że współczynnik dyfuzji   jest równy: D1

  D L RT
M y y

f
y

D
f
yid1 11

1 1 2

1

1
1

1

1

1 1= +
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = +

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

ρ
∂
∂

∂
∂

ln
ln

ln
ln.

  .  2.34. 

Wobec tego przepływ dyfuzyjny składnika w kg m-2 s-1 (wg. 2.31) można przedstawić jako: 

    J1 1= −D grad y1ρ   .    2.35. 

Uwaga:   [Di ] = m2 s-1;   [ρ] = kg m-3 ;  [grad yi ] = m-1 . 

 Powróćmy obecnie do przepływów poszczególnych składników w izotermicznych, 

doskonałych układach (roztworach) wieloskładnikowych, bez gradientu ciśnienia i sił ze-

wnętrznych, i bez uwzględniania sprzęgania się składników. Ujęcie takie prowadzi do równań 

dyfuzji stężeniowej, odpowiadających klasycznym postaciom I-go prawa Ficka.  

 Za bodziec przepływów wybieramy ujemny izotermiczny gradient molowego potencja-

łu chemicznego składnika (analogicznie do 2.5). Wiedząc, że  , można go 

przedstawić jako: 

iii cRT ln+= Θμμ
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   ( ) i
i

Ti cgradRT
c

cgradRTgrad 1ln 1 −=−=− μ    .  2.36. 

 Przepływ dyfuzyjny składnika  i  ma zatem postać (analogiczną do 2.31), tzn.: 

   iii
i

iimoli cgradDcgrad
c
RTL

id .)(, −=−=J  .   2.37. 

Uwaga: współczynnik  Lii  ma obecnie wymiar:  mol2 J-1 m-1 s-1. 

 Według klasycznego ujęcia fenomenologicznego (nie uwzględniającego sprzężeń po-

między składnikami, przepływ składnika przedstawia się jako iloczyn bodźca - jest nim ujem-

ny gradient potencjału chemicznego, stężenia oraz wielkości  u  charakterystycznej dla danego 

składnika (w rozpatrywanym układzie), nazywanej ruchliwością. Reprezentuje ona przepływ 

składnika w danym układzie przy jednostkowym stężeniu i jednostkowym gradiencie poten-

cjału chemicznego. 

i

(Można sugerować stosowanie nazwy: ruchliwość dyfuzyjna u  dla odróżnienia od podobnie 

definiowanej ruchliwości jonów elektrolitu w polu elektrycznym Ui , którą należałoby nazy-

wać ruchliwością elektryczną.) 

i

 Wobec powyższego przepływ składnika jest przedstawiany równaniem: 

    Tiiimoli gradcu )()(, μ−=J  .    2.38. 

Po podstawieniu wyrażenia reprezentującego gradient potencjału chemicznego, np. wg  2.36  

przepływ   przyjmuje prostą postać: J i

     .    2.39. J i mol i iu RT grad c,( ) = −

Porównując z kolei ostatnie równanie z już podanym równaniem Ficka ( 2.37) można sformu-

łować wyrażenie reprezentujące współzależność ruchliwości i współczynnika dyfuzji składni-

ka w danym układzie: 

           ,      2.40. RTuD iiid
=

przy czym   .  u L ci i= 11 /

J K mol− −1 1 2 1,  temperatury  K  a współczynnika dyfuzji: m sJednostką stałej gazowej jest − , 

zatem wg 2.40 jednostką ruchliwości dyfuzyjnej  u  jest  mi s J mol2 1 1− . −

 Równanie 2.40 jest nazywane relacją Nernsta - Einsteina. 
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 Warto zauważyć, że w układzie charakteryzującym się niejednorodnością stężenia 

składnika tylko w jednym kierunku, np. x  grad ci  redukuje się do pochodnej stężenia po tym 

kierunku i r.2.39 sprowadza się do klasycznej postaci równania I-go prawa Ficka: 

    
x
cDJ i

ii ∂
∂

−=       .      2.41. 

2.2.2.3. Przepływ składnika pod wpływem pola elektrycznego - migracja jonów 

 W przypadku składników posiadających ładunki elektryczne znacznie częściej niż z 

ruchliwością składnika  spotykamy się z tzw. ruchliwością elektryczną  ui Ui  . Reprezentuje 

ona mobilność takiego składnika w polu o jednostkowym gradiencie potencjału elektrycznego 

i jednostkowym stężeniu. Jest zatem wielkością charakteryzującą zdolność danego składnika 

(np. jonu, cząstki koloidalnej, cząsteczki polielektrolitu) do przenoszenia ładunku elektryczne-

go, czyli do tzw. migracji. 

 Bodziec termodynamiczny migracji jest ujemnym gradientem izotermicznego potencja-

łu elektrochemicznego, co wynika bezpośrednio z już poznanej ogólnej postaci bodźca  

przepływów dyfuzyjnych (2.5)  po przyjęciu, że Fi iz F grad= − Ψ  i zastosowaniu molowego 

potencjału chemicznego. Mianowicie: 

   Xi i T i T igrad grad z F grad' ( ~ ) ( )= − = − −μ μ Ψ    2.42. 

gdzie: ~μ i  oznacza molowy potencjał elektrochemiczny składnika, μi  - molowy potencjał chemiczny,   

  - wartościowość,    oraz    -  potencjał elektryczny. zi Ψ

 W układzie izotermiczno izobarycznym, jednorodnym względem aktywności składni-

ków, bodziec przepływu migracyjnego przyjmuje postać: 

     .    2.43. X i migr iz F grad'
. = − Ψ

 Przepływ migracyjny, a ściśle przepływ dyfuzyjny pod wpływem pola elektrycznego 

możemy obecnie zapisać w postaci równania analogicznego do  2.38 , mianowicie: 

    J i migr i i iu c z F grad. = − Ψ       .    2.44. 

Równanie  2.44 można również zapisać formalnie jako: 

    J i migr i iU c grad. = − Ψ  ,    2.45. 

gdzie:    U u z Fi i i=        2.46. 
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nosi nazwę ruchliwości elektrycznej składnika. Jest ona liczbowo równa przepływowi 

składnika posiadającego ładunek  w polu o jednostkowym gradiencie potencjału elek-

trycznego i jednostkowym stężeniu. 

z Fi

 Jednostką ruchliwości elektrycznej jest:  m V  . Wobec powyższego, równanie 

2.40 można przedstawić w postaci wiążącej ruchliwość elektryczną ze współczynnikiem dyfu-

zji składnika jonowego (tzw. relacja Nernsta - Einsteina) jako: 

s2 1 1− −

    
Fz

U
RT
D

i

ii =       .      2.47. 

2.2.3.   DYFUZJA  W  CIĄGŁYCH  IZOTERMICZNYCH  UKŁADACH  WIELO-

SKŁADNIKOWYCH  

 Ograniczymy się do układów bez sił zewnętrznych i bez gradientu ciśnienia, złożonych 

ze składników niejonowych. 

Ogólne równanie przepływu dyfuzyjnego składnika niejonowego i  w takich układach ( przy 

bodźcach jak w  2.5  i  2.6)  ma postać: 

       ,    2.48. (J Xi ij
j

n

j nL= −
−

∑
1

' ' )X

w której:    X j grad'
,(= − μ j T p)       2.49. 

oraz :    ( ) ,grad
y

grad yj T p
j

kk

n

kμ
∂μ
∂

=
−

∑
1

     ,   2.50. 

przy czym  yk  oznaczają ułamki masowe. 

Po podstawieniu równania  2.50  i  2.49  do  2.48 otrzymujemy: 

    J i ij
k

n
j n

kj

n

kL
y

grad y= −
−⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

−−

∑∑
11 ∂ μ μ

∂
( )

 .  2.51. 

Wyrażenie: L
yij

j n

kk

n 11

ρ
∂ μ μ

∂
( )−⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

−

∑  jest nazywane uogólnionym współczynnikiem dyfuzji 

oznaczanym przez .  Dik

Wobec tego równanie 2.51 sprowadza się do tzw. uogólnionego równania dyfuzji Ficka o 

postaci: 

     .    2.52. J i ik
k

n

kD grad y= −
−

∑
1

ρ
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 Z ostatniego równania wynika interesujący wniosek. Ponieważ przepływ dyfuzyjny 

każdego składnika zależy od gradientów stężeń wszystkich składników obecnych w układzie, 

zatem przepływ określonego składnika może zachodzić nawet w przypadku, gdy jego stężenie 

jest w całym układzie jednakowe, byle tylko stężenia innych składników były zróżnicowane. 

2.3. PROCESY  PRZEWODZENIA  CIEPŁA  W  UKŁADACH  CIĄGŁYCH 

 W ciągłych układach nieizotermicznych obserwuje się przede wszystkim przewodnic-

two cieplne niwelujące niejednorodność pola temperatury. Istnieją w nich również efekty 

sprzężone, polegające na sprzęganiu się przepływu ciepła z przepływami dyfuzyjnymi skład-

ników. Efekty takie, w układach będących roztworami elektrolitów, wywołują powstawanie 

potencjału termodyfuzyjnego, a w metalach i półprzewodnikach - zjawisk termoelektrycznych. 

2.3.1.   UKŁADY  ZAWIERAJĄCE  CZĄSTECZKI  OBOJĘTNE 

 W układach jednoskładnikowych sytuacja jest wyjątkowo prosta. Istnieje w nich bo-

wiem tylko bodziec przepływu ciepła    wywołujący przepływ ciepła: Xq

Xq      .     2.53. J q qqL=

Bodziec przepływu ciepła (1.97a) jest definiowany jako: 

    Xq

grad T
T

= −   .     2.54. 

Stąd przepływ ciepła: 

    J q qq oL
T

grad T grad T= − = −
1 λ    2.55. 

gdzie:  λo   jest współczynnikiem przewodnictwa cieplnego. 

 Ostatni wzór ma postać równania Fouriera na przewodnictwo cieplne. Współczynnik 

λo   jest wielkością skalarną w układach izotropowych, natomiast w anizotropowych ma cha-

rakter tensora (a dokładniej - tensora drugiego rzędu). 

 W układach dwuskładnikowych, obok przepływu ciepła występują dyfuzyjne przepły-

wy składników. Odpowiednie równania fenomenologiczne są następujące: 

a) Przepływ dyfuzyjny, np. składnika  1     

     .   2.56. ( )J X X1 11 1 2 1= − +L q q
' ' XL
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(Wystarczy napisać tylko to jedno równanie, gdyż jak wiemy, przy zewnętrznym układzie od-

niesienia przepływu składników, jedynie przepływ jednego ze składników jest wielkością nie-

zależną  i  ). J J1 2= −

Xq

b) Przepływ ciepła: 

     .             2.57. ( )J X Xq q qqL L= − +1 1 2
' '

Poszczególne symbole w równaniach  2.56  i  2.57  oznaczają: 

   oraz    - bodźce termodynamiczne przepływu dyfuzyjnego składników  1  i  2, X1
' X2

'

    -  bodziec przepływu ciepła, Xq

     -  współczynniki fenomenologiczne. Lij

 (Wg relacji przemienności Onsagera  L Lq q1 1=  .) 

 Wprowadzimy obecnie następujące podstawienie: 

     L L Qq1 11 1= *   ,    2.58. 

w którym  Q  nosi nazwę właściwego ciepła przenoszenia składnika   1 . 1
*

Wobec tego równania  2.56  i  2.57 przybierają postać: 

        2.59. ( )[J X X1 11 1 2 1= − +L q
' ' * ]XQ

oraz    ( )J X Xq L Q L= − +11 1 1 2
* ' ' Xqq q

)

1

 .   2.60. 

Uzasadnienie nazwy współczynnika  Q  : 1
*

 Przy założeniu, że układ jest jednorodny względem temperatury, ( )  równania  

2.59  i  2.60 sprowadzają się do: 

Xq = 0

     .     2.62. (J X X1 11 1 2= −L ' '

Z kolei po podstawieniu równania  2.61 do  2.62 otrzymujemy: 

    (  .     2.63. ) *J Jq Xq
Q= =0 1

 Z ostatniego równania wynika, że: właściwe ciepło przenoszenia składnika jest prze-

pływem ciepła (tzn. energii wewnętrznej) wywoływanym przez jednostkowy przepływ dyfu-

zyjny składnika, w układzie izotermicznym, tzn. bez udziału bodźca przepływu ciepła 

(  przy , oraz ). Q q1
* = J J1 1= Xq = 0

 Wielkość  (według równania 2.63) reprezentuje zatem przepływ ciepła wywo-

ływany sprzęganiem się przepływu dyfuzyjnego z przepływem ciepła. Jest on nazywany efek-

( )J q Xq =0
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tem Dufoura.  (W układzie zawierającym wodór i azot efekt ten prowadzi do ustalenia się 

kilkustopniowej różnicy temperatur. W układach ciekłych efekt jest ~1000 mniejszy, dlatego 

nie został dotąd zaobserwowany.) 

 Jak wykażemy niżej, przeciwstawnym zjawiskiem krzyżowym jest tzw. efekt Soreta 

nazywany również termodyfuzją. Reprezentuje on bowiem przepływ składnika wywołany 

jedynie gradientem temperatury. Poniżej zostaną przedstawione zależności ilościowe opisujące 

obydwa efekty: 

W tym celu należy sformułować wpierw wyrażenia reprezentujące bodźce: 

a) przepływ ciepła (wg  2.54) 

    Xq T
grad T= −

1            oraz    2.64. 

b) przepływ dyfuzyjny (wg 2.28 przy założeniu, że układ jest izobaryczny i nie działają siły 

zewnętrzne):  

   X X1 2
1 1 2

1

1
11' ' ln

ln
− = − +

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

RT
M y y

f
y

grady
∂
∂

      .   2.65. 

Po podstawieniu  2.64 i 2.65  do  2.59 i 2.60 otrzymujemy: 

   J1
11

1 1 2

1

1
1

11 11= − +
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ −

RTL
M y y

f
y

grady
L Q

T
grad T

∂
∂

ln
ln

*

  2.66. 

oraz    J q
qqQ RT L

M y y
f
y

grady
L
T

grad T= − +
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ −1 11

1 1 2

1

1
11

* ln
ln

∂
∂

     . 2.67. 

Ostatnie dwa równania uzyskują bardzo prostą formę po wprowadzeniu następujących ozna-

czeń: 

a) 
L
T
qq

o= λ   nazywane współczynnikiem przewodnictwa cieplnego analogicznie do 

 2.57  i  2.62,   

b) 
RT L
M y y

f
y

D11

1 1 2

1

1
1

1 1
ρ

∂
∂

+
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =

ln
ln

, -  współczynnik dyfuzji składnika  1 (wg 2.34),  

c) 
L Q
T y y

D11 1

1 2
1

*
*=  ,   nazywany współczynnikiem termodyfuzji. 

Zatem ostateczna postać równań przepływu składników i ciepła jest następująca: 
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           2.68.

            efekt Soreta 

J1 1 1 1 1 2= − −D grad y D y y grad Tρ *

oraz       .   2.69. J q oD Q grad y grad T= − −1 1 1ρ λ*

    efekt Dufoura 

  Drugi składnik równania 2.68 reprezentuje efekt krzyżowy, nazywany termodyfuzją, 

natomiast pierwszy składnik równania  2.69 reprezentuje efekt Dufoura: 

Wobec powyższego: 

  efekt Soreta      ≡ −        2.70. D y y grad T1 1 2
*

oraz  efekt Dufoura      .     2.71. ≡ −D Q grad y1 1ρ *
1

 Termodyfuzję można zdefiniować w podobny sposób jak ciepło przenoszenia. Zakłada-

jąc, że układ jest jednorodny względem stężeń, czyli grad y1 0= , równania 2.66 i 2.67  spro-

wadzają się do: 

    J1
11 1= −

L Q
T

grad T
*

     2.72. 

oraz    J q
qqL

T
grad T= −            .     2.73. 

Podstawienie równania  2.73 do 2.72 prowadzi do wyrażenia: 

    J1
11

1=
L
L

Q
qq

q
*J  ,     2.74. 

przy  grad . y1 0=

Definiuje ono termodyfuzję jako przepływ dyfuzyjny składnika wywołany jedynie jednostko-

wym przepływem ciepła  (  przy J1 1 11= Q L Lqq
* / J q = 1). 

 Rozpatrzmy obecnie specyficzny stan układu, jaki powstaje przy ustalonym gradiencie 

temperatury i dojściu układu do stanu stacjonarnego. Jak wiadomo, w stanie stacjonarnym 

wszystkie przepływy sprzężone, tzn. nie skoniugowane z bodźcem wywołującym stan stacjo-

narny, są równe zeru. W rozpatrywanym układzie zerową wartość przyjmuje zatem przepływ 

składnika 1,  tzn.:  . J1 0=

Stąd, wg  2.68: 

        2.75. D grad y D y y grad T1 1 1 1 2ρ = − *
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oraz    grad y
D
D

y grad Tln
*

1
1

1
2= −

ρ
            2.76. 

albo    
D
D

grad y
y grad T

S T1

1

1

2
1

* ln
= − =

ρ
       .    2.77. 

Ostatnie równanie definiuje tzw. współczynnik Soreta. 

 Równanie  2.76 wyraża (maksymalny) gradient ułamka masowego składnika, jaki usta-

li się w układzie nieizotermicznym przy ustalonym gradiencie temperatury.  

 Wartość ustalającego się gradientu stężenia reprezentuje więc charakterystyczną, nie-

jednorodną pod względem stężeń, strukturę układu stacjonarnego. Istnieje ona tak długo, jak 

długo będzie utrzymywana stała wartość  . Po wyrównaniu temperatury układ ulegnie 

samorzutnej zmianie polegającej na wyrównaniu stężenia. 

grad T

2.3.2.   UKŁADY ZAWIERAJĄCE ROZTWORY ELEKTROLITÓW 

 Obiektem rozważań będzie obecnie trójskładnikowy układ izotermiczno izobaryczny, 

złożony z elektrolitu binarnego i rozpuszczalnika.  Zakłada się, że na układ działa jedynie pole 

elektrostatyczne. Poszczególne składniki układu są oznaczane jako: 1 - kation; 2 - anion; 0 - 

rozpuszczalnik. Jako szybkość odniesienia ruchu jonów przyjmuję się średnią szybkość ruchu 

rozpuszczalnika. (Przy tak wybranej szybkości odniesienia  J 0 0= ). 

 Celem jest określenie wielkości poszczególnych współczynników fenomenologicznych 

i poznanie relacji wiążącej gradient stężeń i gradient potencjału elektrycznego. Zakładamy 

przy tym, że sprzężenia pomiędzy jonami i rozpuszczalnikiem można pominąć. 

 Równania fenomenologiczne przepływu jonów mogą być zatem przedstawione jako: 

       2.78. J X X X X1 11 1 0 12 2 0= − + −L L( ) (' ' ' ' )

X )oraz    .   2.79. J X X X2 12 1 0 22 2 0= − + −L L( ) (' ' ' '

W równaniach uwzględniono relację Onsagera o równości współczynników niediagonalnych. 

 Bodźce termodynamiczne przepływu dyfuzyjnego jonów (wg 2.28) przy uwzględnieniu 

sił pola elektrycznego: Fi ie grad= − Ψ , gdzie Ψ  oznacza potencjał pola, mają postać ( uwa-

ga: F ,  gdyż  o = 0 eo = 0   oraz  ): grad p = 0

  ( )
ln
ln

' 'X Xi o
i i o

i

i
i i

RT
M y y

f
y

grad y e grad− = − +
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ −1

∂
∂

Ψ         ,  2.80. 
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gdzie:  i = 1, 2   numeruje składniki jonowe. 

 Jeśli zależność współczynnika aktywności   od stężenia można pominąć (co jest 

słuszne w roztworach rozcieńczonych), to  2.80 upraszcza się do:  

fi

   ( )' 'X Xi o
i i o

i i
RT

M y y
grad y e grad− = − − Ψ  .  2.81. 

Po wprowadzeniu współczynnika dyfuzji (dla mieszanin idealnych) wg  2.34: 

    D RT
M y y

Li
i i o

iiid .
=

ρ
  ,            2.82. 

otrzymujemy następujące równanie określające przepływ składnika  i : 

J i ii
i

ii
i i ij

j

jj
j jL

D
L

grad y e grad L
D
L

grad y e gradid id= − +
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ − +

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ρ ψ ρ. . ψ

r

    .        2.83. 

 Z ostatniego równania wynika, że przepływ jonów w roztworze jest złożony z części 

wywołanej przez gradienty stężeń oraz z części wywołanych przez gradient potencjału elek-

trycznego. Poszczególne udziały w całkowitym strumieniu danego jonu noszą nazwę strumie-

nia dyfuzyjnego i migracyjnego. Obydwa są wywoływane odpowiednio, stężeniową i poten-

cjałową składową bodźca przepływu.  

Zatem:          J J Ji dyf mig= +. .   .   2.84. 

 Warto w tym miejscu zaznaczyć, że w roztworach o rozcieńczeniu nieskończenie wiel-

kim oraz przy  Lij = 0 przepływ składnika zależy tylko od jego ładunku oraz gradientu jego 

stężenia i potencjału elektrycznego (prawo niezależnej wędrówki jonów). 

 Doświadczalne wyznaczanie współczynnika dyfuzji jonów    w roztworze wymaga-

łoby również wyznaczenia prądu migracyjnego  . Można jednak tego uniknąć wyznacza-

jąc   w pomiarze tzw. samodyfuzji.  

Di

Imigr .

Di

 Samodyfuzja charakteryzuje zdolność składnika do przemieszczania się w roztworze 

jednorodnym, w którym wzajemne sprzęganie się składników może być pominięte. Samody-

fuzja charakteryzuje więc ruchliwość składnika w warunkach, gdy nie ma różnicy stężeń, a siłą 

napędową ruchu jonów jest tylko energia ruchów kinetycznych. Przemieszczanie się jonów w 

takich warunkach można obserwować, gdy pewną liczbę rozpatrywanych jonów zastąpimy ich 

izotopem promieniotwórczym wprowadzonym tak, że powstanie określony gradient stężenia 

tego izotopu. Przyjmujemy przy tym, że jon i jego izotop mają identyczne właściwości, przy-

najmniej w obserwowanych ruchach dyfuzyjnych. 
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 Wobec powyższego, przepływ izotopu składnika  "i"  wywołany przez gradient jego 

stężenia można przedstawić równaniem: 

      ,    2.85. ***
iii ygradD ρ−=J

gdzie   oznacza współczynnik samodyfuzji. *
iD

 Na podstawie oznaczeń zmian stężenia izotopu w układzie oraz pomiaru przepływu 

można zatem obliczyć współczynnik dyfuzji izotopu danego jonu, identyczny z współczynni-

kiem samodyfuzji jonów   i w układzie. 

 W układach wybranych do pomiaru współczynników samodyfuzji , zatem 

(zgodnie z 2.82 i 2.83) przepływy poszczególnych jonów można przedstawić równaniami: 

grad Ψ = 0

    J1
1 1

11 1= −
RT

M y y
L grad y

o

  ,   2.86. 

oraz     J 2
2 2

22 2= −
RT

M y y
L grad y

o

  .   2.87. 

Wobec powyższego, z porównania 2.82  i  2.85, przy podanym już zastrzeżeniu o identycz-

nych właściwościach transportowych izotopów wynika, że 

 *
1

11
11 D

RT
yyML o ρ=   oraz  *

2
22

22 D
RT

yyML o ρ=   . 2.88. 

Wartości obydwu diagonalnych współczynników fenomenologicznych można zatem obliczyć, 

znając wartości współczynników samodyfuzji obydwu jonów. 

 Niezbędne jest jeszcze ustalenie równania pozwalającego na obliczenie współczynni-

ków krzyżowych, a właściwie tylko jednego, np.  , gdyż  L12 L L12 21=  .W tym celu zauważmy, 

że strumień ładunku elektrycznego utworzony z udziałów wnoszonych przez obydwa jony: 

    I J J= +e e1 1 2 2       2.89. 

jest równy iloczynowi właściwego przewodnictwa elektrycznego roztworu  κ    i gradientu 

potencjału elektrycznego  . Zatem: grad Ψ

    I = −κ grad Ψ  .     2.90. 

Z  2.89  i  2.90 wynika, że: 

    κ = −
+e e

grad
1 1 2 2J J

Ψ
 .     2.91. 

Jak wiadomo, przewodnictwo właściwe roztworu jest właściwością roztworu jednorodnego 

względem stężeń, ( w którym  grad  ).  Stąd według  2.84: yi = 0
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    oraz  J1 1migr . = J JJ 2 2migr . =   ,  2.92. 

gdyż przepływy jonów odbywają się jedynie pod wpływem  grad Ψ . 

 Wobec powyższego, wg 2.83 przepływ obydwu jonów można przedstawić równaniami:

   J1 11 1 12 2= − −L e grad L e gradΨ Ψ     2.93. 

oraz   J 2 12 1 22 2= − −L e grad L e gradΨ Ψ      .   2.94. 

Stąd, wg. 2.91: 

    κ = + +e L e e L e L1
2

11 1 2 12 2
2

222          .    2.95. 

Po podstawieniu współczynników diagonalnych, wg 2.88 i odpowiednich przekształceniach 

można otrzymać następujące wyrażenie: 

  ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−−=

RT
yyMeD

RT
yyMeD

ee
L oo 122

2
*
2

112
1

*
1

21
12 2

1 ρρκ        .  2.96. 

 Otrzymaliśmy zatem równanie pozwalające na obliczanie trzeciego, niediagonalnego 

współczynnika fenomenologicznego, który reprezentuje oddziaływania pomiędzy przepływa-

mi obydwu rodzajów jonów. 

 Problematyka procesów i właściwości transportowych w roztworach elektrolitów jest 

bardzo obszerna. Zwłaszcza istotne jest poznanie wzajemnych relacji pomiędzy współczynni-

kami fenomenologicznymi a takimi właściwościami jak molowe przewodnictwo jonowe, licz-

by przenoszenia, współczynniki dyfuzji w jak najszerszym zakresie stężeń [18-20]. Interesują-

ce jest porównanie opisu termodynamicznego, za pomocą współczynników fenomenologicz-

nych z klasyczną teorią przewodnictwa elektrolitów mocnych i jej rozszerzeniami [21], np. 

wyjaśnienie efektów elektroforetycznego i relaksacyjnego, tworzenia asocjatów jonowych, 

solwatacji i kompleksów solwatacyjnych  [18]. 

 Na zakończenie warto przytoczyć wniosek Millera [19], że interpretacja właściwości 

współczynników fenomenologicznych, zwłaszcza współczynników krzyżowych, pozwala na 

bardziej wnikliwą interpretację stanu i właściwości transportowych jonów w roztworach niż 

opisy oparte jedynie na analizie klasycznych wielkości eksperymentalnych. 

2.3.3.   POTENCJAŁ  DYFUZYJNY  W  ROZTWORZE  ELEKTROLITU 

 Jak wiadomo, dyfuzja polega na indywidualnych ruchach kinetycznych pojedynczych 

składników zgodnie z kierunkiem (lokalnego) wektora: −grad ci . W przypadku elektrolitu 
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mocnego dyfuzja polega na przemieszczaniu się poszczególnych jonów (dysocjacja jest bo-

wiem całkowita). Kationy i aniony elektrolitu charakteryzują się jednak różnymi ruchliwo-

ściami, co stwarza tendencje do wyprzedzania jonów "wolniejszych" przez "szybsze". Pomimo 

tego, w makroskopowo rozróżnialnych elementach objętości, nie dochodzi do separacji tych 

jonów. Podlegają one bowiem silnym oddziaływaniom elektrostatycznym, które wywołują 

istnienie lokalnych gradientów potencjału elektrycznego, nie pozwalającego na zbytnie odda-

lanie się kationów i anionów. Jony szybsze są wstrzymywane, a wolniejsze przyspieszane tak, 

że dyfuzyjny strumień elektrolitu składa się ze stechiometrycznej liczby anionów i kationów, a 

w poszczególnych elementach objętości roztworu jest zachowany warunek elektroobojętności. 

Wymienione gradienty potencjału, warunkujące "stechiometryczną" dyfuzję elektrolitu noszą 

nazwę potencjału dyfuzyjnego elektrolitu.     

 Ustalimy obecnie wielkość tego potencjału w zależności od wywołującego go bodźca 

dyfuzji elektrolitu, tzn. od gradientu stężenia jonów w roztworze. 

 W tym celu zdefiniujemy wpierw liczby przenoszenia (elektryczne) kationów i anio-

nów w danym roztworze. Zgodnie z definicją, liczba przenoszenia jonu reprezentuje wielkość 

prądu elektrycznego (zatem również ładunku) przeniesionego przez dany rodzaj jonów, w sto-

sunku do wartości prądu przeniesionego przez wszystkie jony obecne w roztworze. Jeżeli za-

tem prąd całkowity przedstawimy równaniem  2.89, to liczby przenoszenia są wyrażane przez: 

   t
e

I1
1 1=
J

 oraz  t
e

I2
2 2=
J

 ,   2.97. 

przy czym:    t t1 2 1+ =  .     2.98. 

Podstawiając równania 2.93  i  2.94 oraz  2.90 do 2.97 otrzymujemy: 

    t
e L e e L

1
1
2

11 1 2 12=
+
κ

      2.99. 

oraz     t
e L e e L

2
2
2

22 1 2 12=
+
κ

  .             2.100. 

 Jak już stwierdziliśmy dyfuzja elektrolitu odbywa się z zachowaniem elektroobojętno-

ści, co oznacza, że wartości bezwzględne ładunków przenoszone (w jednostce czasu) przez 

jony dodatnie i ujemne są sobie równe, a suma przeniesionych ładunków jest równa zeru. 

Oznacza to, że również: 

    I J J= + =e e1 1 2 2 0   .            2.101. 
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Stąd, po podstawieniu przepływów molowych   oraz  , w których bodźce termodyna-

miczne zostaną wyrażone równaniami  2.80 bez wyrazów aktywnościowych i po pewnym upo-

rządkowaniu otrzymuje się następujące wyrażenie: 

J1 J 2

− = +
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ + +

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

κ grad RT
e L

M y y
e L

M y y
grad y

e L
M y y

e L
M y y

grad y
o o o o

Ψ 1 11

1 1

1 12

1 1
1

2 22

2 2

2 12

2 2
2  .  2.102. 

Dalszy tok wyprowadzenia wyrażenia definiującego gradΨ  polega na przekształceniach tego 

równania. W tym celu zauważmy, że  

 a) do każdego ze składników prawej strony równania  2.102 można wprowadzić roz-

szerzenie  e ei i  , uzyskując w mianownikach iloczyny  / M ei i  równe ładunkom molowym da-

nego jonu. Ładunki te przedstawia się zwykle jako iloczyny wartościowości jonu i ładunku F  

(stała Faradaya), tzn. , z Fi

 b) wielkości  oraz y  są ułamkami masowymi jonów tego samego elektrolitu i stąd 

spełniają warunek elektroobojętności. Można zatem napisać: 

y1 2

   oraz  e grad y e grad y1 1 2= − 2 y e y e1 1 2 2= −         .          2.103. 

Wynika stąd, że: 

   grad y z
z

grad y y
y

grad y2
1

2
1

2

1
1= − =   .          2.104. 

Po wprowadzeniu ładunków molowych  i  oraz zastąpieniu  przez wyrażenie  

2.104 stwierdzamy, że:  

z F1 z F2 grad y2

 − = + + +
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟κ ψgrad RT

y y
e L
z F

e e L
z F

e L
z F

e e L
z F

grad y
o1

1
2

11

1

1 2 12

1

2
2

22

2

1 2 12

2
1  .          2.105. 

Podzielenie ostatniego równania przez κ   i uwzględnienie definicji liczb przenoszenia (według  

2.99  i  2.100)  prowadzi do poszukiwanej relacji: 

   grad RT
y y F

t
z

t
z

grad y
o

ψ = − +
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

1

1

1

2

2
1   .           2.106. 

Wiąże ona lokalny gradient stężenia z lokalnym gradientem potencjału elektrycznego, tzn. z 

potencjałem dyfuzyjnym elektrolitu. 

 Równanie 2.106 zastosowane do elektrolitu binarnego ( z1 z2= − ), ma postać: 

   ( )grad RT
z y y F

t t grad y
o

ψ = − −
1 1

1 2 1   .           2.107. 
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 Według otrzymanych relacji potencjał dyfuzyjny powstaje jedynie w przypadku dyfuzji 

jonów różniących się liczbami przenoszenia, tzn. różniących się ruchliwościami (a wg relacji 

Nernsta - Einsteina – również współczynnikami dyfuzji).  

 Warto w tym miejscu zwrócić uwagę na to, że gdy zbudujemy układ, w którym jony 

dodatnie i ujemne (szybsze i wolniejsze) "ustawią się", np. po obydwu stronach powierzchni 

granicznej, to utworzy się tam pewnego rodzaju naładowany kondensator o potencjale propor-

cjonalnym do różnicy stężeń i wartości liczb przenoszenia jonów. Sytuacja taka powstaje na 

styku dwóch roztworów elektrolitu różniących się stężeniem, poprzez którą przebiega proces 

dyfuzji. (Obydwa graniczące ze sobą roztwory stanowią wtedy układ nieciągły.) Na granicy 

faz powstaje wtedy dyfuzyjny potencjał międzyfazowy, w przypadku granicy dwóch faz cie-

kłych, nazywany zwykle potencjałem dyfuzyjnym. (Opis takich układów został zamieszczony 

w rozdziale  3.1.1.) 
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3. PROCESY  TRANSPORTU  W  UKŁADACH  NIECIĄGŁYCH 

 Omawianie układów nieciągłych będzie ograniczone do najprostszych układów, złożo-

nych z dwóch jednorodnych faz, oddzielonych granicą nieciągłości. Granicę taką mogą stano-

wić: porowata przegroda, membrana, kapilara, nawet mały otwór. Winna ona umożliwiać wy-

mianę energii i masy. Podukłady są więc względem siebie otwarte. Obie fazy układów niecią-

głych są jednorodne (zapewnia się to przez bardzo dobre mieszanie), co oznacza, że nie istnie-

ją w nich gradienty wielkości intensywnych: temperatury, ciśnienia i stężeń składników. Jeśli 

jednak wartości tych parametrów w obydwu podukładach są różne, to na styku podukładów 

występują skokowe, nieciągłe różnice wartości tych parametrów. Istnieją tam zatem bodźce 

dla nieodwracalnych, samorzutnych procesów przenoszenia energii i masy. Z uwagi na zasad-

niczą różnicę pomiędzy tymi wielkościami a ich odpowiednikami w układach ciągłych, tenso-

rowy charakter wielkości nie będzie zaznaczany. Poza tym w definicjach bodźców i przepły-

wów zamiast wielkości odnoszonych do jednostki masy, czyli właściwych (potencjały che-

miczne, elektrochemiczne, przepływy), będą stosowane wielkości molowe.  

3.1. UKŁADY  IZOTERMICZNE 

3.1.1.   DYFUZYJNY POTENCJAŁ MIĘDZYFAZOWY 

 Rozpatrzymy układ złożony z dwóch jednorodnych faz ciekłych, jakimi są roztwory 

tego samego mocnego elektrolitu binarnego o różnym stężeniu. Układ jest poza tym izoter-

miczny i izobaryczny. Granicę nieciągłości stanowi porowata membrana, w której na skutek 

dyfuzji elektrolitu pomiędzy podukładami ustali się określona różnica potencjału. 

 Źródło entropii procesów dyfuzji w układach nieciągłych (według 1.112) składa się z 

udziałów wnoszonych przez dyfuzje poszczególnych składników, tzn.  

              ,       3.1. Σ D i
i

n

iJ X= ∑

gdzie:  i = 1,2, ..n  numeruje składniki, natomiast 

   oraz    oznaczają przepływy i bodźce ( w jednostkach molowych). Ji Xi

Bodziec termodynamiczny dyfuzji poszczególnych składników (wg 1.111b) można przedsta-

wić jako: 

   X
T T T

Ti
i i i= − ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

= − +Δ
Δ

Δ
~ ~ ~μ μ μ

2      ,     3.2 
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gdzie:    oznacza molowy potencjał elektrochemiczny. ~μ i

 Po uwzględnieniu zastrzeżenia o izotermiczności układu i rozbiciu potencjału elektro-

chemicznego na sumę potencjału chemicznego μi   i części elektrochemicznej  wyra-

żenie definiujące bodziec   przyjmuje postać:  

z Fi ΔΨ

Xi

   ( )X
T

z Fi i i= − +
1

Δ Δμ ψ

X

     .      3.3. 

 Równanie fenomenologiczne przepływu składnika i równe sumie liniowych udziałów 

pochodzących od poszczególnych bodźców ma postać: 

           ,       3.4. J Li ik
k

n

k= ∑

gdzie: k = 1,2, i,..n   numeruje składniki. 

Po podstawieniu  3.3  do  3.4 można stwierdzić, że: 

   ( )J L
T

z Fi ik
k

n

k k= − +∑ 1
Δ Δμ ψ             .      3.5. 

 Równania fenomenologiczne dla poszczególnych składników: kationu (1), anionu (2) i 

wody (3) tworzą następujący układ: 

 ( ) ( )[ ]J
T

L z F L z F L1 11 1 1 12 2 2 13
1

= − + + + +Δμ Δψ Δμ Δψ Δμ 3   ,  3.6. 

 ( ) ( )[ ]J
T

L z F L z F L2 12 1 1 22 2 2 23
1

= − + + + +Δμ Δψ Δμ Δψ Δμ 3  ,  3.7. 

 ( ) ( )[ ]J
T

L z F L z F L3 13 1 1 22 2 2 33
1

= − + + + +Δμ Δψ Δμ Δψ Δμ 3       .    3.8. 

 Jak wiadomo, istotą przepływu dyfuzyjnego elektrolitu jest zachowywanie warunku 

elektroobojętności. Oznacza to, że sumaryczny przepływ ładunków jonów dodatnich i ujem-

nych (tzn. natężenie prądu elektrycznego) jest równy zeru. Zatem analogicznie do warunku  

2.100: 

0

Δμ

 .     3.9.     I z FJ z FJ= + =1 1 2 2

Podstawienie 3.6  i  3.7 do powyższego warunku i uporządkowanie wyrazów prowadzi do na-

stępującego wyrażenia wiążącego różnicę potencjałów po obydwu stronach membrany z róż-

nicami potencjałów chemicznych: 

         .   3.10. 
( )
( ) ( ) ( )[ ]

F z L z z L z L

F z L z L z L z L z L z L

2
1
2

11 1 2 12 2
2

22

1 11 2 12 1 1 12 2 22 2 1 13 2 23 3

2+ + =

− + + + + +

Δ

Δ Δ

ψ

μ μ
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 Równanie powyższe przyjmuje prostą postać po wprowadzeniu liczb przenoszenia 

(elektrycznych) zdefiniowanych jako: 

 t z FJ
I1

1 1=  ,  t z FJ
I2

2 2=  ,  t J
I3

3=   . 3.11. 

Uwaga: Liczby    oraz   są bezwymiarowe, natomiast    jest wyrażane w  mol A-1 s-1.   t1 t2 t3

 Pierwsze dwie liczby reprezentują już poznane liczby przenoszenia jonów, trzecia zaś 

jest masową liczbą przenoszenia wody w trakcie przepływu prądu elektrycznego. Jest zatem 

miarą strumienia wody przenoszonej przez migrujące aniony i kationy. Przenoszenie jonów i 

wody odbywa się w membranie odgraniczającej obydwa roztwory zewnętrzne, stąd wyżej 

przedstawione liczby przenoszenia są w istocie liczbami przenoszenia w membranie. Stanowią 

zatem wielkości służące do charakterystyki membrany w danym układzie, np. do oznaczania 

selektywności jonowej membrany.  

 Pamiętamy, że liczby przenoszenia charakteryzują właściwości składników w układach 

izotermiczno - izobarycznych, jednorodnych względem stężeń. W takich układach:  Δμ1 0= , 

Δμ2 0=  oraz  Δμ3 0= . Stąd, podstawienie przepływów składników (3.6, 3.7, 3.8), z uwzględ-

nieniem powyższych warunków, pozwala na przedstawienie zdefiniowanych wyżej liczb prze-

noszenia za pomocą następujących wyrażeń: 

   t
L z L z z

L z L z z L z1
11 1

2
12 2 1

11 1
2

12 1 2 22 2
22

=
+

+ +
 ,            3.12a. 

   t
L z L z z

L z L z z L z2
22 2

2
12 2 1

11 1
2

12 1 2 22 2
22

=
+

+ +
 ,            3.12b. 

   t
F

L z L z
L z L z z L z3

13 1 23 2

11 1
2

12 1 2 22 2
2

1
2

=
+

+ +
 .            3.12c. 

Z kolei podstawienie tych wyrażeń do równania 3.10 ( i proste przekształcenie) prowadzi do 

równania: 

   Δψ Δμ Δμ Δμ= − + +
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

1 1

1
1

2

2
2 3 3F

t
z

t
z

t F  .             3.13. 

 Ostatnie równanie, definiujące potencjał dyfuzyjny na granicy podziału układu niecią-

głego, można również przedstawić w następującej postaci: 

   Δψ = − ∑RT t a
ai

i II

i I

* ln ( )
( )1

3

   ,               3.14. 
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gdzie t  oznacza tzw. molowe liczby przenoszenia składnika 1, 2 albo 3, zdefiniowane jako: i
*

  t t
z F1

1

1

* =  , t t
z F2

2

2

* =  ,   ,            3.15. t t3 3
* =

natomiast: 

      RT a
a

i II

i I

ln ( )
( )

    jest różnicą potencjału chemicznego składnika (przy identycznej     

      temperaturze i ciśnieniu). 

Molowe liczby przenoszenia reprezentują zatem liczbę moli składnika przeniesioną przez 1 

mol ładunków elektrycznych i są wyrażane w takich samych jednostkach (mol A-1 s-1). Warto 

dodać, że o ile t t , to na ogół t t . 1 2 1+ = 1 2 1* *+ ≠

 Równania wyrażające międzyfazowy potencjał dyfuzyjny ΔΨ  noszą nazwę wzorów 

Scatcharda. W mniej dokładnych pracach rutynowych są stosowane uproszczone wzory, nie 

uwzględniające przenoszenia wody, o postaci: 

    Δψ = − ∑RT t a
ai

app

i

i II

i I

. ln ( )
( )

        ,              3.16. 

w których  i reprezentuje tylko aniony oraz kationy, natomiast   oznaczają tzw. pozorne 

liczby przenoszenia. 

ti
app.

 Pozorne liczby przenoszenia różnią się zasadniczo od liczb zdefiniowanych wzorami  

3.12  i  3.15 nazywanych liczbami rzeczywistymi. Tylko bowiem rzeczywiste liczby przeno-

szenia są wielkościami, uwarunkowanymi ściśle "wyselekcjonowanymi" procesami czystej 

migracji jonów, wzajemnym sprzęganiem się kationów, anionów i wody, a także jonów i wody 

ze "szkieletem" membrany. Świadczy o tym obecność diagonalnych i niediagonalnych współ-

czynników fenomenologicznych w definiujących je wzorach. Wyprzedzając dyskusję umiesz-

czoną w rozdziale 3.1.8  należy już w tym miejscu wskazać, że efekty sprzęgania się składni-

ków z membraną mają swoje odzwierciedlenie w wartościach współczynników diagonalnych  

L11  i  L22. 

 Pozorne liczby przenoszenia są wielkościami sumarycznymi, złożonymi z liczb rze-

czywistych i udziału wnoszonego przez sprzęganie się jonów z wodą. Wzajemna relacja oby-

dwu liczb w przypadku elektrolitów 1:1 jest następująca:      t t     [22], ci
app

i= − 0 018. ti w

tnatomiast w przypadku elektrolitów 1:2             -                   t t    [23].  capp
i w+ += −. .0 036
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 Liczbę   wyznacza się bezpośrednio na podstawie pomiarów różnicy potencjałów 

ogniwa stężeniowego z membraną, z dwiema elektrodami odwracalnymi względem anionu 

elektrolitu (po odjęciu potencjału międzyfazowego). Liczbę przenoszenia wody należy jednak 

wyznaczyć w oddzielnym eksperymencie, na podstawie pomiaru elektroosmotycznego przeno-

szenia wody. 

ti
app

 Różnice pomiędzy obydwoma rodzajami liczb przenoszenia są dobrze widoczne na 

Rys.3.1., który przedstawia liczby przenoszenia jonów wodorowych w membranie jonowej z 

grupami sulfonowymi [23].  

 

 

Rys. 3.1. Zmiany liczb przenoszenia 
w membranie NAFION-120 w roz-
tworach H2SO4 ( [23]):   
1 - pozorne liczby przenoszenia jo-
nów wodorowych (wg 3.16.). 
2. - rzeczywiste liczby przenoszenia 
jonów wodorowych (wg  3.14.),  
3 - liczby przenoszenia wody. 
 

 

3.1.2.   EFEKTY  ELEKTROKINETYCZNE   

 Efektami elektrokinetycznymi nazywa się procesy występujące w izotermicznych, 

dwufazowych układach membranowych z roztworami tego samego elektrolitu o jednakowych 

aktywnościach. 

 W zależności od budowy wybranego układu mogą w nim występować różnice ciśnień i 

różnice potencjałów elektrycznych. Bodźce termodynamiczne procesów transportu, jakie mogą 

przebiegać przez granicę podukładów (procesy dyfuzyjne), zostały już przedstawione przez 

równanie 3.2. Zgodnie z nim równania fenomenologiczne przepływu składników mają postać: 

    J L
Ti ik

n

k= −∑
1

1 Δ~μ        ,               3.17. 

gdzie:  L   oznaczają współczynniki fenomenologiczne w równaniu przepływu składnika  i ik

(Pozostałe symbole - jak w już poznanych równaniach.) 

 Potencjał elektrochemiczny jest sumą potencjału chemicznego oraz składowej elek-

trycznej, natomiast potencjał chemiczny składa się z części standardowej (będącej funkcją 
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temperatury i ciśnienia) i aktywnościowej (RT ). Przy jednakowej temperaturze i aktyw-

ności składnika w obydwu podukładach, różnica potencjału chemicznego składnika jest zatem 

tylko funkcją ciśnienia w obydwu układach, o postaci: 

ailn

   ( ) pVppV iIIIipipii III
Δ=−=−=Δ 0

,
0
, μμμ  ,             3.18. 

gdzie: pI   oraz  pII   oznaczają ciśnienia w obydwu podukładach,   

Vi    -  parcjalną objętość molową, uznaną za stałą w przedziale od p pII   do  I . 

Wobec powyższego różnicę potencjału elektrochemicznego można przedstawić jako: 

    Δ Δ Δ~μ ψi i iV p z F= +         ,               3.19. 

a bodziec dyfuzyjnego przepływu składnika jako: 

    X V
T

p z F
Ti

i i= − −Δ Δψ  .              3.20. 

 Zgodnie z zasadą niezmienniczości źródła entropii dokonamy obecnie następujących 

przekształceń: 

 ( )D i
i

i i
i

i i
VJ X J

V
T p

z F
T J p

T
I

T
∑ = ∑ = − ∑ + = − −Δ Δ

Δ Δψ ψ  ,            3.21. 

przy czym zostały wprowadzone dwie nowe wielkości reprezentujące przepływy: 

    a) Przepływ objętości: 

     J JV i
i

i= V∑          .               3.22. 

 Jest on przepływem całkowitej objętości roztworu przez membranę, gdyż składa się z 

 objętości przenoszonych przez strumienie poszczególnych składników.  

    b) Przepływ ładunków elektrycznych, czyli natężenie prądu przeniesionego przez stru-

mienie wszystkich składników: 

     I J zi
i

i= F∑        .               3.23. 

Jednocześnie została dokonana zmiana pierwotnych bodźców na nowe:  Δp T/  oraz  Δψ / T . 

Wobec tego równania fenomenologiczne nowych przepływów możemy przedstawić jako:  

   J L p
T

L
TV VV V= −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

+ −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

Δ Δ
ψ

ψ        ,              3.24. 

oraz   I L p
T

L
TV= −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

+ −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟Ψ ΨΨ

Δ Δψ        .              3.25. 
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 Procesy, w których uczestniczą efekty krzyżowe ze współczynnikami  LVΨ  oraz L VΨ , 

reprezentują w nich tzw. efekty elektrokinetyczne na granicy podukładów. Dyskusja efektów 

elektrokinetycznych zostanie przeprowadzona na przykładzie tzw. układów membranowych, w 

których granicę nieciągłości stanowi membrana porowata.  

3.1.2.1. Ciśnienie elektroosmotyczne  

 Ciśnienie elektroosmotyczne jest efektem występującym w stanie stacjonarnym oma-

wianego układu, wywołanym przez ustalenie stałej różnicy potencjałów Δψ . Bezpośrednim 

następstwem tego zjawiska jest przepływ prądu elektrycznego o natężeniu I. Zgodnie z wła-

ściwościami stanów stacjonarnych, przepływ nie skoniugowany z ustalonym bodźcem, a jest 

nim przepływ objętości   , staje się (w stanie stacjonarnym) równy zeru, pomimo tego, że 

ustala się określona wartość drugiego, sprzężonego bodźca, tzn. różnicy ciśnień  Δp.  

JV

 Układ pomiarowy pozwalający na obserwację ciśnienia elektroosmotycznego jest 

przedstawiony na Rys.3.2. 

 

Rys. 3.2. Schemat układu dla pomiaru 
ciśnienia elektroosmotycznego. 

Stan układu charakteryzują: 

przyłożona, stała wartość Δψ     i spowodowany tym prąd  I ≠ 0,  oraz    

ustalona samorzutnie   Δp ≠ 0,   lecz skoniugowany z nią   JV = 0. 

 Zależność pomiędzy bodźcem wywołującym stan stacjonarny a bodźcem ustalającym 

się z chwilą dojścia układu do tego stanu wynika bezpośrednio z równania  3.24. 

Mianowicie: 

    L p
T

L
TVV V

Δ Δ
Ψ+ =

ψ 0   .                3.26. 
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Stąd    Δ
Δψ

Ψp L
LJ

V

VVV

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = −

=0

         .               3.27. 

 Równanie 3.27 definiuje tzw. ciśnienie elektroosmotyczne; jest ono równe (liczbowo) 

różnicy ciśnień pomiędzy podukładami, jaka ustala się po przyłożeniu jednostkowej różnicy 

potencjału. 

3.1.2.2. Potencjał przepływu 

 Potencjał przepływu jest drugim efektem elektrokinetycznym, występującym w stanie 

stacjonarnym wywołanym przez ustalenie stałej różnicy ciśnień. Tak wywołany stan stacjo-

narny charakteryzuje się brakiem przepływu nie skoniugowanego z Δp, czyli brakiem prądu 

elektrycznego, pomimo samorzutnego ustalenia się różnicy potencjałów elektrycznych  Δψ . 

 Stan układu charakteryzują zatem:  

 przyłożona stała wartość  Δp     i  stąd  JV ≠ 0,    oraz  

 ustalona samorzutnie  Δψ ≠ 0 ,  lecz skoniugowany z nią  I = 0. 

Układ pomiarowy do obserwacji potencjału przepływ jest przedstawiony na Rys.3.3. 

 

 

Rys. 3.3. Schemat układu dla po-
miaru potencjału przepływu. 

 

Współzależność obydwu bodźców wynika z 3.25 przyrównanego do zera.  Mianowicie: 

    Δψ
Δ

Ψ

ΨΨp
L
LI

V⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = −

=0

  .                       3.28. 

Równanie 3.28 definiuje potencjał przepływu jako wielkość równą (liczbowo) różnicy poten-

cjałów,  powstającej w stanie stacjonarnym pod wpływem jednostkowej różnicy ciśnień. 
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3.1.2.3. Prąd przepływu 

 Prąd przepływu jest zjawiskiem elektrokinetycznym obserwowanym w układzie po 

ustaleniu określonej różnicy ciśnień Δp ≠ 0 i jednoczesnym utrzymywaniu zerowej różnicy 

potencjałów elektrycznych 0=Δψ  (przez zwarcie elektrod). Przez membranę przebiegają 

wtedy obydwa przepływy - objętości i prądu elektrycznego. Dla ilościowego opisu zjawiska 

należy wykonać pomiar prądu elektrycznego I oraz szybkości zmiany objętości jednego  

z podukładów, tzn. przepływu objętości  Jv . 

 Układ pomiarowy  prądu przepływu jest przedstawiony na Rys.3.4. 

 

Rys. 3.4. Schemat układu dla po-
miaru prądu przepływu. 

 Współzależność obserwowanych wielkości wynika z podzielenia równania 3.25 przez 

3.24 z uwzględnieniem warunku 0=Δψ ;  Mianowicie: 

     I
J

L
LV

V

VV

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =

=ΔΨ

Ψ

0

  .              3.29. 

Ostatnie równanie definiuje tzw. prąd przepływu. Jego wartość jest równa (liczbowo) natęże-

niu prądu płynącego przez granicę podukładów (membranę) pod wpływem jednostkowego 

przepływu objętości, przy braku różnicy potencjałów. 

3.1.2.4. Elektroosmoza       

 Elektroosmoza jest kolejnym zjawiskiem elektrokinetycznym, obserwowanym przy 

ustalonej różnicy potencjału elektrycznego 0≠Δψ  i jednoczesnym utrzymywaniu jednako-

wego ciśnienia w obydwu podukładach 0=Δp . Wielkościami wymagającymi pomiaru są 

przepływ objętości  oraz prąd elektryczny I.  Układ pomiarowy pozwalający na pomiar 

elektroosmozy jest przedstawiony na Rys.3.5.   

JV
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Rys. 3.5. Schemat układu dla po-
miaru elektroosmozy. 

 Równanie definiujące elektroosmozę otrzymamy przez podzielenie równania 3.24  

przez 3.25 z uwzględnieniem warunku 0=Δp ; Mianowicie: 

    
J
I

L
L

V

p o

V⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=
=Δ

Ψ

ΨΨ

 .                   3.30. 

Elektroosmoza jest zatem definiowana jako przepływ objętości wywoływany przez jednost-

kowy prąd elektryczny przy braku różnicy ciśnień. 

 Łatwo można zauważyć, że porównanie  3.27  i  3.29 prowadzi do równości: 

    Δ
ΔΨ

ΔΨ

p I
JJ VV

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= −
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

= =0 0

 ,                3.31. 

natomiast z porównania  3.28.  i  3.30.  wynika, że: 

    ΔΨ
Δ Δp

J
II

V

p

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

= =0 0

         .              3.32. 

Ostatnie dwa równania noszą nazwę równań Saxena. 

 Poznaliśmy wyżej cztery efekty elektrokinetyczne pozwalające na obliczenie współ-

czynników fenomenologicznych. Przeprowadzenie wszystkich czterech eksperymentów po-

zwala przy tym na niezależne obliczenie nie tylko współczynników prostych LVV  i LΨΨ   lecz 

również obydwu współczynników krzyżowych  LVΨ  i L VΨ . Zgodnie z relacją przemienności 

Onsagera wartości tych ostatnich winne być identyczne. Można zatem eksperymentalnie po-

twierdzić słuszność tej relacji.  

 Na zakończenie warto podkreślić, że wielkość efektów elektrokinetycznych i wywo-

dzące się z nich współczynniki fenomenologiczne charakteryzują dany układ i są kształtowane 

przez mechanizm procesów przepływu przez daną membranę. Są więc wykorzystywane do 

charakterystyki membrany na granicy zastosowanych roztworów (niekoniecznie ciekłych). 

Zarówno sam porowaty "szkielet" membrany, jak i jej charakter chemiczny oraz nasycenie jej 
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roztworem o składzie zależnym od stężeń roztworów zewnętrznych decydują bowiem o stanie 

dróg przepływu jonów i rozpuszczalnika.  

 Przedstawione współczynniki fenomenologiczne mają jednak charakter wielkości glo-

balnych, uśrednionych. Interpretacja procesów na poziomie molekularnym winna być zatem 

bardzo ostrożna [24,25]. 

 Procesy elektrokinetyczne mają istotne znaczenie praktyczne. W każdym urządzeniu 

czy instalacji oraz w otoczeniu naturalnym o strukturze układu nieciągłego należy z góry 

przewidywać możliwość przebiegu omawianych procesów. Mogą one w znacznym stopniu 

zmienić oczekiwaną funkcję czy działanie zbudowanego układu albo wywołać nie przewidy-

wane następstwa. 

3.1.3.   OSMOZA  I  CIŚNIENIE  OSMOTYCZNE 

3.1.3.1.Ciśnienie osmotyczne roztworu 

 Rozważymy prosty układ nieciągły utworzony z czystego rozpuszczalnika i roztworu, 

rozdzielonych membraną idealnie selektywną, tzw. półprzepuszczalną. Układ (jako całość) 

znajduje się pod stałym ciśnieniem (zwykle atmosferycznym) i w stałej temperaturze. Zasto-

sowana membrana wstrzymuje całkowicie przepływ cząsteczek substancji rozpuszczonej 

(składnik 2), natomiast dla cząsteczek rozpuszczalnika jest idealnie przepuszczalna. 

 Od chwili utworzenia układu jego „rozwój czasowy” jest zgodny z ogólnym kryterium: 

 sprowadzającym się do: 0),( ≤Δ pTG 0),( ≤Δ pTiμ . Przebiega w nim zatem dyfuzja rozpuszczal-

nika do roztworu, tzn. do podukładu z mniejszym potencjałem chemicznym rozpuszczalnika. 

(Substancja rozpuszczona nie może wyrównać swego potencjału chemicznego gdyż jest 

wstrzymywana przez selektywną membranę.)  

Proces przepływu rozpuszczalnika do roztworu jest nazywany osmozą. Będzie on za-

chodził do chwili wyrównania się potencjału chemicznego rozpuszczalnika w obydwu podu-

kładach. Jeśli podukład zawierający roztwór jest zamknięty to prowadzi to do wzrostu panują-

cego w nim ciśnienia. (Zauważmy, że w efekcie wzrostu ciśnienia rośnie potencjał chemiczny 

rozpuszczalnika w roztworze.) Maksymalna, równowagowa różnica ciśnień jest nazywana 

ciśnieniem osmotycznym roztworu danej substancji. 
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 Układ membranowy w stanie równowagi osmotycznej został przedstawiony na Rys. 

3.6.  

 

Rys. 3.6. Schemat układu mem-
branowego w równowadze osmo-
tycznej. 

 Wartość ciśnienia osmotycznego roztworu można ustalić na podstawie, znanego w ter-

modynamice klasycznej, prawa równowagi w wieloskładnikowym układzie dwufazowym: 

    μ μi
I

i
II=    (zał. T, p const.)            3.33. 

gdzie prawa i lewa strona reprezentuje potencjał chemiczny składnika  i w odpowiedniej fazie. 

( I  - oznacza podukład z czystym rozpuszczalnikiem, natomiast II oznacza roztwór.)  

Zgodnie z tym prawem proces przenikania rozpuszczalnika będzie trwał tak długo, aż wzrasta-

jące ciśnienie w roztworze nie podwyższy wartości potencjału chemicznego rozpuszczalnika w 

roztworze do wartości tego potencjału w czystym rozpuszczalniku. (Wzrost stężenia rozpusz-

czalnika w roztworze jest nieznaczny i może być pominięty). 

 Potencjał chemiczny wody w "czystej wodzie" jest równy jej potencjałowi standardo-

wemu; czyli: 

    μ μ1 1
I oI

T pI
=

( , )
  ,                    3.34. 

natomiast potencjał chemiczny wody w roztworze jest sumą potencjału standardowego i funk-

cji mieszania: 

    μ μ1 1
II oII II

T pII
RT a= 1+

( , )
ln  ,                   3.35. 

gdzie: μ1
( , )T pI

oI   oznacza potencjał standardowy wody w podukładzie I,  w którym jest ciśnienie I  , p

 μ1
( , )T pII

oII  oznacza potencjał standardowy wody w podukładzie II, w którym jest ciśnienie   , pII

   oznacza aktywność wody w podukładzie II.  a II
1

 Jak wiadomo, potencjał standardowy jest w układach izotermicznych tylko funkcją 

ciśnienia, wobec czego: 
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     ,             3.36. μ μ1 1 1
( , ) ( , )

( )
T pII T pI

oII oII o II IV p p= + −

gdzie: ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

p
V

o
o

∂
∂μ1

1   oznacza wartość (średnią w przedziale ciśnień od pI do pII) parcjalnej objętości 

molowej wody.  

Po podstawieniu  3.34  i  3.36  do  3.33 otrzymujemy: 

         ,             3.37. μ μ1 1 1
( , ) ( , )

( ) ln
T pI T pI

oI oII o II I IIV p p RT a= + − + 1

a po uporządkowaniu: 

   p p RT
V

aII I
o

II− = = −Π
1

1ln       ,                3.38. 

gdyż:   μ1
( , )T pI

oI    jest identyczne z    . μ1
( , )T pI

oII

 Otrzymaliśmy zatem wzór pozwalający na obliczanie ciśnienia osmotycznego roz-

tworu o danym stężeniu (dokładnie – aktywności rozpuszczalnika). Określa ono wartość ci-

śnienia, jaka ustaliłaby się w roztworze oddzielonym idealnie selektywną membraną od czystej 

wody. W przypadku idealnych roztworów rozcieńczonych współczynniki aktywności można 

przyjąć za równe 1 i równanie 3.38 sprowadza się do tzw. wzoru Ostwalda:  ,  co 

wynika z następujących zależności:  

Π = RTc2

a x x1 1 1= = − 2 x1(  i oznaczają stężenia w ułamkach molowych) ; lnx2 ln( )x x1 21= − ≈ x2− ;   

 ;  V n  ;   . x n n2 2 1≈ / Vo
1 1 = n V c2 2/ =

 Warto podkreślić, że ciśnienie osmotyczne roztworów rozcieńczonych, podobnie jak 

obniżenie temperatury krzepnięcia czy podwyższenie temperatury wrzenia takich roztworów 

(dokładnie rozpuszczalnika w danym roztworze) należą do tzw. właściwości spokrewnionych. 

Wszystkie bowiem są prostymi funkcjami liczby moli substancji rozpuszczonej.   

3.1.3.2. Ciśnienie osmotyczne w układzie z membraną nieidealnie selektywną 

 Obecnie rozważymy przypadek izotermicznego układu dwuskładnikowego bez sił ze-

wnętrznych, w którym roztwory tej samej substancji niejonowej wykazują różne aktywności, a 

rozdzielająca je membrana nie jest idealnie selektywną dla żadnego ze składników. Schemat 

układu został przedstawiony na Rys.3.7.   
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Rys.3.7. Schemat ilustrujący rów-
nowagę "osmotyczną" w układzie 
z membraną nieidealnie selektyw-
ną  

 

 Pomiędzy podukładami będą zachodziły dyfuzyjne przepływy obydwu składników. 

Bodźce tych przepływów ( Xi = - 1/T ∆µi) można przedstawić jako: 

    X V
T

p R ai
i

i= − −Δ Δ ln                3.39. 

(oznaczenia literowe - jak w poprzedzającym tekście.). 

 Wobec powyższego równania fenomenologiczne przepływu składników mają postać: 

  J L V
T

p R a L V
T

p R a1 11
1

1 12
2

2= − +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

− +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

Δ Δ Δ Δln ln              3.40. 

oraz  J L V
T

p R a L V
T

p R a2 21
1

1 22
2

2= − +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

− +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

Δ Δ Δ Δln ln              3.41. 

przy czym   . L L12 21=

 W przeciwieństwie do układu z membraną idealnie selektywną, gdzie ustala się stan 

równowagi, obecnie przepływy składników będą prowadzić do ciągłych zmian aktywności 

obydwu składników. W określonym momencie czasu, aktualnej różnicy aktywności będzie 

jednak odpowiadała określona różnica ciśnień wyrównująca potencjały chemiczne składników. 

Oznacza to, że jeśli udałoby się wstrzymać przepływ objętości (jak w 2.22) przez membranę, 

to suma objętości „przeniesionej" przez obydwa składniki byłaby równa zeru.  

Zatem:    J V J V JV = + =1 1 2 2 0                3.42. 

 Po podstawieniu równań fenomenologicznych 3.40 i 3.41 można otrzymać następujące 

wyrażenie: 

( ) ( ) ( ) 22221121212111
2

2222112
2

111 lnln2 aVLVLRaVLVLR
T
pVLVVLVL Δ+−Δ+−=

Δ
++      .    3.43. 

Równanie to można przekształcić do postaci: 
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  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ

+
+Δ

+
−=Δ 2

222112
1

212111 lnln a
L

VLVLa
L

VLVLRTp
VVVV

 ,            3.44. 

w której  LVV  zastępuje czynnik w nawiasach po lewej stronie równania 3.43.  

 Zanim doprowadzimy 3.44 do postaci końcowej, ustalimy wpierw sens fizyczny 

współczynnika  : LVV

W tym celu załóżmy, że obydwa roztwory mają jednakowe stężenia, co oznacza że: 

0lnln 21 =Δ=Δ aa . W takim przypadku przepływ objętościowy można przedstawić równa-

niem:   J L V L VV L V p
TV = + +( 11 1

2
12 1 2 22 2

22 ) Δ  .               3.45. 

Zatem:     J L p
TV VV=
Δ        .               3.46. 

 Ostatnie równanie definiuje przepływ objętości (jedynie) pod wpływem przyłożonej 

różnicy ciśnień po obydwu stronach granicy podukładów, tzn. membrany. Membrana winna 

być całkowicie nieselektywna zarówno wobec substancji rozpuszczonej, jak i rozpuszczalnika, 

gdyż tylko wtedy (zakładane)  .  Równanie to stosuje się oczywiście bez zastrzeżeń 

w przypadku "ciśnieniowego" wymuszania przepływu czystego rozpuszczalnika, najczęściej 

wody.  Z tego względu współczynnik  

Δ lnai = 0

LVV  z równania  3.46. jest nazywany współczynnikiem 

transportu hydrodynamicznego. Współczynnik ten jest podstawową wielkością służącą do 

charakterystyki właściwości transportowych membran. 

 Do oceny właściwości selektywnych membrany nieidealnej są stosowane tzw. mecha-

niczne liczby przenoszenia składnika τi . Liczby te są definiowane dla układu z jednakowymi 

roztworami po obydwu stronach membrany. 

Mianowicie (analogicznie jak w przypadku elektrycznych liczb przenoszenia): 

ponieważ    V J V J JV1 1 2 2+ =  ,               3.47. 

zatem mechaniczne liczby przenoszenia składników  1 i 2  są zdefiniowane jako: 

  τ1
1 1=

V J
JV

  oraz  τ2
2 2=

V J
JV

    ,             3.48. 

przy czym:            τ τ1 2 1+ =       .               3.49. 

 Po podstawieniu równań fenomenologicznych 3.40  i  3.41, zredukowanych jednak 

tylko do wyrazów zawierających ΔP (założyliśmy, że membrana rozdziela roztwory o jedna-
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kowych stężeniach), oraz równania 3.46 do definicji mechanicznych liczb przenoszenia (3.48) 

stwierdzamy, że: 

  τ1
11 1

2
12 1 2=

+L V L VV
LVV

           oraz  τ2
22 2

2
12 1 2=

+L V L VV
LVV

      .                3.50. 

Mechaniczne liczby przenoszenia są zatem prostymi funkcjami współczynników fenomenolo-

gicznych – prostych i krzyżowego.  

 Po podstawieniu wyżej przedstawionych mechanicznych liczb przenoszenia do zależ-

ności 3.45 otrzymamy równanie prezentujące współzależność różnicy ciśnień i aktywności 

składników w podukładach odgraniczonych membraną nieidealnie selektywną. Równanie to 

ma prostą postać:  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ+Δ−=Δ 2

2

2
1

1

1 lnln a
V

a
V

RTp ττ               3.51. 

albo w zapisie ogólnym:  Δ Δp RT
V

ai

ii
i= − ∑ τ ln  .             3.52. 

Ostatnie równanie wyraża ciśnienie osmotyczne układu membranowego z membraną nie-

idealnie selektywną. Niedoskonałość względem przepływu składników reprezentują w nim 

mechaniczne liczby przenoszenia τ1  i τ 2  [17].  

 Łatwo można zauważyć, że w przypadku membrany idealnie selektywnej, dla której 

np. τ1 1= , a τ2 0= ,  o wartości  Δp decyduje tylko różnica aktywności, a gdy dodatkowo je-

den z podukładów jest czystym składnikiem, ostatnie równanie sprowadza się do równania 

3.38.,  definiującego ciśnienie osmotyczne roztworu. 

 

3.1.4.   PROCESY DYFUZYJNE  W  UKŁADZIE  MEMBRANOWYM  PRZY  

SPRZĘGANIU  SIĘ SKŁADNIKÓW   

 Rozpatrzymy obecnie procesy przepływu w nieciągłym układzie złożonym z dwóch 

roztworów tego samego składnika o różnych aktywnościach, bez reakcji chemicznych i bez 

zewnętrznego pola elektrycznego. Granicą nieciągłości niech będzie membrana. Składnik roz-

puszczony będzie oznaczony symbolem  s, natomiast rozpuszczalnik (najczęściej jest nim wo-

da) - symbolem  w. 

 Jak wynika z poprzedniego paragrafu, w wybranym układzie przebiega osmotyczny 

przepływ rozpuszczalnika  od podukładu rozcieńczonego do bardziej stężonego. Jednocze-

śnie zachodzi również dyfuzyjny przepływ substancji rozpuszczonej od roztworu bardziej stę-

żonego do rozcieńczonego, czyli w kierunku odwrotnym. 

JV
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 Warto zaznaczyć, że w praktycznie stosowanych układach używa się zwykle silnie roz-

cieńczonych roztworów, w których stężenie substancji rozpuszczonej cs  jest wielokrotnie 

mniejsze od stężenia rozpuszczalnika, np. wody c . Strumień substancji rozpuszczonej jest 

wtedy tak mały, że przepływ samego rozpuszczalnika przez granicę podukładów jest często 

utożsamiany z przepływem objętości , który jest też nazywany strumieniem osmotycznym. 

Można przewidywać, że na skutek sprzężeń pomiędzy rozpuszczalnikiem i substancją roz-

puszczoną silny strumień rozpuszczalnika niewątpliwie pociąga ze sobą pewne ilości substan-

cji rozpuszczonej. Dyfuzyjny przepływ tej substancji jest więc modyfikowany, zwykle zmniej-

szany, przez przeciwnie skierowany strumień rozpuszczalnika. Stąd sumaryczny przepływ 

substancji rozpuszczonej różni się od przepływu, jaki wynikałby jedynie z różnicy stężeń i jest 

nazywany dyfuzją sprzężoną. Można zatem przewidywać również modyfikację czysto dyfu-

zyjnego strumienia rozpuszczalnika przez silny strumień substancji rozpuszczonej. 

w

JV

 Budowę i procesy przepływu w omawianym układzie można przedstawić za pomocą 

schematu zamieszczonego na Rys.3.8.  

 

Rys. 3.8. Schemat układu mem-
branowego z roztworami różnią-
cymi się aktywnościami składni-
ków. 

 Bodźce termodynamiczne przepływów dyfuzyjnych przez granicę podukładów, np. 

przez membranę, są funkcją różnicy potencjałów chemicznych poszczególnych substancji w 

obydwu podukładach, zgodnie z równaniem: (Uwaga: siły zewnętrzne Fi = 0  oraz .) ΔT = 0

    X
Ti

i= −
Δμ   .               3.53. 

 Należy obecnie sformułować Δμi  dla rozpuszczalnika i substancji rozpuszczonej za 

pomocą wielkości eksperymentalnych. Jak wiadomo, potencjał chemiczny składnika jest sumą 

części standardowej μ i
o  oraz funkcji mieszania μi

c . Stąd, różnica potencjałów chemicznych jest 

sumą dwóch składowych: 

    Δ Δ Δμ μ μi i
o

i
c= +    .                3.54. 
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W określonej temperaturze potencjał standardowy jest tylko funkcją ciśnienia, zatem w izo-

termicznym układzie membranowym: 

    Δμ Δi
o

iV p=     ,                 3.55. 

gdzie:   oznacza molową objętość parcjalną składnika, natomiast Vi

 Δp     -     różnicę ciśnień panujących w podukładach. 

Wobec powyższego: 

    Δ Δ Δμ μi i
cV p= i+    .                     3.56. 

 Sformułujemy obecnie różnicę potencjałów chemicznych wody Δμw
c  (w obydwu pod-

układach): 

Według 3.38 część stężeniowa potencjału chemicznego wody występuje w równaniu definiu-

jącym ciśnienie osmotyczne roztworu: 

    Π = − = −
RT
V

a
Vw

w
w

w
cln 1 μ      .               3.57. 

Zatem, różnica ciśnień osmotycznych roztworów w obydwu podukładach jest równa: 

    ΔΠ Δ= −
1

Vw
w
cμ                 3.58. 

i potrzebna wielkość Δμw
c   może być przedstawiona jako: 

    Δ ΔΠμw
c

wV= −   .                  3.59. 

Po podstawieniu ostatniej relacji do 3.56 stwierdzamy, że potencjał chemiczny rozpuszczalni-

ka:    ( )ΔΠ−Δ=Δ pVwwμ          .                3.60. 

 W analogiczny sposób można ustalić wielkość różnicy potencjałów chemicznych sub-

stancji rozpuszczonej; 

Mianowicie zgodnie z  3.56: 

    Δ Δ Δμ μs s s
cV p= +      .                3.61. 

Należy obecnie rozwinąć wyraz  Δμ s
c . W tym celu wykorzystuje się równanie Gibbsa - Duhe-

ma o ogólnej postaci: 

       (zał. T, p const.),             3.62. n di
i

n

i∑ =μ 0

gdzie  n   oznacza liczbę moli składnika  i  . i

Zgodnie z nim:      n d n ds s w wμ μ= −        skąd wynika, że :         d n
n

dw
s

w
sμ μ= −   , 
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i konsekwentnie   Δμ s
c w

s
w
cn

n
= − Δμ          .                3.63. 

Po podstawieniu  Δμw
c  z  3.59 można stwierdzić, że: 

    Δ ΔΠμ s
c w w

s

n V
n

=      .                3.64. 

Ostatnie równanie przedstawia się ostatecznej formie jako: 

    Δ ΔΠμ s
c

sc
=

1   ,               3.65. 

gdzie:    c n
n Vs

s

w w

=                  3.66. 

jest nazywane stężeniem średnim. Określa ono formalnie liczbę moli substancji rozpuszczo-

nej w jednostkowej objętości rozpuszczalnika. Jego wartość liczbowa reprezentuje stężenie 

pojawiające się na styku roztworów o stężeniach:  cs
I   oraz  cs

II  .  Stężenie to odpowiada najle-

piej średniej logarytmicznej z obydwu stężeń.  

Zgodnie z tym:   c c c
cs

s
II

s
I

s

=
−

Δ ln
          .               3.67. 

 Na podstawie 3.61  i  3.65 różnica potencjałów chemicznych substancji rozpuszczonej 

w obydwu roztworach może być przedstawiona jako: 

    Δ Δ ΔΠμ s s
s

V p
c

= +        .               3.68. 

 Po sformułowaniu bodźców można napisać wyrażenie na źródło entropii w procesach 

dyfuzyjnych zachodzących w wybranym układzie. 

Mianowicie:   Σ
Δ Δ

D s
s

w
wJ

T
J

T
= +

μ μ   ,                 3.69. 

gdzie dla uniknięcia znaków minus obecne symbole Δ  nie reprezentują przyrostów, lecz róż-

nice, np. μ μs
I

s
II− . 

Po podstawieniu 3.68  i  3.60 otrzymujemy: 

  ( )Σ Δ
ΔΠ

Δ ΔΠD s s
s

w wJ V p
c T

J V p
T

= +
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ + −

1 1    ,                    3.70. 

a po uporządkowaniu: 

  ( )Σ
Δ Δ

D s s w w
s

s
w wJ V J V p

T
J
c

J V
T

= + + −
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

Π          .              3.71. 
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Dokonaliśmy zatem transformacji źródła entropii, wprowadzając nowe przepływy: 

J V J V J a) tzw. przepływ objętości          s s w w V=  , +

 b) dyfuzyjny przepływ substancji rozpuszczonej      J
c

J V Js

s
w w D− =   , 

oraz odpowiadające im nowe bodźce:         Δp T/      i      ΔΠ / T . 

 Znając pary bodźców i przepływów można sformułować równania fenomenologiczne 

dla nowych przepływów;   Mianowicie: 

    J L p LV p pD= +Δ ΔΠ                 3.72. 

oraz    J L p LD Dp D= +Δ ΔΠ   ,              3.73. 

gdzie: L  , a odwrotności temperatury zostały włączone do współczynników fenomeno-

logicznych. 

LpD Dp=

  Dodatkowego wyjaśnienia wymaga sens fizyczny przepływu "dyfuzyjnego" JD . W tym 

celu dokonamy szeregu przekształceń: 

  J
J
c

J V
J
c

J
c

c v
c

c v
c

v vD
s

s
w w

s

s

w

w

s s

s

w w

w
s w= − ≈ − = − = −  ,            3.74. 

gdzie: cs  oznacza stężenie substancji w przepływającym roztworze,    

 vs  - szybkość przepływu substancji,     

   -   szybkość przepływu wody.                   vw

Zauważmy, że  c cs s≈ . Przyjęto również, że V cww ≈ 1/ (co jest słuszne w przypadku roztwo-

rów rozcieńczonych). 

Według powyższego J v vD s w≈ −  reprezentuje szybkość przepływu substancji rozpuszczonej 

względem szybkości przepływu rozpuszczalnika. 

 Określimy obecnie sens fizyczny współczynników fenomenologicznych równań  3.72  i  

3.73. 

 a) Jeśli stężenie składników w obydwu podukładach byłoby identyczne, tzn. ΔΠ = 0 , 

to z  3.72 wynika, że:   L
J

pp
V=

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

=Δ ΔΠ 0

 .              3.75. 

Współczynnik ten jest zatem odpowiednikiem współczynnika transportu hydrodynamicz-

nego jednorodnego roztworu. (Wzajemna relacja pomiędzy obydwoma współczynnikami:  LVV 

= T Lp , wynika z porównania równań  3.75 oraz  3.46) 
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 Z  3.73 wynika natomiast, że: 

     L
J

Dp
D=

⎛
⎜

⎞
⎟

p⎝ ⎠ =Δ ΔΠ 0

 .                  3.76. 

Powyższy współczynnik krzyżowy jest nazywany współczynnikiem ultrafiltracji. Określa on 

przepływ substancji rozpuszczonej wyłącznie pod wpływem jednostkowej różnicy ciśnień. Jest 

liczbowo równy przepływowi dyfuzyjnemu składnika pod wpływem jednostkowej różnicy 

ciśnień w przypadku jednorodnego roztworu. 

 b) Jeśli byłoby utrzymywane stałe ciśnienie w obydwu podukładach, (przy Δp = 0 ),  to 

wg  3.73:    L
J

D
D

p

=
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ =ΔΠ Δ 0

 .              3.77. 

Współczynnik LD  jest nazywany współczynnikiem ruchliwości dyfuzyjnej. Reprezentuje on 

przepływ dyfuzyjny składnika rozpuszczonego tylko pod wpływem różnicy stężeń o takich 

wartościach, że różnica ciśnień osmotycznych obydwu roztworów: ΔΠ =1, (czyli Δμ s
c

sc =1). 

  Jednocześnie z 3.72 otrzymujemy, że: 

     L
J

pD
V

p

=
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ =ΔΠ Δ 0

 .    3.78. 

 Ostatnie równanie definiuje tzw. współczynnik przepływu osmotyczngo. Reprezentu-

je on drugi efekt krzyżowy i jest równy przepływowi objętości, jaki przebiegałby przez granicę 

dwóch roztworów o takich stężeniach, że ich ΔΠ = 1, przy jednakowych ciśnieniach. 

 Można zauważyć, że wg relacji Onsagera o równości współczynników krzyżowych 

(LpD = LDp):   
J J

p
V

p

D

ΔΠ ΔΔ ΔΠ

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟   .    3.79.

 Wyżej otrzymane równania pozwalają na obliczanie wszystkich współczynników fe-

nomenologicznych na podstawie pomiarów wykonanych w czterech prostych układach mem-

branowych. Według relacji 3.79 istnieje również możliwość niezależnego obliczenia każdego 

ze współczynników krzyżowych na podstawie osobnego zestawu doświadczeń i doświadczal-

nego sprawdzenia słuszności relacji Onsagera. Znajomość poznanych współczynników pozwa-

la na jednoznaczny, ilościowy opis wszystkich procesów przepływu zachodzących w omawia-

nych układach. 
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3.1.4.1. Współczynniki odbicia i przenikalności  

 W zastosowaniach praktycznych do opisu wyżej omawianych układów membranowych 

stosuje się często zestaw innych wielkości, łatwych do eksperymentalnego wyznaczenia, mia-

nowicie: wyżej zdefiniowany współczynnik Lp , tzw. współczynnik odbicia σ  oraz tzw. 

współczynnik przenikalności  ω . 

a).  Współczynnik odbicia σ    

 Z  3.7 wynika, że jeśli zostanie zatrzymamy przepływ objętości, tzn.   ,  to: JV = 0

     ( )Δ Δp
L
LJ

pD

p
V

= − Π         .               3.80. 

Oznacza to, że w układzie ustala się stan równowagi dynamicznej charakteryzujący się okre-

śloną różnicą ciśnień, zależną od różnicy ciśnień osmotycznych obydwu roztworów. Różnica 

ciśnień zależy zatem od różnicy stężeń (wyrażanej przez ∆Π)  przy określonym stężeniu śred-

nim. 

 Ujemny iloraz współczynników fenemenologicznych występujący w 3.80 jest liczbowo 

równy wspomnianemu już współczynnikowi odbicia σ , zatem: 

     σ = −
L
L

pD

p

   ,                    3.81. 

a  3.80  można zapisać w postaci: 

     ( )Δp
JV

= σ ΔΠ            .                  3.82. 

 Według 3.82 współczynnik odbicia charakteryzuje selektywność membrany. Wskazuje 

bowiem, na ile realna różnica ciśnień  Δp , jaka ustali się po obydwu stronach membrany przy 

zatrzymanym przepływie objętości, różni się od wartości teoretycznej  ΔΠ , jaka ustaliłaby się, 

gdyby membrana była idealnie selektywna (półprzepuszczalna). Współczynnik odbicia takiej 

membrany byłby równy jedności, gdyż tylko wtedy Δ ΔΠp = . Substancja rozpuszczona była-

by w tym przypadku całkowicie "odbijana" od membrany. 

 Z powyższego wynika jednocześnie, że wartość liczbowa współczynnika odbicia ma 

górne ograniczenie, tzn. σ ≤1 .  
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 Współczynnik odbicia możemy również zdefiniować w oparciu o 3.72 i 3.73 dla sytu-

acji, gdy ustanowimy zerową wartość ΔΠ . Podzielenie 3.73 przez 3.72, gdy ΔΠ = 0   prowa-

dzi do wyrażenia: 

    J
J

L
L

D

V

pD

p

⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟ =

=ΔΠ 0

 ,         3.83. 

skąd, wobec  3.81: 

    σ = −
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

=

J
J

D

V ΔΠ 0

 .     3.84. 

 Według powyższego współczynnik odbicia jest liczbowo równy przepływowi składni-

ka rozpuszczonego pod wpływem jednostkowego przepływu objętości jednorodnego roztworu 

przez membranę. Reprezentuje zatem przepływ cząsteczek substancji rozpuszczonej przez 

membranę pod wpływem strumienia roztworu. Wskazuje w jakim stopniu cząsteczki substan-

cji rozpuszczonej są wstrzymywane przez oddziaływania z membraną. 

 Jak już wspomniano, σ = 1 w procesie przepływu roztworu pod wpływem Δp  oznacza 

całkowite wstrzymanie przepływu substancji rozpuszczonej. Wniosek ten wynika z następują-

cych przekształceń: 

Dla σ = 1, wg. 3.84,   J JD V= − ,   tzn. 

 J
c

J V J V J Vs

s
w w s s w w− = − −      skąd  J

c
J Vs

s
s s= −       .         3.85. 

Wartość  1/ cs   jest równa  Vs  i ostatnie równanie sprowadza się do :  J Js s= −  , co jest możli-

we jedynie wtedy,  gdy Js = 0.  

 Interpretacja zjawisk przepływu osmotycznego i dyfuzji sprzężonej substancji rozpusz-

czonej: 

 1.  Gdy  σ = 1   membrana jest idealnie selektywna, a przepływ osmotyczny (płynie 

sam rozpuszczalnik) jest nazywany osmozą normalną. 

 2.  Gdy   0 < <1σ     membrana wykazuje obniżoną selektywność. Substancja  

rozpuszczona przenika w pewnym stopniu przez membranę. Przepływ objętości (osmoza) jest 

zmniejszony przez przeciwnie skierowany przepływ substancji rozpuszczonej (pamiętamy, że 

J J V J VV s s w w= + ),  gdyż  Js   ma w tej sytuacji przeciwny znak do znaku  . Osmoza jest za-

tem anomalna, dodatnia. 

Jw
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 3.  Gdy σ < 0  membrana wykazuje specyficzną selektywność w stosunku do substancji 

rozpuszczonej, doprowadzającą do zmiany znaku ΔΠ. Oznacza to, że J JD V> . Strumień 

składnika jest więc tak intensywny, że przenosi rozpuszczalnik tzn. cofa przepływ osmotycz-

ny. Osmoza jest więc anomalna i ujemna. 

B. Współczynnik przenikalności  ω   

W celu wprowadzenia współczynnika  ω : 

 1) Dodajemy  JD   i    (wg ich definicji ): JV

  ( )J J J
c

J V J V J V J
c

c V J
cD V

s

s
w w w w s s

s

s
s s

s

s

+ = − + + = + ≈1  ,  3.86. 

gdyż w rozcieńczonych roztworach   i wg 3.66       nw >> ns V c
n V
n Vs s

s s

w w

= < 1< . 

 2) Do otrzymanego wyrażenia podstawiamy obecnie JD  i , wg  3.72  i  3.73 otrzy-

mując:   

JV

J
c

L p L L p Ls

s
p pD Dp D ΔΠ= + + +Δ ΔΠ Δ      .   3.87. 

Za Δp  podstawiamy obecnie (J L LV pD− ) / pΔΠ  wynikające z 3.72 i po uporządkowaniu 

otrzymujemy równanie definiujące przepływ składnika rozpuszczonego: 

   ( )J J c c
L L L

Ls V s s
p D pD

p

= − +
−⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟1

2

σ ΔΠ     .   3.88. 

Wyrażenie występujące w drugim składniku prawej strony ostatniego równania:  

    ω =
−⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟c

L L L
Ls

p D pD

p

2

      3.89. 

jest współczynnikiem przenikalności substancji rozpuszczonej przez daną membranę.  

 Zauważmy, że zgodnie z właściwością współczynników fenomenologicznych (1.148)  

licznik:   ,   zatem również przenikalność  L L Lp D pD− ≥2 0 ω ≥ 0 . 

Podstawienie  ω   do  3.88. prowadzi do wyrażenia: 

    ( )J J cs V s= − +1 σ ω ΔΠ       .    3.90. 

Na jego podstawie można sformułować następującą definicję współczynnika ω  : 

    ω =
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ =

Js

JV
ΔΠ 0

      .      3.91. 
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Wynika stąd, że współczynnik przenikalności  ω  jest liczbowo równy przepływowi substancji 

rozpuszczonej przez membranę, gdy stężenia roztworów różnią się tak, że ich ΔΠ =1, przy 

zerowym (zatrzymanym) przepływie osmotycznym. 

 Współczynnik ω  jest więc kolejną miarą selektywności membrany (w danym ukła-

dzie). W układzie, w którym membrana wykazuje idealną selektywność  ω = 0 i jednocześnie  

σ = 1, z czego wynika, że  Js = 0. 

 Na zakończenie dyskusji procesów przepływów dyfuzyjnych przy oddziaływaniach 

pomiędzy składnikami można stwierdzić, że procesy te można opisać układem następujących 

równań:  

    1) Równanie definiujące przepływ objętości, które po podstawieniu współczynnika odbicia 

(wg 3.82) do 3.72 przyjmuje postać: 

    ( )J L pV p= −Δ Δσ Π          .     3.92. 

 Prezentuje ono przepływ objętości jako sumę: udziału konwekcyjnego pod wpływem różnicy 

ciśnień ( )  oraz dyfuzyjnego wywołanego różnicą stężeń  (L ppΔ ΔΠσpL ). 

    2) Równanie 3.90 definiujące przepływ składnika rozpuszczonego. 

Układ równań 3.90  i  3.92 nosi nazwę równań Kedem i Katchalsky'ego [26]. W celu 

ich praktycznego wykorzystania należy wyznaczyć doświadczalnie wartości współczynników  

, Lp σ  oraz ω . Zespół tych współczynników, podobnie jak wcześniej zdefiniowane ,  

oraz  (albo równy mu ), jest podstawą do pełnej charakterystyki ilościowej procesów 

przebiegających przez granicę nieciągłości układu. Zależą one od właściwości tej granicy, 

składu podukładów oraz nałożonych na układ warunków zewnętrznych. Zestawy takich 

współczynników stanowią jednocześnie charakterystykę "funkcjonowania" membrany w wy-

branym układzie. 

Lp LD

LpD LDp

 Zachowanie się wyżej omawianych układów membranowych można zilustrować za 

pomocą Rys.3.9. przedstawiającego różnicę ciśnień powstającą w układzie zamkniętym po 

skontaktowaniu obydwu roztworów przez membranę. 
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Rys. 3.9. Zależność różnicy ci-
śnień w roztworach rozdzielonych 
membraną od czasu. Krzywe: 1 -w 
przypadku membrany idealnie 
selektywnej,  
2 -w przypadku membrany nieide-
alnie selektywnej. 

Jak można zauważyć: 

 1. Układ z membraną idealnie selektywną osiąga stan równowagi termodynamicznej, w której: 

Δp =ΔΠ  oraz  σ = 1,  a zatem   Jv= 0,    τ1 =1  oraz  τ s = 0,     ω  = 0    i   Js = 0. 

 2. W przypadku układu z membraną nieidealną, układ nie osiąga stanu równowagi, gdyż 

 zawsze:    Δ p < Δ Π ,    a zatem   σ ≠1 ,  ω ≠ 0  ,  Js ≠ 0 ,   i   Jv ≠ 0 . 

 3. Jedynie w przypadku gdy w podukładach są utrzymywane stałe stężenia (układ byłby 

otwarty) można osiągnąć stan stacjonarny, w którym Δp osiągnąłby swoją maksymalną war-

tość, zdefiniowaną wzorem 3.52. (Wartość tę można wyznaczyć za pomocą równania 3.92)  

3.1.5.   WSPÓŁCZYNNIK  PODZIAŁU  W  STANIE  STACJONARNYM  

 Rozpatrzymy obecnie stan stacjonarny układu nieciągłego z dwoma roztworami tego 

samego składnika. Układ winien więc być otwarty względem otoczenia dla zapewnienia cią-

głego przepływu składników. Niech będzie poza tym izobaryczny, izotermiczny i bez ze-

wnętrznej różnicy potencjałów. Granicą nieciągłości niech będzie membrana. 

 Współczynnik podziału układu stacjonarnego jest definiowany tak, jak dla układów 

równowagowych (prawo podziału Nernsta), jako stosunek aktywności składnika w obydwu 

podukładach, tzn.: 

     K a
ai

i
II

i
I=  .     3.93. 

Wielkość ta winna być zależna zarówno od aktywności roztworów, jak i od właściwości mem-

brany, tzn. winna być uzależniona od współczynników fenomenologicznych procesów prze-

biegających przez daną membranę.  
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 Równania fenomenologiczne przepływu składników (np. 1 i 2) są analogiczne do już 

poznanych równań 3.40  i 3.41. Różnicę potencjałów standardowych składników przedstawi-

my jednak obecnie jako  Δμ i
o  , otrzymując: 

  ( ) ( )22
12

11
11

1 lnln aRT
T
LaRT

T
LJ oo Δ+Δ−Δ+Δ−= μμ    3.94. 

oraz  ( ) ( )22
22

11
21

2 lnln aRT
T
LaRT

T
LJ oo Δ+Δ−Δ+Δ−= μμ  .  3.95. 

 Jeśli stan stacjonarny układu zostanie wywołany przez ustalenie stałej różnicy poten-

cjałów chemicznych składnika "1" (tzn. Δμ1 = const.), to przepływ składnika "2", jako nie 

sprzężony z bodźcem   , staje się równy zeru (wg właściwości stanów stacjonarnych). X1

Wobec powyższego według  3.95 (przy L L21 12= ): 

   (Δ Δ Δ Δμ μ1 1
22

12
2

o oRT a L
L

RT a+ = − +ln ln )2     3.96. 

i po podstawieniu tego wyrażenia do  3.94 otrzymamy: 

   J L L L
L T

RT a
a

o
II

I1
11 22 12

2

12
2

2

2

=
−

+
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟Δμ ln         ,    3.97. 

gdzie za   podstawiliśmy logarytm z ilorazu aktywności. Δ lna2

 Z ostatniego równania można wyodrębnić iloraz aktywności  i podstawić do 

definicji współczynnika podziału 3.93 otrzymując: 

a aII I
2 / 2

   K
RT

J L T
L L L

o
2 2 1

12

11 22 12
2

1
= − −

−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

exp Δμ         .   3.98. 

 Zauważmy, że gdyby układ znajdował się w stanie równowagi, tzn. również przepływ 

 byłby równy zeru, to ostatnie równanie sprowadzi się do prawa podziału Nernsta: J1

   K
RT

a
a

o o rown
II

rown
I2 2
2

2

1
= −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

=exp .

.

Δμ  .    3.99. 

W otwartych układach membranowych współczynnik podziału różni się jednak istotnie 

od wartości równowagowej, jest bowiem iloczynem wyrazu równowagowego oraz kinetycz-

nego: 

   K K J
R

L
L L L

o
2 2

1 12

11 22 12
2=

−

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟exp  .             3.100. 
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O jego wartości współdecyduje wielkość przepływu  J1 oraz współczynniki fenomenologiczne 

zależne od oddziaływań wzajemnych pomiędzy przepływającymi składnikami oraz pomiędzy 

składnikami i membraną. Współczynnik podziału układu nieciągłego charakteryzuje zatem 

selektywność membrany w stacjonarnym układzie nierównowagowym.  

 Warto zauważyć, że wartość  K2 (wg równania 3.100.) pozwala na obliczenie aktywno-

ści składnika w roztworze przepływającym przez membranę, jeśli znana jest aktywność tego 

składnika w roztworze "wejściowym".  

3.1.6.   WSPÓŁCZYNNIK SELEKTYWNOŚCI ROZDZIELANIA  SKŁADNIKÓW   

 W  UKŁADZIE  MEMBRANOWYM 

 Zagadnienie podziału składnika w podukładach wiąże się ściśle z zastosowaniem 

membran do rozdzielania składników mieszaniny. Podstawową wielkością charakteryzującą 

taki proces jest tzw. współczynnik selektywności. W przypadku układu, w którym interesują 

nas składniki, np. j  oraz  k  jest on definiowany za pomocą następującego równania [27]:  

    λ kj
k k

o

j j
o

J c
J c

=
/
/

Δ
Δ

  ,              3.101. 

gdzie: Jk    oraz    reprezentują dyfuzyjne przepływy składnika  k  oraz  j ,  natomiast  J j

  Δck
o   oraz  Δcj

o     -   różnice stężeń tych składników w obydwu podukładach. 

Tak zdefiniowany współczynnik dotyczy tylko układów izotermiczno izobarycznych bez sił 

zewnętrznych. 

 W przypadku idealnym, gdy brak sprzężeń i ponadto układ jest bardzo rozcieńczony, a 

zatem przepływy mogą być opisane prostym prawem Ficka, współczynnik selektywności 

przyjmuje postać: 

    λ kj
k k

j j

D k
D k

=       ,               3.102. 

gdzie  oraz  reprezentują współczynniki podziału odpowiednich składników pomiędzy 

fazę zewnętrzną i membranę. 

kk k j

 Postać tego równania staje się zrozumiała po właściwym sformułowaniu I prawa Ficka. 

W swej bezpośredniej postaci prawo to definiuje przepływ składnika  i w membranie jako:

    J D dc
dxi i

i= −                3.103. 
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i po scałkowaniu ma postać: 

( ) lccDJ II
i

I
iii /−=       ,             3.104.     

 gdzie D   oznacza współczynnik dyfuzji składnika  i , (uznany za stały w danym zakresie stężeń), 

  oraz  - stężenia  i  przy powierzchniach (wewnętrznych) membrany, dla x=0, oraz  x=l    

 l  - grubość membrany. 

i

ci
I ci

II

 W przypadku dyfuzji przez membranę znamy zwykle jedynie stężenie składnika w roz-

tworach zewnętrznych:  c  oraz  c . Stężenie składnika we wnętrzu membrany możemy jed-

nak obliczyć pośrednio po doświadczalnym oznaczeniu współczynnika podziału  k  , definio-

wanego jako stosunek stężeń składnika w graniczących ze sobą fazach, tzn. w roztworze ze-

wnętrznym   i w membranie  :  

i
I0

i
II0

i

ci
0 ci

    k c
c

c
ci

i
I

i
I

i
II

i
II= =0 0   .             3.105. 

Wobec powyższego  3.104 przybiera postać: 

   
( )

J
D k c c

l
D k

c
li

i i i
I

i
II

i i
i=

−
=

0 0 0Δ      .            3.106. 

 Podstawienie otrzymanej postaci prawa Ficka do 3.101 prowadzi do podanej już 

uproszczonej formy współczynnika selektywności (3.102). Można zauważyć, że w takim 

przypadku współczynnik selektywności nie zależy od grubości membrany i jej powierzchni, 

ani nawet od stężeń zewnętrznych. Jest tylko funkcją wielkości o charakterze kinetycznym, 

tzn. współczynników dyfuzji obydwu składników (uznaliśmy je za stałe w całym zakresie stę-

żeń) oraz wielkości o charakterze równowagowym, jakimi są współczynniki podziału. 

 W ujęciu ścisłym, gdy sprzężenia ruchu składników są istotne, sformułowanie współ-

czynnika selektywności winno być dokonane zgodnie z zasadami termodynamiki nierówno-

wagowej. I w tym przypadku, z uwagi na złożoność problemu, muszą być wprowadzone pew-

ne uproszczenia, zwłaszcza w przypadku układów wieloskładnikowych. Mianowicie uznaje się 

za istotne jedynie sprzężenia pomiędzy interesującymi nas składnikami  k oraz j . Przepływy 

rozpatrywanych składników można zatem przedstawić jako: 

    J L Lj jj j jk= k+Δ Δμ μ              3.107. 

oraz    J L Lk jk j kk= k+Δ Δμ μ    ,            3.108. 

gdzie:  Δμ j   oraz  Δμ k  oznaczają różnice potencjałów chemicznych składników  j  oraz  k. 
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Δψ =0 ;  zał., że  a cj j= ):  Jak wiadomo, w wybranym układzie (T i  p const.; 

    Δ Δμ j
j

j
RT
c

c=  ,             3.109. 

gdzie:  cj  oznacza logarytmiczne stężenie średnie, zdefiniowane przez wyrażenie: 

    
Δ

Δ

c
c

cj

j
j

0

0ln
=         .              3.110. 

Wobec powyższego 3.107  i  3.108 sprowadzają się do: 

   J L RT
c

c L RT
c

cj jj
j

j jk
k

k= +0
0

0
0Δ Δ              3.111. 

oraz   J L RT
c

c L RT
c

ck jk
j

j kk
k

k= +0
0

0
0Δ Δ        .            3.112. 

Otrzymane równania przepływów można obecnie podstawić do definicji współczynnika selek-

tywności (3.101) otrzymując postać końcową: 

   
( )( )
( )( )λ kj

kk k jk j j k

jj k jk k k j

L c L c c c

L c L c c c
=

+

+

/ / /

/ / /

0 0 0

0 0 0

Δ Δ

Δ Δ

0

0
  .          3.113. 

 Wg równania 3.113, współczynnik selektywności jest również funkcją stężeń obydwu 

składników. Zauważmy, że gdy wzajemne sprzęgania pomiędzy składnikami są nieistotne, tzn. 

, równanie 3.113 sprowadza się do 3.102 (gdyż przy tym założeniu, wg 3.106 i 3.112:    Lkj ≈ 0

L
c

D
RTl

kii

k

i
k0 =   ). 

3.1.7.   PROCESY  PRZEPŁYWU  W  IZOTERMICZNYM  UKŁADZIE   

TRÓJSKŁADNIKOWYM 

 Obiektem rozważań obecnego rozdziału jest układ izotermiczny złożony z dwóch roz-

tworów mocnego elektrolitu binarnego odgraniczonych membraną. (Pierwsze zastosowanie 

liniowej termodynamiki nierównowagowej do tego typu układów zostało przedstawione przez 

Stavermanna [17] oraz Michaeli i Kedem [28].)  

 Oznaczmy liczbę kationów i anionów w cząsteczce elektrolitu odpowiednio przez  ν1 

oraz ν2 , natomiast składniki układu: kationy - cyfrą 1, aniony - cyfrą 2, oraz wodę - cyfrą 3. 

 W układzie może zachodzić dyfuzja składników pod wpływem bodźców: 
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     X
Ti

i= − ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

Δ
~μ   ,            3.114. 

gdzie: ~μ i  oznacza molowy potencjał elektrochemiczny składnika i, w przypadku wody równy jej 

 potencjałowi chemicznemu. 

 Stąd bezpośrednimi przyczynami procesów mogą być (początek rozdz. 3.1.2., s.75) 

różnice ciśnień, aktywności oraz potencjałów elektrycznych pomiędzy podukładami. Rozpa-

trywany układ można więc przedstawić za pomocą następującego schematu (Rys. 3.10.): 

  
 Ze względów praktycznych bodźce zdefiniowane równaniem 3.114 przekształca się do 

różnicy odpowiednich potencjałów: , likwidując tym samym znak "minus", natomiast 

odwrotność temperatury włącza się do odpowiednich współczynników fenomenologicznych. 

~ ~μ μi
I

i
II−

Rys. 3.10. Schemat układu mem-
branowego z możliwością zmiany, 
względnie pomiaru różnicy ci-
śnień, aktywności składników i 
potencjałów elektrycznych (z 
elektrodami odwracalnymi wzglę-
dem anionu).  
 

 Po tych zmianach bodźce przepływów mają prostą postać: 

     Xi i= Δ~μ   ,            3.115. 

gdzie:  Δ oznacza różnicę (a nie przyrost, tak jak na s.100). 

Stąd równania fenomenologiczne przepływu poszczególnych składników tworzą następujący 

układ: 

   J L L L1 11 1 12 2 13= + ++ + +Δ Δ 3Δ~ ~μ μ  μ          3.116a. 

   J L L L2 12 1 22 2 23 3= + ++ + +Δ Δ Δ~ ~μ μ μ           3.116b. 

   J L L L3 13 1 23 2 33= + ++ + +Δ Δ 3Δ~ ~μ μ μ  .         3.116c. 

W równaniach powyższych uwzględniono relacje przemienności Onsagera.  

Uwaga: Współczynniki niediagonalne  są równe iloczynom współczynników występujących  

w równaniach 3.4,  3.5,  3.17 i odwrotności temperatury. Ich jednostką jest zatem  mol2 J-1 m-2 s-1.  

+
ikL ikL

 Układ równań 3.116.  można przedstawić za pomocą równania macierzowego: 
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    J Li ik= + Δ~μ i   ,            3.117. 

gdzie: Ji     oznacza wektor kolumnowy przepływów składników  1 , 2  oraz  3, 

 Δ~μ i  oznacza wektor kolumnowy bodźców, 

Lik
+   oznacza tensor (drugiego rzędu) współczynników fenomenologicznych, przy czym  i  

          numeruje kolumny, natomiast  k  wiersze.  

 W praktyce laboratoryjnej, zamiast przepływów wszystkich składników, wykonuje się 

pomiary przepływu jednego z jonów, np. kationu , przepływu objętości  oraz natężenia 

prądu elektrycznego I. Takie, "praktyczne" przepływy ( oraz 

J1 JV

J1, JV I ) będą w dalszym tekście 

oznaczane ogólnie jako . Przepływy te są definiowane następująco: Jα

     J J1 1=      ,           3.118a. 

     J V J V JV s= +1

1
3 3ν

         ,            3.118b. 

     ( )2211 JzJzFI +=          ,            3.118c. 

gdzie: Vs   oraz  V   oznaczają parcjalne objętości molowe elektrolitu i wody.   3

 (Pozostałe oznaczenia - jak dotąd). 

 Do nowych przepływów należy dobrać odpowiadające im "nowe" bodźce. W tym celu 

zapiszemy wyżej zdefiniowane przepływy   (3.116 a - c) za pomocą równania macierzowe-

go:  

Jα

    
J
J
I

V V

z F z F o

J
J
J

V
s

1

1
3

1 2

1

2

3

1 0 0

0=
ν

  ,           3.119. 

albo:     J Jiα = Γ   ,            3.120. 

przy czym:   

    Γ =

1 0 0

0

0
1

3

1 2

V V

z F z F

s

ν
  .            3.121. 
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Tensor „nowych” współczynników fenomenologicznych jest zatem operatorem transponują-

cym przepływy  na , natomiast Ji Jα Ja  oraz Ji  oznaczają wektory kolumnowe przepływów, 

odpowiednio nowych i pierwotnych. 

 Relację pomiędzy nowymi bodźcami i "starymi" reprezentuje następujące równanie 

macierzowe: 

    X T
iα μ= −Γ Δ1 ~       ,             3.122. 

gdzie:  jest odwrotną i transponowaną macierzą  T1−Γ Γ . 

Wyznaczanie macierzy  wymaga obliczenia wyznacznika macierzy T1−Γ Γ oraz jej dopełnień algebra-

icznych  a  następnie macierzy odwrotnej Aij
1−Γ  i jej transponowania. 

Równanie 3.122 z wpisaną macierzą oraz macierzami bodźców ma następującą postać: T1−Γ

   
X
X
X

z
z

V
V

V

z F

V

I

s

1

1

2 1 3

3

2

1

2

3

1

0 0 1

0 1 0

=

− −

⋅

ν μ
μ
μ

Δ
Δ
Δ

~
~
~

       .            3.123. 

Wynika stąd, że: 

   X z
z

V
V
s

1 1
1

2
2

1 3
3= − −Δ Δ Δ~ ~μ μ

ν
μ~  ,           3.124a. 

   X
VV

w

=
1

3Δμ   ,              3.124b. 

   X
z FI =
1

2
2Δ~μ  .            3.124c. 

 Następnie, po dokonaniu podstawienia zmian potencjałów elektrochemicznych katio-

nów i anionów oraz potencjału chemicznego wody, w sposób podobny do zastosowanego w p. 

3.1.4, uzyskamy następujące równania: 

   X c V c
cs s s

s
1 1

1

1≈ + =ΔΠ
ΔΠ( ) / ν
ν

       ,          3.125a. 

   X pV = −Δ ΔΠ     ,            3.125b. 

   X
z F

EI =
1

2
2Δ~μ =         ,            3.125c. 

gdzie:  ΔΠ  oraz Δp  oznaczają, jak dotąd, różnice ciśnień osmotycznych i hydrostatycznych, 
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 cs     -  średnie stężenie z obydwu roztworów, zdefiniowane jako   
ΔΠ
Δμ

Δμ
Δμs sV

= − 3

3

  ,     

 E     -  różnicę potencjałów wykazywaną przez elektrody odwracalne względem anionów. 

Po ustaleniu wyżej podanych "praktycznych" bodźców można już sformułować równania fe-

nomenologiczne przepływów . Tworzą one następujący układ równań: Jα

   ( )J L
c

L p L
s

p E1
1

= + − +ΠΠ Π Π
ΔΠ

Δ ΔΠ
ν

E   ,        3.126a. 

   ( )J L
c

L p LV p
s

VV pE= + − +Π
ΔΠ

Δ ΔΠ
ν1

E   ,        3.126b. 

   ( )I L
c

L p LE
s

pE EE= + − +Π
ΔΠ

Δ ΔΠ
ν1

E   ,        3.126c. 

w których zostały wpisane współczynniki fenomenologiczne  odpowiadające nowym 

bodźcom . 

Lαβ

Xα

 W celu obliczenia wartości sześciu wyżej wprowadzonych współczynników należy 

przeprowadzić sześć niezależnych eksperymentów, np. takich, które pozwolą na oznaczenie: 

przewodnictwa elektrycznego, liczby przenoszenia kationu, liczby przenoszenia wody, prze-

pływu elektroosmotycznego objętości, przepływu osmotycznego oraz przepływu objętości i 

jonów wodorowych pod wpływem różnicy ciśnień. Należy zastrzec, że obliczone wartości 

dotyczą wybranego układu membranowego przy zastosowanych wartościach (średnich) stężeń. 

Pełną charakterystykę układu można uzyskać dopiero na podstawie ustalenia zmian obliczo-

nych współczynników wraz ze zmianą tych stężeń.  

 Równania  3.126 można przedstawić w zapisie macierzowym jako: 

    J L Xα αβ= α   .            3.127. 

Stanowią one podstawę do pełnego opisu ilościowego procesów transportu przez membranę. 

Do interpretacji mechanizmów przepływów w membranach służą jednak lepiej współczynniki 

"pierwotnych" równań fenomenologicznych, tzn. , występujące w równaniach 3.116. War-

tości tych współczynników oblicza się na podstawie następującego równania macierzowego:

    

Lik
+

L Lik
T−+ −= Γ Γ1 1

αβ   ,            3.128. 

gdzie wszystkie symbole mają swoje poprzednie znaczenie.  
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W powyższych rozważaniach membrana była traktowana jako granica nieciągłości, w 

której istnieją jedynie liniowe zmiany stosowanych bodźców, tzn. zmian stężeń, ciśnień i po-

tencjału elektrycznego równe różnicom tych wielkości w roztworach zewnętrznych 

[29,30,34,35]. W rzeczywistości przebieg takich zmian bywa bardzo złożony i membranę na-

leżałoby rozpatrywać jako całość złożoną z poszczególnych warstw, z których dwie zewnętrz-

ne graniczą z jednej strony z roztworami zewnętrznymi i parametry intensywne przy prawej 

powierzchni kolejnej warstwy można uznać za równe parametrom przy lewej powierzchni 

następnej warstwy. Szczegółowy tok postępowania można prześledzić w publikacjach źródło-

wych, których celem jest analiza struktury i właściwości membrany  [31,32].  

 Do tej pory były omawiane najczęściej układy nieciągłe ze wskazaniami na istotne 

właściwości procesów przepływów i charakterystyczne struktury istniejące w stanach stacjo-

narnych. Stwierdziliśmy, że fenomenologiczne współczynniki przepływu są wielkościami cha-

rakterystycznymi dla zjawisk przebiegających przez granicę nieciągłości podukładów, jaką 

najczęściej stanowi porowata membrana. Są więc wykorzystywane również do ilościowej cha-

rakterystyki procesów zachodzących w samej membranie. 

 Interpretację mechanizmów transportów w układach membranowych można również 

oprzeć na analizie wartości liczbowych i współzależności pomiędzy współczynnikami oporu  

Rik. Wzajemną relację pomiędzy obydwoma zestawami współczynników reprezentuje nastę-

pujące równanie macierzowe: 

     R
A
Lik
ik+ =

ik

       ,             3.129. 

gdzie:   oznacza odpowiednie dopełnienie algebraiczne macierzy współczynników L ,  Aik

   natomiast L   -  jej wyznacznik Lik
+ . 

 W przypadku omawianego wyżej układu odpowiednie rozwiązania są dosyć złożone  

i szczegółowe ich przedstawianie nie byłoby celowe. Wynik transformacji współczynników 

fenomenologicznych równań przepływu we współczynniki równań bodźców przedstawimy 

tylko na przykładzie prostego układu dwóch równań przepływów: 

    J L p LV VV V= +Δ ΔΨΨ                 3.130a. 

oraz    I L p LV= +Ψ ΨΨΔ ΔΨ  .           3.130b. 

Równania te można przekształcić do następujących równań bodźców: 
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    Δ Ψp R J R IVV V V= +             3.131a. 

oraz    ΔΨ Ψ Ψ= Ψ+R J R IV V   .          3.131b. 

Występujące w nich współczynniki oporu , obliczone według równania 3.129, są następują-

cymi funkcjami współczynników równań przepływu:  

Rik

    R L
L L LVV

VV V

=
−

ΨΨ

ΨΨ Ψ
2      ,            3.132. 

    R L
L L L

VV

VV V
ΨΨ

ΨΨ Ψ

=
− 2     ,            3.133. 

    R R L
L L LV V

V

VV V
Ψ Ψ

Ψ

ΨΨ Ψ

= =
− 2   .          3.134.  

 Łatwo można zauważyć, że wymiar współczynników oporu jest odwrotnością wymiaru 

współczynników przepływu. 

3.1.8. SPRZĘŻENIA W  TRANSPORCIE  SKŁADNIKÓW  ROZTWORÓW  

ZEWNĘTRZNYCH  Z  MEMBRANĄ  

 Pomiędzy membraną i składnikami roztworów zewnętrznych istnieją zwykle określone 

oddziaływania ( fizyczne i/albo chemiczne) decydujące o selektywności membrany względem 

danego składnika. Można mówić wprost o sprzężeniach występujących pomiędzy membraną a 

przepływającymi składnikami. Sprzęgania się przepływających składników są, jak wiemy, 

reprezentowane w równaniach fenomenologicznych przez współczynniki krzyżowe, tzn. nie-

diagonalne. Z tego względu istnienie oddziaływań pomiędzy nieruchomą membraną a prze-

pływającymi składnikami winno być odzwierciedlone w wartościach współczynników diago-

nalnych. 

 Przed przedstawieniem pewnych informacji na ten temat warto zwrócić uwagę na sens 

fizyczny współczynników fenomenologicznych. 

 Współczynniki diagonalne , względnie  mają szczególne znaczenie i są proste w 

interpretacji fizycznej. Jeśli bowiem współczynniki niediagonalne są równe zeru, co oznacza, 

że rozpatrywany przepływ albo bodziec nie zależy od sił sprzężonych, to otrzymane równanie 

fenomenologiczne jest analogiczne do znanych liniowych równań, takich jak I prawo Ficka, 

prawo Ohma, Fouriera itp. (Problematykę tę omawialiśmy już częściowo w rozdziale 1.5.2.). 

Współczynniki diagonalne są wtedy bardzo prostymi funkcjami, np. współczynników dyfuzji, 

Lii Rii
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przewodnictwa elektrycznego, cieplnego itp., w zastosowanych membranach i mogą służyć do 

obliczeń tych wielkości  [17,24,27-29].  

 Jeśli jednak oddziaływania pomiędzy przepływającymi składnikami są istotne, to war-

tości liczbowe współczynników niediagonalnych są miarą sprzężeń pomiędzy przepływami, 

np.  oraz . Oznacza to, że bodziec ( ) sprzężony ze składnikiem  i wnosi wkład do prze-

pływu składnika  j.  

Ji J j Xi

 W celu sprecyzowania sensu liczbowych wartości współczynników oporu rozpatrzmy 

np. równanie fenomenologiczne dla bodźca : Xi

  X R J R J R J R J R Ji i i ii i ij j in= n+ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅1 1 2 2   .          3.136. 

Jak można zauważyć: 

  Współczynnik diagonalny  jest liczbowo równy bodźcowi działającemu na 

1 mol składnika i, niezbędnemu do wywołania jednostkowego przepływu , gdy pozostałe 

składniki są unieruchomione ( ).   

Rii

Ji

0=≠ijJ

  Współczynnik niediagonalny  jest liczbowo równy bodźcowi działającemu 

na 1 mol składnika  i  przy jednostkowym przepływie składnika j,  gdy zarówno składnik 

Rij

 i,  jak i pozostałe składniki są unieruchomione  ( Ji j≠ = 0 ). 

Jak już wiadomo, współczynniki diagonalne są zawsze dodatnie, podczas gdy niedia-

gonalne mogą być zarówno dodatnie jak i ujemne. Przy Rij < 0  wzajemne oddziaływanie oby-

dwu składników polega na "pociąganiu" jednego przez drugi. Natomiast gdy , przepływ 

jednego składnika wstrzymuje albo wywołuje przeciwnie skierowany przepływ drugiego 

składnika.  

Rij > 0

 W równaniach bodźców wg 3.136. występują współczynniki reprezentujące sprzężenia 

pomiędzy "ruchomymi" składnikami roztworów zewnętrznych. Brak w nich wielkości repre-

zentujących „jawnie” oczywiste oddziaływania ruchomych składników z nieruchomą mem-

braną. Należy zwrócić uwagę na to, że membrana jest w takim ujęciu uznana za układ odnie-

sienia ruchu pozostałych składników.   

 W celu sprecyzowania wielkości reprezentujących również oddziaływania z membraną 

należy traktować membranę jako dodatkowy składnik układu. Jest oczywiste, że pomiędzy 

wszystkimi składnikami tego układu (włączając membranę) istnieją oddziaływania, które 
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można interpretować jako tarcie w czasie przemieszczania się ruchomych składników pomię-

dzy sobą oraz każdego z nich z membraną. Oznacza to, że o wartości współczynnika diagonal-

nego  decydują nie tylko oddziaływania pomiędzy składnikiem  i  a pozostałymi składni-

kami ruchomymi, lecz również pomiędzy nim a membraną. 

Rii

 Podstawą do sformułowania wyrażeń pozwalających na obliczanie współczynników 

charakteryzujących oddziaływania składników z membraną (szczególnie istotnych w przypad-

ku membran jonoselektywnych) jest stwierdzenie, że bodziec termodynamiczny działający na 

1 mol danego składnika jest równoważony przez sumę sił oddziaływania pomiędzy tą ilością 

składnika i wszystkimi innymi składnikami w jego otoczeniu, tzn. 

            dla  k=1, 2, .. n, m            3.137. Xi
i k

m

= −
≠
∑ Fik

gdzie:  m  oznacza membranę, natomiast   Fik  -  siłę oddziaływań wzajemnych  i oraz  k. 

Każdą siłę oddziaływań można wyrazić jako iloczyn współczynnika tarcia  fik i różnicy 

szybkości obydwu składników (np.: ). Zatem: ki vorazv

   F f v v f
J
c

J
cik ik i k ik

i

i

k

k

= − − = − −
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟( )  ,           3.138. 

W równaniu tym szybkości składników zastąpiono ilorazem przepływu i stężenia, 

gdyż: . J v ci i= i

 Z uwagi na to, że membrana jest układem odniesienia ruchu składników: 

    F f v f
J
cim im i im

i

i

= − = −  .            3.139. 

Według 3.138. współczynnik tarcia (molowy) fik  jest liczbowo równy sile działającej na mol 

składnika  i, wynikającej z oddziaływań pomiędzy nim i składnikiem k  (o stężeniu ck) przy 

jednostkowej szybkości względnej. Ponieważ stężenia obydwu składników w membranie są 

zwykle różne, a obowiązuje równowaga wzajemnych oddziaływań, więc: 

    c f         .              3.140. c fi ik k ki=

Powyższy wzór pozwala na wzajemne przeliczanie współczynników tarcia   na . f ik f ki

 Podstawienie 3.138 oraz 3.139 do 3.137 prowadzi do wyrażenia prezentującego bodźce 

termodynamiczne za pomocą współczynników tarcia i stężeń. Mianowicie: 
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   X J
f

c
J

f
ci i

ik
k i

m

i
k

ik

kk i

n

= −≠

≠

∑
∑        .             3.141. 

 Porównanie tego wyrażenia z fonomenologicznym równaniem bodźców 3.136 prowa-

dzi do wniosku, że: 

   R
f
cii

ik

ik i

m

=
≠

∑   , przy  k=1, 2, n, m,                 3.142. 

oraz   R
f
cik

ik

k

= −   ,          przy i ≠ k ;   i ,k = 1,2, ..n .          3.143. 

Z ostatniego równania, znając współczynniki Rik oraz stężenia  ck, można obliczyć poszcze-

gólne współczynniki tarcia pomiędzy "ruchomymi" składnikami w membranie fik.  

Współczynniki reprezentujące oddziaływania tych składników z membraną  fim oblicza 

się następnie na podstawie 3.142 przekształconego do następującej postaci:   

            ,             3.144. f R c fim ii i ik
k i

n

= −
≠

∑

gdzie   i, k =1, 2, ...n     natomiast   m  oznacza membranę.  

 Współczynniki fenomenologiczne Rim obliczymy z kolei przez podzielenie współ-

czynnika tarcia  przez stężenia danego składnika w membranie (wg 3.143).  fim

 Omawiane sprzęgania się przepływów składników z membraną są szczególnie istotne 

w przypadku stosowania membran o zdecydowanym charakterze polarnym albo membran jo-

noselektywnych. „Szkieletem” tych ostatnich membran jest struktura przestrzenna utworzona 

np. z łańcuchów polimerowych zawierających grupy jonowe, np. sulfonowe - . W roztwo-

rze wewnętrznym znajdują się natomiast oddysocjowane kationy. Wobec tego jony ujemne 

przepływające przez membranę spotykają się ze zdecydowanie innym oddziaływaniem niż 

jony dodatnie; są one elektrostatyczne odpychanie przez związane jony sulfonowe. Można 

zatem przewidywać, że wartości liczbowe współczynników  oraz  winny odzwiercie-

dlać znany efekt selektywności membran względem przepływu elektrolitu oraz selektywności 

względem wielkości i ładunku jonów tego samego rodzaju. O efekcie oddziaływań z membra-

ną może decydować jeszcze cały szereg innych czynników, wśród których należy wymienić 

średnice dróg przepływu w membranie (średnice jej porów) oraz siłę jonową roztworów  

[30,33].  

−
3SO

R m1 R m2
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 Na podstawie powyższych rozważań staje się zrozumiałe wielokrotnie podkreślane 

stwierdzenie, że współczynniki fenomenologiczne w układach membranowych, zwłaszcza 

współczynniki diagonalne, charakteryzują właściwości całego układu membranowego a ich 

wartości liczbowe mogą służyć do charakterystyki oddziaływań składników pomiędzy sobą  

i z membraną.  

3.2.  NIECIĄGŁE UKŁADY NIEIZOTERMICZNE 

Charakterystyka rozpatrywanych układów:    

są zamknięte względem otoczenia; 

podukładami są roztwory tych samych składników o różnych aktywnościach;   

      składniki (układ zawiera n składników) nie uczestniczą w reakcjach chemicznych; granicę 

nieciągłości stanowi membrana pozwalająca na wymianę masy i energii;    

      nie występuje zewnętrzna różnica potencjałów. 

Temperaturę w podukładzie I oznaczymy jako T, natomiast w podukładzie II jako T T+ Δ .   

Zakładamy przy tym, że ΔT  jest niewielkie, zatem iloczyn:  T T T T( )+ ≅Δ 2. 

 Pomiędzy podukładami zachodzą dyfuzyjne przepływy składników  oraz przepływ 

energii w postaci ciepła . Stąd źródło entropii składa się z udziału wnoszonego przez prze-

pływ ciepła oraz przez wszystkie przepływy dyfuzyjne (wg 1.112): 

Ji

Jq

         .            3.145. Σ s q q k
k

n

kJ X J X= + ∑

Natomiast bodźce termodynamiczne i przepływy (wg 1.111) są przedstawiane następująco: 

 - bodziec przepływu ciepła - 

    2
1

T
T

T
X q

Δ
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Δ−=   ,             3.146. 

 - bodźce przepływu składników - 

    T
TTT

X kkk
k Δ+

Δ
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Δ−= 2

μμμ   ,          3.147. 

gdzie: k = 1, 2, 3, ..n.,    

 Równania fenomenologiczne przepływów obejmują (analogicznie do 2.3 i 2.4): 

 a)   n  równań przepływu składników o postaci ogólnej: 
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                 3.148. J L X Li ik
k

n

k iq= +
=

∑
1

X q

Xq

 b) równanie przepływu ciepła: 

          .            3.149. J L X Lq kq
k

n

k qq= +
=

∑
1

(Niediagonalne współczynniki fenomenologiczne spełniają relację Onsagera.) 

 Do  3.148 wprowadza się obecnie rozszerzenie, otrzymując: 

    J L X
L
L

L Xi ik
k

n

k
ik

ik
iq q= +

=
∑ ∑

∑1

 .           3.150. 

 W drugim składniku prawej strony ostatniego równania występuje wyrażenie, które ma 

określony sens fizyczny. Reprezentuje ono tzw. energię przenoszenia składnika k i jest ozna-

czane symbolem  U   . Mianowicie dla składnika  i :  k
*

    
L

L
Uiq

ik
k

i∑
= *         .              3.151. 

 Sens fizyczny energii przenoszenia można ustalić za pomocą następującego rozważa-

nia: 

Załóżmy, że 

 a) różnica temperatur pomiędzy podukładami została sprowadzona do zera, czyli  

 ΔT= 0,  a zatem również ,  oraz Xq = 0

 b/ potencjały chemiczne wszystkich składników z wyjątkiem składnika  k są również 

 jednakowe, czyli X k i . ≠ = 0

 Jedynym bodźcem jest obecnie   (przy czym i ≠ k). Xi

Wobec powyższego, z  3.149 wynika, że: 

     iJ L Xq iq=      ,             3.152. 

oraz wg definicji energii przenoszenia ( 3.152): 

     L U Liq i ii= *       .             3.153. 

Po podstawieniu tej wielkości do  3.152 otrzymujemy: 

     J U L X U Jq i ii i i i= =* *   ,           3.154. 

gdyż wobec poczynionych założeń  L X Jii i i=  . 

 Według ostatniego równania energia przenoszenia danego składnika  jest energią 

wewnętrzną przenoszoną przez jednostkowy przepływ dyfuzyjny tego składnika. Jest zatem 

Ui
*
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analogiem właściwego ciepła przenoszenia stosowanego dla opisu efektów krzyżowych  

w nieizotermicznych układach ciągłych (rozdział 2.3.). 

  Po wprowadzeniu energii przenoszenia do  3.150 otrzymujemy: 

          .            3.155. ( )qkk

n

k
iki XUXLJ *

1
+= ∑

=

Z kolei podstawienie bodźców  (3.146  i  3.147) prowadzi do postaci: 

   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ

+
+Δ−= ∑

=

T
T

U
T

LJ kk
k

n

k
iki 2

*

1

1 μμ  .            3.156. 

Pozostaje obecnie podstawić wielkość Δμk ; 

Jak wiadomo, potencjał chemiczny jest funkcją T, p i aktywności poszczególnych składników. 

Przyjmując, że roztwory w podukładach są doskonałe albo idealne, zamiast aktywności można 

stosować stężenia w ułamkach molowych x . Wobec tego różniczka potencjału chemicznego 

składnika ma postać: 
i

  d
T

dT
p

dp
x

dxk
k

p x

k

T x

k

ik

n

T p x
i

i i j i

μ ∂μ
∂

∂μ
∂

∂μ
∂

=
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ +

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ +

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

=
∑

≠, , , ,1

       .          3.157. 

Po podstawieniu parcjalnej entropii molowej składnika  oraz parcjalnej objętości molowej 

tego składnika V  i scałkowaniu w granicach zmian odpowiednich parametrów w wybranym 

układzie stwierdzamy, że: 

Sk

k

  Δ Δ Δμ ∂μ
∂k k k

k

i T p x
i

k

n

V p S T
x

x
j i

= − +
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

≠
=

∑
, ,1

Δ  .           3.158. 

Po podstawieniu powyższego wyrażenia do równania  3.156 otrzymujemy: 

 ⎥⎦
⎤Δ

+
+Δ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−Δ−Δ⎢⎣

⎡= ∑∑
==

≠

T
T

Ux
xT

p
T
VT

T
SLJ kk

i

n

k xpTi

kkk
n

k
iki

ij

2

*

1 ,,1

1 μ
∂
∂μ  .        3.159. 

Pierwszy i ostatni wyraz wewnątrz nawiasu kwadratowego można połączyć w jeden ze wspól-

nym mianownikiem T, uzyskując: 

   T
T

hUT
T

UST kkkkk Δ
+

=Δ
++

2

*

2

*μ      ,            3.160. 

gdzie:  h TSkk k= +μ  oznacza parcjalną entalpię molową składnika  k. 

Wobec powyższego przepływ składnika  3.159 otrzymuje ostateczną postać: 
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 ⎥⎦
⎤Δ

+
+Δ⎟⎟

⎠

⎞
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1
∂
∂μ      .          3.161. 

 Równanie powyższe ma bardzo złożoną strukturę. Jak wykażemy poniżej,  

w przypadkach specyficznych jest ono jednak znacznie uproszczone. 

 Interesujące wyniki badań nieizotermicznych układów membranowych można znaleźć 

w pracach Lorimera [36] oraz Tasaki [37]. 

3.2.1.   UKŁADY  NIEIZOTERMICZNE  W  STANIE  STACJONARNYM 

 Rozpatrzymy obecnie przypadek szczególny, gdy układ znajduje się w stanie stacjo-

narnym utrzymywanym przez stałą różnicę temperatur [36,37].   

 Zgodnie z właściwościami stanu stacjonarnego, przepływy niesprzężone z ustalonym 

bodźcem są równe zeru. W rozpatrywanym układzie są to zatem wszystkie przepływy dyfu-

zyjne (p. 1.6.2.2.). 

3.2.1.1. Nieizotermiczny układ dwuskładnikowy 

W takim układzie  J  oraz   są równe zeru. Stąd, według  3.161: 1 J2

 

01

1

2
2

*
1

2
,,2

22
12

2
1

*
1

1
,,1

11
11

1

2

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
Δ

+
+Δ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−Δ−+

+
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
Δ

+
+Δ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−Δ−

T
T

hUx
xT

p
T
VL

T
T

hUx
xT

p
T
VL

xpT

xpT

∂
∂μ

∂
∂μ

 .          3.162. 

 Analogiczne wyrażenie, różniące się jedynie współczynnikami fenomenologicznymi, 

otrzymamy przyrównując do zera J . Wobec tego obydwa nawiasy kwadratowe równania 

3.162. są równe zeru. 
2

Oznacza to, że  
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 Ponieważ układ jest dwuskładnikowy, potencjał chemiczny składnika 2 oraz jego stę-

żenie można zastąpić odpowiednimi funkcjami odnoszącymi się do składnika 1 .  
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W tym celu wykorzystamy równania Gibbsa – Duhema o postaci:  

02211 μ + μ =dndn      (stałe: T oraz p),         3.164.      

gdzie:  n1  oraz  n2  oznaczają liczby moli składników. 

Równanie to można przedstawić jako: 
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 .            3.165. 

Wobec powyższego można stwierdzić, że:     
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  .          3.166. 

(Analogiczne przekształcenia stosowaliśmy w przypadku dyskusji układów ciągłych, równania 

2.21-2.23.) 

Obecnie, po uwzględnieniu relacji:  
2

1

2

1

x
x

n
n

=   układ równań  3.163 uzyskuje postać: 
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         3.167b. 

 Za pomocą powyższego układu równań można wyprowadzić równania na współzależ-

ności pomiędzy  ΔT  wywołującym stan stacjonarny a ustalającymi się w nim wartościami  Δx1  

lub Δp : 

Mianowicie:  

a) Rozwiązując układ równań 3.167 względem   (po wyeliminowaniu x1 Δp), otrzymamy:  
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T
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  .      3.168.  

Zauważmy, że : V V x
x

V
x2 1

1

2 2

+ =      ,      gdyż objętość całkowita  V  =  V x   . V x1 1 2 2+
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Stąd:  
( ) ( ) T

TV
x

VhUVhUxx

xpT

Δ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+

=Δ

2,,1

1

12
*
221

*
1

21

∂
∂μ       .            3.169. 

 Równanie powyższe opisuje zjawisko tzw. efuzji termicznej. Wartość liczbowa tego 

efektu jest równa różnicy stężeń, jaka ustala się w stanie stacjonarnym układu wywołanym 

jednostkową różnicą temperatur.  

Zjawisko to jest analogiem termodyfuzji występującej w układach ciągłych (s. 76), a równanie 

3.169. pozwala na obliczenie równicy stężeń składnika jaka ustali się stanie stacjonarnym 

układu, wywołanym ustaleniem określonej różnicy temperatur. 

b) Eliminując z układu równań 3.167. wyraz Δx1 otrzymujemy natomiast równanie wyrażające 

współzależność  ΔT  i Δp:  

  
( ) ( ) T

TV
xhUxhUp Δ

+++
=Δ 22

*
211

*
1      .            3.170. 

Równanie powyższe opisuje tzw. ciśnienie termomolekularne. Wartość liczbowa tego efektu 

jest równa różnicy ciśnień, jaka ustali się w omawianym stanie stacjonarnym przy jednostko-

wej różnicy temperatur. 

c) W przypadku gdy membrana jest idealnie selektywna wobec składnika 2, tzn. wstrzymuje 

go całkowicie, (zatem L12 jest równe zeru) wg 3.167a. stan stacjonarny jest charakteryzowany 

przez równanie:  
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 Gdy ponad to wybrany układ (w stanie stacjonarnym) jest tak zbudowany, że idealnie 

selektywna membrana jest ruchoma, tzn. nie może dojść do ustalenia się różnicy ciśnień Δp, 

równanie  3.171 sprowadza się do postaci: 
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    .            3.172. 

 Na podstawie powyższego równania można obliczać tzw. temperaturę osmotyczną 

jako różnicę temperatur, która wywoła jednostkową różnicę stężeń. 
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3.2.1.2. Nieizotermiczny układ jednoskładnikowy 

 W rozpatrywanym układzie x , wobec czego równanie 3.171, charakteryzujące stan 

stacjonarny wywołany stałą różnicą temperatury, sprowadza się do postaci: 
1 1=

   Δp
U h

V T
T= −

−1 1
*

Δ    gdzie  V V= 1   .           3.173. 

 W układzie ustala się tzw. ciśnienie termomolekularne. Wielkość ta jest różnicą ci-

śnień między podukładami w stanie stacjonarnym jednoskładnikowego układu, wywołanym 

utrzymywaniem stałej różnicy temperatur. W takim stanie przepływ składnika jest równy zeru 

(jako nie skoniugowany z bodźcem wywołującym stan stacjonarny), a układ wykazuje stałą 

różnicę ciśnień dzięki przepływowi ciepła. 

 Równania fenomenologiczne w rozpatrywanym układzie mają postać (wg 3.148. i 

3.149.):   J L X L Xq q1 11 1 1= +               3.174. 

oraz    J L X L Xq q qq q= +1 1   ,            3.175. 

a po podstawieniu bodźców (Xq  wg 3.146  oraz  X1 wg 3.147  i  3.158.): . 
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111      ,            3.176. 

(postać ta wynika bezpośrednio z  3.161).  

oraz    T
T
L

T
T
hp

T
VLJ qq

qq Δ+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ+Δ−= 22

11
1         .            3.177. 

W ostatnich równaniach tych uwzględniono już wprowadzone wielkości energii prze-

noszenia składnika (3.151) 
L
L

Uq1

11
1= * oraz parcjalnej entalpii molowej składnika (jak w 3.160). 

Jeśli założymy dodatkowo, że  ΔT = 0 ,  to z powyższych równań otrzymujemy: 

   J L
V
T

P1 11
1= − Δ        ,              3.178. 

oraz   J L
V
T

p J
L
Lq q

q= − =1
1

1
1

11

Δ         .             3.179. 

Po zastąpieniu  L1q  iloczynem:   (wg. 3.151) otrzymujemy: 11
*
1 LU

      .             3.180. J U Jq = 1 1
*
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Równanie powyższe wyraża tzw. efekt termomechaniczny. Określa on przepływ energii wy-

wołany przepływem składnika pod wpływem różnicy ciśnień (gdyż wg 3.178  ∆P decyduje o 

wielkości przepływu składnika).  

 Wyżej przedstawione efekty, tzn. ciśnienie termomolekularne oraz efekt termomecha-

niczny, stanowią kolejny przykład efektów krzyżowych spowodowanych sprzęganiem się 

przepływu energii i masy. 
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4. UKŁADY  NIECIĄGŁE  Z  REAKCJĄ  CHEMICZNĄ 

4.1. WPROWADZENIE 
 Reakcja chemiczna jest procesem polegającym na przekształceniu (z reguły nie kom-

pletnym) substratów w produkty. Jest przy tym procesem nieukierunkowanym przestrzennie, a 

w czasie jej przebiegu powstaje jednakowy w każdym miejscu układu nadmiar (albo niedo-

miar) określonych reagentów. Nie dochodzi do powstawania zróżnicowania stężeń, ani tempe-

ratury w przypadku reakcji z efektem cieplnym. W środowisku izotropowym reakcja nie stwa-

rza zatem bodźców do pojawienia się przepływów. Stwierdzenie to jest zgodne z regułą Curie 

( 1.5.4.), zgodnie z którą w ośrodku izotropowym różne od zera powinowactwo chemiczne 

reakcji (wielkość skalarna) nie może sprzęgać się z przepływami czyli z wielkościami wekto-

rowymi. Przebieg reakcji, np. A B→ ,  nie wywołuje w układzie izotropowym zróżnicowania 

stężeń czyli separacji składników. Efekt taki można obserwować jedynie w układach dalekich 

od równowagi oraz w układach, w których w mechanizmie reakcji uczestniczą etapy autokata-

lityczne; W stanach stacjonarnych takich układów obserwuje się oscylacje (w czasie i w prze-

strzeni) stężeń autokatalizatorów. 

Najprostszy przykład stanowią procesy nie koniecznie chemiczne, ale i wiele procesów 

ekologicznych, nazywanych często procesami z udziałem „ofiary i drapieżcy”. Ich mechanizm 

został przedstawiony za pomocą modelu opracowanego teoretycznie przez Lotkę  (1910-

1920); 

W przypadku prostego procesu sumarycznego zapisanego sumarycznie jako: 

               ,      4.1. BA YX⎯⎯ →⎯ ,

uproszczony model jego mechanizmu przedstawia się jako sekwencję etapów: 

                   4.1a. 

BY

YYX
XXA

k

k

k

⎯→⎯

⎯→⎯+

⎯→⎯+

3

2

1

2
2

gdzie: A i  B oznaczają substrat i produkt,     

X  i  Y    - autokatalizatory, (w procesach ekologicznych  X oznacza ofiarę a  Y dra-

pieżcę), 

 k1,  k2 ,  k3  - stałe szybkości poszczególnych etapów. 

W stanie stacjonarnym zapewnionym przez utrzymywanie stałych stężeń substratu i produktu 

zmiany czasowe stężeń autokatalizatorów mają postać oscylacyjnych równań różniczkowych:   
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       YYX
Y

YXXA
x CkCCk

td
Cd

orazCCkCCk
td

Cd
3221 −=−=    4.2. 

Szerzej znany przykład takich procesów chemicznych stanowią tzw. reakcje Biełouso-

wa-Żabotyńskiego (1950 -1970). Jedną a z nich stanowią procesy zachodzące w wyniku zmie-

szania kwasu malonowego z siarczanem ceru i bromianem potasu, przy wystarczającym nad-

miarze bromianu. Szczegółowy mechanizm zachodzących reakcji jest jeszcze ciągle przedmio-

tem dyskusji (reakcja składa się co najmniej z ok. 20 etapów elementarnych). Sumaryczny, 

lecz uproszczony przebieg takich reakcji został wyjaśniony za pomocą modelu nazwanego 

OREGONATOREM o postaci: 

4

2

3

2

2
2

.22
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=+⎯→⎯

=⎯→⎯+

=+⎯→⎯+

=+⎯→⎯+
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organicznyzwBZXXA

BrOAgdziePXYA

k

k

k

k

k

     4.3 

Należy wspomnieć, że jony Ce-4 redukujące się w ostatnim etapie są odtwarzane w, nie wy-

szczególnionym, etapie pośrednim w wyniku utleniania przez BrO-3.  W stanie stacjonarnym 

oscylacjom podlegają składniki X, Y  i  Z. 

 Oscylacje czasowe i przestrzenne, będące przejawem istnienia struktur czasowo-

przestrzennych, są typową cechą stanów stacjonarnych wielu złożonych układów chemicznych 

z etapami autokatalitycznymi. Najprostsze struktury przestrzenne są charakterystyczne dla 

liniowych stanów stacjonarnych układów niezbyt odległych od równowagi (np. w zjawisku 

termodyfuzji, elektroosmozy i innych).  

 W przypadku prostych reakcji chemicznych w układach nieciągłych, zwykle membra-

nowych, sytuacja jest zdecydowanie odmienna, np. w jednorodnym układzie jednofazowym 

odgraniczonym od otoczenia za pośrednictwem membrany. W trakcie przebiegu reakcji che-

micznej dochodzi do wzrostu stężenia jednych składników i spadku innych. Gdy stężenie, np. 

jednego ze składników staje się wyższe od stężenia zewnętrznego, to na granicy układ / oto-

czenie wytwarza się róznica stężeń, czyli bodziec dla przepływu tego składnika. Jeśli granicą 

układu jest membrana przepuszczalna, to będzie zachodził przepływ składnika do otoczenia. 

Pojawi się zatem wielkość wektorowa, pozornie wbrew zakazowi Curie. Zwróćmy jednak 

uwagę na to, że istnienie przepuszczalnej (selektywnej) granicy pomiędzy układem a otocze-
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niem tworzy nową niejednorodną całość. Jest ona globalnie układem anizotropowym, którego 

reguła Curie nie dotyczy. 

 Granica układu, tzn. membrana, winna spełniać szereg warunków, np. nie może być 

jednakowo przepuszczalna dla wszystkich składników. W takim przypadku dosyć szybko 

utworzyłby się układ jednorodny po obydwu stronach membrany i obecność membrany nie 

miałaby znaczenia, a jej usunięcie nie wywoływałoby żadnej zmiany. 

 Sprzęganie się reakcji chemicznej z przepływami będzie zatem występowało w każdym 

układzie anizotropowym oraz w układzie niejednorodnym z membraną stwarzającą niejedna-

kowe przestrzennie opory dla reagentów lub ciepła, albo w układzie wykazującym zróżnico-

wane powinowactwo chemiczne, czy wreszcie w układzie wykazującym niejednakowe rozło-

żenie katalizatora lub niejednakową aktywność katalityczną. 

4.2. SPRZĘŻENIA  POMIĘDZY  REAKCJAMII  CHEMICZNYMI 

 Źródłem entropii w układach z reakcjami chemicznymi jest suma iloczynów bodźców i 

szybkości reakcji (bodźcem jest natomiast iloraz powinowactwa chemicznego i odwrotności 

temperatury), tzn. 

    01
≥= ∑ jj

k

j

IA
T

σ        ,      4.4. 

gdzie: j = 1,  2, ....k,  numeruje reakcje,                   I   oznacza szybkość reakcji  j,             j

AAj  - powinowactwo chemiczne tej reakcji równe: j ij
i

i= −∑ ν μ  ,  

νij  - współczynnik techiometryczny składnika  i  w reakcji  j,     

μi  - potencjał chemiczny składnika  i. 

W przypadku, gdy w układzie przebiega jedynie jedna reakcja: 

    σ =
1 01 1T

A I >   .      4.5. 

Oznacza to, że znaki powinowactwa chemicznego i szybkości reakcji są identyczne i reakcja 

biegnie zgodnie z jej powinowactwem. Jednakże w przypadku, gdy możliwe jest zachodzenie 

wielu reakcji chemicznych, może się zdarzyć, że reakcje  j =1, 2,..l  mają dodatnią produkcję 

entropii, lecz w pozostałych k= l+1, l+2,..entropia maleje. Sytuacja taka jest możliwa, jeśli 

łączna produkcja entropii przewyższa jej spadek [11], tzn. 
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∑ ∑<   .    4.6. 

 Możliwość zaistnienia takiego przypadku zależy od stosunku liczby reakcji elementar-

nych do liczby liniowo niezależnych równań kinetycznych. Przebieg reakcji z ujemnym źró-

dłem entropii, czyli biegnących "kosztem" reakcji samorzutnych, jest możliwy, gdy liczba re-

akcji elementarnych jest większa od liczby liniowo niezależnych równań kinetycznych. W 

przypadku, gdy liczba reakcji elementarnych jest mniejsza, reakcje wymuszone wbrew swemu 

powinowactwu nie mogą zachodzić. 

Wniosek powyższy można zilustrować przykładami:  

 a) Gdy istnieją dwie reakcje elementarne: 

 A          B             oraz  B       C              4.7. 

to istnieją również dwa niezależne równania kinetyczne. W takim układzie wystąpienie wza-

jemnego sprzęgania się reakcji i wymuszenie przebiegu reakcji, np. 2, wbrew jej powinowac-

twu oznaczałoby, że reakcja pierwsza powodowałaby przebieg reakcji drugiej  

w odwrotnym kierunku, co jest niemożliwe.  

 b) Gdy istnieją trzy reakcje typu: 

  A        B  ,       B        C   ,           C      A     4.8. 

to istnieją tylko dwa niezależne równania kinetyczne, gdyż zawsze równanie dla trzeciej reak-

cji jest sumą dwóch pierwszych. Stąd może wystąpić sprzęganie się reakcji polegające na tym, 

że np. przebieg (prosty) reakcji 1 i 2 może wymuszać przebieg reakcji 3 w kierunku odwrot-

nym, tzn. wbrew jej powinowactwu. 

4.3. RÓWNANIA  FENOMENOLOGICZNE  REAKCJI  CHEMICZNYCH 

 Zasady liniowej termodynamiki nierównowagowej wymagają, aby równania fenome-

nologiczne były liniowymi funkcjami bodźców. Poznaliśmy już takie równania w przypadkach 

bodźców "niechemicznych". Okazało się przy tym, że są one słuszne nawet przy dosyć wyso-

kich bodźcach (p.1.3.2.). 

 W przypadku reakcji chemicznych liniowe równanie fenomenologiczne winno mieć 

postać: 
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    I L
A
Tj jk

k

r
k= ∑       ,      4.9. 

gdzie: Ij  oznacza szybkość zmiany stężenia składnika  j  uczestniczącego w  r  reakcjach, 

   - powinowactwo chemiczne reakcji  k ,   - współczynniki fenomenologiczne.  Ak Ljk

Wobec powyższego źródło entropii, równe sumie iloczynów szybkości reakcji i bodźców, ma 

postać: 

    0≥= ∑∑ T
A

T
A

L j
r

j

r

k

k
jkσ   .   4.10. 

 Istotne jest określenie zakresu słuszności liniowych równań fenomenologicznych wy-

rażających szybkość reakcji; 

Współzależność szybkości reakcji i jej powinowactwa ustalimy na przykładzie reakcji po-

wstawania jodowodoru: 

             k1 

             H2   +   I2
             2 HI            4.11. 

              k2  

Szybkość tej reakcji jest wypadkową szybkości procesu biegnącego w prawo i w lewo, tzn. 

   v v    ,  4.12. v k c c k cH I HI= − = −1 2 1 2
2

2 2

a po przekształceniu: 

   v k c c
k c

k c c
v K

KH I
HI

H I

= −
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = −

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟1

2
2

1
12 2

2 2

1 1   .  4.13. 

W równaniu tym stosunek stałych szybkości    do  k  został zastąpiony przez stałą równowa-

gi K, natomiast 

k1 2

K  oznacza wyrażenie analogiczne do stałej równowagi, reprezentujące reakcję 

w danym momencie (nazywane ilorazem reakcji). Nie zawiera ono aktywności równowago-

wych, lecz aktywności aktualne w danym momencie reakcji. 

 Zauważmy, że powinowactwo chemiczne reakcji przebiegającej w warunkach izoter-

miczno izobarycznych jest wyrażane wzorem: 

   A G G RT K RT K
K

o= − = − − =Δ Δ ln ln   ,            4.14. 

gdzie:  ΔG oznacza entalpię swobodną reakcji, natomiast 

 ΔG o   - standardową entalpię swobodną reakcji (równą  

Wobec tego: 

−RT Kln ). 
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    ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

RT
A

K
K exp                 4.15. 

i równanie  4.13 uzyskuje postać: 

    ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−=

RT
Avv exp11  .              4.16. 

Szybkość nawet tak prostej reakcji nie jest więc liniową funkcją jej powinowactwa. 

 Jak wiadomo, funkcję eksponencjalną  e  można przedstawić w postaci szeregu potę-

gowego:   

x

e x x
n

xx = + + n+1 1
1

1
2

1
! !

....
!

+2  ,             4.17. 

przy czym dla małych wartości  x można ograniczyć się do dwóch pierwszych wyrazów. Stąd, 

przy małych A wartość  A RT/ << 1  i równanie  4.14 przyjmuje postać liniową: 

     v v A
RT

= 1  .               4.18. 

Szybkość reakcji w prawo, v1 jest funkcją czasu; Można zatem zapisać jej aktualną wartość 

jako sumę: 

     10,11 vvv Δ+=                4.19.  

gdzie:  v1,0   oznacza wartość szybkości procesu biegnącego w prawo w stanie równowagi.   

W przypadku gdy reakcja (odwracalna) biegnie w niedaleki oddaleniu od równowagi 

(tzn. przy niewielkich wartościach jej powinowactwa chemicznego) to wyraz:  ∆v1 jest bardzo 

mały i można przyjąć, że:      

     
RT
Avv 0,1=                  4.20. 

Zatem równanie kinetyczne szybkości reakcji (odwracalnej) o bardzo małym powinowactwie 

odpowiada liniowemu równaniu fenomenologicznemu o postaci: 

     J L A
R

=  ,               4.21. 

gdzie: 
R

v
L 0,1=   jest współczynnikiem liniowego równania fenomenologicznego. 

 Szybkości reakcji można więc przedstawiać liniowymi równaniami fenomenologicz-

nymi tylko w układach bliskich równowadze. 

 Warto w tym miejscu zauważyć, że jeśli pewne procesy chemiczne w naturalnych 

układach biologicznych przebiegają pod wpływem bardzo małych powinowactw chemicznych, 
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to zastosowanie do ich opisu założeń liniowej termodynamiki nierównowagowej jest uzasad-

nione. 

4.4. STAN STACJONARNY  UKŁADU  Z  REAKCJĄ  CHEMICZNĄ 

 Rozpatrzymy obecnie proces chemiczny w fazie jednorodnej, polegający na wieloeta-

powym przejściu substratu S  poprzez kolejne połączenia   w produkt P.  N N Nn1 2, ,...

 Stan stacjonarny układu z reakcją chemiczną przejawia się tym, że liczba moli składni-

ków jest niezmienna w czasie. Taki stan układu można uzyskać jedynie pod warunkiem, że 

układ jest otwarty i substrat jest stale dostarczany, natomiast produkt jest odprowadzany do 

otoczenia. Układ jest zatem odgraniczony od otoczenia np. za pomocą membrany przepusz-

czalnej dla substratu i produktu. 

 Oznaczmy szybkości wymiany substratu i produktu z otoczeniem przez:  

   d n
dt
e s   oraz  

d n
dt
e p   .             4.22. 

 Procesy zachodzące w takim układzie można przedstawić następująco: 

 I.   Transport substratu  S  :                    4.23. S Sotocz ukl. .→

 II. Reakcje chemiczne:  

             4.24. S N N N N N Nn n1 1 1 2 2 2 3 3⎯ →⎯ ⎯ →⎯ ⎯ →⎯ ⎯; ; ; . . . P⎯ →

 gdzie   Ni   oznaczają kolejne produkty pośrednie. 

 III. Transport produktu  P:    .              4.25. P Puklad otocz→ .

Szybkości zmian liczb moli poszczególnych składników przedstawimy jako: 

1.  dla substratu: dn
dt

d n
dt

Is e s= − 1  ,                 4.26. 

2.  dla połączeń pośrednich: 

            
dn
dt

I I
dn
dt

I I
dn
dt

I IN N N
n n

n1 2
1 2 2 3 1= − = − = −−, ,. . . ,  ,          4.27. 

3.  dla produktu: dn
dt

I d n
dt

P
n

e P= −  ,                4.28. 

gdzie  Ii   oznaczają szybkości reakcji pośrednich.   
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 W stanie stacjonarnym liczby moli nie ulegają zmianie, zatem wyżej przedstawione 

równania  (4.21-4.24) na zmiany liczby moli składników w czasie są równe zeru, tzn. 

  d n
dt

I I I I d n
dt

e S
n

e P− = − = − =1 1 20 0 0, , . . . ,   .          4.29. 

Wobec powyższego wszystkie szybkości reakcji pośrednich są sobie równe i jednocześnie są 

równe szybkości wprowadzania i wyprowadzania substratu i produktu, tzn. 

   d n
dt

I I I d n
dt

Ie S
n

e P= = = = = =1 2 . . .               4.30. 

 Bodźce poszczególnych procesów można przedstawić następująco: 

1.  dla transportu   

      a) substratu do układu (proces I):  ( )
ukladotocz SSS TT

μμμ −=Δ−
.

11  

      b) produktu z układu (proces III): ( )
.

11
otoczuklad PPP TT

μμμ −=Δ−  

2.  dla reakcji (procesy II):     1
T

Ai   gdzie i = 1,2,..n . 

 Różnice potencjałów chemicznych procesów transportu można zapisać formalnie tak 

jak powinowactwa reakcji przejścia z jednej strony granicy układu na drugą ze współczynni-

kami stechiometrycznymi równymi odpowiednio -1 oraz 1. Wobec tego źródło entropii 

wszystkich procesów zachodzących w stanie stacjonarnym układu można przedstawić jako: 

   σ = + +
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =∑A

T
A
T

A
T

I A
T

IS i P

i

n

  ,            4.31. 

gdzie: A jest "powinowactwem" sumarycznym wszystkich procesów w układzie, przedstawio-

nych prostym zapisem: 

    Sotocz.      Potocz. .               4.32. 

 Formalne powinowactwo takiego procesu możemy konsekwentnie przedstawić jako: 

    A RT K a
a

S

P

= ln  ,               4.33. 

gdzie: K oznacza formalną "stałą równowagi" procesu 4.30, natomiast  a  oraz aS P   reprezentu-

ją aktywności substratu i produktu w otoczeniu układu. 

 Ostatnie równania wskazują, że bodziec stacjonarnego procesu 4.30 zależy od aktyw-

ności substratów i produktów w otoczeniu układu, natomiast szybkość procesu jest równa 

szybkości wprowadzania substratu i wyprowadzania produktu.  
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4.4.1.   WARUNEK  ISTNIENIA  STANU  STACJONARNEGO  W  UKŁADZIE   

Z  REAKCJĄ ·CHEMICZNĄ 

 W punkcie 4.4 zostały omówione procesy w układzie z reakcją chemiczną, przy czym z 

góry założono, że stan stacjonarny był utrzymywany przez wprowadzanie substratu i odpro-

wadzanie produktu. Obecnie przekonamy się, że istnienie granic układu przepuszczalnych dla 

reagentów, czyli otwarty charakter układu jest warunkiem koniecznym istnienia stanu stacjo-

narnego.  

 Jak wiadomo, powinowactwo chemiczne reakcji jest funkcją temperatury, ciśnienia i 

stężeń (dokładnie – aktywności) poszczególnych składników. Wykazuje ono cechy funkcji 

stanu, wobec czego jego różniczka po czasie, przy stałej temperaturze i ciśnieniu ma postać: 

    
dt
dc

c
A

dt
dA i

c

n

i i
ij ≠

∑ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

∂
∂  .              4.34. 

Zmiana stężenia składników może się dokonywać w wyniku reakcji oraz przez wymianę z 

otoczeniem. Zatem: 

    dc
dt

d c
dt

Ii e i
i= + ν    ,               4.35. 

gdzie: νi   oznacza termodynamiczny współczynnik stechiometryczny,    I -szybkość reakcji,   

  natomiast indeks  e wskazuje na zmianę liczby moli  i spowodowaną przepływem przez gra-

nicę układu. 

Pojawienie się drugiego składnika równania 4.35 wynika bezpośrednio z definicji szybkości 

reakcji: 

    I d c
dti

r i=
1
ν

   .               4.36. 

Po podstawieniu równania  4.35  do  4.34 otrzymujemy: 

   dA
dt

A
c

d c
dt

I
ii

n

c

e i
i

j i

=
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ +⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟∑

≠

∂
∂

ν   .             4.37. 

Łatwo można zauważyć, że warunkiem istnienia stanu stacjonarnego, w którym  dA dt/ = 0   

jest:     d c
dt

Ie i
i= −ν   .               4.38. 

Układ musi być zatem otwarty, a wymiana reagentów z otoczeniem winna polegać na wpływie 

substratów i wypływie produktów. 
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3.1.8. SPRZĘGANIE  SIĘ  REAKCJI  CHEMICZNEJ  ZE  SKŁADNIKIEM  NIE 

UCZESTNICZĄCYM ·W  REAKCJI 

 Jak już wiemy, sprzęganie się reakcji chemicznej z przepływami jest możliwe jedynie 

przy otwartych granicach układu w stanie stacjonarnym. Jeden z pierwszych przykładów takiej 

sytuacji podał Prigogine [39]. Dotyczy on otwartego, trójskładnikowego układu izotermiczno 

izobarycznego, złożonego z substratu  S, produktu P oraz składnika  Z nie uczestniczącego w 

reakcji. Układ w stanie początkowym może być jednorodny i izotropowy. Przebiegającą w 

nim reakcję przedstawmy jako: 

          S  P    w obecności  Z               4.39. 

Zarówno substrat jak i produkt muszą mieć możliwość przekraczania granicy pomiędzy ukła-

dem a otoczeniem. Niech trzeci składnik Z nie uczestniczący w reakcji ma również możliwość 

przekraczania granicy układu. 

 Podobnie jak w poprzednio omawianym przykładzie, źródło entropii zapiszemy jako 

sumę wyrazów wywoływanych przez przepływy składników S, P i Z  oraz wyrazu wywoływa-

nego reakcją chemiczną. Otrzymujemy zatem: 

( ) ( ) ( ) I
T
A

dt
nd

dt
nd

dt
nd

T
Ze

ZZ
Pe

PP
se

SS ukladotoczukladotoczukladotocz
+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −+−+−= μμμμμμσ

...

1         4.40. 

gdzie: μi   oznaczają potencjały chemiczne składników  S,  P  i  Z,  

A  oraz  I  - powinowactwo i szybkość reakcji. 

Dla uproszczenia zapisu oznaczymy różnice potencjałów chemicznych jako:  XS, XP oraz   XZ , 

natomiast przepływy jako: ,  JJ S P  oraz JZ . Ostatnie równanie przyjmuje wtedy następującą 

postać: 

   ( IAJXJXJX )
T ZZPPSS +++=
1σ     .             4.41. 

 Możemy obecnie przedstawić równania fenomenologiczne bez wyrazów reprezentują-

cych sprzężenia pomiędzy reakcją i przepływami.  

a/  W przypadku gdy można pominąć sprzężenia pomiędzy przepływem substratu J  i 

bodźcami 
S

X P  oraz XZ ,  a istotne jest jedynie sprzężenie między przepływem JZ  oraz . 

Układ równań fenomenologicznych ma wtedy postać: 

XS
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T
XL

T
X

LJ Z
SZ

S
SSS ++= 0     ,             4.42. 

   00 ++=
T
XLJ P

PPP    ,              4.43. 

   
T
XL

T
X

LJ z
ZZ

S
SZZ ++= 0  ,             4.44. 

      I L A
T

=    ,                 4.45. 

gdzie: L   oznacza współczynnik w równaniu szybkości reakcji.  

 W stanie stacjonarnym liczby moli składników w układzie są stałe, tzn. 

  dn
dt

d n
dt

I dn
dt

I d n
dt

dn
dt

d n
dt

S e S P
n

e P Z e Z= − = = + = = =0 0; ; 0             4.46. 

co prowadzi do stwierdzenia, że: 

     J IS − = 0       ,             4.47a. 

     J IP + = 0       ,             4.47b. 

oraz     JZ = 0  .             4.47c. 

Z powyższego wynika, że pierwsze trzy równania fenomenologiczne  4.42, 4.43 oraz 4.44 two-

rzą następujący układ równań: 

    I L X
T

L X
TSS

S
SZ

Z= +  ,            4.48a. 

    0 = +L X
T

L X
TSZ

S
ZZ

Z  ,            4.48b. 

    I L X
TPP

P= −          .              4.48c. 

Rozwiązanie tego układu prowadzi do następujących zależności bodźców od szybkości reak-

cji: 

    X
T L

L L L
IS

ZZ

SS ZZ SZ

=
−

2  ,              4.49. 

    X
T L

L L L
IZ

SZ

SS ZZ SZ

=
− 2  ,              4.50. 

    X T
L

IP
PP

= −  .               4.51. 
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 Wynika stąd, że szybkość reakcji  I decyduje nie tylko o wielkości różnic potencjałów 

chemicznych reagentów, ale również składnika  Z, nie uczestniczącego w reakcji. Reakcja w 

stanie stacjonarnym (biegnąca ze stałą szybkością  I ) wymusza zatem istnienie określonej róż-

nicy potencjału chemicznego "obcego" składnika. Zjawisko to zostało nazwane sprzężeniem 

stacjonarnym składnika nie będącego reagentem z reakcją.  

 Zwróćmy uwagę, że np. w równaniu  4.45 znaki  oraz I są zgodne (gdyż XS LZZ ≥ 0 

oraz  L L LSS ZZ SZ− ≥2 0 ), co oznacza, że reakcja biegnie od substratu do produktu, zgodnie z 

różnicą potencjału chemicznego substratu  S.  

b/  Sytuacja jest jednak inna, gdy istotne jest również sprzęganie się przepływów  S  i  P 

oraz  P  i  Z. W takim przypadku równania fenomenologiczne 4.38 - 4.41 są bardziej rozbudo-

wane. Mianowicie: 

   J L X
T

L X
T

L X
TS SS

S
SZ

Z
SP

P= + +          ,             4.52. 

   J L
X
T

L
X
T

L
X
TZ ZS

S
ZZ

Z
ZP

P= + +  ,             4.53. 

   J L
X
T

L
X
T

L
X
TP PS

S
PZ

Z
PP

P= + +  ,             4.54. 

   I L A
T

=  .                 4.55. 

W stanie stacjonarnym wszystkie wartości dn  są równe zeru, z czego wynikają takie same 

wnioski, jak te wyrażone przez układ równań 4.43 Zatem w równaniach 4.48-4.50 podstawimy 

odpowiednio:   ,    

dti /

JS = I JZ = 0    oraz     J IP = − . 

 Po rozwiązaniu otrzymanych trzech równań względem   (z uwzględnieniem relacji 

Onsagera) otrzymujemy: 

XS

   ( ) ILLLLLLL
D
TX ZZSPZPZPSZPPZZS +−−= 2              4.56. 

gdzie  D oznacza wyznacznik macierzy:  

    

PPZPSP

ZPZZSZ

SPSZSS

LLL
LLL
LLL

D =   .              4.57. 

 Jak wiadomo, wyznacznik macierzy współczynników fenomenologicznych jest nie-

ujemny, wobec czego o znaku   decyduje znak wyrażenia w nawiasie równania 4.52.  Jeśli  XS
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I > 0, czyli reakcja biegnie od substratu do produktu, a wyrażenie to ma znak ujemny, to rów-

nież   jest ujemne. W takim przypadku  XS μ μS Sotocz uklad.
<  co wskazuje, że substrat jest "wsysa-

ny" z otoczenia do wnętrza wbrew jego potencjałowi chemicznemu. Występuje więc przepływ 

niezgodny, który jest zaliczany do tzw. transportów aktywnych. 

 Bardzo przekonujący przypadek sprzężenia stacjonarnego reakcji chemicznej z trans-

portem, możliwym dzięki globalnej anizotropii układu, przedstawili również B.Baranowski i 

J.Popielawski [40].  

4.5. SPRZĘŻENIA  STACJONARNE  WZGLĘDEM  PRZEPŁYWU  CIEPŁA 

 Problem dotyczy układu nieciągłego, w którym granicę nieciągłości stanowi membrana 

umożliwiająca przepływ reagentów. W obydwu podukładach zachodzi ta sama reakcja che-

miczna lecz panuje w nich różna temperatura:  T  oraz T  ,  przy czym  T TII I> . I II

 Układ i zachodzące w nim procesy zostały przedstawione schematycznie na Rys. 4.1.  

 

Rys. 4.1. Schemat nieizotermicznego układu 
membranowego z tą samą reakcją chemiczną w 
obydwu podukładach. 

 

 Jak wiadomo stałe szybkości reakcji są funkcjami temperatury, czyli (przy tych samych 

stężeniach) szybkość reakcji w podukładzie  I jest niższa niż szybkość w podukładzie  II. Wo-

bec tego stężenie produktu w tym podukładzie  wzrasta szybciej niż stężenie produktu w 

podukładzie pierwszym . Wytworzona różnica stężeń wywoła zatem zwiększony przepływ 

produktu z podukładu II do I. Wobec stałości stałej równowagi reakcji (każdy podukład znaj-

duje się w stałej temperaturze i pod tym samym ciśnieniem), zwiększenie stężenia P powoduje 

przesunięcie równowagi w kierunku substratu. Z kolei zwiększone stężenie substratu wywoła 

większy przepływ substratu do podukładu II. Istnienie różnych temperatur w podukładach 

wywołuje więc zamknięty cykl reakcji i przepływu substratów i produktów przez membranę: 

cP
II

cP
I

    SI →   SII         

    ↑   ↓                  4.58. 

    PI  ←   PII          
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W stanie stacjonarnym przepływy i szybkości reakcji w gałęziach cyklu są identyczne.  

 Przedstawiony stacjonarny cykl przemian utrzymuje się tak długo, jak długo jest 

utrzymywana stała różnica temperatur. W takim stanie stężenia reagentów w podukładach są 

stałe, a ich wartość zależy od szybkości procesów w obydwu temperaturach oraz od właściwo-

ści membrany.  

 W podsumowaniu należy podkreślić, że stan stacjonarny omawianego układu utrzymu-

je się dzięki globalnej anizotropii układu. Zachodzące w nim procesy można by więc rozpa-

trywać przyjmując istnienie sprzęgania się przepływów masy oraz reakcji chemicznych.  

 Wartości stężeń i przepływy w analogicznych układach można obliczać również na 

podstawie praw kinetyki procesów złożonych lub termodynamiki "sieciowej” [41,42]. Proble-

matyka ta wykracza jednak poza ramy obecnego opracowania. 
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5. SPECYFICZNE  TRANSPORTY  MEMBRANOWE 

5.1. TRANSPORT  NOŚNIKOWY  W  UKŁADACH  MEMBRANOWYCH 

 Rozpatrzymy obecnie tzw. transport nośnikowy, obserwowany zarówno w membra-

nach naturalnych, jak i w sztucznych układach membranowych. 

 Uwaga: Zasadniczą część membran naturalnych stanowi (zaledwie) podwójna warstwa 

lipidów z obecnymi w niej oraz przenikającymi ją makrocząsteczkami białek. Są one zatem 

zasadniczo różne od membran sztucznych i z tego względu noszą zwykle nazwę błon natural-

nych. 

Budowa układu membranowego:  

Membrana jako granica nieciągłości rozdziela roztwór (zasilający) zawierający składnik, 

który będzie przenoszony przez membranę od roztworu (odbierającego) po drugiej stronie 

membrany. Membrana jest dla tego składnika nieprzenikliwa. Do membrany wprowadza 

się jednak tzw. przenośnik, który nie może przenikać jej powierzchni; jest w niej uwięzio-

ny. Cały układ jest izotermiczny i izobaryczny. 

 Procesy transportu i funkcję takiego układu membranowego w przenoszeniu składnika 

można zobrazować za pomocą modelu przedstawionego na Rys. 5.1. [43]. 

 

 

Rys. 5.1. Model układu membranowego 
z przenośnikowym transportem skład-
nika B1. 

 

 Membrana została przedstawiona jako szeregowy układ warstw złożony z części "a", 

reprezentującej lewą warstwę powierzchniową membrany, części "b" reprezentującej centrum, 

z części "c" reprezentującej prawą warstwę powierzchniową membrany oraz z dwóch homo-

genicznych roztworów wewnętrznych, oznaczonych przez * oraz ** rozdzielonych częścią 

centralną "b". W obydwu znajdują się składniki B2 i B3. Zewnętrzne (roztwory) podukłady 

ciekłe oznaczone odpowiednio przez I oraz II zawierają tylko składnik B1, który może bez 
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przeszkód przenikać warstwy powierzchniowe "a"  oraz  "c" do roztworów wewnętrznych * 

oraz **, lecz nie może przenikać części centralnej "b". (Bez obecności przenośnika nie mógłby 

zatem przenikać przez membranę do podukładu II.) Natomiast składniki B2 i B3 mogą przeni-

kać swobodnie część centralną "b", lecz warstwy powierzchniowe membrany (części "a" i  

"c") są dla nich nieprzepuszczalne. 

 Składniki roztworu wewnętrznego membrany ( w części *  oraz **) są tak dobrane, że 

uczestniczą w szybkiej reakcji odwracalnej:  

          v1B1    +    v2B2               v3B3             .      5.1. 

 Składnik B1 po wniknięciu do roztworu wewnętrznego * reaguje ze składnikiem B2 

tworząc B3. Ten zaś w miarę wzrostu swego potencjału chemicznego (rośnie jego stężenie) 

przenika przez część "b" do roztworu **. Tutaj, zgodnie z regułą przekory, dochodzi do cofa-

nia się reakcji, co prowadzi do tworzenia się składników B1 i B2. Zwiększające się stężenie 

składnika B1 wywołuje jego dyfuzję do roztworu zewnętrznego II (założyliśmy, że część "c" 

jest dla B1 całkowicie przepuszczalna). W efekcie takiego następstwa procesów można mówić 

o transporcie składnika B1 z podukładu I do podukładu II. Jednocześnie wzrastające stężenie 

składnika B2 w roztworze wewnętrznym ** powoduje powrót tego składnika do roztworu  *. 

   Składnik B2 spełnia zatem rolę nośnika, inaczej przenośnika składnika B1 przez mem-

branę.   

Uwaga: Dla uproszczenia zapisów w dalszym tekście składniki  B1, B2 oraz B3 będą oznaczane 

jako  1, 2 i 3. 

 Źródło entropii procesów zachodzących w wyżej przedstawionym układzie membra-

nowym można przedstawić równaniem: 

 σ = + + + +
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

=
∑1

1 1 1 1
2

3

T
J J J I A I Aa c b

i
b

i r r
i

Δμ Δμ Δμ * * ** **  ,   5.2. 

w którym indeksy górne wskazują części membrany ( a, b, c ) oraz roztwory wewnętrzne  

(*, **);  Pozostałe oznaczenia - jak dotąd.  

 Jak wiadomo, w stanie stacjonarnym liczba moli składnika  ( ni ) jest stała, czyli:  

  dn
dt

i
*

= 0           oraz         dn
dt

i
**

= 0    (i=1, 2, 3 )   5.3. 

skąd wynika, że: 
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      i      oraz

     a        .      5.4. 

− = =I J Ir
b

r
* *

2
* * *

2Δ

Δ

I J Ir
b

r
* *= =3

r
cJ J1 1 1= = =*

I Ir r
* *=

J I

Przy założeniu, że sprzęganie przepływów składników  2  i  3 w części "b" można uznać za 

nieistotne (tzn. zakładając, że L23 = 0) i układ reagentów znajduje się w stanie niezbyt odle-

głym od równowagi, można napisać uproszczone równanie fenomenologiczne przepływów 

przez część 'b" w postaci: 

    b b  ,    5.5. b bJ P c J P c3 3 3 2 2= = − = −Δ

gdzie:  oznacza przenikalność składnika  i , natomiast  b  -  różnicę stężeń składnika po  

 obydwu stronach części "b". 

Pi ic

Zakładamy, że reakcja przebiega bardzo szybko i roztwory * oraz ** znajdują się stale w sta-

nie równowagi, tzn. 

    c c
c

c c
c

K1 2

3

1 2

3

* *

*

** **

**= =   ,     5.6. 

gdzie: K oznacza stałą tworzenia składnika 3, natomiast c  (i = 1,2,3) oznaczają stężenia składnika w 

odpowiednim roztworze wewnętrznym. 

i

 Jeśli oznaczymy całkowitą zawartość składników 2 i 3 przez średnie stężenie "nośnika"  

2c   równe: 

    ( **
3

*
3

**
2

*
22 2

1 ccccc +++= ) ,    5.7. 

to "przepływ" składnika 1 przez membranę  ( J1 ) można przedstawić zależnością: 

    
))((
)(

11

112
1 KcKc

cccKPJ III

III

++
−

=  .     5.8. 

 Przy formułowaniu tego równania przyjęto, że  oraz c . Przyjęto również, 

że przenikalność membrany  P względem składników 2  i  3 jest jednakowa (tzn. P2 = P3 = 

P).  

c cI
1 = *

1 cII
1 1= **

Ostatnie równanie służy do ilościowego opisu tzw. dyfuzji nośnikowej ( nazywanej również 

dyfuzją wspomaganą). Wynika z niego, że przepływ składnika  1  przez membranę (tzn. od 

podukładu  I  do podukładu  II) występuje tylko wtedy, gdy istnieje różnica stężeń tego skład-

nika w obydwu podukładach. 

 Warto obecnie zwrócić uwagę na często obserwowaną cechę transportu nośnikowego, 

jaką jest nasyceniowy charakter zależności przepływu składnika od jego stężenia. Właściwość 
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ta wynika bezpośrednio z równania 5.8. Mianowicie jeśli , natomiast , to równa-

nie to sprowadza się do postaci: 

01 ≠Ic 01 =IIc

    I

I

cK
ccPJ

1

12
1 +

=   .        5.9. 

Przepływ J1 jest zatem początkowo proporcjonalny do stężenia składnika 1, lecz przy wyż-

szych stężeniach, gdy , osiąga wartość graniczną uwarunkowaną stężeniem nośnika  cI
1 >> K

2c  i przenikalnością membrany. 

  Ostatnie równanie ma postać analogiczną do podstawowego równania kinetyki proce-

sów enzymatycznych (równanie Michaelisa - Menten) o postaci:  

    V V S
K SM

=
+

max   ,     5.10. 

 w którym:  V  oznacza szybkość reakcji,       Vmax   -   szybkość maksymalną,     

         KM  -   stałą  Michaelisa,            S   -   stężenie substratu. 

Z porównania ostatnich wzorów wynika, że V jest odpowiednikiem J1, V PcEmax = , natomiast  

KM  jest analogiem stałej tworzenia  składnika  3.   

 Wyżej opisany transport nośnikowy występuje w wielu układach biologicznych. Jed-

nym z bardziej istotnych przykładów jest transport cukrów w czerwonych ciałkach krwi (ery-

trocytach). Stwierdzono mianowicie, że przepływy cukrów przez błony erytrocytów są wielo-

krotnie wyższe od przenikania związków podobnych co do wielkości, a nawet co do charakte-

ru chemicznego, które przepływają jedynie na drodze zwykłej dyfuzji. Jest to bowiem trans-

port "ułatwiony" przez odpowiednie nośniki.    

 Najbardziej charakterystyczne cechy transportu nośnikowego: 

 1. Transport, np. cukrów przez błony erytrocytów (do wnętrza) odbywa się jedynie 

wówczas gdy zewnętrzne stężenie jest wyższe, co jest zgodne z dyfuzyjnym charakterem 

transportu. 

 2. Obserwuje się bardzo wyraźną selektywność względem struktury przenoszonego 

składnika, gdyż przenośnik tworzy odpowiedni kompleks jedynie z „odpowiadającym mu”, 

również przestrzennie składnikiem; Np. wnikanie cukrów prostych do wnętrza erytrocytów 

bardzo silnie zależy od ich budowy. I tak wnikanie D-glukozy jest około 7-krotnie niższe od 

przepływu D-galaktozy, a wnikanie L-glukozy jest ponad tysiąc razy wyższe. 
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 3. Zależności przepływów od stężenia składnika wykazują kształt krzywych nasyce-

niowych.   

 4. Istnieją inhibitory reakcji składnika z nośnikiem, których obecność całkowicie 

wstrzymuje transport składnika. W przypadku transportu cukrów w erytrocytach skutecznym 

inhibitorem jest florentyna. 

 Wyżej przedstawiony mechanizm transportu nośnikowego można przedstawić za po-

mocą prostego modelu (Rys. 5.2.). 

 

 

Rys. 5.2. Model transportu nośnikowego:  
S - przenoszony składnik (substrat), E - cząsteczka 
nośnika, ES - cząsteczka kompleksu nośnika z 
składnikiem. 

 W wspomnianych wyżej błonach erytrocytów rolę przenośnika pełnią makrocząsteczki 

określonych enzymów. Można jednak sądzić, że w bardzo cienkich błonach komórkowych 

(podwójna warstwa lipidowa) mamy do czynienia nie z dyfuzją kompleksu ES, lecz raczej z 

przenoszeniem na skutek przekształceń konformacyjnych cząsteczki enzymu, w wyniku któ-

rych substrat, związany po stronie zewnętrznej, znajdzie się po wewnętrznej stronie błony. 

 Najbardziej typowe układy sztuczne z transportem nośnikowym są tworzone z zasto-

sowaniem tzw. membran ciekłych [44,45]. Membrana taka jest zwykle cienką warstwą cie-

czy, np. apolarnej, zawierającej rozpuszczoną substancję pełniącą rolę nośnika, rozdzielającą 

dwie ciekłe, polarne (np. wodne) fazy zewnętrzne. Dla zapewnienia stabilności membranę cie-

kłą formuje się przez umieszczenie cieczy polarnej w porowatej warstwie "nośnej". (Jest nią 

zwykle polimerowa albo nieorganiczna membrana porowata.) Fazy ciekłe winny być wzajem-

nie nierozpuszczalne. Również przenośnik nie powinien rozpuszczać się w fazach zewnętrz-

nych. ( Formowane są również tzw. ciekłe membrany emulsyjne, w których faza właściwej 

membrany jest warstewką cieczy odgraniczającą kropelki emulsji stanowiące roztwór "odbie-

rający" od roztworu zewnętrznego.) 

 Warto przedstawić podobne układy z transportem nośnikowym, w których membrana 

zawierająca odpowiedni nośnik stanowi granicę pomiędzy roztworem interesującego nas 

składnika i roztworem innego składnika, konkurującego w tworzeniu kompleksu z cząstecz-

kami nośnika po drugiej stronie membrany. W układach takich jest możliwy transport „nie-

zgodny” pierwszego składnika, tzn. biegnący do roztworu o wyższym potencjale chemicznym 
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tego składnika. Do transportu niezgodnego dochodzi na skutek przeciwnie skierowanych, dy-

fuzyjnych przepływów kompleksów nośnika z wymieniającymi się składnikami przy czym 

stężenie składnika konkurującego winno być wielokrotnie wyższe. Z tego względu takie prze-

noszenie składnika nazywa się zwykle transportem sprzężonym albo przeciwtransportem.  

 Mechanizm procesów transportu sprzężonego można przybliżyć na przykładzie "dzia-

łania" układu zastosowanego do odzyskiwania kationów miedzi (II) z mieszaniny innych 

składników [44]. Schemat procesów został przedstawiony na Rys.5.3. 
 

 

Rys. 5.3. Transport sprzężony kationów 
miedzi (II) z zastosowaniem membrany 
ciekłej. 

 Na rysunku zaznaczono schematycznie poziom stężeń odpowiednich kompleksów no-

śnika z jonami miedzi oraz z jonami wodorowymi. Wynika stąd, że bodźcami transportu oby-

dwu kompleksów są przeciwnie skierowane różnice stężeń kompleksów w membranie. Trans-

port sprzężony polega zatem na przeciwnie skierowanych dyfuzyjnych przepływach komplek-

sów nośnika z interesującym nas składnikiem (R-Cu+2) i z jonem konkurującym (R-H+), które 

tworzą się w reakcjach wzajemnej wymiany. Mechanizm takich procesów jest nazywany dy-

fuzją wymienną. Przy zwykle stosowanych bardzo dużych różnicach stężeń drugiego składni-

ka (np. H+  przy kilkujednostkowej różnicy pH pomiędzy roztworem odbierającym, a roztwo-

rem zasilającym, zawierającym interesujący nas składnik, sięgającej kilka jednostek) istnieją 

warunki, przy których wysoki bodziec transportu jednego kompleksu wymusza przepływ dru-

giego w przeciwnym kierunku. Tam uwolniony składnik dyfunduje do roztworu odbierające-

go, w którym jego stężenie może być wielokrotnie wyższe. Procesy takie znalazły liczne za-

stosowania praktyczne dla odzyskiwania szczególnie cennych składników, względnie dla usu-

wania składników niepożądanych  [44]. 

 Wyżej opisane transporty sprzężone prowadzące do niezgodnego przenoszenia jednego 

ze składników układu są często nazywane drugorzędowymi transportami aktywnymi [46]. Na-
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zwa ta nie jest jednak zgodna z generalną definicją transportów aktywnych stosowaną w litera-

turze biofizycznej i biochemicznej. 

5.2. TRANSPORT AKTYWNY 

 Problematyka transportu aktywnego wymaga specjalnej uwagi ze względu na częste 

występowanie takiego transportu w specyficznych mechanizmach przenoszenia składników 

przez naturalne układy membranowe. Występuje on zawsze w układach, w których obok prze-

pływu składników zachodzi złożony proces chemiczny. Cechą wyróżniającą (rzeczywiste) 

transporty aktywne jest to, że dotyczą one składnika (składników) nieuczestniczącego w 

reakcji chemicznej, lecz przenoszonego na skutek sprzęgania się jego przepływu z przebie-

giem reakcji [43]. Transporty takie występują miejsce przy zerowej wartości bodźca termody-

namicznego tego składnika, a nawet wbrew temu bodźcowi. Jest to jednoznaczne z zatężaniem 

składnika. O sprawczej funkcji reakcji chemicznej świadczą obserwacje, wskazujące, że od-

cięcie dopływu substratu reakcji lub wprowadzenie inhibitora powoduje przerwanie transportu.  

 Zgodnie z regułą Curie transporty aktywne mogą zachodzić jedynie w membranach 

anizotropowych (asymetrycznych), albo w złożonych układach membranowych wykazujących 

globalną asymetrię swojej budowy. O asymetrii, np. membrany można się przekonać odwraca-

jąc ją - wywoła to natychmiast zmianę kierunku przepływu aktywnie przenoszonego składni-

ka. 

5.2.1. TRANSPORT AKTYWNY W MEMBRANIE ASYMETRYCZNEJ 

 Anizotropowy układu membranowy z membraną asymetryczną został przedstawiony 

schematycznie na Rys. 5.4. 
 

 

Rys. 5.4. Schemat anizotropowego 
układu membranowego;  Membrana 
asymetryczna,  I i II - roztwory ze-
wnętrzne. 

Formalny opis układu  

 We wnętrzu asymetrycznej membrany przebiega reakcja chemiczna, w której uczestni-

czą tylko składniki  n = m+1, m+2, ..., q, natomiast składniki i = 1, 2, .., k  nie są reagentami 
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reakcji. Załóżmy dla uproszczenia, że składniki są nieelektrolitami. Poza tym niech membrana 

będzie przepuszczalna dla składników niereagujących "i". Można przewidywać przypadki: 

 a) gdy reagenty "n" z obydwu roztworów zewnętrznych I i II mogą swobodnie wnikać 

do membrany z obydwu stron (wtedy  ); μ μ μn
I

n n
II= =*

 b) reagenty mogą wnikać do membrany, np. tylko z roztworu I, podczas gdy druga 

strona membrany jest dla nich nieprzenikliwa; 

 c) jeden z reagentów „i” jest obecny jedynie w membranie (wtedy  ,  lecz  

).  

μ μi
I

i
II= = 0

μ i
* ≠ 0

Dla wszystkich trzech wariantów układu źródło entropii można przedstawić w postaci następu-

jącego równania: 

    σ μ= +
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

=
∑1

1T
J Ii i r

i

k

Δ *A

A

A

  ,   5.11. 

w którym poszczególne symbole mają to samo znaczenie jak w poprzednim tekście. 

 Przy założeniu, że membrana jest asymetryczna, można napisać następujące równania 

fenomenologiczne przepływu, w których za sugestią Kedem [47] wprowadzono współczynniki 

reprezentujące sprzęganie się przepływów składników z reakcją: 

k - równań przepływu składników (od 1-go do k-tego) nieuczestniczących w reakcji,   

      dla   i=1,2,..k  5.12. J L Li ij
i

k

j iA= +
=
∑

1

Δμ *

oraz dla szybkości reakcji:      5.13. I L Lr Ai i
i

k

AA= +
=
∑ Δμ

1

*

W równaniach powyższych występują przepływy aktywne: 

   ( )J J J
A

L Ai
akt i

iA
j

j

= = ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=
=

=
1 0

0
Δ

Δ
μ

μ

∂
∂ *

*  ,   5.14. 

wywołane sprzęganiem się niereagentów „i" z reakcją chemiczną oraz bierne: 

           ,     5.15. J Li
bier

ij
i

k

j=
=
∑

1

Δμ

przy czym:     (i=1, 2, ..k).   5.16. J J Ji i
bier

i
akt= +

 Równanie 5.14 dotyczy układu, w którym nie istnieją bodźce pasywne, wobec czego 

.   J Ji i
akt=

Zauważmy, że równania  5.12  można przedstawić w zapisie macierzowym jako: 
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    J L  .     5.17.  J= +Δμ akt

 Analogiczną postać mają równania bodźców, w których występują współczynniki opo-

ru, mianowicie: 

     Δμ i i   (i=1, 2, ...k)  5.18. j
j

k

j irR J R I= +
=

∑
1

r

I     .    5.19. A R J Rri i
j

k

rr r= +
=

∑
1

 O istnieniu przepływu aktywnego decyduje występowanie współczynnika, , a 

przepływ aktywny składnika  i  można przedstawić równaniem: 

Rir ≠ 0

    J R
R

Ii
akt ir

rr
r= −   (i=1, 2, ...k)    .   20. 

 Ostatnie równanie definiujące transport aktywny za pomocą współczynników oporu 

oraz już poznane równanie 5.14 nie są niestety identyczne, stąd podając obliczone wartości 

przepływu aktywnego należy wskazać zastosowane równanie. (Interesującą dyskusję tego pro-

blemu można prześledzić w lit. [43,49].) 

5.2.2. TRANSPORT  AKTYWNY  W  ZŁOŻONYM  UKŁADZIE  MEMBRANOWYM 

 Można wyróżnić dwa przypadki transportów aktywnych, określane jako transport 

aktywny I-wszo rzędowy oraz II-go rzędowy. W transporcie I rzędowym składnik  i jest 

przenoszony przez membranę asymetryczną w wyniku bezpośredniego sprzęgania się z reakcją 

chemiczną (istnieją niezerowe współczynniki fenomenologiczne LiA). W transporcie II-

rzędowym składnik jest przenoszony nie przez bezpośrednie sprzężenia z reakcją, lecz w wy-

niku pasywnego sprzęgania się z innym składnikiem przenoszonym aktywnie.  

 Jak już stwierdziliśmy, transport aktywny składnika i może wystąpić również w złożo-

nych układach nieciągłych utworzonych przez zestawienie kilku niejednakowych membran, 

tak aby całość wykazywała globalną asymetrię.  

 Wobec powyższego można wymienić następujące uwarunkowania transportu aktywne-

go. 

 1. Jeden ze składników układu np.  m jest przenoszony aktywnie przez jedną z mem-

bran (winna ona być asymetryczna). 
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 2. Pomiędzy składnikami  i (nie reagującymi) oraz składnikiem  m występuje pasywne 

sprzęganie się ich przepływów (różne od zera niediagonalne współczynniki fenomenologiczne  

Lim ) . 

 3. "Pasywne" właściwości transportowe membran wchodzących w skład układu są dla 

poszczególnych składników różne. 

5.2.2.1. Układ membranowy z II-go rzędowym transportem aktywnym 
 Podstawy istnienia II-go rzędowego transportu aktywnego można prześledzić na przy-
kładzie niżej opisanego układu modelowego. Schemat jego budowy został przedstawiony 
schematycznie na Rys. 5.5. 
 

  

Rys. 5.5. Schemat układu z II-go rzędowym 
transportem aktywnym;  
a oznacza membranę asymetryczną, aktywną 
w transporcie;  
b - membranę pasywną. 

 
 Jak widać, układ jest złożony z dwóch roztworów zewnętrznych I i II oraz z dwóch 
membran. Membrana  a ma budowę asymetryczną i jest czynna w procesie aktywnego trans-
portu, natomiast membrana  b ma właściwości bierne. Stanowi zwykłą granicę międzyfazową. 
 Zgodnie z charakterem wybranych membran równania przepływów można przedstawić 
za pomocą następujących równań macierzowych: 
  dla membrany "aktywnej"     oraz  5.21. a a a a aJ L J= +Δμ kt

Δ Δ Δμ= μ μα + b

J L J= +Δμ a akt

  dla membrany "biernej"    .    5.22. b b bJ L= Δμ
W stanie stacjonarnym w całym układzie, zatem również w poszczególnych membranach prze-
pływy są równe i stałe, tzn. 
       ,    5.23.  JJJ ba ==
natomiast bodźce dla całego układu są równe sumie bodźców działających w poszczególnych 
membranach, tzn. 
       .   5.24. 
Na podstawie ostatnich równań 5.21-5.24 można sformułować ostatecznie następujące równa-
nie macierzowe przepływów: 
       ,   5.25. 

( )L L L= +− − −a b1 1 1
  ,   5.26. w którym     

( )J L L L Jakt b a b akt= +
−1

 .   5.27. oraz     
 Z ostatniego równania wynika, że transport aktywny w omawianym układzie jest wy-
woływany przez transport aktywny w membranie asymetrycznej (a) i jednocześnie zależy od 
macierzy współczynników fenomenologicznych obydwu membran. 
 Sens ostatniej zależności można przedyskutować na podstawie prostego układu zawie-
rającego jedynie dwa przenikające składniki, tzn.  i = 1, 2 . Zgodnie z ogólnym równaniem   
5.25 równanie transportu składnika  1  ma obecnie następującą postać: 
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5.28.

 

gdzie:   . ( ) ( )[ ]e a b= +
−

det detL L
1

 Równanie na przepływ składnika  2 jest analogiczne, lecz znaczniki  1  i  2 są zamienio-
ne miejscami. 
 Analiza równania 5.28 wskazuje, że II-rzędowy transport aktywny składnika 1 może 
wystąpić ( ) nawet wtedy, gdy on sam nie jest przenoszony aktywnie w asymetrycznej 
membranie (tzn. ), lecz istnieje aktywny transport składnika 2 ( ), istnieją 
sprzężenia (bierne) pomiędzy składnikami 1  i  2 oraz (bierne) właściwości transportowe oby-

dwu membran względem tych składników są różne (wtedy bowiem czynnik: 

J akt
1 0≠

a aJ1
kt 0= a aktJ2 0≠

b

b

L
L

12

11

a

a

L
L

12

11

−     

jest różny od zera). 
 
5.2.2.2. Transport aktywny w układach zawierających elektrolity 
 Przepływ składników jonowych przez membranę wiąże się zwykle z wytworzeniem się 
określonego potencjału membranowego (pod warunkiem, że jony elektrolitu wykazują różne 
ruchliwości). Dla uproszczenia dyskusji przyjmiemy, że stężenia składników (w roztworach 
zewnętrznych) przenoszonych aktywnie są identyczne, wobec czego powstała różnica potencja-
łów jest uwarunkowana tylko powinowactwem chemicznym reakcji i różnymi od zera współ-
czynnikami fenomenologicznymi reprezentującymi sprzęganie się reakcji z przepływami. 
Wielkość powstałej różnicy potencjałów (w stanie stacjonarnym) można przedstawić równa-
niem: 

    ΔΨ Δμ i
z F L Ai

r

l

iA=
=

= − ∑0
1

1
κ

     5.29. 

gdzie: κ  oznacza przewodnictwo elektryczne, natomiast wyrażenie pod znakiem sumy wyraża 
przepływ ładunku, wywołany jedynie sprzęganiem się składników z reakcją chemiczną. 
 Całkowity przepływ składnika jonowego przy udziale przepływów biernych i aktyw-
nych jest zatem sumą udziału wywoływanego (biernymi) sprzężeniami przepływających skład-
ników, w tym również wody jako rozpuszczalnika, udziału spowodowanego istnieniem powsta-
łej różnicy potencjałów oraz transportu aktywnego. 

5.3. SZTUCZNE  UKŁADY  MEMBRANOWE  WYKAZUJĄCE  TRANSPORT  
AKTYWNY 
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 Transport aktywny odkryty jako właściwość błon biologicznych był już wielokrotnie 

obserwowany w sztucznych układach membranowych. Znane są obecnie co najmniej dwie 

klasy zrealizowanych eksperymentalnie układów modelowych.  

5.3.1. UKŁAD  ZAWIERAJĄCY  DWIE  MEMBRANY OGRANICZAJĄCE  ROZ-

TWÓR  WEWNĘTRZNY,  W  KTÓRYM  PRZEBIEGA  REAKCJA  CHE-

MICZNA   (WG MEYERA, SAUERA I WOERMANNA [49]) 

 Układ jest utworzony z dwóch membran izotropowych a  i  b oddzielających jednorod-

ny roztwór wewnętrzny * od roztworów zewnętrznych I oraz II. Schemat budowy układu zo-

stał przedstawiony na Rys. 5.6. 

 

  
 
 Reakcja chemiczna, wywołująca transport aktywny, może zachodzić tylko w roztworze 

wewnętrznym *, gdyż jest tam umieszczony katalizator reakcji (określony enzym). Układ za-

wiera składniki uczestniczące w reakcji, tzn. reagenty oznaczane jako składniki  n = 2, 3, 4,  

oraz składnik 1 nie uczestniczący w reakcji. Obydwie membrany są całkowicie przepuszczalne 

dla reagentów 3 oraz 4 tak, że potencjały chemiczne tych składników we wszystkich roztwo-

rach są jednakowe, tzn.    oraz  . Pomiędzy składnikiem  1 oraz  2  

istnieją określone sprzężenia, tzn. współczynniki fenomenologiczne L12  oraz  L21 

I μ μ μ3 3= =* II
3

II
4

I μ μ μ4 4= =*

 są różne od 

zera. 

 Wobec powyższego źródło entropii jest sumą udziałów wywołanych przez bierne prze-

pływy składników  1  i  2  przez membranę  a  i  b  oraz przez reakcję chemiczną biegnącą z 

szybkością  Ir  ,  "napędzaną" powinowactwem chemicznym  A. 

 W roztworze wewnętrznym zachodzi następująca reakcja (uczestniczą w niej jedynie 

składniki  2,  3 oraz  4 ): 

    v2B2        v3B3    +    v4B4    5.30. 

Rys. 5.6. Układ membranowy z dwiema membra-
nami zestawionymi szeregowo i jednorodnym roz-
tworem pomiędzy nimi, w którym przebiega reak-
cja chemiczna (zaznaczono jedynie składnik prze-
noszony "aktywnie"). 
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Wobec przyjętych założeń równania przepływu interesujących nas składników 1 i 2 przez 

obydwie membrany mogą być przedstawione następująco: 

      ,            5.31a. a a a a aJ L L1 11 1 12 2= +Δ Δμ μ

2

2

2

I

μ2

    b b   ,            5.31b. b b bJ L L1 11 1 12= +Δ Δμ μ

      ,            5.31c. a a a a aJ L L2 21 1 22= +Δ Δμ μ

    b b   .            5.31d. b b bJ L L2 21 1 22= +Δ Δμ μ

 Stan stacjonarny charakteryzuje się następującymi zależnościami: 

    ,         5.32. a bJ J1 1= − + =a b
rJ J2 2 2ν

oraz    . 5.33. Δ Δ Δ Δ Δ Δμ μ μ μ μ1 1 1 2 2= + = +a b a b                 i               

 Na podstawie wyżej przedstawionych związków można uzyskać równanie określające 

przepływ składnika  1  nie uczestniczącego w reakcji o postaci: 

   ( )J L L L L Ii

a b a b

a b rΔμ
ν

1 0

11 12 12 11
2=

=
−

+det L L
  .   5.34. 

Równanie powyższe jest zgodne z ogólnym równaniem  5.28.  po uwzględnieniu, że dodatko-

wo również :   .  Δ Δμ μ1 2 10 0= = =     oraz     J akt

 Według równania 5.34 aktywny transport niereagenta 1 jest możliwy pod warunkiem, 

że wyrażenie    jest różne od zera. Wyrażenie to można przedstawić w postaci 

nierówności: 

a b a bL L L L11 12 12 11−

    
a

a

b

b

L
L

L
L

11

12

11

12

≠    ,    5.35. 

z której wynika, że warunkiem koniecznym dla zajścia II-wszo rzędowego transportu aktyw-

nego są niejednakowe właściwości transportowe obydwu membran względem przepływów 

sprzęgających się (biernie) składników 1 oraz 2. (Warunek taki został już przedstawiony na 

podstawie ogólnej dyskusji II-go rzędowego transportu aktywnego (p.5.2.2.1.). 

5.3.2.  UKŁAD  MEMBRANOWY  ZE SKŁADNIKIEM  UCZESTNICZĄCYM W  

DWÓCH  REAKCJACH  CHEMICZNYCH  ( WG SELEGNY'EGO I KEPESA  

[50,51]) 
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 Obecnie przedstawiony transport aktywny jest nieco odmienny od dotąd omawianych. 

Mieści się jednak w ogólnym kryterium transportów aktywnych, według którego warunkiem 

zajścia transportu jest przebieg reakcji chemicznych dostarczających energii dla transportu 

składnika, pomimo braku, a nawet wbrew jego własnemu bodźcowi termodynamicznemu. 

 Układ jest zbudowany z trzech szeregowo zestawionych membran izotropowych (a, b, 

c), pomiędzy którymi znajdują się dwa jednorodne roztwory ( * oraz **). W każdym roztworze 

jest umieszczony odpowiedni katalizator enzymatyczny jednej z dwóch reakcji chemicznych.  

 Schemat budowy układu został przedstawiony na Rys. 5.7. 

 

Rys. 5.7. Schemat układu membranowego 
z dwiema reakcjami chemicznymi. 

 

Założenia mechanizmu "pracy" układu: 

 W roztworze wewnętrznym * przebiega reakcja: 

     ,   5.36. * * * *ν ν ν ν1 1 2 2 3 3 4 4B B B+ = + B

B

natomiast w roztworze ** ma miejsce reakcja odtwarzająca składnik  1 : 

               .      5.37. ** ** **ν ν ν3 3 1 1 5 5B B= +

Składnik 1 jest obecny początkowo jedynie w roztworze zewnętrznym I. Izotropowe membra-

ny różnią się jednak właściwościami transportowymi wobec składników. Mianowicie mem-

brany a oraz c są całkowicie nieprzepuszczalne dla składnika 3 , tak że nie może on opuszczać 

roztworów wewnętrznych i może jedynie przepływać przez membranę  b.  

 W stanie stacjonarnym, na skutek przebiegu obydwu reakcji, składnik 1 pojawia się  

roztworze wewnętrznym **, skąd dyfunduje do roztworu zewnętrznego II. Jest on zatem 

"przenoszony" z jednego roztworu zewnętrznego do drugiego w wyniku uczestnictwa w 

dwóch następujących po sobie reakcjach. O intensywności transportu i wartości możliwego do 

uzyskania stężenia decydują powinowactwa chemiczne i szybkości obydwu reakcji oraz 

współczynniki przenikalności membran  (a, b, c) względem składników  1, 2, 4 i 5. 
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 Funkcjonowanie wyżej opisanego układu zostało potwierdzone w eksperymencie, w 

którym zastosowano następujące składniki: glukoza jako odpowiednik składnika B1 przeno-

szonego "aktywnie”, ATP (trifosforan adenozyny) jako odpowiednik składnika B2, fosforan 6-

glukozy jako odpowiednik  B3,  ADP (difosforan adenozyny) jako odpowiednik składnika   B4  

oraz fosforan  jako odpowiednik składnika  B5 .  

 

 

 

 

5.4. I – RZĘDOWY  TRANSPORT  AKTYWNY  Na+/K+  W  BŁONACH 
NATURALNYCH 

 Na zakończenie dyskusji na temat transportów membranowych warto zwrócić uwagę 

na szerokie rozpowszechnienie transportów aktywnych w błonach organizmów żywych. Ogra-

niczymy się jednak tylko do najbardziej rozpowszechnionego transportu jonów sodowych z 

wnętrza komórek na zewnątrz z jednoczesnym transportem jonów potasowych do wnętrza 

komórki. Układy wykazujące tego typu transport noszą nazwę pompy Na+/K+ . Występują 

one najprawdopodobniej we wszystkich komórkach zwierzęcych i przynajmniej w niektórych 

komórkach roślinnych. Warunkiem koniecznym takiego transportu jest przebieg egzoergicznej 

( ΔG0 ~ -50 kJ/mol ) odwracalnej reakcji defosforylacji adenozyny w obecności katalizatora 

enzymatycznego zwanego ATP-azą. Przebieg reakcji można przedstawić za pomocą następu-

jącego równania: 

         ATP-aza   
                  2H2O   +   ATP-4                            H3O+    +    HPO4

-2    +    ADP-3                 5.38. 
            Mg+2 

Jak widać, jony Na+ oraz  K+  nie są reagentami. Są one zatem przenoszone jedynie na skutek 

sprzęgania się z uczestnikami reakcji.  

 Podstawowe prawidłowości omawianego transportu zostały poznane w latach 50-tych, 

lecz dokładny mechanizm nie jest jeszcze jednoznacznie ustalony. W tym miejscu można za-

tem podać jedynie aktualnie przyjmowany model procesu [43].  Ogólny mechanizm trans-

portu może być przedstawiony za pomocą następującego schematu (Rys. 5.8.)  
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Rys. 5.8. Schemat mechanizmu działania pompy sodowo-potasowej.  
        E' ,  E'ATP,   E'~P(Na+)3,    E''~P ,  E''~P(K+) oznaczają kompleksy aktywne ATP-azy. 

 Enzym ATP-aza (oznaczona symbolem E) po związaniu grupy fosforanowej P przyj-

muje dwie postacie konformacyjne: E'-P oraz E''-P różniące się rodzajem i liczbą miejsc, które 

wykazują specyficzne powinowactwo, odpowiednio - do trzech jonów sodowych (powstaje 

kompleks   E'~P(Na+)3  )  oraz dwóch jonów potasowych (powstaje kompleks  

E''~P(K+)2). Kompleks sodowy powstający przy wewnętrznej powierzchni membrany ulega 

przemianie konformacyjnej do formy sfosforylowanej E''~P, w wyniku czego zanikają miejsca 

wiążące jony sodowe (uwolnione jony dyfundują więc do otoczenia komórki) i pojawiają się 

miejsca wiążące dwa jony potasu z otoczenia. Powstały kompleks potasowy  E''~P(K+)2 ulega 

kolejnej przemianie konformacyjnej, polegającej na odszczepieniu jonu fosforanowego i przej-

ściu w nową postać nie "wiążącą" jonów potasowych. Uwolnione jony potasowe dyfundują 

zatem do wnętrza komórki. Od tego momentu zaczyna się nowy cykl przemian, tzn. kolejny 

cykl pracy "pompy". Duża aktywność katalityczna ATP-azy umożliwia przebieg ~1000 cykli 

/sek. Przedstawione cykle przemian odbywają się kosztem wysoko egzoergicznej reakcji de-

forforylacji trifosforanu adenozyny (5.38).  

 Na całkowity transport jonów sodowych i potasowych wpływają dodatkowo trans-

membranowe przepływy dyfuzyjne obydwu jonów, których bodźcami są różnice potencjałów 

chemicznych i elektrycznych, jakie powstają przy transportach składników jonowych. Procesy 
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dyfuzyjne są jednak znacznie mniej intensywne i nie zmieniają kierunku pracy pompy 

Na+/K+. 

 Uproszczony obraz całkowitego transportu w błonach z pompą Na+/K+ został przed-

stawiony na Rys. 5.9. 

 

 

Rys. 5.9. Schemat transportów 
jonów sodu i potasu przez błonę 
naturalną. 

 

 Obok pompy Na+/K+ znane są różne inne układy z transportami aktywnymi, np. kata-

lizowany przez ATP-azy transport jonów Ca+2, transport cukrów w błonach bakterii oraz 

transport jonów H+ z wnętrza mitochondriów.  
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6. UZUPEŁNIENIA 

6.1. ELEMENTY  RACHUNKU  TENSORÓW 

 W opisach układów nierównowagowych są stosowane następujące wielkości tensoro-

we: 0-rzędu, tzn. skalary, I-rzędu nazywane wektorami oraz II-rzędu nazywane krótko tenso-

rami. Dla zaznaczenia rzędu tensorowego tych wielkości zastosowaliśmy następujące zapisy 

(wybór był podyktowany możliwościami stosowanego edytora tekstu): w przypadku skalarów 

- zwykłe litery małe, 

   w przypadku wektorów - litery duże, pogrubione, 

   w przypadku tensorów - litery duże, pogrubione ze znakiem ~ nad literą. 

6.1.1. OPERATOR  WEKTOROWY  -  NABLA 

 Operator ten (zapisywany za pomocą hebrajskiej litery ∇ jest również nazywany opera-

torem Hamiltona) ma szczególne znaczenie w opisie układów nierównowagowych. W "od-

działywaniach" z innymi wielkościami zachowuje się jak wektor o składowych: 

i
x

∂
∂

  ;   j
y

∂
∂

   oraz   k
z

∂
∂

    i może działać na skalar, wektor albo tensor, tworząc tzw. ilo-

czyny. Każdy z tych iloczynów jest tensorem o rzędzie zależnym od wielkości, na którą działa 

nabla oraz od tego, czy zastosowano ją jako wektor ( nie ma on sprecyzowanej wielkości, gdyż 

jest jedynie operatorem) wierszowy czy transponowany, tzn. kolumnowy. 

6.1.2. ILOCZYNY  WEWNĘTRZNE  I  ZEWNĘTRZNE  TENSORÓW.  ILOCZYNY 

NABLI 

 Zasady mnożenia tensorów (również nabli - jako operatora wektorowego) wynikają z 

ogólnych zasad przekształcania tensorów. Można przedstawić następujące przypadki: 

  -  Iloczyn dwóch skalarów - jest również skalarem. 

  -  Iloczyn skalara i wektora - jest wektorem o zmienionej wartości. Również iloczyn skalara i 

tensora jest tensorem o zmienionej wartości. Mnożenie wektorów i tensorów przez skalar nie 

zmienia zatem charakteru iloczynu 

  -  Iloczyny dwóch wektorów: 
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 Bezpośrednie mnożenie dwóch wektorów wierszowych nie jest możliwe. Jeden z nich 

musi być transponowany, co nie zmienia jego wartości. Istnieją wtedy dwie możliwości, które 

zostały zilustrowane przez następujące równania: 

  x x x
y
y
y

x y x y x y1 2 3

1

2

3

1 1 2 2 3 3= + +   (skalar)      1. 

  
x
x
x

y y y
x y x y x y
x y x y x y
x y x y x y

1

2

3

1 2 3

1 1 1 2 1 3

2 1 2 2 2 3

3 1 3 2 3 3

=   (tensor)     2. 

  -  Iloczyny dwóch tensorów I lub II-go rzędu są tensorami o zmienionych rzędach. (W przy-

padku gdy czynnikami są dwa wektory wynik jest już podany w równaniu 1 i 2). Zawsze rząd 

iloczynu wynika z reguł mnożenia wielkości tensorowych i jest wyższy albo niższy od sumy 

rzędów czynników iloczynu.   

Należy poznać i stosować niżej przedstawione praktyczne zasady zapisu i ustalania rzędu ta-

kich iloczynów. 

6.1.2.1. Iloczyn wewnętrzny.  Dywergencja 

 W przypadku przestawionym równaniem 1 iloczyn jest skalarem, czyli wielkością o 

rzędzie tensorowym obniżonym o dwa w porównaniu z sumą rzędów obydwu czynników. Ilo-

czyn taki jest nazywany iloczynem wewnętrznym (czasem skalarnym) i jest oznaczany zna-

kiem kropki pomiędzy czynnikami.   

 Reguła określająca rząd wewnętrznego iloczynu dwóch tensorów I-go lub II-go rzędu 

ma charakter ogólny i dotyczy każdego rodzaju czynników.  

Iloczyn wewnętrzny dwóch wektorów zapisuje się jako:    c=⋅ YX  ;  Jest zatem skalarem. 

Wynika to z kalkulacji rzędu tego iloczynu: 1 + 1 – 2 = 0.  

Iloczyn wewnętrzny dwóch tensorów zapisuje się jako:    DYX ~~~ =⋅ ;   Jest on tensorem, zgod-

nie z analogiczną kalkulacją rzędu:  2 + 2 – 2 = 2. 

 Istnieje również tzw. podwójny iloczyn wewnętrzny, w którym rząd iloczynu jest o 4 

niższy od sumy rzędów czynników. Iloczyn taki zapisuje się, umieszczając dwie kropki po-

między czynnikami iloczynu, np. 

 ~ : ~X Y = c   . Iloczyn ten jest skalarem ( kalkulacja rzędu: 2=2-4=0 ).   
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 Rozróżnia się dwa iloczyny wewnętrzne nabli nazywane dywergencjami: 

   a) Dywergencja wektora: 

∇ ⋅ ≡Y div Y ; Jest ona skalarem o wartości liczbowej równej sumie: 
∂
∂

∂
∂

∂
∂

Y
x

Y
y

Y
z

x y z+ +    

    b) Dywergencja tensora: 

       ∇ ⋅ ≡ =~ ~Z ZDiv N ; Jest ona wektorem o składowych 
∂
∂

~Z ji

jj x∑ , gdzie ~Z ji  oznaczają skła-

dowe (inaczej elementy) tensora ~Z . 

W zapisie szczegółowym: 

  

z
Z

z
Z

z
Z

y
Z

y
Z

y
Z

x
Z

x
Z

x
Z

ZZZ
ZZZ
ZZZ

zyx
zzzyxz

zyyyxy

zxyxxx

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

++

++

++

=⋅        3. 

Sens fizyczny dywergencji 

 Niech wektor J  wyraża przepływ określonej wielkości skalarnej; dywergencja tego 

wektora jest wtedy miarą wzbogacenia albo zubożenia jednostki objętości pola wektora w tę 

wielkość skalarną (w jednostce czasu). Dywergencja wektora wskazuje zatem, czy w trakcie 

przepływu danej wielkości skalarnej przez element objętości zawartość tej wielkości zwiększa 

się, czy maleje.  

i

Jednostką dywergencji przepływu, np. masy jest: ( )[ ] [ ]div kg m s kg m s− − − −= −2 1 3 1 . 

 Analogiczny sens ma dywergencja tensora; wskazuje ona na bilans czasowy (dodatni 

albo ujemny) wielkości wektorowej, której przepływ stanowi istotę tego tensora. 

 Stąd dywergencja jest podstawową wielkością stosowaną w równaniach bilansu wiel-

kości skalarnych i wektorowych. 

6.1.2.2. Iloczyn zewnętrzny. Gradient   

 Iloczyn wektorów przedstawiony równaniem 2 jest tensorem. Jest zatem wielkością o 

rzędzie tensorowym równym sumie rzędów obydwu czynników. Taki iloczyn jest nazywany 

iloczynem zewnętrznym. 
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 W jego zapisie nie stosuje się znaku kropki pomiędzy czynnikami, np. iloczyn we-

wnętrzny dwóch wektorów (tzw. diada tych wektorów) jest zapisywany jako: XY C= ~ . Jest on 

tensorem, zgodnie z zasadą kalkulacji jego rzędu:  1 + 1 = 2 . 

 Iloczyn nabli i skalara jest wektorem nazywanym gradientem danego skalara i jest 

oznaczany jako: 

∇ ≡ =a grad a B     Składowe wektora :  B
z
ak

y
aj

x
ai

∂
∂

∂
∂

∂
∂     ;       ;       albo: ( )grad a i a

xi
i

=
∂
∂

 . 

 Analogicznie, iloczyn zewnętrzny nabli i wektora jest tensorem zapisywanym jako: 

    a jego składowe są równe:  ( )∇ =B Grad B Grad
B
xij

j

i

B =
∂
∂

 .  

Sens fizyczny gradientu 

 Gradient wielkości skalarnej albo wektorowej jest miarą niejednorodności pola tej 

wielkości. Podaje on wartość i kierunek maksymalnej zmiany tego pola. (Gradient pola jedno-

rodnego jest równy zeru.)  Jednostką, np. gradientu temperatury jest:  K m-1 .   

 Sens gradientu można sobie uzmysłowić przyjmując np. że rozważana wielkość skalar-

na jest funkcją tylko dwóch zmiennych przestrzennych: x i y. Jej odwzorowaniem na płasz-

czyźnie w układzie kartezjańskim są wtedy linie o stałej wysokości, tzw. poziomice. Gradient 

takiej wielkości wskazuje największy spadek między poziomicami, tzn. drogę po której sto-

czyłaby się kula położona na najwyższej poziomicy, przy czym zwrot drogi kuli byłby prze-

ciwny do gradientu (kierunek wektora, jakim jest gradient jest bowiem zgodny z maksymal-

nym wzrostem skalara). 

 Przedstawione "działania" nabli i odpowiednie zapisy jej iloczynów oraz reguły ustala-

nia rzędów iloczynów wielkości tensorowych ułatwiają zapis wyrażeń i równań tensorowych. 

Wiedząc np., że składnik równania, będący złożonym iloczynem nabli i innych wielkości wi-

nien być skalarem albo wektorem, należy zastosować odpowiednie zapisy iloczynów nabli 

(gradienty albo dywergencje), a w przypadku innych czynników oddzielać je znakiem kropki, 

ewentualnie dwóch kropek (podwójny iloczyn wewnętrzny), względnie bez kropki (iloczyn 

zewnętrzny), tak aby łączny rząd wyrażenia był równy zeru albo 1. 

 Dla przykładu warto przeanalizować następujące przekształcenia: 

  agraddivaadiv ⋅+= BBB)(           4. 

      dywer. wektora    = iloczyn skalarów     +    iloczyn wewn. wektorów 

              s  k  a  l  a  r   =     s  k  a  l  a  r        +           s  k  a  l  a  r  
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  ABBABA GradDivDiv :~~)~( +⋅=⋅          5. 

      dywer. wektora   =  iloczyn wewn.wektorów      +    podw. iloczyn wewn. tensorów 

      s   k   a   l   a   r   =           s  k  a  l  a  r                    +              s   k   a   l   a   r 

 Wyżej przedstawione reguły dotyczące iloczynów tensorów są zgodne z ogólnymi za-

sadami mnożenia macierzy. Tensor jest bowiem macierzą przyporządkowaną współrzędnym 

przestrzennym.  

W tym miejscu warto jedynie przypomnieć, że:  

    a) mnożenie macierzy jest możliwe jedynie wtedy, gdy liczba kolumn mnożnej jest równa 

liczbie wierszy mnożnika. 

    b) elementy pierwszego wiersza mnożnej mnoży się kolejno przez odpowiadające im ele-

menty kolumn mnożnika i sumuje otrzymane iloczyny, uzyskując w ten sposób elementy 

pierwszego wiersza iloczynu. Podobnie postępuje się z elementami drugiego i dalszych wier-

szy mnożnej ustalając dalsze wiersze macierzy iloczynu.  

 Przykład iloczynu dwóch macierzy: 

 
a a a a
a a a a

b b b
b b b
b b b
b b b

a b a b a b

a b a b a b

i i
i

i i
i

i i
i

i i
i

i i
i

i i
i

11 12 13 14

21 22 23 24

11 12 13

21 22 23

31 32 33

41 42 43

1 1 1 2 1 3

2 1 2 2 2 3

=
∑ ∑ ∑
∑ ∑ ∑

 .      6. 

Pełny zapis, np. drugiego elementu pierwszego wiersza iloczynu, ma postać: 

    .        7. a b a b a b a b a bi i
i

1 2 11 12 12 22 13 32 14 42∑ = + + +

6.2. RÓWNANIE BILANSU ENTROPII W UKŁADACH CIĄGŁYCH 

 Zależnością wyjściową jest równanie wyrażające różniczkę właściwej energii we-

wnętrznej wieloskładnikowego układu: 

  du T ds pdv dyi
i

i= − + ∑μ   ,                     1. 

w którym: u , s , v  oraz μ  dotyczą jednostki masy;  yi  oznacza ułamek wagowy składnika. i

Dla zmian czasowych i po przekształceniu otrzymuje się z niego równanie 1.64: 

  ds
dt T

du
dt T

p dv
dt T

dy
dti

i

i= + − ∑1 1 1 μ   .                         1.64. 

Po pomnożeniu 1.64 przez gęstość ρ  otrzymujemy: 

 



 166

  ρ ρ ρ ρ μds
dt T

du
dt T

p dv
dt T

dy
dti

i

i= + − ∑1 1 1   .          2. 

Za  du
dt

 podstawiamy obecnie równanie bilansu energii wewnętrznej  (1.89)  

  du
dt

v div p dv
dt

v Grad v vq i
i

i= − − − + ⋅∑J J F~:π  ,           1.89. 

natomiast za  ∂
∂
y
t

i    podstawiamy równanie bilansu masy w postaci (1.51): 

  ∂
∂

γ
y
t

v div v M Ii
i il

l
i i= − + ∑J   .              1.51. 

otrzymując: 

       
ρ ρ

ρ ρ μ γ

πds
dt T

v div p dv
dt

v Grad v

T
p dv

dt T
v div v M I

q i
i

i

i i
i

il i l
l

= − − − + ⋅ +

+ − − +

∑

∑ ∑

( ~: )

( )

J v J F

J
      .      3. 

Po uporządkowaniu i redukcji wyrazów  ρ
T

p dv
dt

   pozostaje: 

 
ρ ρ ρ ρ ρ μ

ρ μ γ

πds
dt T

v div
T

v Grad
T

v
T

v div

T
v M

q i
i

i i i
i

i
i

il i l
l

= − − + ⋅ + +

−

∑ ∑

∑∑

J v J X J

I

~:
 .    4. 

Zauważmy obecnie, że iloczyn  v ρ =1  oraz  μ μMi i=    zatem: 

 
ρ

μ μ γ

πds
dt T

div
T

Grad
T

T
div

T
M I

q i
i

i

i i
i

i
i

il i l
l

= − − + ⋅ +

+ −

∑

∑ ∑∑

1 1 1

1 1

J v J X

J

~:
           .      5. 

Lewa strona ostatniego równania stanowi część różniczki iloczynu  ρ s ,  gdyż: 

d s
dt

ds
dt

s d
dt

( )ρ ρ ρ
= +      ( jak w 1.90.),   a poza tym,  wg 1.49.:      d

dt
divρ ρ= − v     stąd: 

   ρ ρ ρds
dt

d s
dt

s div= +
( ) v   .         6. 

Ostatni wyraz w 6. jest członem dywergencji iloczynu  ρ s v  , równym: 

   ρ ρ ρs div div s grad sv v v= − ⋅( ) ( )  .        7. 

Jednocześnie, wg operatora czasowego Lagrange'a 1.31 stwierdzamy, że: 
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   d s
dt

s
t

grad s( ) ( ) ( )ρ ∂ ρ
∂

ρ= + ⋅v   .         8. 

Na podstawie powyższych równań: 

   ρ ∂ ρ
∂

ρds
dt

s
t

div s= +
( ) ( )v  .                     9. 

Podstawienie  9.  do 5. prowadzi do równania: 

∂ ρ
∂

μ μ γ

π( )

( )ρ

~:s
t T

div
T

Grad
T

T
div

T
M I div s v

q i
i

i

i i
i

i
i

il i l
l

= − − + ⋅ +

+ − −

∑

∑ ∑∑

1 1 1

1 1

J v J X

J
    .            10. 

 Zauważmy obecnie, że wyrażenia:  1
T

div qJ     oraz   
μ i

iT
div J   są członami dywergen-

cji odpowiednich iloczynów, gdyż: 

  div
T T

div grad
Tq q q( )1 1J J J= + ⋅
1                      11. 

oraz  div
T T

div grad
T

i
i

i
i i

i( )
μ μ μ

J J J= + ⋅  .                   12. 

Wobec tego 10. przyjmuje postać: 

   

∂ ρ
∂

μ μ
μ γ ρ

π( ) ( )

( ) ( )

~:s
t

div
T

grad
T T

Grad
T

div
T

J grad
T T

M I div s v

q q i
i

i

i

i
i i

i

i
i

i
il i l

l

= − + ⋅ − + ⋅ +

+ − ⋅ − −

∑

∑ ∑ ∑∑

1 1 1 1

1

J J v J X

J
. 13. 

Połączymy obecnie wyrazy z dywergencjami, a grad
T
1  zastąpimy równym mu wyrażeniem: 

−
1

2T
grad T   otrzymując: 

    

∂ ρ
∂

ρ
μ

μ
μ γπ

( ) ( )
~:

s
t

div s
T T

grad T

T
Grad

T
grad

T T
M I

q i i
i

q

i
i

i i
i

i
i

i
il i l

l

= − +
−

− ⋅ +

− + ⋅ − ⋅ −

∑

∑ ∑ ∑∑

v
J J

J

v J X J

1

1 1 1

2

    

   .     14. 

Wyrażenie pod dywergencją można przekształcić, uzyskując: 

 ρ
μ

ρs
T

s
h T s

T

q i
i

i q i i i i
iiv

J J
v

J J
+

−
= +

− +∑ J∑∑
  ,               15. 
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gdyż wobec:   μ i ih T s= − i     również     μ i
i

i i i
i

i i
i

h T s∑ ∑ ∑= −J J J   . Zatem pod dywer-

gencją równania 14. znajduje się całkowity przepływ entropii (dla jednostki masy), złożony z 

części dyfuzyjnej: 

1
T

hq i i i
i

( )J J− + ∑ s iJ     oraz konwekcyjnej  ρ s v . 

 Wobec powyższego 14. przyjmuje postać końcową  (1.96): 

∂ ρ
∂

μ
μ γ

ρ π( ) ~:s
t

div J
T

grad T
T

Grad

T
grad

T T
M I

s q

i
i

i i
i

i
i

i
il i l

l

= − − ⋅ − +

+ ⋅ − ⋅ −∑ ∑ ∑∑

1 1

1 1

2 J v

J X J

  

              
  ,             1.96. 

w której wyrazy: 2, 3, 4, 5 oraz 6 prawej strony równania reprezentują poszczególne udziały 

źródła entropii.  
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