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Od autorow

Niniejszy skrypt zawiera zbidr zadan ze statyki. W zatozeniu autoréw
ma on stanowi¢ pomoc dydaktyczna dla studentéw I roku kierunkow:
Automatyka i Robotyka, Inzynieria Zarzadzania oraz Mechanika i Bu-
dowa Maszyn. Dob6r zadan zostatl podyktowany potrzeba uzyskania
przez studentéw zatozonych efektéw uczenia sie niezbednych do rea-
lizacji pdéZniejszych kurséw z wytrzymatos$ci materiatéw oraz pod-
staw konstrukcji maszyn. Opracowanie dotyczy standardowych za-
gadnien ze statyki bedgcych w programie kierunkéw technicznych.
Zaprezentowane w skrypcie zadania zostaty zaczerpniete z powszech-
nie dostepnej literatury, m.in. z Podstaw fizyki Halliday’a, Resnicka,
Walkera oraz Zbioru zadarn z mechaniki ogélnej M. i T. Niezgodzinskich,
jak i stanowig opracowania wiasne autorow. Autorzy proponujg Stu-
dentom sposéb rozwigzywania zadan wedtug schematu obejmuja-
cego: wykonanie rysunku, w ktorym wiezy rzeczywiste zastepuje sie
uktadem sit, wiasciwy dobo6r uktadu wspoétrzednych, sformutowanie
i rozwigzanie rownan réwnowagi. W skrypcie zawarto réwniez nie-
zbedny w opinii autoréw wstep teoretyczny obejmujacy podstawowe
zagadnienia dotyczace: praw rzadzacych statyka, wielkosci mecha-
nicznych, dziatan na wektorach oraz rodzajéw podpor.






Rozdzial 1

Wstep teoretyczny

1. Podstawowe zasady statyKi

Statyka to dzial mechaniki fizycznej, ktdry opiera sie na sze$ciu aksjomatach:

1.1. Aksjomat pierwszy

Jezeli na ciato X dziatajg dwie sity P1i P, to dziatanie tych sit mozemy zasta-
pi¢ jedng sitg P, ktéra jest wypadkows tych sit. W wyniku tego mozemy
zamiennie stosowac wyzej wymieniony uktad sit P1i P;lub site wypadkowg
P.. W celu wyznaczenia sity wypadkowej Py nalezy uzy¢ metody analitycz-
nej lub metod graficznych (réwnolegtoboku lub wieloboku).

1.2. Aksjomat drugi

Jezeli na jednej prostej znajduja sie dwie sity Psi Pg o tych samych warto-
$ciach lecz o przeciwnych zwrotach to sity te r6wnowaza sie. Rbwnowaga
tych sity nazywana jest uktadem zerowym sit.

1.3. Aksjomat trzeci
Jezeli uktad zerowy zostanie dodany lub odjety od danego uktadu sit P,
i P, to rownowaga tego ukladu sit nie ulegnie zmianie.

1.4. Aksjomat czwarty

Zasada uwolnienia od wiez6w - jezeli dane ciato w wyniku dziatania wie-
zO6w znajduje sie w rownowadze, to uwalniajgc to ciato od wiezéw i do-
dajac odpowiedni uktad sit, ciato to nadal jest w réwnowadze.
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1.5. Aksjomat piaty

Zasada akcji i reakcji — aby dane ciato byto w réwnowadze, sile dziatajacej na
dane cialo w okreslonym kierunku, musi odpowiadac sita o tej samej warto-
$ci i kierunku, lecz przeciwnym zwrocie (sita ta nazywana jest reakcjg).

1.6. Aksjomat szosty

Réwnowaga sit dziatajacych na ciato odksztatcalne nie zostanie naru-
szona przez zesztywnienie tego ciata. Jezeli na ciato odksztatcalne bedace
w rownowadze dziata uktad sit, to warunki tego uktadu nie zmienig sie,
jezeli w miejsce tego ciata wstawimy ciato sztywne (w mechanice przyj-
mujemy zasade nieodksztatcalnosci ciat - a wiec przyjmujemy ciata

sztywne)?.

2. Wielkosci mechaniczne

Wystepujace w mechanice wielko$ci takie jak sita, predkos¢, czas, praca
i inne mozna podzieli¢ na dwie grupy:

— wielkoSci skalarne,

— wielkoS$ci wektorowe.

Wielkos¢ mechaniczng, ktérg mozna jednoznacznie okresli¢ podajac jej
wartos$¢ liczbowg nazywamy skalarem. Wyrézniamy wielko$ci skalarne
takie jak m.in. temperatura, masa, czas, moc, praca, tadunek i inne2.

0 10 20 30 40 [°C]

Wielko$¢é mechaniczng, ktorg mozna okresli¢ poprzez odcinek znajdujacy
sie na ptaszczyznie euklidesowej lub przestrzeni euklidesowej nazy-
wamy wektorem. Aby jednoznacznie okresli¢ wektor nalezy podac:
— kierunek wektora - jest to linia na ptaszczyZnie euklidesowej
lub w przestrzeni euklidesowej na ktdrej znajduje sie rozpatry-
wany wektor,

1'T. Niezgodzinski, Mechanika ogdlna, Warszawa 2012, s. 12-14.
2 W. Siuta, Mechanika techniczna, Warszawa 1999, s. 17.
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Rozdziat 1. Wstep teoretyczny

— zwrot wektora - oznaczony jest za pomoca grotu,

— wartos$¢ wektora - oznaczona jest za pomocg odlegtosci pomiedzy
poczatkiem wektora (punkt A na rysunku) a koncem wektora (punkt
B na rysunku).

P
\ kierunek

\ zwrot

punkt
przyftozenia

3. Dzialania na wektorach

3.1. Dodawanie i odejmowanie wektorow

Aby dodac do siebie dwa wektory analitycznie nalezy:

Graficzne przedstawienie:

S\

11
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Aby odjac od siebie dwa wektory analitycznie nalezy:

—)_8 _)_
a_[7]'b - [_2]
¢=d-b
s >, 7_[8— 471_4
C—a+b—[7_ _9 —[7]

Aby doda¢ do siebie dwa wektory graficznie nalezy do korica jednego
z wektoréw (np. wektora a) doda¢ (przesunac¢) poczatek drugiego wek-
tora (np. wektora b).

- —>

PR

Ze -

14

Aby odja¢ od siebie dwa wektory graficznie nalezy do konica jednego
z wektoréw (np. wektora a) doda¢ drugi wektor (wektor -b) o tym sa-
mym kierunku, wartosci lecz o przeciwnym zwrocie.

12



Rozdziat 1. Wstep teoretyczny

3.2. MnozZenie i dzielenie wektora przez skalar

Aby pomnozy¢ wektor a przez wartos¢ skalarng nalezy:

—)_ 8
a_[7]'2
N 8, 16,
a 2=2 [7]_[14]_C

Mozna zatem uznadé, Zze mnozenie wektora przez warto$¢ skalarng po-
lega na ,skalowaniu” dtugos$ci wektora.

Aby pomnozy¢ wektor a przez ujemng wartos¢ skalarng nalezy:

.
=9, -2
i (-2=-2)=[j=¢

[+)]
T T T T
S\
X
[\%]

Mozna zatem uzna¢, ze mnozenie wektora przez ujemng warto$¢ ska-
larng polega na ,skalowaniu” dtugosci wektora oraz zmianie zwrotu
jego dziatania.

13
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4. Rodzaje podpor

Podpora przegubowo-przesuwna - na podporze tej wystepuje jedna
sita reakcji o znanym kierunku, prostopadtym do ptaszczyzny przesu-
niecia. Podpora ta odbiera ciatu jeden stopien swobody, gdyz elimi-
nuje przesuniecie w jednym kierunku, a zezwala na przesuniecie
w drugim kierunku i swobodny obrét. Na rysunku pokazano element
konstrukcyjny podparty w sposob przegubowo-przesuwny i idealiza-
cje tego podparcia w uktadzie sit.

O

C C
) _A_TR)

Ay

Podpora przegubowa - na podporze tej wystepuje jedna sita reakcji

- R o nieznanym kierunku (ktérg mozna zastgpi¢ dwoma sktadowymi

potozonymi w ptaszczyZnie horyzontalnej i wertykalnej). Podpora ta

odbiera ciatu dwa stopnie swobody przez eliminacje przesuniec

w dwdch kierunkach. Zezwala tylko na obrét wokot punktu podparcia.
Rax

—

C o o C
R T
Ay

Sztywne utwierdzenie - na podporze tej wystepuje jedna sita reakcji
o nieznanym kierunku (ktérg mozna zastgpi¢ dwoma sktadowymi po-
tozonymi w ptaszczyznie horyzontalnej i wertykalnej) oraz moment
utwierdzenia. Podpora ta odbiera ciatu trzy stopnie swobody: przesu-
niecie w dwdch kierunkach i obrét.

My

14



Rozdziat 1. Wstep teoretyczny

5. Rodzaje obcigzen

Obciazenie skupione - jest to obcigzenie, ktére dziata na element na
niewielkiej jego powierzchni. Do obcigzen skupionych zaliczamy site
skupiong (P1, P2, P3) i moment skupiony (M). Jednostka momentu sku-
pionego jest jednostka sily pomnoZona przez jednostke dtugosci,

np. kNm,
N
/

Trrrrrir
Ry, Rax

FTTrrrrTT
M RBy

Obciazenie ciggle - jest to obciazenie roztoZzone na pewnej dtugosci.
Wymiarem obcigzenia ciggtego (q) jest jednostka sity przez jednostke
dtugosci, np. KN/m,

q[kN/m]







Rozdziat 2
Plaski zbiezny uklad sit

1. Redukcja ptaskiego ukladu sit zbieznych

Uktad sit bedacych na ptaszczyZnie w ktorym wszystkie sity (kierunki
sit) przecinaja sie w jednym punkcie nazywamy ukladem ptaskim
zbieznym.

W celu wyznaczenia wypadkowej sit (na dany punkt moze dziata¢ do-
wolna liczba sit) dziatajgcych na dany punkt nalezy skorzystac z jednej
z metod:

a) Metoda analityczna - korzystamy z dwdéch warunkéw (rzutu-
jemy rozpatrywane sity na o$ uktadu wspétrzednych x1iy)

VVx =2Piley =2Pi_’y
b) Metoda graficzna:

— wielobok sznurowy - polega na geometrycznym dodawaniu
wektoréw w celu wyznaczenia wektora wypadkowego Pu.

17
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— rownolegtobok - polega na rysowaniu wielobokéw z rozpa-
trywanych sit (P1 i Pz) a nastepnie wyznaczeniu sity wypad-
kowej z danego wieloboku (Pw1,2).

2.Zadania

Zadanie 1

Rysunek przedstawia cialo o ciezarze G zawieszone na dwdch niciach
tworzacych z poziomem katy a i B. Wyznacz sity w niciach.

18



Rozdziat 2. Ptaski zbiezny uktad sit

UKLAD SIt.:

wprowadzenie
% " ukiadu wspoétrzednych

ROWNANIA ROWNOWAGI DLA WEZLA:
1) Y Pix: —S;-cosa+ S, cosfB =0,
2) Y Piy:S;-sina+ S, sinf—G =0

Komentarz:

Z drugiej zasady dynamiki Newtona wiemy, ze ), Pix = m;, - a. Dla ciata
pozostajgcego w spoczynku a = 0, stad ), Pix = 0.

Przeksztatcajac rownanie 1) otrzymujemy

—S; - cosa = —S, - cos 3, stad wyliczamy
B
N51=5" e

Podstawiajac S1 do rownania 2) otrzymujemy
s cos,B-sina_l_S B =G
2 cosa 2" sinf =
Wytaczajac S przed nawias otrzymujemy:
cosp -sina
S, (—B

+sinf) =G
cosa Slnﬁ)

Mnoz3ac obie strony réwnania przez cos ¢ mamy

S,(cosB - sina + sinf - cosa) = G * cos @, a nastepnie

19
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G-cosa

4) S, =

cos B-sina+cosa-sin 8

Stosujac wzor trygonometryczny

sin(a + ) = sina - cos § + sin 8 - cos @ i wstawiajac go do réwnania 4)
ostatecznie mamy warto$c sity S,

G-cosa

5)S2 = sin(a + )

Wstawiajgc rownanie 5) do rownania 3) otrzymujemy wartos$¢ sity Si.

G-cospf
sin(a + B)

6)S; =

Zadanie 2

Rozwazmy sytuacje, w ktérej na pozbawionej tarcia réwni pochytej o ka-
cie nachylenia a, spoczywa ciato o ciezarze G. Jaka sitg, skierowang row-
nolegle do powierzchni rowni, nalezy dziata¢ na to ciato, by pozostato ono
w spoczynku. Wyznacz ponadto reakcje R réwni na to ciato.

wiezy rzeczywiste

UKLAD SIt.:

Y wprowadzenie
‘ uktadu wspétrzednych

\

katy wierzchotkowe P Q
!
-—
A X
R
\Q G
1
a.

20



Rozdziat 2. Ptaski zbiezny uktad sit

ROWNANIA ROWNOWAGI DLA CIALA:

1) Y Pix: P — G - cos(90° — @) = 0, po zastosowaniu wzoru trygono-
metrycznego

cos(90° — a) = sin @, mamy
P—G-sing=0,stadP =G -sina

2) X Piy:R — G - sin(90° — a) = 0, po zastosowaniu wzoru trygono-
metrycznego

sin(90° — a) = cos a, mamy
R—G-cosa=0

R=G-cosa

Zadanie 3

Dwie beczki, ktére majg odpowiednio: ciezary G i Q oraz promienie riir;
zostaly potozone, jak na rysunku. Beczki w danej konfiguracji utrzymuje
sitownik tak, ze wymiar od $ciany do czota sitownika wynosi W. Wyznacz
reakcje podporowe (sity bierne w $cianach), wartos$¢ sity pomiedzy becz-
kami oraz wartos¢ sity w sitowniku.

W

@
r

S SILOWNIK

21
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UKLAD SIt.:

|

WYZNACZENIE KATA a:

. d—r —n
sinqg = ———
T+

ROWNANIA ROWNOWAGI DLA BECZKI GORNE]J:
1) Y Pix:Rp — R¢-sina =0
2) Y Piy:Rc-cosa—Q =0

Z réwnania 2) wyznaczamy Rc i wstawiamy do réwnania 1) otrzymujac
warto$ci reakcji podporowych w punktach CiD.

_ 0

€7 cosa
_Q-sina

Rp = P =(Q-tana

ROWNANIA ROWNOWAGI DLA BECZKI DOLNEJ:

Y. Pix: Rq - sina — Rg = 0, przeksztalcajgc réwnanie i podstawiajac
wartos¢ Rc otrzymujemy warto$¢ reakcji podporowej w punkcie B,

22



Rozdziat 2. Ptaski zbiezny uktad sit

Y. Piy: Ry — G — R - cos @ = 0, przeksztatcajgc rownanie i podstawia-
jac wartos$¢ R¢ otrzymujemy warto$¢ reakcji podporowej w punkcie A,

RA=G + Q

Zadanie 4

Oblicz warto$¢ poziomej sity P, jaka nalezy dziata¢, aby uktad podany na
rysunku pozostat w spoczynku. Wyznacz réwniez reakcje podtoza. Tarcia
nie uwzglednia¢. Dane s3 ponadto ciezary rowni pochytej i ciata, odpo-
wiednio Qi G, oraz kat a.

lina nierozciggliwa

UKELAD SIL:
Yy Dla ciala Q Dla ciata G
s s -a y
N ~ S _— /
R G
P 2
Q
[s}
1 -—
~a |R, X =}

23
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ROWNANIA ROWNOWAGI DLA CIALA G:
Y. Pix: G - sina — S = 0, po przeksztalceniu otrzymujemy
S = G - sina, gdzie S to napiecie w linie
Y. Piy: R, — G - cos a = 0, po przeksztalceniu otrzymujemy
R, = G - cos a, gdzie R; to sila oddziatywania pomiedzy réwniag po-
chyla a ciatem
ROWNANIA ROWNOWAGI DLA CIALA Q:

1) Y Pix:P —S+ S-cosa — R, - sina = 0, po przeksztatceniu réwna-
nia oraz podstawieniu wartosci dla S i R, otrzymujemy

P=G-sina—G-sina-cosa+ G- -sina-cosa =G -sina

2) Y Piy:R{ — Q — R, -cosa — S -sina = 0, po przeksztalceniu réw-
nania oraz podstawieniu warto$ci dla S'i R; otrzymujemy

R; = Q + G - cos?a + G - sin®a, uwzgledniajac jedynke trygonome-
tryczna otrzymujemy

R,=Q+G

Zadanie 5

Na rysunku lina utrzymuje w spoczynku, na pozbawionej tarcia réwni po-
chytej o kacie wzniosu 6 = 30°, ciato o masie m = 15 kg. Jaka jest warto$¢
sity T dziatajacej na klocek ze strony liny oraz sity normalnej N dziatajacej
na klocek ze strony réwni?

24



Rozdziat 2. Ptaski zbiezny uktad sit

UKLAD SIt.:

ROWNANIA ROWNOWAGI:

Y Pix:T —m~- g-sinf = 0, po przeksztalceniu i wstawieniu warto$ci
liczbowych otrzymujemy kolejno

T=m-g-sinf
T=15kg-9.82 -2~ 75N
a 8992737

Y Piy:N —m- g - cos8 = 0, po przeksztalceniu i wstawieniu wartosci
liczbowych otrzymujemy kolejno

N=m-g-cosf

m
=

~| G

N =15kg-938 ~ 130N

S

Zadanie 6

Na rysunku przedstawiono uktad sktadajacy sie z trzech nici, wezta i ciata
o masie 10 kg. Oblicz naprezenia we wszystkich trzech niciachs3.

3 D. Halliday, R. Resnick, ]. Walker, Podstawy fizyki, Warszawa 2016.

25
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UKLAD SIL:
Dla klocka Dla wezta
Y
Y
A , A X
(=] ] P
g / =
T, T \
! ! | I
-~ W X
X
G T;

ROWNANIA ROWNOWAGI DLA KLOCKA:
1) ¥ Piy: T3 — G = 0, po przeksztatceniu otrzymujemy
2)T3s=m-g = 147N

ROWNANIA ROWNOWAGI DLA WEZLA:
3) X Pix: —T;-cos28°+ T, -cos47°—T; =0

Podstawiajac warto$¢ T3 do rownania 3) otrzymujemy uktad dwéch row-
nan z dwiema niewiadomymi.

26



Rozdziat 2. Ptaski zbiezny uktad sit

Zadanie 7

Jednorodna kula o masie m = 0,85 kg i promieniu r = 4,2 cm jest zawie-
szona przy Scianie na linie o znikomo matej masie, przymocowanej do
haka odlegtego w pionie od srodka kuli o I = 8 cm. Zat6z, ze miedzy kulg
a Sciang nie wystepuje tarcie. Wyznacz a) naprezenie liny i b) site dziata-
jaca na kule ze strony Sciany*.

UKLAD SIt.:

1

WYZNACZENIE a:
. T
ana = ;
tan% = 0,52, z tablic trygonometrycznych odczytujemy wielko$¢
kata - a = 28°

4 D. Halliday, R. Resnick, J. Walker, Podstawy fizyki, Warszawa 2016.

27
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ROWNANIA ROWNOWAGI:
Y Pix:R — T -sina = 0, stagd obliczamy
R=T-sina

R=44N

Y. Piy:T - cosa — G = 0, stad obliczamy
G
~ cosa
T=94N

Zadanie 8

Pomiedzy dwoma fragmentami muru odlegtymi od siebie 0 10 m rozpieto
line o pomijalnie matej masie. Ile wynosito naprezenie w linie, jesli po ob-
cigzeniu jej w Srodku dtugosci masg 100 kg ugieta sie ona o 10 cm.

10 m

0,1m

UKLAD SIt.:

28



Rozdziat 2. Ptaski zbiezny uktad sit

WYZNACZENIE a:

. 0,1
sina = — = 0,02,

ROWNANIA ROWNOWAGI:
1) YPix: —T+T=0
2) Y Piy:2T -sina — G =0
_ G
2-sina

T =25000N

Zadanie 9

Ponizszy rysunek przedstawia line podtrzymujaca pret o dtugosci L =5 m
i ciezarze G = 200 N. Drugi koniec preta zamocowany jest do Sciany za
pomoca zawiasa. W jakiej odlegtosci od zawiasa nalezy zamocowac line
do $ciany aby naprezenie w linie wynosito 100 N?

lina

UKLAD SIt.:

I:pion.
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Wybrane zagadnienia z mechaniki techniczne;j...

ROWNANIE ROWNOWAGI:

XMy Eppz 04 Fpipn -0+ G -%— T-L-sina = 0, stad po przeksztal-
ceniach otrzymujemy

G-t=r1.1.2
2 L

Zadanie 10

Ile wynosi wspétczynnik tarcia pomiedzy réwnia pochyta a znajdujacym
sie na niej ciatem, jesli dla kata a = 15° jest ono na granicy zeslizgniecia sie?

0
a\&‘a‘&f" \
Qe A
o‘flf?-"' . \..
@
1
UKEAD SIL:
AN
4
X
S
WP o
et o @
- (\)c'. “»
. a
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Rozdziat 2. Ptaski zbiezny uktad sit

Komentarz:

- ruchowi monety zapobiega sita tarcia f;,
- fs ma warto$¢ maksymalng dla

fsmax = Usmax * N , stad wynika, ze

—_ fsmax
1) .usmax - N
ROWNANIA ROWNOWAGI:

2) Y. Pix: f; + 0 — G - sina = 0, po przeksztalceniu otrzymujemy
fs=G-sina=m-g-sina

3) X Piy:0+ N — G - cosa = 0, po przeksztalceniu otrzymujemy
N=G:-cosa=m-g-cosa

Wstawiajgc otrzymane wartosci fs i N do rdwnania 1) otrzymujemy

m-g-sina

Us =tana

m-g-cosa

Uwzgledniajgc warto$¢ kata a otrzymujemy wartos$¢ s

Zadanie 11

PonizZszy rysunek przedstawia uproszczony schemat wciggnika sktadaja-
cego sie z jednorodnego wysiegnika przymocowanego do masztu za po-
mocg zawiasu A oraz liny. Ciezar M = 500 kg jest zawieszony na sznurze
do wysiegnika, gdzie a = 2,0 m; b = 3,5 m. Wysiegnik sktada sie z belki na
zawiasie oraz z poziomej liny taczacej belke ze $ciana. Jednorodna belka
ma mase m = 105 kg, mase sznura i liny pomijamy. Ille wynosi naprezenie
w linie?
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lina
b |
°l A
M
UKLAD SIk:
et b —
Tliny
i A
Q
© Fpion- TSZH.
! mg
A FpoZ

ROWNANIE ROWNOWAGI DLA BELKI:
YMy: —a-T,+b-Tgy +%-b -m - g = 0, po przeksztatceniach
otrzymujemy

1
b'Tsz+—'b'm'g
1) TL =—2

a
ROWNANIE ROWNOWAGI DLA CIALA M:
2) Y Piy: Ts; = M - g, wstawiajgc do rownania 1) mamy

_b-M-g+%-b-m-g_(M+%-m)-g-b

a a

T,
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Rozdziat 2. Ptaski zbiezny uktad sit

3. Zadania do samodzielnego wykonania

Zadanie 1

Rysunek przedstawia maszt o wysokos$ci h = 10 m, ktérego jeden koniec
jestzamocowany do podtoza na zawiasie, natomiast drugi jego koniecjest
potaczony z podtozem za pomoca nierozciggliwej liny o dtugosci /= 20 m.
Maszt jest w potowie wysokosci obcigzony sitg F= 1500 N rownolegla do
poziomu. Oblicz napiecie T w linie.

Zadanie 2

Na rysunku przedstawiono element o masie m = 1 kg, ktory zostat
umieszczony na rowni pochytej. Na element dziata sita F = 100 N skiero-
wana réwnolegle do powierzchni rowni. Ile wynosi kat wzniosu réwni
pochytej jesli wiemy, ze uktad pozostaje w rownowadze. Wptyw tarcia
pomingc.
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Zadanie 3

Ksigzka o masie m = 0,3 kg i dtugosci I = 25 cm stoi oparta o pétke na
wysokosci h = 20 cm. Ile wynosza sity dziatajace na ksigzke w punktach
jej podparcia, jesli nie uwzglednimy tarcia.

s

Zadanie 4

Rysunek przedstawia zamurowany w $cianie element, ktéry obcigzono
sita P =200 N dziatajaca w kierunku pionowym. Oblicz reakcje w punkcie A.

3m

2m

ul

m

Zadanie 5

Dwa ciezary P = 2 kN zawieszono na linach E i F potozonych pod katem
a = 20°. Nalezy wyznaczy¢ warto$¢ sit w linach A, B, E i F oraz warto$¢ sit
Sciskajgcych w stupach Ci D. Kat pomiedzy ling a stupem wynosi $=30°5.

5 W. Siuta, S. Rososinski, B. Kozak, Zbidr zadarn z mechaniki technicznej, Warszawa 1962, s. 11.
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Rozdziat 2. Ptaski zbiezny uktad sit

E F
o | | o
P P

Zadanie 6

W celu podniesienia ciezaru m, przymocowano w punkcie E line 2. Na-
stepnie drugi koniec liny zamocowano do ramy w punkcie D. Po zamoco-
waniu liny 2, w punkcie C przyczepiono line 1 celem podniesienia ciezaru,
a nastepnie w punkcie B przytoZzono site P. Po przytozeniu sity P uktad
przyjat potozenie jak na rysunku: lina 2 na odcinku CE zajeta potozenie
pionowe, odcinek BC zajat potozenie poziome, lina 2 na odcinku CD od-
chylita sie o kat o natomiast lina 1 na odcinku AB odchylita sie o kat 3.
Nalezy wyznaczy¢ warto$c¢ sity w linie 2 na odcinku CE.

6 ]. Niziol, Metodyka rozwiqzywania zadan z mechaniki, Warszawa 1978, s. 17.
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Zadanie 7

Na obrotowym zurawiu zawieszono ciezar P = 10 KN. Wyznaczy¢ sity
w pretach 11 2 jezeli katy wynoszg odpowiednio o = 30° natomiast 3 = 45°.
Zadanie wykona¢ analitycznie oraz wykre$lnie?.

7 W. Siuta, S. Rososinski, Zbiér zadan z mechaniki technicznej, Warszawa 1962, s. 12.



Rozdziat 3
Plaski uklad sit dowolnych

1. Redukcja sity do dowolnego punktu

Ciato sztywne znajduje sie na ptaszczyZnie X, Y. Na powierzchni ciata wy-
znaczamy dowolny punkt H i przyktadamy do niego site P o dowolnym
kierunku i zwrocie. W celu zredukowania sity P (przeniesienia) do
punktu O, nalezy w punkcie O przytozy¢ uktad zerowy sit (dwie sity
o przeciwnych zwrotach, majace wspdlny poczatek oraz wartos$¢ sity P).

Yl Y

uktad
zerowy

— —
= =

X X

Dwie sily P oddalone o warto$¢ m mozemy zastapi¢ momentem sit, przy-
lozonym w rozpatrywanym punkcie 0. W wyniku tego uktad zostat zre-
dukowany z punktu H do punktu O, gdzie w punkcie O wystepuje teraz
moment M oraz sita P.
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Y[ Y

zerowy

2. Redukcja dowolnej liczby sit do dowolnego punktu

Ciato sztywne znajduje sie na ptaszczyznie Y, X. Na powierzchni ciata wy-
znaczamy punkt H, E, K, I a nastepnie przyktadamy do punktéw sity, od-
powiednio Py, Pg, Px oraz P..

Y

X

W celu zredukowania sit (przeniesienia) do punktu O, nalezy redukowac
sity zgodnie z warunkami redukcji pojedynczej sity do dowolnego
punktu. W wyniku tych zabiegdw w punkcie O przytozone zostaja sity Py,
Pg, Pk, Proraz odpowiednio momenty My, Mg, Mg oraz M;.

38



Rozdziat 3. Ptaski uktad sit dowolnych

Zgodnie z zasada réwnolegloboku, przeniesione sity Pu, Pg, Px, Pi do

punktu O mozemy zastgpi¢ jedna sitg wypadkowg W.

W:PH+PE+PK++PI=ZPI

MS=MH+ME+MK+ +MI=ZMI
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Warunki réwnowagi dowolnego ptaskiego ukladu sit przedstawiaja sie

nastepujaco:
ZFix=0r ZFiy=0: ZM1=0

3. Zadania

Zadanie 1

Jednorodna belka o dtugosci L i masie m = 1,8 kg znajduje sie w spo-
czynku, a oba jej konice spoczywaja na wagach. Na belce lezy nieruchomo
jednorodny klocek o masie M = 2,7 kg tak, ze jego Srodek jest odlegty od
lewego konca belki o L/4.Jakie s3 wskazania obu wag?8

L
L4

waga 1 @ © waga 2

Skoro uktad znajduje sie w stanie rOwnowagi statycznej, to speinione sa
dla niego warunki réwnowagi.

‘i

L/2
; k He ] ‘ ’

—
X
N

8 D. Halliday, R. Resnick, ]. Walker, Podstawy fizyki, Warszawa 2016.
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Rozdziat 3. Ptaski uktad sit dowolnych

ROWNANIA ROWNOWAGI:
1) Y Pix=0
2)YPiy:F,—M-g—-m-g+Fp,=0
3) XMy:0-Fp +M-g§+m-g -%—L -Fp = 0, dzielgc obustronnie
przez L i przeksztatcajac réwnanie otrzymujemy
Fp = % + % -m - g, podstawiajac wartosci liczbowe mamy
Fp =15N

Aby obliczy¢ wskazania wag, nalezy podzieli¢ wynik przez wartos$¢ przy-
spieszenia ziemskiego.

Podstawiajac warto$¢ Fr do rownania 2) otrzymujemy
1 L
FL=M'g+m'g—Z'M'g—§'m'g

F—3M +1
L=72 gzmg

Zadanie 2

Jednorodna belka o dtugosci L i masie m znajduje sie w spoczynku.
Na belce leza nieruchomo dwa klocki. Pierwszy o masie M w odlegtosci

1/3 L od lewej podpory i drugi o masie %2 M w odlegtosci 2/3 L od lewej
podpory. Oblicz reakcje.

— L -—
L/3 L/3
m. M M/2

a_

D
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DIAGRAM SIt. I UKLAD WSPOLRZEDNYCH:

‘I

Fe

0 -—

L x
Gg

ROWNANIA ROWNOWAGI:

1) Y Pix=0
Z)ZPU’:FL_GK—GB—GTK+FP=0

L L, Gg 2L
M 0+ G b e 2

nie przez L i przeksztalcajgc rOwnanie otrzymujemy

Fp - L = 0, dzielac obustron-

Mg _ 2-Mg

Fp = % + % t— =t % , podstawiajgc do réwnania 2)

mamy

Zadanie 3

Do sufitu podtaczono zyrandol sktadajacy sie z czterech punktow swietl-
nych potagczonych elementami o znikomej masie tak, jak przedstawiono
to na rysunku. Oblicz ile wynosi masa elementéw mz, msz i ms, je$li masa
elementu m; wynosi 480 g a uktad pozostaje w spoczynku.
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Rozdziat 3. Ptaski uktad sit dowolnych

L T 3 -
4 a4l _ __hapigcie
—‘< w linie

myQ T1

Poduklad 1

ROWNANIE ROWNOWAGI:

YMy: — % m-g-L+T-0+T; -34;]“ = 0, po uproszczeniach otrzymu-
jemy
3 1
: . T1 =3 ‘m-g
1
Ty=z-m-g
Poduktlad 2
L T 3 o~
4 al _ _ nhapiecie
w linie
mxg T,
ROWNANIA ROWNOWAGI:

Y. Piy: —m, - g+ T, — T, = 0, wstawiajgc warto$¢ za T, otrzymujemy

T2=—m2-g+§-m-g= -

E.'rrl.‘g

YMg:—my,-g-L+T, -% + T, - 0 = 0, po wstawieniu wartos$ci za T4

i T, oraz uproszczeniach otrzymujemy
1 3:L .
-my-g-L tymg = 0, ostatecznie

m2=I
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Wybrane zagadnienia z mechaniki techniczne;j...

L T2 3 .
4 al . hapiecie

w linie
]mag

ROWNANIA ROWNOWAGI:

Poduktad 3

myg

Y M —m3-g-L+m4-g-0+1—12-m-g-%-L=0,dzielqcobustron—

nie przez (-g - L) i upraszczajac otrzymujemy

_m
m3—E

Y. Piy: —m3-g+T,—m, g =0, podstawiajgc warto$¢ za T, i ms,
dzielgc obustronnie przez g i upraszczajac rdwnanie otrzymujemy

1
—mzg-gtoorm-g—my-g=_0

_m m _m
my=———=—
12 16 48

Zadanie 4

WeZmy pod uwage belke spoczywajaca swobodnie na dwéch podporach
obcigzong trzema sitami skupionymi: F1 =500 N, F>=500 N i F3=400 N.
Dtugo$¢ odcinka a wynosi 0,5 m. Wyznacz reakcje w podporach oraz spo-
rzadz wykres momentéw gnacych i sit tnacych.

4a

a a a

NI

B
Fs‘ AN
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Rozdziat 3. Ptaski uktad sit dowolnych

OBLICZENIA REAKCJI:

Umowne przyjmowane Kierunki podczas obliczania belek. W przy-
padku rozwigzywania belek metoda przekrojowa proponuje sie przyjmo-
wanie kierunkdw zgodnie z rysunkiem - jezeli strzatki w rozpatrywanym
elemencie pokrywaja sie z ponizszym rysunkiem, to znaki przyjmujemy

za dodatnie.
6 ® ® ?
M <—T{— S — —EH—D M
Ry

Ry

ROWNANIA ROWNOWAGTI:

Y. Piy: R, — F; — F, + F3 + Rz = 0, po przeksztatceniach i podstawie-
niu wartosci liczbowych otrzymujemy

RA =F1+F2_F3_RB

1) R, = 600N — Ry
YXMy:Ry -0+ F,-a+F, 2a— F;-3a— Rg-4a = 0 po przeksztal-
ceniach, podzieleniu dwustronnie przez a oraz podstawieniu war-
tosci liczbowych otrzymujemy kolejno

_Fira+F, 2a—F; 3a
- 4a

Rg

500 N+1000 N—1200 N
Ry = y =75N

Podstawiajac warto$¢ Rg do réwnania 1) otrzymujemy

R, =525N
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WYKRES MOMENTOW GNACYCH:
W punkcie A
MgA = RA - 0 = 0

W punkcie przytozenia sily Fy

Mgr1 = Ry-a =525N-0,5m = 262,5 Nm
W punkcie przytozenia sily F,

Ra

"
X -—
x=0 X=a x=2a

A

Myp, = R4 2a—F +a=525N-1m—500N-0,5m = 275 Nm

W punkcie przytozenia sity F3

Ra l F, j Fs
A X
x=ﬁ x=a x=2a F3
x=3a

Mgps =R4-3a—F -2a—F,-a=525N-15m—500N-1m—
—500N-0,5m=37,5Nm
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Rozdziat 3. Ptaski uktad sit dowolnych

W punkcie B
RA 1 F1 J F2 ‘ RB
F
A . B
X —
x=0 X=a X=2a x=3a 4a

MB=RA'4a_F1'3a_F2'2a+F3'a

Mp=525N-2m—-500N-1,5m—500N-1m+
+400N-05m=0

Mg[Nm]
300 — 2625 275
200 |

100 -

—-—

a 2| 3|a 4a 5a
05 10 15 20 [m]
WYKRES SIt. TNACYCH:
W przedziale od podpory A do miejsca przytozenia sity F1
Ty_p1 = Ry =525N
W przedziale od miejsca przytozenia sity F1 do miejsca przylozenia sity F»
Tpi_pp = R4 —F, =525N—-500N=25N
W przedziale od miejsca przytozenia sity F> do miejsca przylozenia sity F3
Tpy_pz3 =Ry —F, —F, =525N—-500N —-500 N = —475N
W przedziale od miejsca przytozenia sity F3 do podpory B

TF3_B:RA_Fl_F2+F3:525N_500N_500N+400N:
=—-75N
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T[N] 500
400 +
300
200

100

25
BT 3a 4da | -
a 2a Q 52 [m]

-100 | 78

)]

-200 —

-300

-400

-500 + 475

Zadanie 5

WeZmy pod uwage belke spoczywajaca swobodnie na dwéch podporach
obciagzong dwoma sitami skupionymi: P;= 10 kN, P, = 20 kN. Wyznacz re-
akcje w podporach oraz sporzadz wykresy sit normalnych, momentow
gnacych i sit tnagcych. Konieczne do obliczenn wymiary znajduja sie na po-
nizszym rysunku.

P, ] PZI
A B
C D
OBLICZENIA REAKCJI:
‘I
P, P,
RAx | l I B -
A | X
RAy RBy'
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Rozdziat 3. Ptaski uktad sit dowolnych

ROWNANIA ROWNOWAGI:
1) Y Fix:Ry =0
2) Y Fiy:Ryy — Py — P, +Rgy =0
3)XMy-0+71Ryy-0+P -3m+P,-7m— Rgy-10m = 0, po prze-
ksztatceniach i wstawieniu wartosci liczbowych otrzymujemy

P,-3m+P,-7m 10kN-3+20KkN-7

Podstawiajac warto$¢ Rgy do réwnania 2) otrzymujemy

Ryy =P, +P, —Rgy = 10kN + 20 kN — 17 kN = 13 kN

WYKRES SIt, NORMALNYCH:

W rozpatrywanym przyktadzie brak jest sit normalnych, gdyz zadna z sit
obciagzajacych belke nie ma sktadowej dziatajacej w kierunku x.

WYKRES MOMENTOW GNACYCH:
W punkcie A
Mga=Rax -0+ Ryy-0=0
W punkcie C
Mgc = Rgy *3m = 13 kN -3 m = 39 kNm
W punkcie D

Mgp =Rgy-7m—P;-4m=13kN-7m—10kN-4m =
= 51 kNm

W punkcie B

Myp = Rsy-10m—P;-7m— P, -3 m = 130 kNm — 70 kNm —
—60kNm = 0
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Mg[Nm] |}
50

40+ 39
30
20 + -
10 +

51

WYKRES SIt. TNACYCH:
W przedziale od punktu A do punktu C
Tac = Rgy = 13 kN
W przedziale od punktu C do punktu D
Tep = Rgy — Pp = 13 kN — 10 kN = 3 kN
W przedziale od punktu D do punktu A
Tpg = R4y — Py — P, =13 KN—10kN — 20 kN = —17 kN

ULRS

15T 13

10+

5

3m 10m [m]

10

15 |-

-17
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Rozdziat 3. Ptaski uktad sit dowolnych

Zadanie 6

Analityczne rozwiazanie belki na dwéch podporach, obcigzonej w sposéb
ciggly rownomierny. Dtugo$¢ belki wynosi I = 8 m, warto$¢ obcigzenia to
q=1000N/m.

SUITERERRRRRNRSF

OBLICZANIE REAKCJI:

ERERRERERERRA

RA A

I=8m

o -—

ROWNANIA ROWNOWAGI:
)Y Piy:Ry—q-l+Rg=0

Z)ZMB=RA-l—q-l-é=0,stqdwynika

g2
Ry=L-=2-q-1=4000N

Podstawiajac warto$¢ Ra do rownania 1) otrzymujemy
Rp =q-l—%-q-l=%-q-l=4000N

WYKRES MOMENTOW GNACYCH:

W punkcie A
MA = RA - 0 = 0
W V4 dtugosci belki

l 11 o L
My =Ry 24 5 gbo podstawieniu wartosci liczbowych
otrzymujemy

My/5 = 4000 N- =% — 1000~ - 2. 2%

— = 6000 Nm

m 4 8
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W1, d%ugoéci belki
My, = RA -—q- i L po podstawieniu wartosci liczbowych
otrzymu]emy
M/, = 4000 N - 22 — 10005-87“‘-8—m = 8000 Nm
W 34 dtugosci belki
M3y, = RA o L) 3— po podstawieniu wartosci liczbowych

otrzymu]emy
3 N 3 3
Mgy = 4000N-Z-8m— 1000;-2-8m-§-8m = 6000 Nm
Na koncu belki
MB = 0

MgINm] |

200
400
600 -
800 -

WYKRES SIt. TNACYCH:
T=Ry—q-x
Na poczatku belki
To=R4—q-0=R; =4000N
W $rodku belki

Ty2=Ra—q-5=4000N—-1000 -2 =0N

Na koncu belki

T, =Ry —q-l=4000N—1000--8m = —4000 N

52



Rozdziat 3. Ptaski uktad sit dowolnych

TIN]

400

200

-200

-400

Zadanie 7

Analityczne rozwigzanie belki utwierdzonej. Dlugo$¢ belki wynosi 1 m a sita
Fi=F,=100N

Fy

L
.2 .
-

OBLICZANIE REAK(JI:
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ROWNANIA ROWNOWAGI:
YFix=0
Y. Fiy: — F; — F, + R stad wynika, ze
R=F +F,=200N
XMy F - l+F, -%— My = 0 po przeksztatceniach otrzymujemy

MU:Fl-l+F2-é:100N-1m+100N-%m:150Nm

WYKRES MOMENTOW GNACYCH:
Na poczatku belki
My=0
W potowie dtugosci belki

My, = Fy-3=100N-3m =50 Nm

Na koncu belki

My =F-l+F->=100N-1m+ 100 N-> = 150 Nm

50 E
100
150

N
[m]‘

WYKRES SIt. TNACYCH:
W przedziale od poczatku belki do srodka belki
T01 = _Fl = _100 N

+

W przedziale od poczatku belki do srodka belki
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Rozdziat 3. Ptaski uktad sit dowolnych

X [m]

-100

-200 |
Ny

Zadanie 8

Jednorodna belka jest obciazona jak na rysunku. Wyznacz reakcje w pod-
porach oraz sporzadZ wykresy momentéw gnacych i sit tngcych.

Dane: P=100N; g=100N/m; /=2 m.

- L . 2l -
P
A L B
OBLICZANIE REAKCJI:
- L - 2l -
P
A B
Ra Rs
ROWNANIA ROWNOWAGI:
1) Y Pix=0

2)YPiy: —=p+Ry—q-2l+Rz=0

3) XMy: —P-l+q-2l-1—Rg-2l =0, przeksztalcajac réwnanie
i podstawiajac wartosci liczbowe otrzymujemy
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Wybrane zagadnienia z mechaniki techniczne;j...

_—P-l+q-21* 2-q-1-P
B 21 B 2

2-100E-2m—100N
_ m

Ry = =150 N
B 2

Podstawiajgc warto$¢ R do réwnania 2) mamy

N
Ry=2-q-1+P—Rg=2-100—-2m 150N~ 100N = 350 N

x=0 m

Ra RB|

WYKRES MOMENTOW GNACYCH:

W miejscu przytozenia sity P

Mgp=0
W punkcie A
Myys=—P-2m=—-100N-2m = —200 Nm

g

Pomiedzy punktami AiB
Mgap =—P-(l+x)+RA-x—q-x-§
P - (I + x) - moment gnacy od sity skupionej P
R4 - x - moment gnacy od sity skupionej Ry (reakcji)

q-x- ’2—6 - moment gnacy od obcigzenia ciagtego
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Rozdziat 3. Ptaski uktad sit dowolnych

W punkcie C

2
Mgc=—~P-(l+2)+Rs 2~q-2-5=—100N-4m+ 350N-

-2m—100%-2m2:100Nm

W punkcie B
N 4m
Myp=—-P-(1+4)+350N-4m—-100—-4m-—=
g m 2

= —600 Nm + 1400 Nm — 800 Nm = 0 Nm

WYKRES SIt TNACYCH:
W przedziale od poczatku belki do punktu A
Tpy =—100N
W przedziale od punktu A do punktu B
Typ=—P+Ry—q-x

Dla x = 4m mamy

N
TAB=—P+RA—q-4m=—100N+350N—1005-4m=
=—150N

ZNALEZIENIE EKSTREMUM ORAZ JEGO WARTOSCI:
Miejsca zerowe wykresu momentéw gngcych
Miejsce przeciecia wykresu sit tnacych z osig x:
Tsp = —P+ R4y —q-x =0,stad mamy

Ry—P 350N—100N
X = = N =25m
q 100 —
m

Punkt przeciecia wykresu sit tnacych z osia x znajduje sie w odlegtosci
2,5 m od podpory A w kierunku podpory B.
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M[Nm]
200 +

-100 —

-200

100 +
200 +

TIN]

300
200 1

-250

1125

Zadanie 9

Belka jest obcigzona jak na rysunku. Wyznacz reakcje, narysuj wykresy
momentdéw gnacych i sit tngcych. Dane: P=100 N, g =100 N/m.

2m 4m .
B =
,'JB
OBLICZANIE REAKC(JI:
‘ 2m 4m |
\ 2 |
ey o
Ra RB]
0 1 6 xim]
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Rozdziat 3. Ptaski uktad sit dowolnych

ROWNANIA ROWNOWAGI:
1) Y Pix=0
2)YPiy: —q-2m+R;, —2P+Rp =0
INXMy:—q-2m-1m+Ry-0+2P-2m—Rg-4m=0,
po przeksztatceniach i podstawieniu wartos$ci liczbowych

—q2m?+2P2m _ —200 Nm+400 Nm ..
Ry = 1 e = = = 50 N, podstawiajac do

réwnania 2) otrzymujemy

Ry=—-Rg+2P+q-2m=—50N+ 200N + 200 N = 350 N

WYKRES MOMENTOW GNACYCH:

0d poczatku belki do punktu A

2
M, =_q.x.f:_1ooﬂ.x_ m? = =50 x%2 Nm
2 m 2
Dlax=0
Mgp=0
Dlax=1
M, = —50 Nm
Dlax=2
Mgz = —200 Nm

Momenty gnace pomiedzy punktami Ai C
Myg=—P,-(xg+1)+ Ry xq
Wprowadzamy site zastepcza
P,=q-2m=200N

Dlax;=2m

59



Wybrane zagadnienia z mechaniki techniczne;j...

My = =Pz - (x; + 1 m) + R, - x4, podstawiajgc dane liczbowe
otrzymujemy

My =—-200N-3m+350N-2m= 100N
Momenty gnace pomiedzy punktami CiB

My = —P; - (x, + 3m) + Ry(x; + 2 m) — 2P * x,, podstawiajgc
dane liczbowe otrzymujemy

Mg =—-200N-5m+350N-4m—-200N-2m=20

WYKRES SIt TNACYCH:

T=-—q-x

W przedziale od poczatku belki do punktu A
Dlax=0m
T=—q-0=0
Dlax=2m
T=—q-2m=-200N

W przedziale od punktu A do punktu C
T=-200N+R; =—200N+350N=150N

W przedziale od punktu C do punktu B
T=-200N+350N—-2P=150N—-2-100=50N

Mg[Nm] | 200
-200 1+
-100 + -50
A et
0L, 1 2 3 130 6 Xx[m]
200 +
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Rozdziat 3. Ptaski uktad sit dowolnych

TIN] |
300
200 - 150

| 2 % | 1

l | '—[m]

4 X
2100 50 6
200 200
Zadanie 10

Oblicz reakcje w podporach oraz narysuj wykresy momentéw gnacych i sit
tnacych.

P,=25kN

| 1m | 1,5m 1m | |

1,5m
3 M=10kNm
& \
P=15kN /

A B

OBLICZANIE REAKCJI:
P,=25kN
. M=10kNm
&
L ‘*NC o e :
T P=15kN /
RAy RBy
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Wybrane zagadnienia z mechaniki techniczne;j...

ROWNANIA ROWNOWAGI:

Z funkcji trygonometrycznych wyznaczamy sktadowe Pix i P1y wek-
tora Pi.

V2
Px = 15kN x — = 10,6

Py

in45° =
sin P,

V2
Py = 15kN x — = 10,6

1) Y Pix =Pix—Rux=0
Ryx = Pjx = 10,6 kN
2) Y Piy: =P, = P1y + R4y + R, = 0
3)XMy:—P,yXx1m—P, Xx25m—M+RgyX5m=0
Z réwnania 3) wyliczamy warto$¢ Rgy.

10,6 kN-1m+25kN-2,5m-1 +10 kNm

R =
By 5m
10,6 KN-1m+25KkN-25m-1m+ 10 KNm
Rgy = - =16,62 kN

Podstawiajac warto$¢ Rgy do rownania 2) wyliczamy Ray

Ry, = —Rp+P, + Py = —16,62 kN + 25 kN + 10,6 kN =
= 18,98 kN
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Rozdziat 3. Ptaski uktad sit dowolnych

WYKRES MOMENTOW GNACYCH:
W punkcie A
Mg, =10
W przedziale od punktu A do punktu C

Rax o C
RAy
Tm
X
45
Mgac = Ray - x
Dlax=1m

Mgac = 1898 kN-1m = 18,98 kNm

W przedziale od punktu C do punktu D

P=15kN
RAX g’?\ C |_ D
L

A
<3
I

im 1,5m

V 4

X

MgCD=RA3"x—P1Y'(x—1m)
Dlax=2,5m

Myep = 1898 kN-25m — 10,6 kN 1,5 m =
= 47,45kN — 1598 kN = 31,55 kN

63
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W przedziale od punktu D do punktu E

P,=25kN
P,=15kN
&b
Rac A v>\c Dg [ E
< & |
RAy
Tm 1,5m 1,5m
T 1
X ~
=

MgDE=RAy-x—P1y-(x—1m)—P2-(x—2,5m)
Dlax=4m

Mypg = 1898KkN-4m —10,6 kN-3m—25kN-1,5m =
= 75,92 kN — 31,8 kN — 37,5 kN = 6,62 kN

W punkcie E - obliczamy z drugiej strony - sprawdzenie

M=10kNm
E B
Rey
im
X
<t
MgBE :RBy'x_M
Dlax=1m
MgBE =16,62kN-1m—10kNm = 6,62 kNm

WYKRES SIt. TNACYCH:

W przedziale od punktu A do punktu C
TAC == RAy - 18,98 kN
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Rozdziat 3. Ptaski uktad sit dowolnych

W przedziale od punktu C do punktu D
Tep = Ray — Pry
Tcp = 1898 kN — 10,6 kN = 8,38 kN
W przedziale od punktu D do punktu E
Tpg = Rpgy — Py — P,
Tpg = 18,98 kN — 10,6 kN — 25 kN = —16,62 kN
W przedziale od punktu B do punktu E - sprawdzenie
Tge = —Rpy

TBE = _16,62 kN

M[kNm]

f

25—
20—
-15—
-10—

S Ar o} D E B

="

5 — x[m]
10— 6,62kNm

15—
20—
25— 18,98kNm
30—
3B —

31,55kNm

TIKN]

[
==

50— 18.98KkN

10 — ﬁ 8,38kN

A N

[T o : 2

-5 — ’ x[m]

20 L -16,62kN
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Wybrane zagadnienia z mechaniki technicznej...

Zadanie 11

Oblicz reakcje w podporach oraz narysuj wykresy momentéw gnacych
i sit tnacych.

4m
Jlm 4m —e 2M__ M=10kNm
g=10kN/m
SERIRRRINRRRNRNNY
E T*"T\*T* D : / ‘*/\.”
P=10kN o
OBLICZANIE REAKCJI:
M=10kNm
10kN/m
IJIIIIIIIHHIQ q
Ra Ra
P=10kN
ROWNANIA ROWNOWAGI:
1) Y Pix=0

2)YPiy:P—q-6m+R;+Rg=0
3)XMpg:P-5m—qg-4m-2m+qg-2m-1m—M—-Rz-4m=0
Drugi i trzeci czton réwnania 3) to odpowiednio: moment od obcigzenia

ciggtego wzgledem punktu A z ,lewej strony” i moment od obcigzenia cia-
gtego wzgledem punktu A z ,prawej strony”.

Z réwnania 3) wyliczamy warto$¢ Rg.

10kN-5m—20%‘-4m-2m+20%-2m-1m—10kNm

B — 4m

50 KNm — 160 KNm + 40 kNm — 10 KNm
4m
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Rozdziat 3. Ptaski uktad sit dowolnych

Podstawiajac warto$¢ Rg do rownania 2) wyliczamy Ra

Ry=—Rg—P+q-6m=20kN —10kN + 120 kN = 130 kN

WYKRES MOMENTOW GNACYCH:
W punkcie C
Mgc =0

W przedziale od punktu C do punktu E

-
E
P
X
MgCE =P'x
Dlax=1m
Mycg = 10kN-1m = 10 kNm

W przedziale od punktu E do punktu A

MgEA=P'(1m+x1)—CI'x1'xZ—1

Dlaxi=2m

Myga = 10kN-3m — 20k~-2m-1m = —10 kNm
m

Dlaxi=4m

Mgz =10kN-5m —20k~-4m-2m = —110 kNm
m
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Wybrane zagadnienia z mechaniki techniczne;j...

W przedziale od punktu A do punktu D
9

E A D
Pl RA‘

Im _ 4m 2m

‘-—- o —— -

X2

4-+2X2) + RA *Xo

MgAD=P-(5m+x2)—q-(4m+x2)-(
Dlax;=1m

N

Mgup =10kN-6m —20k—-5m-25m+ 130 kN-1m =
m

= —60 kNm

Dlax;=2m

Myap = 70 KNm — 20k~-6m -3 m + 130 kN -2 m = —30 kNm
m

W przedziale od punktu D do punktu B

Mgpg =P-(7m+2x3) —q-6m-(3m+x3) —M+ Ry (2m + x3)
Dlax;=0
Mgpg = =30 kNm — 10 kNm = —40 kNm

Dlax3=2m
MgDB=10kN-9m—20kE-6m-5m—M+130kN-4m=0
m
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Rozdziat 3. Ptaski uktad sit dowolnych

WYKRES SIt. TNACYCH:
W przedziale od punktu C do punktu E

W przedziale od punktu E do punktu A

TEA:P_q'x
Dlax=0
TEA=10kN

Dlax =4 m, z ,lewej strony” punktu A
Tgg = 10 kN — 80 kN = —70 kN
W przedziale od punktu A do punktu D
Tap=P—q-(4+x)+R,y
Dla x1 =0, z ,prawej strony” punktu A
Typ = —70KkN + 130 kN = 60 kN
Dlaxi=2m
Tap = 10kN — 120 kN = 130 kN = 20 kN
W przedziale od punktu D do punktu B
Tpg=P—q-6m+R,

TDB=10kN—20k%-6m+130kN=20kN
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M,[Nm]

1101
_80:
-60 -

-30
10
10 -
30 -
50
70 -

TIN]

60 7

30 A

Zadanie 12

x [m]

Belka gerberowska (przegubowa) przymocowana jest w punkcie A i pod-
parta w punkcie B. Wyznacz reakcje w $cianie, podporze oraz sporzadz wy-
kresy momentdw gnacych i sit tnacych. Dane: P1= 20 kN, g = 10 kN/m.

3m
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Rozdziat 3. Ptaski uktad sit dowolnych

W przypadku belek gerberowskich dokonujemy ,podziatu” belki w miej-
scu przegubu. Belke dzielimy na , prawg strone” i , lewg strone”.

strona lewa strona prawa

- 3m -
YL
Vax l )

.'A 7 q

AV

Ay 3m

I EE N
Widzimy, ze lewa strona belki jest ,podtrzymywana” przez reakcje oraz
moment utwierdzenia:

By

strona lewa

A 3m o

Prawa strona belki jest tylko podpierana w punkcie podpory, a wiec aby
zachowana byta ré6wnowaga tej strony belki, musi by¢ ona dodatkowo
podpierana przezlewa strone. Dlatego wprowadzamy dodatkowa site na-
zywana Py, (sita wirtualna).

strona prawa
3m

71
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Dla prawej belki uktadamy réwnania réwnowagi.

ROWNANIA ROWNOWAGI:
1) Y Pix=0
2) X Piy:P,—q-15m+ Vg, =0
3)>Mg:—P,-3m+¢q-1,5m-0,75m=0

Z réwnania 3) wyliczamy warto$¢ Py.

11,25 KNm
PW - 3m
P, = 3,75 kN

Podstawiajac warto$¢ Py, do réwnania 2) wyliczamy Vgy
3,75kN —15kN + Vg, =0
Vgy = 15kN —3,75kN = 11,25 kN

Otrzymali$my w wyniku obliczent warto$¢ reakcji w podporze B oraz war-
to$¢ sity wirtualnej P.. Nastepnie site P, przyktadamy do lewej strony
belki, r6wniez w miejscu przegubu, pamietajac jednak o zmianie zwrotu
dzialania.

strona lewa

M Puw

f? .

ROWNANIA ROWNOWAGI:
1) Y Pix =0
2) Y Piy: =Py + Vg — P, =0
3)YMy;:M—P;-1,5m—P,-3m=0
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Rozdziat 3. Ptaski uktad sit dowolnych

Z réwnania 2) wyliczamy wartos$¢ Vay.

Vay = By + Py = 23,75kN

Z réownania 3) wyliczamy wartos¢ M.

M = 30KkNm + 11,25 kNm = 41,25 kKNm
WYKRES MOMENTOW GNACYCH DLA PRAWE] STRONY BELKI:

strona prawa

3m

c | HHB

| D VBy
Pw - 777787

X

-

WYKRES MOMENTOW GNACYCH:
W punkcie D
Mgcp = By - X1
Dlax=0m
Myep =0
Dlax=15m
Mgycp = B, - 1,5m = 5,625 kNm

strona prawa
3m
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W punkcie D - obliczamy z drugiej strony

X2
Mypp = Vpy " X3 — qx; '7:

10 kN
11,25kN-1,5m—T-1,5m-0,75m=

16,875 kNm — 11,25 kNm = 5,625 kNm

Obliczamy ekstremum funkcji (funkcja kwadratowa osigga swoje eks-
tremum w miejscu gdzie jej pochodna wynosi zero):

M(x)=0
wiec:

Xy x2 5
sz = VBy *Xy — (X, 7 = 11,25x2 - 107 = 11,25x2 - 5x2

(11,25x, — 5x2) =0
11,25 —10x, = 0
10x, = 11,25

x, = 1,125 - funkcja w tym miejscu osigga swoje ekstremum,

Obliczamy zatem maksymalny moment gnacy dlax=1,125m
X
My,=1125 = Vy " X3 — q%; 72 = 12,66 kNm — 6,33 kNm = 6,33 kNm
Obliczamy moment dla x = 1,13 - sprawdzajgco

x
Mx2=1,13 = VBy Xy — qu - 72 = 12,7125 kNm - 6,3845 kNm =
= 6,328 kNm - a zatem warto$¢ momentu maleje

Obliczamy moment dla x = 1,1 - sprawdzajaco

X
My,=113 = Vgy * X5 — qX; 72 = 12,3755 kNm — 6,05 kNm =

= 6,325 kNm - a zatem warto$¢ momentu maleje
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Rozdziat 3. Ptaski uktad sit dowolnych

WYKRES MOMENTOW GNACYCH DLA PRAWE] STRONY BELKI:

M

P
V. 1
IA
X1

-—

WYKRES MOMENTOW GNACYCH:

W punkcie A
Mg, = M = 41,25 kNm

Dla sprawdzenia obliczamy z drugiej strony:

strona lewa
M P, Puw
VAx ? l J
TA C
_\./Av 3m -
X1
W punkcie A

Dlax;=3m
Mg, = —P,-3m—P;-1,5m=—-11,25kNm — 30 kNm =

= —41,25 kNm - warto$¢ momentu pochodzaca od sity P1 i Py jest
zrdwnowazona momentem w utwierdzeniu (M).

strona lewa

M Pu

: P,
VAx ? l l
TA E C
[ Ay 3m

X
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Obliczamy moment na przedziale AE

Dlaxi=1,5m
Mgp = —M + V,,, - 1,5m = —41,25 kNm + 35,625 kNm =
= —5,625 kNm

Obliczamy moment w przegubie (przegub nie przenosi momentu,
a zatem jego warto$¢ powinna wynosi¢ 0)

Dlax;=3m

Mgc = _M+VAy3m_P11,5m:
= —41,25 kNm + 71,25 kNm — 30 kNm = 0 kNm

strona lewa

w "

tA E C

XAV 3m

X2
WYKRES SIt TNACYCH:

Rozpatrujemy belke w catosci, poniewaz przegub przenosi sity tnace.

}IQM SRR

W przedziale od punktu A do punktu E
TAE == VAy - 23,75 kN
W przedziale od punktu E do punktu C
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ozdziat 3. Ptaski uktad sit dowolnych

Tpe = Vay — Py = 23,75 kN — 20 kN = 3,75 kN

W przedziale od punktu C do punktu D

Tpc = Vay — P = 23,75 kN — 20 kN = 3,75 kN

W przedziale od punktu D do punktu B

Tpe = Vay — PL —q 1,5 = 23,75 kN — 20 kN — 15 kN =

—11,25kN

MgINm] |

-60

41,25

T =\-5.625 45 6
I f I -

230 |
-10

10

30

TIN] |

1,5

23.75
10 -

3 5625
6,33

X [m]
1,125

-10

Zadanie 1

4.Zadania do samodzielnego wykonania

Na poziomej belce zamocowanej jednym koricem w Scianie znajduje sie
ruchomy dwuramienny dzwig. Drugi koniec belki zamocowany jest na ru-
chomej podporze. Wyznacz warto$¢ sit tngcych, momentéw gnacych
w belce oraz reakcje w podporach. Obliczenia przeprowadz dla potoze-
nia dZwigu jak na rysunku. Warto$¢ sity P1 = 3 kN, P, = 5 kN a ciezar
dZzwigu Q = 6 kN.
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3m

3m |

5m

1,5m

1,5m

8m

Na poziomej przegubowej belce zamocowanej jednym koncem w $cianie
znajduje sie ruchomy dwuramienny dzwig. Drugi koniec belki zamoco-
wany jest na ruchomej podporze. Wyznacz wartos$¢ sit tnacych, momen-
tow gnacych w belce oraz reakcje w podporach. Obliczenia przeprowadz
dla potozenia dzwigu jak na rysunku. Wartos¢ sity P1= 4 kN, P, = 6 kN

a ciezar dzwigu Q = 7 kN.

Zadanie 2

5m

1,5m

8m
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Rozdziat 3. Ptaski uktad sit dowolnych

Zadanie 3

Oblicz reakcje w podporach oraz narysuj wykresy momentéw gnacych
i sit tnacych.

10kN/m
15kN/m

by vvvvy

3m 5m

Zadanie 4

Oblicz reakcje w podporach oraz narysuj wykresy momentéw gnacych
i sit tnacych.

P=20kN

P=10kN
M=15kNm

o L

TITITIT
m

Zadanie 5

Oblicz reakcje w podporach oraz narysuj wykresy momentow gnacych
i sit tnacych.

_J] /_ Q
IETETTIETT N
I m T1m 3m $
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Zadanie 6

Oblicz reakcje w podporach oraz narysuj wykresy momentéw gnacych
i sit tnacych.

P=4kN ™
P=2kN Y
TIITIT7TT P:2kN TT7TITTTT
im m
4m
Zadanie 7

Drewniany klocek dociskany jest za pomocg mechanizmu dZwigniowego.
Nalezy wyznaczy¢ wartos$¢ sity jaka dziata na klocek, jezeli sita P = 2 kN.
Wartosc¢ kata a=10°.

LY P

2¢

9 T. Niezgodzinski, Zbiér zadan z mechaniki ogélnej, Warszawa 2008, s. 65.
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