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CZESC PIERWSZA.

Liczby niewymierne. Pojecie granicy.
Ciagi. Szeregi i iloczyny nieskonczone.

Liczby niewymierne.
Okreslenia zasadnicze.

1. Podstawa wszystkich naszych dalszych rozwazan jest
pojecie liczby. Pojecie liczby tworzy sie przez kolejne uogol-
nienie. Najprostszym zbiorem liczb jest zbior liczb catko-
witych dodatnich, przy pomocy ktérych tworzymy nastepnie
liczby utamkowe, przyczem, jak wiadomo, do utworzenia
jednej liczby utamkowej postugujemy sie para liczb cat-
kowitych. Dzieki liczbom utamkowym staje sie mozliwe,
z jednej strony dzielenie dwdch jakichkolwiek liczb catko-
witych dodatnich, a z drugiej strony mierzenie odcinkéw,
spotmiernych z odcinkiem jednostkowym. Odejmowanie
za$ staje sie dziataniem zawsze mozliwem, jak wiadomo,
w zakresie liczb wzglednych, t. j. dodatnich i ujemnych,
co stanowi nowe uogdlnienie pojecia liczby..Liczbom wzgle-
dnym odpowiadajg odcinki o dwéch zwrotach przeciwnych
na prostej. Tak wiec kazde uogdlnienie pojecia liczby po-
zwala nam wykonac takie dziatania, ktore nie byty mozliwe
do wykonania przed tern uogdlnieniem. Oczywiscie, mozli-
wos¢ wykonania tych dziatann jest uwarunkowana ich
okreSleniem, tak iz przy kazdem nowem rozszerzeniu po-

Rachunek rétniczkowy i catkowy. ].



jecia liczby muszg by¢ podane definicje réwnosci i nie-
rownosci tych liczb, sumy, réznicy i t. d. Okazuje sie
przytem, iz zasadnicze wiasno$ci dziatan, ktdre sa spetnione
dla liczb catkowitych, zachodzg takze i dla tych nowych
liczb, jako to prawo przemienno$ci, #acznosci, rozdziel-
nosci i t. d. Na tem wiasnie polega zasada zachowania
(permanence) praw formalnych. W matematyce elemen-
tarnej spotykamy mnoéstwo przyktaddw zastosowania tej
zasady. Przeksztalcajagc wzory, w ktdrych wchodzg liczby,
wyrazone literami a 6, ¢ i t. d, nie potrzebujemy sie
troszczy¢ o to, czy a, b, ¢ sg liczbami catkowitemi, czy
utamkowemi, dodatniemi czy tez ujemnemi, gdyz, np.
Na-\-by = 0?-V”~cib A-b" niezaleznie od tego, jakiemi sg
liczby a i b

Liczby, o ktérych méwiliSmy dotychczas, sg to liczby
wymierne; zbidr liczb wymiernych tworzg liczba zero

i liczby dodatnie i ujemne ksztattu gdzie m i n sg do-

wolnemi liczbami catkowitemi, przytem o n mozemy zaw-
sze zatozyc, iz jest liczbg catkowitg dodatnia.

Nowem uog6lnieniem pojecia liczby jest liczba nie-
wymierna.

2. Liczby niewymierne okreSlamy przy pomocy nie-
skonczonej liczby liczb wymiernych, (a wiec przy pomaocy
nieskoriczonej liczby liczb catkowitych, gdyz kazda liczba
wymierna utworzona jest z dwéch liczb catkowitych). Dla
wyjasnienia mozemy najprzéd wykazaé, w jaki sposéb
liczba wymierna moze by¢ okreslona przy pomocy nieskon-
czonej liczby liczb wymiernych. Zauwazymy przedewszyst-
kiem, ze gdy dana jest liczba wymierna w, to tem samem
dane sg wszystkie liczby wymierne mniejsze od w i wszyst-
kie liczby wymierne wieksze od w; odwrotnie, gdy znane
sg wszystkie liczby wymierne wieksze od w i wszystkie
liczby wymierne mniejsze od w, to tem samem dana jest



i liczba w. Na to, by znana byla liczba w, zresztg, nie ko-
niecznie muszg by¢ dane wszystkie liczby mniejsze od w
i wszystkie wieksze od w; wystarczy, by danych bylo
nieskonczenie wiele wiekszych od w, z tym warunkiem
jeszcze, by miedzy liczbami wiekszemi i liczbami mniej-
szemi od w, byly liczby, ktérych réznica jest mniejsza
od dowolnie matej liczby. Tak, np. liczbe ¥ mozna
okresli¢ zapomocg utamka okresowego 0,(6); nalezy to
rozumie¢ w ten spos@b, iz liczba okre$lona przez 0,(6) jest
wieksza od wszystkich liczb ciggu O; 0,6; 0,66; 0,666;
0,6666;.... i t. d., a mniejsza od wszystkich liczb ciggu:
1. 0,7; 0,67; 0,667; 0,6667;.... it. d. Istotnie, jedynie tylko
liczba & spetnia te warunki, t. j. jest jednocze$nie wieksza
od wszystkich liczb pierwszego ciaggu, a mniejsza od wszyst-
kich liczb drugiego ciagu; gdyby byly dwie liczby ¢ i ¢,
spetniajgce oba te warunki, to stad wynikatoby, iz
c— przytem nierbwnos¢ powyzsza bytaby spet-
niona dla kazdej wartosci catkowitej wyktadnika n, co jest,
oczywiscie, mozliwe tylko o ile ¢ c"

3. Przekr¢j. Przekrojem nazywamy podziat wszystkich
liczb wymiernych na dwie klasy, z zachowaniem nastepu-
jacych warunkéw:

1° Kazda liczba klasy pierwszej jest mniejsza od kazdej
liczby klasy drugiej.

2° Ani jedna klasa nie jest pusta; (klasa jest pusta,
gdy nie zawiera zadnej liczby).

3° Kazda liczba wymierna musi naleze¢ badz do pierw-
szej badz do drugiej klasy, t. j. obie klasy razem wziete
stanowig zbidr wszystkich liczb wymiernych; zadna liczba
nie moze naleze¢ do dwéch klas jednoczesnie.

Pierwszg klase nazywamy rowniez klasg nizsza, a drugg
klase — klasg wyzsza.

Dwie sg mozliwosci:

1° Miedzy liczbami wymiernemi pierwszej klasy jest



liczba wieksza od wszystkich innych liczb tej klasy, albo
tez miedzy liczbami wymiernemi drugiej klasy jest liczba
mniejsza od wszystkich liczb tej klasy; wtedy przekroj
okresla te whasnie liczbe wymierng odpowiednio najwieksza
z posréd liczb pierwszej klasy lub ewentualnie najmniejsza
z poérdd liczb drugiej klasy. tatwo sie przekonaé, ze nie
moze sie zdarzy¢, by jednoczesnie byta liczba najwieksza a
w pierwszej klasie, a jednocze$nie byta liczba najmniejsza vl
w drugiej. Dowdd przez sprowadzenie do sprzecznosci;
gdyby bowiem takie liczby a i A istniaty jednoczesnie, to

a<a—_1i_'—4<A, i wskutek tych nieréwnosci liczba wymierna
—"L-'L nie nalezataby do zadnej z dwodch klas, co jest

niemozliwe.

2° W pierwszej klasie niema liczby najwiekszej, ani
w drugiej niema liczby najmniejszej; w tym przypadku
przekrdj okresla liczbe niewymierna.

Istniejg przekroje obu wymienionych tylko co typow,
co wykaza¢ mozna na przyktadach. Zaliczmy do pierwszej
klasy wszystkie liczby wymierne, mniejsze od liczby wy

miernej —, a do drugiej klasy wszystkie liczby wymierne

wieksze od Z. liczbe za$ " zaliczymy dowolnie do klasy

pierwszej lub drugiej. Oto jest przykiad przekroju pierw-
szego rodzaju.

Damy teraz przykiad przekroju drugiego rodzaju. Jesli
a i b oznaczajg dwie dowolne liczby wymierne, to musi
zachodzi¢ jedna z trzech zalezno$ci: a=16, a<.b* a~>b.
Podniesmy teraz dowolng liczbe wymierng w do kwadratu
i poréwnajmy w? z liczbg, dajmy na to 2. Réwnos¢ tu
jest wykluczona, gdyz nie istnieje, jak wiadomo, liczba



wymierna —, ktorej kwadrat rownatby sie 2. Moze wiec

by¢ tylko:
w2>2 lub w2<2,

Mozemy podzieli¢ teraz wszystkie liczby wymierne na
dwie Kklasy. Do pierwszej zaliczymy wszystkie liczby
ujemne, liczbe zero i liczby wymierne dodatnie, ktérych
kwadrat jest mniejszy od 2; do drugiej klasy zaliczymy
wszystkie pozostate liczby wymierne, t. j. te liczby dodatnie,
ktérych kwadrat jest wiekszy od 2. Przekréj zostat wiec
okreslony, kazda bowiem liczba wymierna nalezy do jednej
z dwadch Klas, zadna klasa nie jest pusta, przytem kazda
liczba pierwszej klasy jest mniejsza od kazdej liczby dru-
giej klasy. W rzeczy samej, oznaczywszy dowolng liczbe
pierwszej klasy przez w7, a dowolng liczbe drugiej klasy
przez wiz, jesli Wj 0, poniewaz w/z zawsze >0, to, oczy-
wiscie, wtedy wi<.wn.

Pozostaje wiec do rozpatrzenia przypadek, gdy wz=>0;
poniewaz wz2<2, a Wzzz2>2, wiec toz2<Wzz2, czyli
w? —wn2<0! t. j. (wz— Wn) (wj + wn) <0, poniewaz
mlz-|-wzz>0, wnioskujemy stad, iz Wi— W//<O, t. j. ze
tOi<.TGn, co bylo do okazania.

StwierdziliSmy, ze podany przez nas podziat na dwie
klasy jest przekrojem. Udowodnimy teraz, ze w pierwszej
klasie niema liczby najwiekszej, ani w drugiej liczby naj-
mniejszej

Niech <z>0 bedzie dowolng liczbg wymierng pierw-
szej klasy, to jest a?<2; nalezy udowodni¢, iz jezeli
liczba dodatnia e jest dostatecznie mata, to i (a-|“£)2<"2,
t. j. a-\-e=a nalezy tez do pierwszej klasy. Wystarczy
w tym celu wybra¢ liczbe wymierng dodatnig e, by spet-

. L L 2—al .
niata obie nieréwnosci: e <a, e <——— W rzeczy samej



(a-|-e)=a=22aeel=al+e(2a4~e)< &ax—3ae <ab
8(1 2 — ci4

, czyli («4~e)2< 2, co bylo do okazania.

Tak samo udowodnimy, ze i w klasie drugiej niema
tu liczby najmniejszej.

Istniejg wiec przekroje drugiego rodzaju.

Zbidr wszystkich liczb, okreslonych za pomoca prze-
krojow nazywiamy zbiorem liczb rzeczywistych. Zbidr liczb
wymiernych jest, oczywiscie, czescig zbioru liczb rzeczy-
wistych. Poniewaz kazdej liczbie wymiernej w odpowia-
dajg dwa przekroje, mianowicie jeden, w ktorym Kklasa
pierwsza posiada liczbe najwiekszag w i drugi przekrgj,
w ktorym klasa druga posiada liczbe najmniejszg w, to,
dla unikniecia nieporozumienri, umoéwimy sig, iz na przysztosé
rozwaza¢ bedziemy tylko takie przekroje, w ktérych klasa
nizsza nie zawiera liczby najwiekszej.

Skoro rozszerzyliSmy nasze pierwotne pojecie liczby,
nalezy w odpowiedni sposéb rozszerzy¢ pojecia réwnosci,
nieréwnosci, dodawania, mnozenia tych liczb i t. d. Do
poki tego nie uskutecznimy i nie okazemy, iz na mocy
rozszerzonych definicji dziatan, wszystkie zasadnicze prawla
dziatan nad liczbami wymiernemi sg prawomocne dla no-
wych liczb, to samo rozszerzenie pojecia liczby nie ma dla
nas wartosci.

4. RO6wnos¢ i nieréwnosé liczb rzeczywistych.

Niech bedg dane dwie liczby rzeczywiste ai  Liczbie
a odpowiada przekréj, w ktorym dowolng liczba klasy niz-
szej oznaczymy przez a, za$ dowolng liczbe klasy wyzszej
przez A; same za$ klasy przez (a) i (A), tak iz (a), nprz.,
oznacza zbiér wszystkich liczb a, (A) za$ oznacza zbior
wszystkich liczb A. Liczbe |3 wyznacza przekroj, w ktérym
dowolng liczbg klasy nizszej niech bedzie b, a dowolng
liczbg klasy wyzszej B; same za$ klasy (6) i (B). Moze sie
zdarzyé, ze oba przekroje sg identyczne, t. j. (a) = (6),



a w takim razie i (A) = (/?), t. j. zbiér wszystkich liczb a
jest identyczny ze zbiorem wszystkich liczb 6, a zbior
wszystkich liczb A jest identyczny ze zbiorem wszystkich
liczb B. W takim razie powiemy, ze liczba rzeczywista a
réwna sie liczbie rzeczywistej [3 i napiszemy a =[3 Gdy
przekroje nie sg identyczne, to a (3, to znaczy, iz nie
kazde a jest zarazem 6, lub ze nie kazde A jest B-, mo-
zemy wiec odrdzni¢ dwa przypadki: 1° kazda liczba klasy
(0) nalezy do klasy (6), w takim razie powiemy, iz a<|3;
2° kazda liczba A klasy (A) nalezy do klasy (5), w takim
razie powiemy, iz a>3

Przykiad: niech a bedzie liczbg wyznaczong przez prze-
krgj, w ktérym do klasy wyzszej naleza liczby dodatnie
wymierne A, ktorych kwadrat jest wiekszy od 3, a do
Klasy nizszej nalezg pozostate liczby wymierne a; dalej
niech [3 bedzie liczbg, wyznaczong przez przekréj, w kto-
rym do klasy wyizszej nalezg liczby dodatnie wymierne /),
ktorych kwadrat jest wiekszy od 5, a do klasy nizszej po-
zostate liczby wymierne 6; w takim razie a <3, ponie-
waz kazda liczba wymierna, dodatnia, ktérej kwadrat jest
mniejszy od 3, podniesiona do kwadratu da liczbe, mniej-
szg od 5.

Jesli liczby a i (3 sa wymiernemi, to podane tylko co
okreslenia réwnosci i nieréwnosci przy pomocy przekrojow
wyrazajg to samo, co elementarne okre$lenia réwnosci
i nieréwnosci w teorji liczb wymiernych; innemi stowy,
to co jest okreSleniem w przypadku liczb niewymiernych
jest twierdzeniem tatwem do udowodnienia w przypadku,
gdy a i p sg liczbami wymiernemi.

Z podanych tylko co okre$len wynika, oczywiscie, ze
kazda liczba a, wyznaczona przez przekrdj, jest wieksza
od kazdej liczby a klasy nizszej tego przekroju; przytem,
jesli a jest liczbg niewymierng, to jest takze mniejsza od
kazdej liczby A klasy wyzszej tego przekroju, jezeli za$ jest



liczbg wymierng, to rowna sie najmniejszej liczbie klasy (A),
a wiec jest mniejsza od wszystkich pozostatych.

Liczba a jest dodatnia, jezeli nizsza klasa (a) zawiera
cho¢ jedna liczbe wymierng dodatnia, (zawiera ich wtedy
nieskoriczenie wiele). Liczba a jest ujemna, jesli jej klasa
wyzsza (B) zawiera cho¢ jedng liczbe wymierng ujemna.
Liczba a jest zero, jesli jej klasa nizsza (a) nie zawiera
ani jednej liczby dodatniej, a klasa wyzsza (A) ani jednej
liczby ujemne;j.

5. L.iczby przeciwne (symetryczne) i odwrotne.

Przypus¢émy, iz liczba a jest wyznaczona przez prze-
kroj, w ktérym Kklasg nizszg jest (a), a klasg wyzszg jest (A).
Tworzymy nowy przekroj, zaliczajac do klasy nizszej wszyst-
kie liczcby — A, a do klasy wyzszej wszystkie liczby — a;
(dlaczego ten podziat na dwie klasy jest przekrojem?)-
W ten sposéb utworzony przekrdj wyznacza pewng liczbe [3.
Latwo sprawdzi¢, iz, jeSli a jest liczbg dodatnia, to [3 jest
liczbg ujemng i odwrotnie, jesli za$ a jest zerem, to i 3
jest zerem. Takie dwie liczby nazywaC bedziemy przeciw-
nemi (lub symetrycznemi), co wyrazimy, piszac, ze [3= — a.
Kazda liczba ma swojg przeciwng; jedna tylko liczba zero
réwna sie swojej przeciwnej (dlaczego?). Jezeli a nie jest zero,
to z dwéch liczb a i — a jedna jest dodatnia; te ktéra
jest dodatnia, nazywamy wartoscig bezwzgledng lub mo-
dutem liczby a i oznacza¢ bedziemy przez |aj; jesli a=0,
to [a] oznaczaC bedzie zero; liczby a i —a majg wiec zaw-
sze te samg warto$¢ bezwzgledna. Zauwazmy, iz, jesli po-
stagpimy z liczbg — a, tak jak z liczbg a, to okaze sig, iz liczbg
przeciwng do — a jest liczba a, co dowodzi, ze — (—a) =a.

Niech bedzie a>0, okre$lona przez przekrdj, w kto-
rym a i A majag to samo znaczenie, co poprzednio; utworz-
my nowy przekrdj, w ktérym do klasy nizszej zaliczymy
wszystkie liczby wymierne ujemne, liczbe zero i wszystkie



liczby ksztaltu ; do klasy wyzszej zaliczymy wszystkie

pozostate liczby wymierne, ktore, oczywiscie wszystkie sg
dodatnie. Liczbe [3 wyznaczong przez ten drugi przekrgj

nazywamy odwrotnoscig liczby a i oznaczamy przez K Jesli

teraz a<0, to — okreslamy jako liczbe przeciwng wzgle-
dem odwrotnosci liczby — a, czyli — bedzie wtedy ozna-
czaC liczbe ———, egdzie —a > 0). Jesli wreszcie « =0,

to odwrotowosci — nie dajemy zadnego okre$lenia, t, j.

dla ¢« = 0 jest wyrazeniem, pozbawionem sensu.

6. Miedzy dwoma liczbami wv i w2, przyczem, np.,
w, < Wwg, istnieje nieskoriczenie wiele liczb niewymiernych.
W rzepzy samej, wystarczy okresli¢ liczbe ¢ zapomocg prze-
kroju, w ktorym do klasy nizszej (a) zostata zaliczona liczba
wyx, do Kklasy za$ wyzszej (A) liczba wv Mozna to, oczywiscie,
uczyni¢ nieskonczenie wielu sposobami. Jezeli chodzi spe-
cjalnie o liczby niewymierne, to dla wyznaczenia liczby
mozna postagpi¢ w sposéb nastepujacy: niechw oznacza liczbe
wymierng, spetniajgcg warunek <.w<.to2 i nie bedaca

kwadratem zadnej liczby wymiernej, (jesli ww = — aw2 =
gejzie % [ % utamki nieskracalne, to w réwna sie, np.,

liczbie — | przyczem zaktadamy, iz wx > 0. Do wyz-

szej klasy zaliczymy liczby wymierne, ktérych kwadrat
jest wiekszy od w, a do klasy nizszej wszystkie pozostate
liczby wymierne; jasna rzecz, ze wtedy liczba wx (dodatnia)
bedzie nalezata do klasy nizszej, a liczba w2 do klasy wyz-
szej, przyczem w Klasie nizszej nie bedzie liczby najwiekszej,



Jezeli teraz wt <O, to okreslimy liczbe a jak poprzednio dla
liczb —wv i —w2, ktére obie sg dodatnie; liczba —c
bedzie zgdang. Jesli teraz <0, a w2=>0, to zastgpimy
liczbe wx dowolng liczba wymierna w/ dodatnia mniejszg
od w2 i utworzymy liczbe a dla liczb w/ i w2 jak po-
przednio; liczba a bedzie zgdana.

Jesli a <3 to istnieje nieskonczenie wiele liczb wy-
miernych w wiekszych od a, a mniejszych od p, czyli, jak
czesto méwié bedziemy, zawartych miedzy a i p. W rzeczy
samej jedna taka liczba w istnie¢ musi, bo inaczej oba
przekroje, t. j. przekrdj, okreSlajacy a i przekroj, okresla-
jacy P, bylyby identyczne, wbrew zatozeniu, ze a<p. Tak
wiec jest a<w<p. Liczba p jest okreslona przez przekroj,
w ktorym klasa nizsza jest (&); mozemy wiec powiedziec,
ze liczba w nalezy do klasy (6); lecz w klasie (6) niema
liczby najwiekszej, (chociazby liczba p byta wymierng),

czyli istnieje liczba a nalezagca takze do klasy (2>);
wskutek tego a<w<w'<p. Miedzy liczbami w i v mamy
_w--w

nieskonczenie wiele liczb wymiernych, np. tu" =---——

w'' =W W i t. d Wszystkie te liczby sg wieksze od a,
a mniejsze od p. Cel nasz zostat wiec osiggniety.

Zestawiwszy oba tylko co otrzymane wyniki, mozemy
powiedzie¢, iz miedzy dwoma liczbami rzeczywistemi nie-
robwnemi a i p istnieje nieskonczenie wiele liczb rzeczy-
wistych posrednich y, to jest spetniajacych nierbwnosc¢
a<y<p, jesli, np.,, a<p; srdd tych liczb y jest nieskon-
czenie wiele wymiernych i nieskoriczenie wiele niewy-
miernych.

tatwo udowodnié, iz nierébwnosci a<p i p<y w za-
kresie liczb rzeczywistych, tak jak dla liczb wymiernych,
pociagajg za sobg nierbwnos¢ a<y. W rzeczy samej, we-
dtug udowodnionego poprzednio, jesli a<p, to istnieje



liczba wymierna ?/, spetniajaca warunek a<tz<[3; tak
samo istnieje liczba wymierna y, spetniajgca warunek
P<y<Y? liczba [ jest okre$lona przez przekrdj, w ktérym
klase nizszag oznaczymy, jak zwykle, przez (6), a klase
wyzszg przez (B); z tylko co napisanych nieréwnosci wy-
nika, iz u nalezy do (6), a y nalezy do klasy (B), jest
wiec //<?;; poniewaz liczba v nalezy do klasy nizszej
przekroju, okreslajagcego liczbe y, a u<y, to u nalezy
takze w tym przekroju do klasy nizszej. Tak wiec liczba 1
nalezy do klasy wyzszej w przekroju, wyznaczajagcym liczbe
a, a do klasy nizszej w przekroju, wyznaczajacym liczbe vy.
Stad wniosek, iz a<y.

7. Warto$ci przyblizone liczby niewymiernej.

Jesli a jest liczbg niewymierng, to liczby wymierne
pierwszej klasy stanowia wartosci przyblizone z niedomia-
rem, a liczby drugiej klasy — wartosci przyblizone z nad-
miarem. Wartoscig przyblizong liczby a z doktadnoscig do

d (gdzie P jest liczbg Wym'iernaS z niedomiarem nazywa

sie najwieksza wielokrotno$¢é utamka  mniejsza od a.

W rzeczy samej, istnieje taka liczba catkowita m. iz

Q) —<a<(m-j-DH7;
9 9
aby sie o tern przekona¢, utwoOrzmy postep arytmetyczny
Wi TP PPy PP 30 WP
q q a q a 9 q q

0 réznicy wszystkie liczby tego postepu (podwadjnie nie-

ograniczonego) nie moga naleze¢ do jednej i tej samej
klasy w przekroju, wyznaczajgcym liczbe a, gdyz w prze-
ciwnym razie jedna z dwéch klas bylaby pusta. Stad wy-
nika, ze istniejg dwie liczby kolejne w postepie, z ktérych



poprzedzajaca nalezy jeszcze do klasy pierwszej, a naste-
pujaca nalezy juz do klasy drugiej; otrzymujemy w ten

sposob dwie kolejne liczby postepu [ spet-
niajace nieréwnos¢ (1).
Im liczba — jest mniejsza, tem, moéwimy, doktadno$é

jest wieksza.

Tak wiec z pojecia przekroju wynika, ze mozna zna-
lez¢ dwie liczby nalezagce do réznych klas, i réznigce sie
miedzy soba tak mato, jak sie to nam podoba.

Nadajmy liczbie”™ szereg wartosci 1, -3,

gdzie n jest liczba catkowitg dodatnig. Otrzymamy kolejno
wartosci przyblizone z dokladno$cig do jednosci cic-j-1,

z doktadnoscig do mianowicie, ¢ —#—i yAA
" 1 : . j i Ch Cl b

ktadnoscig do ——mianowicie <_—%4—yi2 S .

i t. d., gdzie c, ct, ca,..., sg liczbami calkowitemi, przy-

czem liczby ct, ct, ¢3,... i t. d. sa mniejsze od liczby n,

t. j. rébwnajg sie jednej z liczb: 0, 1, 2, 3,...., n—1 Mo-
zemy proces tylko co opisany rozwija¢ do nieskoriczonosci,
0 ile liczba a jest niewymierna. Otrzymamy w ten sposéb
dwa ciagi liczb:

Ci . c2—r cl i C2 i C3 i
n n n" n n n

Ciagi te posiadajg nastepujace wiasnosci: Kazda liczba
pierwszego ciggu jest mniejsza od liczby nastepujgcej tegoz
ciggu lub conajwyzej jej réwna; kazda liczba drugiego
ciggu jest wieksza od nastepnej lub conajmniej jej réwna.
Kazda liczba pierwszego ciggu jest mniejsza od kazdej
liczby drugiego ciggu. Jakkolwiek malg jest liczba do-



datnia e, mozna znalez¢é takie dwie liczby (a nawet nie-
skonczenie wiele takich par), z ktérych wieksza nalezy
do drugiego ciagu, a mniejsza nalezy do pierwszego ciggu
i ktérych rdznica mniejsza jest od liczby e. Wszystkie te
wiasnosci  wynikajg bezposrednio ze struktury (budowy)
tych ciggéw, a dowody, nie przedstawiajgce trudnosci, zo-
stawiamy czytelnikowi.

Wskazemy jeszcze na nastepujace wihasnosci tych cia-
gow (zbiorow przyblizen): niech a oznacza dowolng liczbe
wymierng pierwszej klasy w przekroju, wyznaczajacym
liczbe a; w takim razie istnieje w pierwszym ciggu t. j_
w ciggu:

(gdzie —1 da&=1 2 3,..),
liczba, wieksza od a. W rzeczy samej, poniewaz a nie jest
najwiekszg liczbg klasy pierwszej (gdyz takiej niema),
istnieje liczba wymierna a', wieksza od a, nalezaca takze
do Kklasy nizszej; niech k oznacza liczbe catkowitg dodat-

nig, taka, ze —"i wtedy c —®— +m+ +
_W> a', gdyz liczba po stronie lewej ostatniej nierdw-

nosci nalezy do klasy drugiej; a wiec ¢ y/H" "t + ve4

Ck ) 1 . ) " 1 1ka e l
+H(> R lecz z a'—a& >ﬂ< W¥nlka a nk> a1

tak iz ostatecznie c4- —4——"4—...4— ' Oa. co nalezalo
I'n [ n nk
udowodnié.
Tak samo, jezeli A oznacza dowolng liczbe wymierng

klasy drugiej, to istnieje w ciggu:



2" c+1; c+++I1;C+£1+72—1;-;
1 n n n
1 C1 Cz . <ka- 1. - . 3 «
C i + 1k )eee liczba mniejsza od A.

Kazda liczba wymierna a jest wiec zrodiem, z ktdrego
wynikajg ciggi nieskoriczone liczb wymiernych (2) i (2)
0 podanej strukturze i posiadajace wyszczegolnione tylko
co wiasnosci. Odwrotnie, mozemy a priori zatozy¢, iz dany
jest ciag (2) lub (2); kazdy taki cigg okresla liczbe rze-
czywistg a. Niech, np., dany bedzie ciag (2); utwoérzmy
przy jego pomocy przekréj w sposob nastepujacy: dowolng
liczbe wymierng r zaliczymy do klasy nizszej lub wyzszej
zaleznie od tego, czy w ciggu (2) istnieje czy nie istnieje
liczba nie mniejsza od r, t. j. wieksza lub réwna.

Niech a oznacza liczbe wyznaczong przez ten przekrdj.
Mozemy utworzy¢ dwa ciagi liczb wymiernych z wartosci
przyblizonych liczby a z doktadnoscig odpowiednio do 1,

do = do n i t d, z niedomiarem dla pierwszego

Lo
ciggu, z nadmiarem dla drugiego. Czytelnik udowodni
z tatwoscia, ze te dwa ciggi, otrzymane tg droga, sa iden-
tyczne z ciggami (2) i (2), przy pomocy ktérych wyzna-
czyliSmy liczbe a.

Postugujemy sie zazwyczaj uktadem dziesietnym; dla-
tego tez wybieramy czesto n=10; okreslamy wtedy liczbe a
przy pomocy wartosci przyblizonych z dokladnoscia do
jednej dziesiagtej, do jednej setnej i t. d.; powstaje wtedy
rozwiniecie liczby a na ulamek dziesietny.

Dziatania nad liczbami rzeczywistemi.
8. Dodawanie.
Sumg dwoch liczb rzeczywistych a i 0 nazywamy
liczbe, ktorg oznaczamy przez «—3 i ktora jest okreSlona
za pomocg dwoch nastepujacych wiasnosci:



1° a-|- 3 jest liczbg rzeczywistg wiekszg od sumy a-\-b
dwadch dowolnych liczb wymiernych a i 6, mniejszych od-
powiednio od sktadnikéw a i 3, t. j. spetniajacych waru-
nek a<a, b<3, (albo inaczej a nalezy do Kklasy nizszej
przekroju, wyznaczajacego liczbe a, b za$ nalezy do klasy
nizszej przekroju, wyznaczajgcego 3)-

2° a+ 3 jest liczba mniejsza od sumy A-\-B dwdch
dowolnych liczb wymiernych A i Bl z ktérych "4>cc,
S>3, (tj. A i B sg liczbami nalezagcemi do klas wyzszych
odpowiednich przekrojéw).

Nalezy okazaé, ze te dwa warunki istotnie wyznaczaja
liczbe rzeczywista i tylko jedna.

W tym celu zaliczmy do pierwszej klasy wszystkie
liczby wymierne ksztattu a-\-b" t. j. liczby wymierne, ktére
mozna utworzy¢ dodajac do siebie skiadniki mniejsze od-
powiednio od a i mniejsze od 3+ Do drugiej klasy zali-
czymy wszystkie liczby ksztattu A -f- 7?, gdzie A> a, B">";
kazda liczba wymierna r mniejsza od a-\-b jest tegoz sa-
mego typu, gdyz r —a</b czyli r—a—Db' jest liczbg
mniejszg od 6, a wiec i od 3i r=(r—a) a=a--b.
Tak samo, jesli R=>A-f-72,to ?= (17— A) 4 A=:A-|-B',
gdzie B'= R— A>B>">. Jezeli wiec istnieje jakas$ liczba
wymierna w, nie objeta tylko co przytoczong klasyfikacja,
to ta liczba w musi spetnia¢ nastepujgce nieréwnosci.

(3) a-\-b<w<A-\-B!
przy wszystkich warto$ciach wymiernych a, 6, A, B, spet-
niajagcych nierébwnoéci a<a<71, 06<3<77?; bo gdyby

A B, to nalezalaby do klasy wyzszej. Ta liczba w
spetnia wiec warunek (3), ktéry stanowi okreslenie sumy
«+ 3; taka liczba w moze by¢ tylko jedna, bo gdyby ja-
ka$ inna liczba W nie nalezata do naszej klasyfikacji, to
takze mielibySmy a-\-b<.w'<_A-\-B\ poniewaz % ==w,
niech wiec bedzie np. wz<w, wtedy mamy

+b<w<w A--Bl czyli w—w A--B—(&z-09),



czyli O<w—w <(yt— — D), jakkolwiek matg jest

liczba dodatnia e, mozna tak wybra¢ A i a, by A — a</2'
samo wybra¢ mozna B i b tak, by S —o<Z2; w takim

razie 0O<w—w' | + |==e; niech e «<w —wz, w takim

razie otrzymamy w —w'<Zw—w' t. j. dochodzimy do
sprzecznosci, co dowodzi, iz nasze zatozenie w 5= W bylo
falszywe; tak wiec jest w=w', czyli jedna tylko liczba
najwyzej moze nie naleze¢ do naszego podziatu na klasy;
ta liczba, o ile istnieje, jest wlasnie réwna sumie

Jesli chcemy, by nasz podziat na klasy byt przekrojem,
trzeba, by kazda liczba wymierna nalezala do jednej
z dwoch klas, wiec o ile liczba wymierna w nie nalezy
ani do liczb ksztattu a-|- >, ani do liczb ksztattu

to my te liczbe zaliczymy do klasy wyzszej, ktéra bedzie
wtedy posiadac¢ liczbe najmniejszg; otrzymamy w ten spo-
sob przekroj okresli nam wiasnie te liczbe wymierng
to =1 -j- 3.

Jezeli takiej liczby wymiernej w niema, to kazda liczba
wymierna nalezy do jednego z dwdch typéw a-\-b lub A-\-B*
tak iz podziat na liczby ksztattu a-\-b z jednej strony, ksztattu
A + B z drugiej, stanowi przekr6j. W klasie nizszej niema
wtedy liczby najwiekszej, w klasie drugiej liczby najmniej-
szej, bo zawsze istniejg liczby a\ 6, A\ B', spetniajgce
warunki a<al<A <A, b<b<>%KB <B" tak iz
a b>a--6 A'"B'< AB. Taki przekréj wyznacza
liczbe niewymierng y; poniewaz zawsze

a b<\<A-B!

wiec ta liczba y jest wiasnie sumg a-|- (3, ze ta liczba jest
wyznaczona w sposéb jednoznaczny, udowodnimy, jak po-
przednio, przez sprowadzenie do sprzecznosci.



Suma a-)-[3 w zakresie liczb rzeczywistych posiada te
same wiasno$ci zasadnicze co i suma w dziedzinie liczb
wymiernych, mianowicie: a-|- [3 jest zawsze liczbg okreslong
jednoznacznie; a-j-3=3 a, czyli ma miejsce prawo
przemiennosci; (a-|-3) +Y—"°+ O+Y), czyli zachodzi
prawo facznosci; jezeli 3>Y) to a-j-3>'a+ Y, czyli jest
spetnione prawo monotonji; dalej a-|-O=a, czyli zero
jest modutem dodawania.

Poprzednio (I. 5), okreslilismy liczby przeciwne czyli
symetryczne a i —a; tatwo udowodni¢, ze suma dwoch
takich liczb réwna sie zeru, t. j. «+ (—a) =0.

Codo prawa przemiennosci, zauwazymy, ze przekroje,
okreSlajagce «-|~3 1 3~Yu s3 identyczne, stad sumy te sg
rowne. To samo tyczy sie i prawa #gcznosci.

Dowdd prawa monotonji. Niech ¢z<a<VYl; b<./<.B;
c<<\<<C; gdzie a, 6, ¢ sg liczby nalezace do klas nizszych
odpowiednich przekrojow; A, B, C nalezg do klas wyz-
szych. Poniewaz Y <4 mozna tak dobra¢ C i 6, by spet-
nione byly nierébwnosci y<C’<6<3; obierzmy nastepnie
ai A tak, by A—a<b— C, co jak wiadomo, jest moz-
liwe (L 7); wtedy >1-j-C<a-j-b; dalej a-j-b nalezy do
klasy nizszej przekroju wyznaczajgcego liczbe a-j-3> wiec
a b< a--3, podobniez a--y < A-j-C, poniewaz
A-j-C<a--5 mamy a-|-Y-44-C<Ca-|-"<"Na-| »
czyli a4-Y<a4~3; co trzeba byto udowodnic.

Udowodnimy jeszcze, ze a (—a) = 0. Uzywajac tych
samych znakowan, mozemy napisac

a<a<A
—A<—a<—u,
gdzie a i a' nalezg do klasy nizszej, A i A' za§ do klasy
wyzszej w przekroju wyznaczajagcym liczbe a; wskutek
tego A'=>a i A>a'; liczba «4~(—a) jest wieksza od
wszystkich liczb ksztattu a— A' >0, a mniejsza od wszyst-

Rachunek rézniczkowy i catkowy. 2



kich liczb ksztattu A —a' >0, przytemjest jedyng liczba,
posiadajacag te whasno$¢; widzimy wiec, iz liczba a -j- (—a)
jest okre$lona przez przekroj, w ktorym do klasy nizszej
nalezag wszystkie liczby wymierne ujemne, do klasy dru-
giej wszystkie liczby wymierne dodatnie i zero. Jest wiec
a-j-(—a=0.

9. Odejmowanie.

Réznice liczb a i 3 okreslamy jako rozwigzanie réw-
nania B -—=rcc; tatwo udowodni¢, ze zawsze istnieje
liczba x taka, iz dodana do liczby danej 3 da sume dang a.
W rzeczy samej takag liczbg jest x = ad4~(—3)- Wynika to
z prawa przemienno$ci i tgcznosci przy dodawaniu; w rze-
czy samej, podstawiajac w 3+ na miejscu X liczbe
a+ (-p) otrzymamy p—ir=3—j— [a)] =[(3 I+
-[[a=0+ a=a. Ze dziatanie w ten sposéb okreslone jest
jednoznaczne, wynika to z prawa monotonji przy dodawa-
niu; gdyby bowiem byla inna liczb % :l= z, taka, iz 34~//=
to albo ?/>,z\awtedy na zasadzie monotonji 3 + ?/>3 +
-|-x=a, czyli 3+ >ai alboy <x, ale wtedy 3+ %<3+
-~a? =1a, czyli B-}—//<Cc. i dochodzimy do sprzecznosci.
Tak wiec liczba a7, spetniajaca réwnanie 3 + # —=a, a ktorg
oznaczamy przez a— 3 Jest tylko jedna, przyczem a—3 =
= «-F(-3).

10. Mnozenie.

Okre$limy mnozenie najprzéd gdy czynniki sg licz-
bami dodatniemi. lloczynem dwaoch liczb rzeczywistych
dodatnich a i 3 jest liczba rzeczywista, ktérg oznaczaé
bedziemy przez a.3, i ktéra okreslona jest przez nastepu-
jace dwa warunki:

1° a.3 jest liczbg rzeczywistg wieksza od iloczynu a b
dwéch dowolnych liczb wymiernych dodatnich a i 6, z kté-
rych pierwsza mniejsza jest od a, druga za$ mniejsza jest
od 3i (a nalezy do klasy nizszej przekroju, wyznaczajacego




liczbe a, b za$ nalezy do klasy nizszej przekroju, wyznacza-
jacego liczbe 3

2° Liczba a.3 jest mniejsza od iloczynu A.B kazdych
dwoch liczb wymiernych A i /L z ktorych pierwsza jest
wieksza od liczby a, druga wigksza od liczby [3

Nalezy wykaza¢, ze te dwa warunki wyznaczajg liczbe
i tylko jedna.

W tym celu zaliczmy do klasy pierwszej liczby ujemne,
liczbe zeroii liczby, ktdre sg iloczynami liczb dodatnich ai 6,
przytem O<La<.a, O<6<[3- Do drugiej klasy zaliczymy
liczby, ktére sg iloczynami liczb A i B, przyczem vi>a,
B">". Jezeli jaka$ liczba nalezy do klasy pierwszej, to kazda
liczba wymierna od niej mniejsza bedzie takze nalezata do
klasy pierwszej; jezeli jaka$ liczba nalezy do klasy wyz-
szej, to kazda liczba wymierna od niej wieksza bedzie
takze naleze¢ do klasy wyzszej. Jesli wiec jest liczba wy-
mierna r nie objeta naszg klasyfikacja, to musi spetniac¢
warunek ab<.r<_AB\ ale taka liczba moze by¢ tylko
jedna, bo gdyby byla druga rz, mniejsza, np. od r, to
ab<.r'<r< AB i O<r—r'=<=AB— ab™A —a)b-j-
+ (5—2D)-—(1—a™B—0b); ot6z mozna tak wybrac¢
liczby A, B, ai 0, by réznica AB—ab byla mniejsza
od dowolnie matej liczby dodatniej e; wystarczy w tym
celu tak wybrac liczby A i a, by A—a bylo mniejsze od

® jednoczes$nie mniejsze od liczby ¢, ktérej kwadrat jest
mniejszy od  tak samo wybieramy B i 6, tak by B—b
byto jednoczesnie mniejsze od i od liczby dodatniej c.

Wtedy AB—ab <,ué6 A_pjoél a-j-c2 czyli AB—ab

5484 By dojs¢ do sprzecznosci, wystarczy uezy-



ni¢ F <r—r’\ wtedy z nierownosci O<r—r'<AB-ab<
<v<r—t wynika, ze i----r'<<r—r', czyli sprzecznos¢.

Stad wynika, ze nasze przypuszczenie o istnieniu dwoch
liczb wymiernych r i r', nieobjetych naszg klasyfikacja,
jest falszywe. Czy nasz podziat na klasy stanowi przekroj?
Oczywiscie tak, o ile niema ani jednej liczby wymiernej r
nie nalezacej do jednej z dwdch klas; w przeciwnym ra-
zie dotaczymy do poprzednio okreslonej klasy wyzszej te
liczbe wymierng r, ktdra pozostata nieobjeta nasza klasy-
fikacja. Z tem zastrzezeniem dodatkowem nasz podziat na
klasy da nam zawsze przekréj. Liczbay, okres$lona przez ten
przekrdj, bedzie wihasnie iloczynem af3 tatwo sprawdzic,
ze y spetnia oba warunki, ktére podalismy, jako okres$le-
nie iloczynu a3 Ze niema innej liczby y', spetniajacej te
same w'arunki, udowrodnimy w ten sam sposéb, jak po-
przednio przy ustaleniu, iz niema dwadch liczb wymiernych
r i r', nieobjetych nasza klasyfikacjg, czyli opieramy sie
na nieréwnosci |[y—\"\-<AB— ab<E.

Tak wiec iloczyn a.{} istnieje i jest okreslony jedno-
znacznie, gdy a=>0, [3>0. Aby przejs$¢ teraz do przypadku
ogolnego, gdy liczby a i 3 sg zupetnie dowolne, damy
nastepujace okreslenie: jezeli jeden z czynnikow a lub 3
jest zero, to iloczyn jest takze zero; je$li zaden z czynni-
kow nie jest zero, to iloczyn roéwna sie iloczynowi war-
toSci  bezwzglednych liczb a i 3 ze znakiem -j- albo —,
zaleznie od tego, czy czynniki sg tego samego znaku, czy
réznego znaku.

lloczyn a.3 w zakresie liczb rzeczywistych posiada te
same wiasnosci zasadnicze, co i iloczyn w dziedzinie liczb
wymiernych, mianowicie a.3 jest zawsze liczbg okreslong
jednoznacznie; spetnione sg réwniez prawa przemiennosci
i fgcznodci, t. j. a.3=3-a (a-3).Y—a-(3'Y)> dalej jed-
no$¢ jest modutem mnozenia, t. j. cx.| = a; wreszcie pra-
wo monotonji: jezeli 3<Yj a a>0, to a3<oty; jesli 3<Y»



oc<0, to a3>ay. Wszyslkie te whasnosci tatwo udowodni¢
przy pomocy przekrojow. W dziale o réwnosci i nie-

réwnosci liczb rzeczywistych 1 5, okreslilismy liczbe —

odwrotng wzgledem liczby a; teraz z fatwoscia mozemy
udowodnié, ze iloczyn takich dwéch liczb (odwrotnych)

réwna sie jednosdci, t. j. a.”~=I1; (dowod?).

11. Dzielenie

llorazem liczb a i [3 nazywamy liczbe x! czyniaca za-
do$¢ réwnaniu (%?=a, przyczem zaktadamy (3:=0. Taka
liczba x istnieje i jest tylko jedna. Aby sie przekonaé
o0 istnieniu liczby @, wystarczy sprawdzi¢, ze liczba a.E
spetnia réwnanie [¥?=a, t. j. po pomnozeniu przez 3
daje a; w rzeczy samej
= l.a= 1« na zasadzie praw #gcznosci i przemiennosci.

Na mocy prawa monotonji przy mnozeniu wnioskujemy,
ze drugiej liczby, czynigcej zados¢ temu samemu okres$le-

niu niema. Tak wiec iloraz, ktéry oznaczamy !t' jest okres-
P

lony jednoznacznie. Dla {3=0 symbol
nego sensu.

nie posiada zad-

p

12. Pierwiastkowanie.

Przejdzmy teraz do réwnania a?2 = 2. W zakresie liczb
wymiernych réwnanie to rozwigzania nie posiada. Oka-
zemy, ze w zakresie liczb rzeczywistych rozwigzanie istnieje,
i ze nawet ich jest dwa; rozwigzania réwnania x%= 2 be-
dziemy nazywali pierwiastkami z dwoéch i oznaczali sym-
bolami \j2 i — V2

Utworzmy w tym celu przekr6j, ten sam, o ktérym
byta mowa poprzednio (1. 3). Do nizszej klasy zaliczymy



liczbe zero, liczby ujemne i liczby dodatnie wymierne,
ktorych kwadrat jest mniejszy od dwoch, do klasy wyz-
szej liczby wymierne, ktorych kwadrat jest wiekszy od
dwéch. Niech a bedzie liczbg, wyznaczong przez ten prze-
krgj. Liczba a spetnia rownanie a2 =2, czyli 02 rowna
sie 2; aby to udowodni¢, zauwazymy, ze liczba a2=a.a,
wedtug okre$lenia iloczynu jest wyznaczona przez przekroj,
w ktérym do klasy nizszej nalezg liczby ujemne, liczba
zero i liczby dodatnie, ktére sg typu a. a', gdzie O<tz<ct
i 0<4 <a, do klasy wyzszej za$ nalezg liczby ksztattu
A.A'S gdzie A=a, viz=a, a oprécz tego do klasy wyz-
szej nalezy liczba wymierna r=>0, spetniajgca warunek
a.uz<r<A .A\ o ile taka liczba istnieje, przyczem ai a
wybieramy tu z po$rdd liczb dodatnich pierwszej klasy.

Ot6z tatwo widzie¢, ze taka liczbg r jest w tym wy-
padku liczba 2; mianowicie a.a' jest zawsze mniejsze od 2,
a A A" wieksze od 2; wr rzeczy samej, jesli a'==a, to
a .a= a2 a wiec na mocy okreslenie, t. j. poniewaz a na-
lezy do klasy pierwszej, &a jest mniejsze od 2; jesli za$ a/="a,
to niech np. az<o, wtedy aa' <a2<2. Tak samo AA'™>=2.
Widzimy wiec, ze liczba a2 jest wyznaczona przez przekréj,
w ktorym do klasy nizszej nalezg liczby wymierne mniej-
sze od 2, do klasy wyzszej nalezg liczby wymierne wigksze
od 2 i liczba 2, ktéra jest w tym przypadku najmniejszg
liczbg drugiej klasy. Ale taki przekrgj jest identyczny
z przekrojem, wyznaczajgcym liczbe 2; tak wiec a2 =2
tatwo teraz udowodni¢, ze liczba przeciwna (symetryczna),
X =—a spetnia to samo réwnanie a%2 =2

Przejdzmy teraz do okre$lenia pierwiastka ngo stopnia
z liczby rzeczywistej dodatniej |3, czyli do rozwigzania
réwnania xn = [3. Poniewaz réwnaniami algebraicznemi be-
dziemy sie zajmywad w innym dziale tej ksigzki, wiec tu
okreslimy tylko pierwiastek dodatni. W tym celu podzie-
limy liczby wymierne na dwie klasy, przyczem do klasy



nizszej zaliczymy liczby wymierne ujemne, liczbe zero
i liczby wymierne dodatnie, ktérych nta potega jest mniej-
sza od liczby dodatniej |3; do klasy wyzszej zaliczymy liczby
dodatnie ktérych nta potega jest wieksza od liczby [3 Udo-
wadniamy dalej, ze ta klasyfikacja obejmuje wszystkie
liczby wymierne, z wyjatkiem najwyzej jednej, co ma
miejsce wtedy i tylko wtedy, gdy liczba rzeczywista 3 jest
liczbg wymierng, réwng ntej potedze innej liczby wymier-
nej; dopetniwrszy wiec ewentualnie nasza klasyfikacje, otrzy-
mamy przekréj, Kktory wyznacza nam pewng liczbe rze-
czywistg a. Teraz trzeba udowodni¢, ze an=a a.a..a=3.
W rzeczy samej, jezeli jakas$ liczba wymierna dodatnia jest
mniejsza od c, to jej nta potega jest mniejsza od & Jesli
wiec utworzymy podziat na dwie klasy, podziat, jaki na-
lezy utworzy¢ dla okreSlenia liczby an, to ten podziat
okaze sie identyczny z podziatem, okreslajacym liczbe (3;
ztad wniosek, iz wn=13. Szczegbty dowmdu czytelnik do-
petni sam. W poprzedniem rozumowaniu liczba [3 byla
dowolng liczbg dodatnig rzeczywista, a wiec mogta by¢
liczbg wymierng. Pierwiastkowanie okreslilismy tu tylko
dla wyktadnika n catkowitego.

13. RozpatrywaliSmy dotychczas wynik jednego dzia-
fania, wykonanego nad liczbami niewymiernemi; mozemy
teraz rozpatrywaé¢ wynik catego szeregu dziatah nad licz-
bami niewymiernemi, mianowicie dodawania, odejmowania,
mnozenia, dzielenia, potegowania i pierwiastkowania, byle
liczba tych dziatann byta skorczona i nie byto $réd nich
dzielenia przez zero. Mozemy sprawdzi¢, ze zasadnicze
prawa i wynikajacego z nich prawidta, ktére sg prawdziwe
dla liczb wymiernych, sg takze prawomocnhe dla liczb nie-
wymiernych, czyli dziedzina ich prawomocnosci obejmuje
zbidr liczb rzeczywistych; wykonujac wiec przeksztatcenia
nad liczbami oznaczonemi przez litery, nie potrzebujemy
sie troszczy¢ o to, czy litery oznaczaja liczby wymierne



czy niewymierne. Pod tym wzgledem wazne jest prawo
rozdzielnoéci czyli prawo mnozenia sumy,

(3) («+3).y =cxy + 3y,

gdyz prawo rozdzielnoSci stosujemy bardzo czesto przy
dowodzeniu bardzo wielu wzoréw algebraicznych. Dowdd
tozsamosci (3) nie przedstawia trudnosci i polega na stwier-
dzeniu, iz przekrdj, wyznaczajacy liczbe (cc-|-[3)y jest
identyczny z przekrojem, wyznaczajagcym liczbe <«y4~3Y-
W gruncie rzeczy mamy tu do czynienia z faktem naste-
pujacem: warto$¢ przyblizong liczby (cc-j-B)Y z dowolng
doktadnoscig otrzymamy, zastepujac liczby cc, [3, y war-
toSciami przyblizonemi a, b i ¢, i wykonujagc nad niemi
te same dziatania, byle tylko liczby a, b i ¢ réznity sie
dostatecznie mato odpowiednio od liczb a, |3, y-

Niech /(cc, (3) oznacza wynik jakichkolwiek dziatari nad
liczbami niewymiernemi a i p, z wylgczeniem dzielenia
przez zero. Mozemy otrzymac liczbe tak mato réznigca
sie od /(cc, |3) jak sie podoba, jesli zastgpimy a i [3
liczbami wymiernemi a i b i wykonamy nad a i b te sa-
me dziatania, co da nam byle tylko liczby a i b
réznity sie dostatecznie mato od liczb « i [3 Mozemy te
samg tres¢ wyrazi¢ w sposob nastepujacy: niech e ozna-
cza dowolnie matg liczbe dodatnig; w zaleznosci od e
wyznaczy¢ mozna dwie liczby b' i B takie, ze skoro tylko
liczby wymierne a i b spetniajg nieréwnosci:

ada<a</T i b<b<B\to
/(a,3) — e <A« ) <A«P)+e,
czyli inaczej: [/(a, 3) —/(cz, b)\ <e.

Podobne twierdzenie zachodzi, oczywiscie, i w tym
przypadku, gdy ilo$¢ liczb niewymiernych jest wieksza od
dwoch, byle tylko byta ich liczba skonczona. Czytelnik
moze sprawdzi¢ stusznos¢ tylko co wypowiedzianego twier-
dzenia na poszczegdlnych przykitadach; mozna bytoby da¢



dowdd ogdlny, oparty na indukcji, ale dla nas to jest zby-
teczne, gdyz w innem miejscu wrécimy do tego samego
tematu, mianowicie w dziale o ciggtosci funkcji. Udowo-
dnimy, ze jesli funkcja jest ciggla i jesli znamy jej war-
tosci dla wartosci wymiernych zmiennych, to tem samem
wyznaczone mamy i wartosci tejze funkcji dla wartosci
niewymiernych zmiennych. Wiasno$¢, o ktérej mowa byta
w tym ustepie, jest wiec tylko przypadkiem szczegdlnym
ogolniejszej wiasnosci, ktéra jest wynikiem ciggtosci. Nie
pomingliSmy jednak milczeniem tej sprawy w rozdziale
0 liczbach niewymiernych z powodu jej wraznosci w za-
stosowaniach, mianowicie przy wyliczeniach liczbowych.

14. Przekr6j w dziedzinie liczb rzeczywistych.

Jasna rzecz, ze mozemy tworzy¢ przekroje w dziedzi-
nie liczb rzeczywistych zupetnie w ten sam sposéb, jak
w dziedzinie liczb wymiernych. W tym celu wystarczy zbior
wszystkich liczb rzeczywistych podzieli¢ na dwie klasy,
z zachowaniem tych samych trzech warunkow:

1) Kazda liczba rzeczywista nalezy do pierwszej lub
do drugiej klasy.

2) Zadna klasa nie jest pusta.

3) Kazda liczba pierwszej klasy jest mniejsza od kaz-
dej liczby drugiej klasy.

Zbadajmy, co nam da¢ moze taki przekrdj. Przede-
wszystkiem nie moze by¢ jednocze$nie liczby najwiekszej a

w pierwszej Klasie,- i liczby najmniejszej 3 w drugiej klasie,
gdyz wrtedy liczba rzeczywista ——, spetniajace nieréw-
a 3, nie nalezataby do zadnej Klasy.

Zbadajmy teraz, czy pierwsza klasa moze nie mie¢
ostatniego elementu, t. j. najwiekszej liczby i jednocze$nie
klasa druga nie mie¢ pierwszego, t. j. nie zawiera¢ naj-
mniejszej liczby.



Oznaczmy dowolng liczbe pierwszej Kklasy przez ar
dowolng liczbe drugiej klasy naszego przekroju przez {3
a same Kklasy przez (a) i (|3), tak iz liczby zbioru (a) wie-
cej liczby zbioru (]3) stanowia zbior wszystkich liczb rze-
czywistych. W zwigzku z danym przekrojem utworzmy
nowy przekréj wi zakresie liczb wymiernych, przyczem do
nizszej klasy zaliczymy kazdg liczbe wymierna a, ktéra na-
lezy do klasy poprzednio wspomnianej (a), do klasy wyzszej
zaliczymy kazda liczbe wymierng b, ktéra nalezy do klasy
03). Jasna rzecz, ze ten podziat na klasy obejmuje og6t wszyst-
kich liczb wymiernych, bo kazda liczba wymierna r, bedac
jednocze$nie elementem zbioru liczb rzeczywistych, jako
taka musi naleze¢ w pierwszym przekroju badz do klasy (cc),
badZ do klasy ([3), a wiec W drugim przekroju do klasy (¢)
lub do klasy (6). Przekrdj w dziedzinie liczb wymiernych,
wi ktérym klasa nizszg jest klasa (a), klasg za$ wyzsza (6),
jak kazdy przekréj wr dziedzinie liczb wymiernych, wy-
znacza nam pewng liczbe rzeczywistg 8. Liczba 8, jak
kazda liczba rzeczywista musi naleze¢ badz do klasy (a),
badz do klasy (f3). Jezeli 8 nalezy do klasy (a), to jest,
powiadam, najwiekszg liczbg tej klasy. Dowod przez spro-
wadzenie do sprzecznosci; gdyby jakas liczba cc, nalezaca
do (a), byta wieksza od 8, t. j. gdyby 8<oc, to mozna
bytoby znalez¢ liczbe wymierng r, zawartg miedzy 8 i a.
t. j. spetniajagca nierowmos¢ 8<r<a; lecz liczba r, jako
mniejsza od liczby a, musi naleze¢ do klasy (a) w pierw-
szym przekroju, a wiec do klasy (a) w drugim; lecz w ta-
kim razie nie moze mie¢ miejsca nierowmos¢ r>8, gdyz
zadna liczba Klasy nizszej (a) nie moze by¢ wieksza od
liczby 8, okreSlonej przez odpowiedni przekrgj. Doszlismy
wiec do sprzecznosci. Tak samo udowrodnimy, ze, jesli 8
nalezy do klasy 03), to musi by¢ najmniejsza liczbg tej
Klasy.

Tak wiec udowodniliSmy, ze w przekroju utworzonym



w dziedzinie liczb rzeczywistych, albo w pierwszej klasie
jest liczba najwieksza, albo w drugiej klasie liczba naj-
mniejsza.

Tu wiec zaznacza si¢ wyrazna roznica miedzy prze-
krojami w zakresie liczb wymiernych, a w zakresie liczb
rzeczywistych. Otrzymany wynik jest bardzo wazny; mozna
go wyrazi¢ krétko, moéwiac, iz przekrdj w dziedzinie liczb
rzeczywistych nie moze mie¢ ,luki". WidzieliSmy, iz prze-
kr6j w dziedzinie liczb wymiernych moze da¢ ,,luke"; takie
wiasnie przekroje daty nam mozno$¢ rozszerzenia zakresu
liczb wymiernych przez wprowadzenie liczb ogolniejszej
natury; w ten sposéb ,luka" jakgdyby zostata zapetniona.
Gdyby co$ podobnego zachodzito w dziedzinie liczb rze-
czywistych, t. j. gdyby i tu mozliwa byta ,luka”, mogli-
bysmy mie¢ otwartg droge do nowego rozszerzenia pojecia
liczby i do utworzenia liczb ogdlniejszych od liczb rzeczy-
wistych; udowodnilismy, ze tak nie jest.

Pozostajg wiec dwie mozliwosci, albo w klasie nizszej (a)
jest liczba najwieksza, albo w klasie wyzszej (,3) jest liczba
najmniejsza. Obie te ewentualnosci mogg sie zdarzy¢. By
sie 0 tern przekona¢, rozpatrzymy odpowiedni przykiad.
Do klasy nizszej (a) zaliczymy wszystkie liczby rzeczywiste
mniejsze od liczby 6, do klasy drugiej wszystkie liczby
rzeczywiste wieksze od 8, sama za$ liczbe 8 zaliczymy do
klasy nizszej czy wyzszej, zaleznie od tego, czy chcemy
mie¢ przykfad pierwszej mozliwosci czy drugiej.

Otrzymany wynik mozemy streSci¢ w nastepujagcem
wystowieniu: jezeli utworzymy przekrdj w dziedzinie liczb
rzeczywistych, to ten przekréj wyznacza nam pewng liczbe
rzeczywistg 8, posiadajaca te wiasnos¢, ze kazda liczba
rzeczywista od niej mniejsza nalezy do klasy nizszej (a),
kazda za$ liczba rzeczywista, wieksza od 8 nalezy do klasy
wyzszej (3). Sama za$ liczba 8 moze naleze¢ do klasy (et),.



badz do klasy (P). Liczba 8 jakby ,,oddziela" jedng klase
od drugiej.

Okreslenie. Zbidr wszystkich liczb rzeczywistych (wy-
miernych i niewymiernych) nazywamy continuum liczbo-
wem lub arytmetycznem.

15. Interpretacja geometryczna.

Dla nadania naszym rozwazaniom wiekszej poglado-
wosci bez ujmy dla Scistosci bedziemy czesto postugiwaé
sie interpretacjg geometryczng. Interpretacja geometryczna
oparta jest na odpowiedniosci doskonatej miedzy conti-
nuum liczbowem a continuum linjowem geometrycznem,
przyczem continuum linjowem nazywamy zbidr wszystkich
punktow prostej (/?). Pod odpowiednoscig doskonatg rozu-
miemy odpowiedno$¢, w ktorym kazdemu elementowi
pierwszego zbioru odpowiada zawsze jeden i tylko jeden
element drugiego zbioru i odwrotnie; w danym przypadku
znaczy to, ze kazdej liczbie rzeczywistej odpowiada na
prostej (/>) jeden tylko punkt i, odwrotnie, kazdemu punk-
towi prostej (/>) odpowiada tylko jedna liczba rzeczywista;
jesli prosta (/>) jest, np. osig odcietych, to liczba, odpo-
wiadajgca dowolnemu punktowi tej osi nazywa sie odcietg
tego punktu i oznacza sie przez X.

Wskutek tej odpowiednio$ci doskonatej mozemy po-
stugiwa¢ sie przy wystawianiu twierdzern analitycznych
jezykiem geometrycznem; kazdej zaleznosci analitycznej
miedzy liczbami odpowiada zalezno$¢ Scisle okreslona mie-
dzy punktami i odwrotnie. Dzigki temu mozna potgczy¢
obrazowos$¢ jezyka geometrycznego ze Scistoscig analityczna,
przyczem pojecia geometryczne sa tylko obrazami odpo-
wiednich poje¢ analitycznych, tak iz pomimo postugiwania
sie terminami geometrycznemi, rozwazania podane w tej ter-
minologji nie sg wcale oparte na geometrji; czyli tak zw.
arytmetyzycja matematyki daje sie doskonale pogodzi¢ z uzy-
waniem wystowienia geometrycznego. Mozna na zasadzie



odpowiednio$ci doskonatej sporzadzi¢ sobie stowniczek dla
zamiany terminow analitycznych na odpowiednie nazwy
geometryczne i odwrotnie. Tak wiec punkt, to liczba rzeczy-
wista, prosta nieograniczona (0$), to zbidr wszystkich liczb
rzeczywistych, odcinek ograniczony punktami A i B ozna-
cza zbidr liczb, skitadajacy sie z liczb a i 6, odpowiadaja-
cych punktom A i B i ze wszystkich liczb rzeczywistych x,
zawartych miedzy liczbami a i b; innemi stowy, odcin-
kowi AB odpowiada zbiér punktéw o, spetniajacych nie-
réwnosci a b, jesli a<b. Ten zbiér punktéw ozna-
czamy krotko symbolem (a,b) i nazywamy przedziatem;
moéwimy: punkt nalezy do przedziatu, nie nalezy do prze-
dziatu i t. d. Punkt A lezy na lewro od punktu B, na
prawo od punktu B lub zlewa sie z nim, zaleznie od tego,
czy a<.by czy tez a>5, lub wreszcie a=bh. Diugos¢ od-
cinka AB jest to liczba dodatnia a—b it d Inne przy-
ktady spotkamy pOzniej.

Odpowiednio$¢ doskonatg miedzy continuum liczbo-
wym, a continuum linjowem geometrycznem przyjmujemy
tu jako pewnik. Jasna rzecz, ze przy pomocy odpowiedniego
uktadu pewnikéw geometrycznych mozna istnienie takiej
odpowiedno$ci  udowodni¢. Lecz rozwazania tego rodzaju
odbiegajg daleko od naszego przedmiotu i nalezg do dzie-
dziny badann nad podstawami geometrji, dokad odsytamy
interesujacych sie tag kwestja.

Idac dalej wr tym samym kierunku, mozemy ustali¢
odpowiednio$¢ miedzy parami .rc,y liczb rzeczywistych
a punktami na ptaszczyznie. Zbiorowi wszystkich takich
par gly odpowiadaé bedzie w sposéb doskonaty zbidr
wszystkich punktow plaszczyzny. Pare liczb rzeczywistych

*) ,Encyclopedic des sciences mathematiquesl tome 111, premier
volume, ,,Principe de la geometriell par F. Enriques. Tam wskazana
jest i literatura przedmiotu.



oc<y nazywamy z tego powodu punktem, albo punktem
analitycznym na plaszczyznie. Tak samo przyjmiemy od-
powiednio$¢ doskonatg miedzy tréjkami x, y, z liczb rze-
czywistych a punktami przestrzeni; taka trojke liczb rze-
czywistych nazywaé bedziemy takze punktem, albo inaczej
punktem analitycznym w przestrzeni. Zbiory utworzone z p
liczb rzeczywistych 72,...., bedziemy nazywali zbio-
rami punktéw analitycznych w przestrzeni p wymiarowej.

16. Wréémy do continuum liczbowego. Wiemy, ze
zbidr ten zawiera liczby rzeczywiste, t. j. liczby wymierne
i niewymierne; z posrdd liczb niewymiernych znamy i za

pomocg osobnych symboli Tfa oznaczamy te liczby niewy-
mierne, ktére powstajg z pierwiastkowania, gdzie liczba
podpierwiastkowa a jest wymierna i dodatnia; takie liczby
sg pierwiastkami rownan ksztattu ocn = a. ldac tg sama droga,
mozemy okresli¢ liczby niewymierne, ktére powstajg w ten
sam sposOb, ale przez potgczenie catego szeregu dziatan tego
rodzaju, t. j. te, ktére oznaczamy symbolami, zawierajgcemi
skonczong ilo$¢ dziatan, miedzy ktoéremi sa pierwiastko-
wania. Takg jest np. liczba o« ="2—V3—\24-~3. Czy
zbidr wszystkich liczb tego rodzaju, t. j. liczb niewymier-
nych, utworzonych w ten sposéb, wyczerpuje wszystkie
liczby niewymierne? Zobaczymy poOzniej, ze pierwiastki
réwnan algebraicznych stopnia -1%° o spétczynnikach wy-
miernych stanowia klase obszerniejszg od klasy liczb okres-
lonych przy pomocy skoriczonej liczby pierwiastkowan
i innych dziatan algebraicznych, wykonanych nad liczbami
wymiernemi, o ile N>4. Ale i ta obszerniejsza klasa liczb,
ktére nazywamy liczbami algebraicznemi, nie wyczerpuje
wszystkich liczb rzeczywistych. Podamy p6zniej okre$lenie
liczb n i e; mozna udowodni¢, ze te liczby nie moga byé
pierwiastkami réwnania algebraicznego jakiegokolwiek
stopnia 0 wspdtczynnikach wymiernych (albo o wsp6tczyn-



nikach algebraicznych, co wychodzi na jedno). Na takie
liczby, jak e i jt, zwane przestepnemi, nie nalezy sie za-
patrywac¢ jako na jakie$ wyijatki; przeciwnie. Do conti-
nuum powrécimy poézniej i w zwiazku z tem wrécimy
jeszcze raz do poruszonego w tym miejscu pytania.

Ciggi. Granica ciggu.

17. Okreslenie ciagu.

Ciggiem nazywamy zbiér liczb, danych w pewnym
okreslonym porzadku, tak iz kazda liczba, zwana wyrazem
ciaggu, posiada swoje okreslone miejsce w ciagu, i odwrotnie
kazdy wyraz jest okreSlony w zaleznoSci od swego poto-
zenia wsrdd innych liczb ciagu. Istnieje wiec w ciggu wy-
raz pierwszy, ktéry oznacza¢ bedziemy przez ax, wyraz
drugi a2 wyraz trzeci ¢3 it d.; wyraz, zajmujgcy miejsce
nte liczac od poczatku, oznacza¢ bedziemy przez a, i t. d.
Liczbe n w symbolu an nazywamy wskaznikiem. Kazdy
wyraz ciggu jest funkcjg liczby catkowitej dodatniej n
(wskaznika), ktora wskazuje numer porzadkowy tego wy-
razu, niezaleznie od tego, czy znamy czy nie znamy wzoru,
wyrazajacego te zalezno$¢ funkcjonalng. Ogdlna posta¢ ciggu
jest wiec nastepujaca:

@li > A3leses  jrus

Wyraz an nosi nazwe wyrazu ogolnego.

Zajmowac sie bedziemy ciggami nieskonczonemi, t. j.
takimi, w' ktorych liczba wyrazow przewyzsza dowolnie
wielka liczbe catkowita dodatnig n.

Ciag skonczony jest dany, jesli znamy wszystkie wy-
razy tego ciggu; o ciggu nieskoriczonym moéwimy, ze jest
dany, oczywiscie, w nieco odmiennem znaczeniu, gdyz
wszystkich wyrazéw takiego ciggu napisaC i wyczerpac nie
mozemy. Termin ten dla ciggbw nieskonczonych oznacza,
ze dawszy sobie z gory dowolnie wielkg liczbe catkowitg
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dodatnig n, znamy wszystkie wyrazy od a do an i mogli-
bysmy te wyrazy po kolei napisaé. Moze sie to sta¢ dzieki
temu, iz znamy prawo tworzenia sie¢ wyrazéw tego ciagu;,
prawo to moze by¢ dane za pomocg zwigzku miedzy wy-

razem aH i wskaznikiem n w postaci wzoru, np. an = lub

an=(—Dnn-|]-n, lub an=ti -|-(—=5n i t p; kladac
w tych wzorach na miejscu n po kolei liczby ciggu na-
turalnego: 1, 2, 3,.... otrzymamy wyrazy kolejne odpo-
wiednich ciggow :

L3441 Lo

04 0 80 12 O,..., (—
—4, 29, —116, 641, , mn+ (—5)",.... |

Ciagg moze by¢ dany i bez pomocy takiego wzoru.
Niech, np. ciag bedzie okreslony w nastepujacy sposob:
a, réwna sie liczbie dzielnikéw liczby n, wigczajac jeden
i sama liczbe n. Otrzymujemy cigg:

1,2 2 3 2 4 2,...
Inny przyktad ciggu pierwsze dwa wyrazy rownajg

sie jednosci, t. j. ~==1, a2=1, kazdy za$§ nastepny wy-
raz réwna sie sumie dwdch poprzedzajgcych wyrazow,,
t. j. =un x+ Jest to tak zwany ciag Fibonac-
ci’ego:

1,1 2 3 5 8 13 21, 34,....
Oto jeszcze pare przyktadéw ciggow:

Te=r} In —1\2 min——1\2 stik
dn---- 5 (1 aW = Ncos
Nt
ur (n—07
ny N (n 1) cos? o

n . N .
an = najwiekszemu dzielnikowi

,,nu . Q%jt‘
cos 2 o8 9



nieparzystemu liczby n; an=E”\jn\l gdzie E(pc) oznacza
najwiekszg liczbe catkowitg nie wiekszg jednak od liczby a?,
czyli mieszczacg sie w liczbie o.

Czytelnik napisze wedtug wskazanych praw pewng
liczbe wyrazow odpowiednich ciggow.

18. Monofonicznym nazywamy cigg, w ktoérym dwa
kolejne wyrazy an i an™i sg ze sobg w zwigzku, wyraza-
jacym sie zawsze, t. j. dla kazdego n. jedng albo druga
z dwoch nieréwnosci lub aw”>a,,+i, oczywiscie,
jedna z nich zawsze z wykluczeniem drugiej. Jako przypadek
szczegblny, ciggiem monotonicznym jest cigg, w ktorym
wszystkie wyrazy sg réwne, np. cigg an =1, t. j.

111 1,..., 1,..

Wsréd ciggbw monofonicznych zastugujg na uwage
ciggi (stale) rosngce i ciaggi malejgce. Ciggiem rosngcym
nazywamy cigg, w ktérym kazdy wyraz jest mniejszy od
nastepnego wyrazu, t. j. w ktérym an<an'V) ciggiem ma-
lejacym nazywamy cigg, w ktorym kazdy wyraz jest wiekszy
od nastepnego, t. j. an>anvi. Tak np. ciggi aw=n2 lub

ar ="—1 sg ciaggami rosnacemi,” a’ ciagi f=" Iub

an = 2~" sg ciggami malejgcemi. Przyktadem ciggu mono-
fonicznego jest cigg: tw = nsinl’T—tU'—(zz —f-1) cosﬁ)'t—n, t. j.
ciag:

1, 3 3 5 5 7 7,

ktéry jednak nie jest rosngcy, bo w nim dwa kolejne wy-
razy moga byC¢ sobie rowne.

Ciagi, ograniczone od gorg, i ciagi ograniczone od dotu.

Ciag jest ograniczony od goiy, jezeli wsrdd liczb rze-
czywistych M istnieje cho¢ jedna, wieksza od wszystkich

Rachunek rézniczkowy i catkowy. 3



liczb danego ciagu, t. j. taka, ze nierébwno$¢ aw <M jest
spetniona nieskonczong ilo$¢ razy dla kazdej bez wyjatku
wartosci  wskaznika n\ oczywiscie, iz, jezeli jest jedna
taka liczba to istnieje ich nieskonczenie wiele, bo
kazda liczba ™ moze jg zastgpi¢. Ciag jest ograni-
czony od dotu, jesli istnieje liczba m mniejsza od wszyst-
kich liczb danego ciagu, t. j. taka, ze nieréwno$¢ an>m
jest spetniona dla kazdej bez wyjatku wartosci wskaz-
nika n.

Ciag moze by¢ ograniczony od dotu i od gory; wtedy
ciag, utworzony z wartosci bezwzglednych wyrazéw danego
ciggu, jest ograniczony od géry. Cigg, w ktérym wszystkie
wyrazy sg dodatnie, jest juz przez to samo ograniczony
od dotu; cigg, w ktorym wszystkie wyrazy sg ujemne,
jest oczywiscie ograniczony od géry. Tak samo cigg ros-
nacy jest zawsze ograniczony od dotu, a cigg malejacy od
gory.

Przyktady: Cigg an = — /z2-j-20n jest ograniczony od
gory, gdyz av < 101 dla kazdego n; nie jest natomiast ograni-

czony od dotu. Ciagg nsin2  — 100 jest ograniczony
od dotu, gdyz an > — 101 dla kazdego n, nie jest nato-
miast ograniczony od goéry; w rzeczy samej nsin2 —--- 100

bedzie liczbg wieksza od dowolnie wielkiej liczby dodatniej
M., o ile n bedzie liczbg nieparzystg wiekszg od Af-j- 100.

-1
Eiqg 100 1(1+( ')«}—<?n jest ograniczony od gory

i od dotu, gdyz tu
— 2<<an< 10001.

Tak samo cigg: av= 5—10sin2—, czyli: 0, —5, 0, +5,

0, —5, O,... jest ograniczony od gory i od dotu, gdyz dla
kazdego n jest |a, <6.



19. Granica ciagu.

Niech bedzie dany cigg: als a2) a——==an,...
Zbadajmy wyrazy tego ciagu pod wzgledem pewnej wias-
nosci (BK), t. j. zbadajmy, czy liczby naszego ciagu te
wiasnos¢ (B) posiadaja, czy tez nie. Wynikiego badania
moze by¢ trojaki:

1° Wszystkie liczby ciggu z wyjatkiem moze skoriczo-
nej ilosci liczb te wihasno$¢ posiadaja; bedziemy krétko
wyrazali te okoliczno$¢, mowiac, ze ,prawie* wszystkie
wyrazy ciggu te wiasno$¢ posiadaja.

2° Wszystkie liezby ciggu z pominieciem moze skon-
czonej liczby wyjatkow tej wiasnosci nie posiadaja, czyli,
powiemy, ,prawie” zadna liczba ciggu tej wiasnosci nie
posiada.

3° Ani 1°, ani 2° nie jest prawda, czyli jest w ciggu
nieskonczenie wiele wyrazoéw, te wiasnos¢ (B) posiadaja™
cych, i nieskonczenie wiele wyrazéwi, ktore tej wiasnosci
liczbowej (B) nie posiadaja.

Przykiady: Niech dany bedzie cigg:

e —, a w+asno§cia Iicz%owq (ESX gedzi‘e:

»liczba a? jest mniejsza od jednosci”. Utozsamijmy cc z liczba-
mi naszego ciagu: 0,1000,0,500,0,", 0, 250,.; <] po

siada zagdang wihasno$¢, a2 jej nie posiada, a3 posiada i t. d.;
zastanowiwszy sie chwile, przyjdziemy do przekonania, ze
»prawie" wszystkie wyrazy danego ciggu posiadajg zadang
wiasnos¢ (B”), gdyz tej wiasnosci nie posiadajg tylko te
wyrazy ciggu, ktorych wskaznik jest parzysty i mniejszy
od 2000, czyli jest liczba skoriczona wyjatkow.

Niech dany bedzie ten sam cigg, a wiashoscig (Bz)
niech bedzie: ,liczba c jest wieksza od 10“ Utozsamijmy
o z kolejnemi liczbami ciggu. Jasna rzecz, ze ,prawieu
zadna liczba ciggu tej wiasnosci nie posiada, gdyz wrarun-



kowi zadanemu czynig zado$¢ tylko te wyrazy ciggu, kto-
rych wskaznik jest parzysty i mniejszy od 200.

Niech dany bedzie ciagg an=n, t. j. ciag 1, 2, 3, 4,
5 ...,Nn,..., awlasnoscig (IF) niech bedzie: ,liczba a? jest
parzysta“ i sprobujmy utozsamic liczbe x z wyrazami na-
szego ciggu. Okazuje sie, ze jest nieskonczenie wiele wy-
razéw naszego ciggu, czynigcych zados¢ zadanemu wa-
runkowi, ale jest takze nieskonczenie wiele wyrazow,
ktére nie spetniajg tego warunku. Zdanie wiec: *prawie
wszystkie wyrazy danego ciagu sg parzyste, bytoby fatszywe.
Tak samo falszywe byloby zdanie: ZXprawie  wszystkie
wyrazy naszego Ciggu sa nieparzyste.

Jezeli zachodzi przypadek 1° t.j. jezeli ,prawie"l
wszystkie wyrazy naszego ciggu dang wiasno$¢ posiadaja,
to zawsze istnieje pewien wskaznik n0, taki, ze wszystkie
wyrazy o wiekszym wskazniku (t. j. dalsze) te wkasno$¢ bez
wyjatku posiadaja: gdy n>n0, to an posiada wiasnos¢ (TF).
W rzeczy samej, z zatozenia wynika, ze istnieje skonczona
liczba wyjatkow, np. k wyrazow wyjatkowych o wskazni-
kach rosngcych nvl tak iz frere” @nk sg
jedynemi wyrazami danego ciggu, nie spetniajgcemi wa-
runku (bF). Wystarczy wzig¢ nl =njc; dlazz>«0, an spet-
nia¢ bedzie warunek (IF).

20. Przypusémy, ze cigg nasz posiada wiasno$¢ na-
stepujaca: jakkolwiek wielkg liczbe M wybierzemy, ,,pra-
wie" wszystkie wyrazy naszego ciggu s od M wieksze;
innemi stowy, poczawszy od pewnego miejsca, wyrazonego
wskaznikiem 0, wszystkie wyrazy ciggu sg liczbami,
wiekszemi od M. Jesli to zachodzi, mowimy krétko, ze
cigg dazy do nieskonczonosci lub rosnie nieograniczenie,
CO Oznaczamy, piszagc aw—>-00, gdy n  00.

Uwaga. Nie mozemy traktowaé *nieskorczonosci !
i symbolu o0 na réwni z innemi liczbami. Chociaz czesto



bedziemy uzywali terminu ,nieskorczonos¢” dla wiekszej
wyrazistosci i dla skrécenia, to jednak uzywac bedziemy
tego terminu tylko w pewnych zupetnie okreslonych zda-
niach, ktorych sens zostat uprzednio ustalony przy pomocy
osobnej definicji, tak iz kazde zdanie, zawierajgce termin
»hieskorczonos¢" lub symbol oo, mozemy na mocy tylko
co wspomnianej definicji zastapi¢ przez inne zdanie, nie za-
wierajace tego terminu. Poprzednio juz uzywalismy wyrazu
»hieskonczonos¢" w zdaniu takiem jak: ,liczba wyrazéw
ciggu jest nieskoriczona"; to znaczy, jak wiemy, ze liczba
wyrazéw jest wieksza od n, jakkolwiek wielkg jest liczba
catkowita dodatnia n. Teraz nauczyliSmy sie uzywac ter-
minu ,,nieskonczono$¢" w zdaniu takiem, jak: ¢, dazy do
nieskorczonosci wraz z n, jesli tn=z42". Jest to skrécone
i symboliczne wystowienie, majgce zastgpi¢ nastepujgce
dtuzsze zdanie: Jakkolwiek wielkg wybiore liczbe moge
do niej dobra¢ taka liczbe nO, ze, poczawszy od wyrazu
o wskazniku n0O, wszystkie wyrazy ciggu sg od M wieksze.
Fakt ten stwierdzamy, oczywiscie, przez dyskusje odpo-
wiedniej nieréwnosci; tutaj np. nalezy stwierdzi¢, ze nie-
rownoscé

jest spetniona ,,prawie" dla wszystkich wartosci n; w rze-
czy samej, na to, by n2>Jf, trzeba, by n=\p/; wystar-
czy, oczywiscie, wzig¢ za n0 najwieksza liczbe catkowita,
zawarta w \jM, czyli E*MV, wszelka liczba catkowita n,

wieksza od takiej liczby nl = bedzie réwniez wigksza
od \jM, a wiec warunek zadany bedzie spetniony, gdyz
liczba bedzie wieksza od M, skoro tylko n">n0.

Ciag, ograniczony od gory, nie moze, oczywiscie, da-
zy¢ do nieskonczonosci; jesli cigg nie jest ograniczony od
gory, to moze dazy¢ do nieskoriczonosci, ale nie koniecznie;
tak, np. ciag, przytoczony poprzednio jako przyktad ciagu,



ktory nie jest ograniczony od gory, mianowicie cigg
a,,=nsin2™ —100, nie dazy do nieskoriczonosci; w rze-
czy samej, jesli n jest liczbg parzystg, to an =— 100.
Przyktady. Jezeli an=nsin2™ + (m + 1) cos? ™, to
> (0 dla n—> oo; wystarczy zauwazy¢, ze an n.
Jezeli ¢h = —n, to a,,-> 00; wystarczy zauwazy¢,
ze a,> M, skoro tylko n>n0, gdzie
n0 = 50 + E $V 2500+ 10®5$.

Jezeli a,, = N2sin2™p '-t)r/], to aM->00; wystar-

czy zauwazyé, ze tu an  n.

21. Granica zero.

Dajmy na to, ze cigg nasz posiada nastepujaca wias-
nos¢: jakkolwiek mata jest liczba dodatnia e, Z*prawie
wszystkie wyrazy ciggu maja warto$¢ bezwzgledna, mniej-
szg od e, t. j. kazdej liczbie e>0 odpowiada pewien wskaz-
nik ntil taki ze, skoro tylko n>n0, to |an|<e; ten
wskaznik n0 zalezy wogole od e, dlatego tez zamiast
piszemy czesto n0(e). Jezeli taka wiasnos¢ zachodzi, to mé-
wimy krétko, ze cigg dazy do zera, i piszemy an->0 dla
N—>-00, lub limaM=0; to samo wyrazamy, mdwiac, ze

granica ciggu jest zero.
Przyktady-. Jezeli aM="*, to limaM=0O; w rzeczy sa-

o1 o
mej, - <_e, skoro tylko n i jesli wiec n0 = EI-I, przy-
Czem zakladamy e<1 to n>n0 Docigga nierownosc
w<e gdyz |aw|=4<_ 4 _. . ;
nn—Z- - lecz e 1 > czyll



G e R —— Nr<
7 Pwoch nieréwnosci \an <<—t-tt i | 720_'[ Ir e,

Wynlka \an|<e, co trzeba byto Wykazac.

Jezeli = to lim<7, = 0; wystarczy tu przyjac
= dla 8<1.
Jezeli a,,—l—sln - to)ir)rlocz,,—o wystarczy zauwazyc,
ze dalej jak w przykfadzie pierwszym.
Jezeli a, — (—NDN™t-t 4 |im an = 0; wystarczy zau-

wazyé, iz |anl<<-.
1
Jezeli «n="{1 + (—1M}, to lim an=0O; wystarczy

2
zauwazy¢, ze |« < a wiec, jezeli n0 tak obierzemy, by

nl = £’(-1j, to Nn>nN0 pociggnie |av|<e<l.

22. Granica g (dowolna).
Symbol an—>-g dla n—-00 lub lim<zn=(7 oznacza,

ze an—g dazy do zera. Mowimy wtedy, Ze granica ciggu

¢2, a3,..., an,... jest liczba g; orzeczenie takie jest
réwnoznaczne z oOrzeczeniem, ze granica ciagu at—gt
a2—9- an—dg...... jest zero. A wiec ,,prawie”

wszystkie wyrazy tego ostatniego ciggu sa, co do wartosci
bezwzglednej, mniejsze od e, gdzie e jest dowolnie malg
liczba dodatnia.

Mozemy wiec nasze pierwotne okreslenie przeksztatci¢
w sposéb nastepujacy: jezeli kazdej liczbie dodatniej do-



wolnie matej e odpowiada taka liczba n0 (s), iz nieréwnos¢
N>nN0(s) pocigga nierownos¢ \an—g <e, to wtedy i tylko
wtedy lim a*-=g.

Uwaga. Zastrzezenie, ze nl ma by¢ catkowite, nie po-
siada bynajmniej znaczenia zasadniczego i moze by¢ na-
wet zupetnie pominiete, o ile przez nl oznaczamy nie ko-
niecznie wskaznik, lecz wogdle liczbe, posiadajacg te wias-
no$¢, ze wyrazy ciggu o wskazniku n, wiekszym od no,
posiadaja zadang wiasnosc.

Przyktad: Jezeli an-= N r to liman=1 W rzeczy

n-+

e b n-__ 1 . T .
samej h Tl al bedzie si¢ réznito od 1 mniej,

niz oe jesli n

Jezeli an= ~F— to lim =4, w rzeczy samej
N 12=1Tr1| czyu — =czyli skoro tylko
n>; k' t0

Jezeli ai =\In4-\J n, to liman=|; w rzeczy sa-

. . \In \N-\-\jn—ji<
mej, an = = = an —
Vin+\M+ + 2;yrz, + VA + V7|
g an\<§[]f_l:\l_r_1::}l_n,_1 « //[ Fo wystarczy te-
A\jn 4 Vn J

1
raz zbadaé nieréwnosé {d+§l‘— I<4e, ktéra daje nam
'

1 ! £ 1 1 Wi% W'
N=<Ble2(I-HJe)2 PONEWAZ prer—6deFH-2e)

H n 1 H H 4 AA |
dzimy, "ze n 64 ey POCIAga nierownos¢  —an <e, co



by’fo do okazania. Jezeli, np., to S 156,2...;

100
wystarczy wzig¢ n> 156, by an réznito sie od | juz mniej,
niz o jezeli, np.,, N=132, to an = — 13=0,4907...
i roznica | — an =0,0092.... jest istotnie mniejsza od y”.

Okreslilismy wiec, co znaczy, ze aw->Z7, an—>0, aM—>- 0o,
gdy n rosnie nieograniczenie. Pozostaje jeszcze do wyjas-
nienia znaczenie symbolu an—----00; 0Oznacza to po-
prostu, ze —an—> 00, gdy n ro$nie nieograniczenie. Tak,
np., an-"----oo, jezeli an=1000z&— n2

23. Zobaczymy, ze sg ciagi, ktore nie daza do zadnej
granicy, ani do 0o, ani do — 0o. Zanim podamy odpo-
wiednie przyktady, udowodnimy nastepujgce:

Twierdzenie. Jezeli lima,, istnieje, to jest, jesli ciag

at, az2,..., posiada granice, to poczawszy od pew-
nego miejsca warto$¢ bezwzgledna roznicy dwéch jakich-
kolwiek wyrazéw ciagu jest mniejsza od e. Czyli inaczej:
jakkolwiek matg jest liczba dodatnia e, istnieje wskaznik

-0 taki, ze jezeli Nn=>nN0 i to \aH—am <e.
Mowiac, ze cigg dazy do granicy, tem samem wyklu-
czamy przypadek, gdy >-00 lub —o00. Tak wrgc,

na mocy zatozenia, jest an—vg" gdy n—> co. Istnieje wiec

. e
taki wskaznik n0, ze skoro tylko zi>n0, to ,al—g Je-

zeli wiec i ?n>n0, to i \an—9 <5 lecz z tych dwéch

nierébwno$ci wynika an—  <<e; wystarczy bowiem zau-
wazy¢, ze an—an=an—g-j-g— an= (aw—S) + Gz— a™)
i napisac ze X |y|, t. . ze warto$¢ bezwzgledna

sumy jest mniejsza od sumy wartosci bezwzglednych skiad-
nikdw, lub conajwyzej tej sumie roéwna; utozsamijmy
X Z an—g, Yy . g— am; nierownos¢ \x-\-y\<?x 4- y



daje wiasnie an—am < an—qg\-\-\am —g\ < + 5, czyli,

rzeczywiscie, an—am <.e, co byto do okazania.'

Stad wniosek nastepujacy: jezeli istnieje okreslona
liczba dodatnia a taka, iz dla dowolnie wielkich wskaznikéw
n i m jest \an—am\>a, to nasz cigg nie posiada granicy;
nalezy to rozumieé¢ w ten sposéb, iz wsrdd par wskaznikow
ne i mx takich, ze \ani— ami> a istniejg takie, dla ktérych
i nx i mx wieksze sg od liczby n0 dowiolnie wielkiej. Tak
wiec nie znaczy to wecale, by nieréwno$¢ \aM— am|>cc byta
spetniona dla wszystkich wskaznikbw n i m wiekszych
od n0, wystarczy, by nierbwno$¢ ¥Ya — a\~>cct zachodzita
dla niektorych tylko par n, mXl byle tylko wsréd tych par
wskaznikéw! n, i mx byty takie, w ktérych i nci mx prze-
wyzszajg dowolnie wielka liczbe.

Dowdd przez sprowadzenie do sprzecznosci. Niech
e =cc; jezeli istnieje granica, to mozna znalez¢ liczbe nO,
taka, ze, skoro tylko i m>n0, to an—all|<e — a;
wybierzmy wskazniki n i m z po$rod tych par nl, mXl
przy ktérych \ani—ami=a, z zachowaniem warunku
M=>n0 i 7i1>nN0, co, jak wiemy, jest mozliwre; jesli teraz
nN—n i m=mX to mamy \ani —awi <a, bo nx=>nil
mv=>n0t ale jednocze$nie takze all — a#tl|=a; doszliSmy
wiec do sprzecznosci, co dowodzi, ze istnienie granicy jest
niemozliwe, o ile spetnione s warunki zatozenia.

Przypusémy, ze dany jest cigg: an= cosrt(n — 1), t. j.
cigg: 1, —1, -j-1, —1,....; albo inaczej «n=1, jezeli
wskaznik jest liczbg nieparzysta, an= — 1, jezeli n jest
liczbg parzysta. Poniewaz cigg ten jest ograniczony od
gory i od dotu, nie moze tii ani an—>- oo, ani an—>-— 00.

Ciag ten nie dazy réwniez do zadnej granicy g\ w rze-
czy samej, jezeli a oznacza dowolng liczbe dodatnig mniej-
szg od 2, to \aw— am > a dla wszystkich tych par wskaz-
nikdw nx i mXl dla ktérych = liczbie nieparzystej,



gdyz w tym przypadku |ani —ami|=2; cigg granicy nie
posiada.

Drugi przykiad an—(—l)w A +]:|-_/\2 () (Zg+1 --
1 1 \2 _O/\ 2
- +i|= I—S—I} 1——r 2_73_-|-|""’_?I

jezeli p=>4 i g=4, to |a5p—agg+||>l, skad wniosek, ze
cigg granicy nie posiada.

24. Jezeli nieskoriczenie wiele wyrazéw ciggu rowna
sie jednej i tej samej liczbie a i jeSli cigg zmierza do gra-
nicy g, to g=a

Dowod przez sprowadzenie do sprzecznosci. Niech
gjpa; poczawszy od nll t. j. dla n=>n0 jest |a,—
wybierzmy z posréd wskaznikow wiekszych od n0 wskaznik
nv ktéremu odpowiada wyraz réwny a, co jest, oczy-
wiscie, mozliwe, bo gdyby takich wskaznikow ni wiekszych
od n0 nie byto, to liczba wyrazéw ciagu, réwnych a by-
faby skonczona, wbrew zatozeniu; otrzymamy |aMl — g\ =
=\a—g\<&> gdzie s dowolnie mata liczba dodatnia;, wy-
starczy wzigé e = a—q\, by sprzecznos¢ uwidocznic.

25. Jednoznaczno$¢ granicy. Ciag moze nie posiadac
granicy, lecz je$li posiada, to tylko jedna.

Dowdd przez sprowadzenie do sprzecznosci. Niech dwie
liczby g i gv przyczem g 4= gk beda granicami jednego
i tego samego ciggu: at, a2 a3l...l an,.... Liczba g jest
granica, to znaczy, iz liczbie dodatniej e odpowiada wskaz-
nik n0, taki, ze nierbwno$¢ nN>n0 pocigga nieréwnosc¢
an—< <e; liczba <l jest granica, wiec, o ile Nn>w2 to
an— Niech u oznacza wiekszag z dwoch liczb
n i nt; dla Nn>v spetnione sg obie nieréwnosci |[an—"|<e
i an—Si|'<e; lecz g— gx = lg— On)4-(aw — gx\ przecho-
dzac do wartosci bezwzglednych, otrzymamy:



\g — 91\<, \g — «n| + KTi— «n|, czyli dla n>v, \g—"1,|<2e;
wystarczy wybra¢ e="™"\g — by sprzeczno$¢ uwidocznic.

Cigg, ktory posiada granice, nazywamy zbieznym.
Ciagg, ktoéry nie posiada granicy lub zmierza do 4~ 00 lub
do — 00, nazywamy rozbieznym.

26. O ciggach, utworzonych z wyrazéw ciagu danego.
Wyijasnijmy, co znaczy utworzy¢ cigg z wyrazow
ciggu:

°I» (4)
Utwérzmy ciag:
uv ul udv..., : (5)

W nastepujacy sposOb: ut wybieramy zupetnie dowolnie
z posrod wyrazéw ciggu (4); niech, np., 17=0"; t22 wy-
bieramy z posréd pozostatych wyrazow ciggu (4) po od-

rzuceniu wyrazu = niech u2 = ak2, ud wybieramy
z poéréd pozostatych wyrazow ciggu (4) po odrzuceniu
wyrazow ON==" | = it d W ten sposéb zaden

wyraz ciggu (4) nie moze by¢ wziety dwa razy. By powstat
cigg nieograniczony (5) musimy wybiera¢ wyrazy wedtug
pewnego prawa, lecz prawo to musi by¢ tego rodzaju, by
zaden wyraz nie byt wziety dwa razy, zgodnie z tylko co
podanem wyjasnieniem. Jezeli to zastrzezenie bedzie spet-
nione, to w ciggu (5) moga by¢ wyrazy réwne, (t. j. rowne
jednej i tej samej liczbie), tylko w tym przypadku, gdy
i w ciggu pierwotnym (4) sg wyrazy réwne.

Ciag, utworzony z wyrazOw ciggu zbieznego jest zbiezny
i zmierza do tej samej granicy.

Poniewaz cigg (4) zmierza do g, wiec nieréwnosé
;an— gdzie a jest dowolng liczbg dodatnig, moze
by¢ spetniona tylko dla skoriczonej liczby wyrazéw a,,, na-
tomiast nprawie“j zawsze zachodzi nierbwno$¢ przeciwna.

*) Wyrazu ,prawie*! uzywamy zawsze w znaczeniu, ktére zo-
stato poprzednio Scisle okreSlone.



Zbadajmy teraz nierdwno$é

\un—og\>a (6)
Poniewaz wyrazy uw zostaty wybrane z posrod wyrazéw
all ciggu (4), wiec nieréwno$¢ (6) moze by¢ spetniona takze
tylko dla niektérych wartosci wskaznika m\ ,,prawie” zaw-
sze wiec musi by¢ spetniona nieréwnos¢ przeciwna

K —g\<«,
a zatem - X 0.

Rozumowanie powyzsze stosuje sie i w tym przypadku,
gdy wyrazy ciggu (5) wyczerpuja wszystkie wyrazy ciggu
(4), t. j. gdy kazdy wyraz aH ciagu (4) zostat wiaczony
w skiad ciggu (5). Méwimy wtedy, ze ciagi (4) jp(5) réznig
sie tylko porzadkiem.

Jezeli zmienimy porzadek wyrazéw ciggu zbieznego,
to otrzymamy nowy cigg zbiezny, ktéry bedzie zmierzat
do tej samej granicy.

27. Podamy teraz szereg wiasnosci, ktérych dowdd jest
bardzo tatwy i ktére wynikajg odrazu z okreslenia granicy.

Jezeli an—"g, to > \g\,
dla dowodu wystarczy zauwazy¢, ze

I[N —\g\ <\<in—q\.

Jezeli aw-"g, to -0\
dla dowodu wystarczy zauwazy¢, ze:

\—awv—<——g)\=\a,, —q\.

Jezeli an—>- 00, to -—> ().

Uh

W rzeczy samej, dla dowolnie matego >0, nieréw-
no$¢ an spetniona jest ,,prawie" zawsze, a wiec ,,prawie™
zawsze spetniona jest nierownos¢

1 ' oaal S
0 e co dowodvi' Zey: >-{).

Jezeli an—'-----00, to----->0.



W rzeczy samej, —an—--j- a wiec-----—--- >0, ale

w takim razie i i 0.
I<7n| «n

Odwrotne twierdzenie nie jest prawdziwe.
Naprzyktad: aw=—(?T-L-D-t9- >0, lecz - nie dazy ani do

G/h

-|- oo, ani do — oo.

Jezeli an-~g, bm->-g\ i jezeli g~>g\ to Z*prawie
zawsze an>6n

Poniewaz an—>-g, to *prawie zawsze an=>g-e; po-
niewaz - g\ to ,prawie" zawsze bn<.g' -j-e. Istnieje
wiec taki wskaznik u, ze dla n>u obie powyzsze nierow-
nosci bnkg -f-e i aw>0—esg spetnione; jesli e<|(y —.(/),
to g-\-e,<.g—e; a wiec bn<dg'-j-e<g— to jest
bn < On-

Jezeli *prawie zawsze an =bni i jezeli an—>gsbn g\
to g~>0g\ czyli liman limbn Dowdd przez sprowadzenie

n—>00 n—> 00

do sprzecznosci.

Whnioski: jezeli an—g i <7>0, to *prawie zawsze

0,,>0; jezeli fprawie zawsze on>() i jezeli an g to

jezeli an—>qg i </<(), to *prawie zawsze aw <O;
jezeli *prawie zawsze a,,<O i jezeli an->-g" to g<”"0Q;
jezeli w ciggu av 02 03,...., an.... nieskonczenie wiele
wyrazéw jest dodatnich i nieskohczenie wiele ujemnych
i jezeli an—>-gl to g=0.

Jezeli ,,prawie™ zawsze an<bn<.cnt i jezeli an-"g,
bn-~*g\ Cn-*g", to g<g'<g".

Jezeli ,prawie"” zawsze an <.bi<.cn i jezeli an 0,
cw—>0, to i 6,,->0. W rzeczy samej, dla dowolnego e>0
*prawie zawsze an <<e i [cnj<e, a wiec takze ,prawie"
zawsze |dw <e, co dowodzi, ze bn Q.

Jezeli ,prawie" zawsze an<.bn<cn i jezeli aM-—



to bn->g. Stosujemy poprzednie twierdzenie do
a» - g<bn—g<cw—g\ poniewaz (an-#)-"0, (c,—#)->0,
to i (&»—#)->(), skad bn-"~g.

Jezeli ,,prawie" zawsze an<bn<cni jezeli bn-yg i je-
zeli (eM—an)—>0, to an—-yg, cn—yg. W rzeczy samej,
cn g=cn bn-J-bn g=(tn—06,)-j-(6rh—g"), \w—g

cn — 6, -j-\on—g\<\cn—On\-\-\bn—q\; poniewaz ,,pra-
wie" zawsze \ch—a,,|<e, \bn—g <.& na mocy zatozenia,
wiec ,prawie” zawsze fc —#|<2e, skad cn @

28 Granica sumy, roéznicy, iloczynu i ilorazu.

Jezeli an—>0, to kan—>-0, gdzie k jest liczbg stala.
Albo inaczej; jezeli cigg aX a2 a3l..., aW)... dazy do zera,
to cigg kal, ka»> ka...., kan,... takze dazy do zera.
W rzeczy samej, dla dowrolnego e>0, nieréwnos¢

w <Fi

jest spetniona ,,prawie” zawsze. Stad wynika, ze nierowno$¢
\kan <e
jest takze spetniona ,,prawie" zawsze; a wiec kan—-o.
Jezeli wiec wyrazy ciggu, dazacego do zera, pomno-
zymy przez te samg liczbe k, to granica nowego ciagu
bedzie réwniez zero.
Jezeli an-yg, bn—yg', to an-j-bn  g-j-g'\ albo ina-

czej: jezeli ciagg av a»> ag3,..., an,... zmierza do granicy#,
a cigg bn b2l b3l...., bH)... zmierza do granicy § to ciag
> 02, «3+ 03,...., an-j-bni.... zmierza do gra-

nicy g+
Z zatozenia wynika, ze nieréwno$é \au— jest spetniona

wprawie" zawsze, t. j. dla 7i>p., a nierébwno$¢ |dw—qg\

takze ,prawie” zawsze, t j. dla w=>Vv; niech nl oznacza
wiekszg z dwoch liczb p. i u. Jezeli n>n0, to obie po-



przednio napisane nieréwno$ci beda spetnione. Na zasadzie
twierdzenia o sumie warto$ci bezwzglednych mozemy na-
pisac:
(zh — S) ~F (3« —9™M\\°n 9 4" 9 <fi
albo inaczej
(«n~F6n)-- (#4"9) £
skoro tylko n=>n0, t. j. ,prawie" zawsze; a wiec
(at + bn)-=>g+ 9\
czyli lim (an -j- 6n) = hm a« 4~ I'm
li—CC M —=CO n—* 00
A zatem granica sumy roéwna sie¢ sumie granic, zato-
zywszy oczywiscie, ze skladniki granice posiadaja.
W podobny sposéb udowodni¢ mozna, ze
lim(un—=6n) = limaw—Ilim 6m; zresztg wynika to wprost
Z poprzedniego, bo, r!ich(aM — 6l) = Ii>n610 {an 4~ (—6,)} =

==lim an + lim (—6,) = lim an — lim bn, o ile te granice

n—>cc n—>co >co nN—>00
istnieja.
Stad wniosek: jezeli lim a, = lim bUl to lim (&zh — 6n) =
n—>cc u— 00 n—1o00 |\

= lim ann— lim 6Nn=0.
Jezeli a,,->0, a \W\<M dla kazdego n, to an bi
t. j. jezeli ciag
°1) fI3,«¢vi <Hi"11
zmierza do zera, a ciag
63,..., 6n,...
jest ograniczony od gory i od dotu, to ciag
(6 (>6g,  6g,..*, (Zn6n, .o
utworzony z iloczynéw odpowiednich wyrazéw dwdch da-
nych ciggbw, zmierza takze do zera.

W rzeczy samej, nierdbwnos¢ ank™ zachodzi ,,pra-

wie" zawsze, nierébwnos¢ zas 6n < M dla kazdej wartosci
ztad wynika, ze nieréwnosé



Onb\< .M, czyli anén<e

jest spetniona ,prawie” zawsze, co 0Oznacza, ze granicg
an.bn jest istotnie zero.

Jezeli «,,—>-() i bn—>0, to aHbn-~0. Dowod podobny
do poprzedniego.

Jezeli aH—q, bnr™*g\ to aw. bH—>g.g, t. j., jezeli cigg

@2, a3,...., an,.... dazy do granicy g a ciag D2,
b3l..., bH,... zmierza do granicy‘<7, to ciag avbXl a2b2l
0363,..., awbnv.. zmierza do granicy Yg

Mozemy napisa¢t al =g4-zn, bh=(g' 4- gdzie
t#ne=€zM—qg i yn =bn—g' na mocy zalozenia zmierzajg

do zera; aHbn =gg' 4 41NN
anba — gg' = gi)n4-g'un 4~ tVn,
lecz lim (gw 4- g'un 4- = Hm gi)n 4- Hm g'un 4~
n—>co n—> 00 n—>co

4- Hmunvn = 0; tak wiec lim (anbn— gg,) = Q! skad

n-—>co u-=>
lim aHbn = gg\ co piszemy takze anbn—>gg'.
A zatem granica iloczynu réwna sie iloczynowi granic,
przy zatozeniu, ze granice czynnikOw istnieja.
Cwiczenie. Udowodni¢ to samo twierdzenie bezposred-
nio przez badanie réznicy anbn —tyg

Whniosek. Jezeli aw™-gl to kaa—- kg; wynika to z po-
przedniego, przy zatozeniu, ze bn =k dla kazdego n; k jest
liczbg stata.

Jezeli (in->g, przyczem g =} 0, to t. J. jezeli
ciag tzt, adl..., ani... dazy do granicy g 0, to ciag
utworzony z ficzB odwrotnych L A1 L zmierza

& A a8
do granicy L

Poniewaz g 4= 0, to od pewnego migjsca, t. j. dla n=>n0
zaden z wyrazéw aw nie réwna sie zeru; jezeli dla

Rachunek rézniczkowy i catkowy. 4



zdarzy sie, ze aH =0, to odpowiadajacy mu wyraz w ciggu dru-
gim opuszczamy; opuszczonychmiejscbedzieliczbaskoriczona.
Poniewaz an™g, to dla n>p.,

|«n| =\an ~ g\<<~, czyli N\g < an <f g,

2 1< k<2 .
skad QoW
- L 1] \an—qg\
zauwazmy, ze g aH—g. al\—\g\.\aw"

. 1 1 (‘onj 2 |7n|
a Wige g an<M W= \gt!
poniewaz un= aw— g —>0, wiec istnieje taka liczba u, ze
dla n>v, jezeli teraz nl oznacza wieksza
z dwoéch liczb p i u, to dla n>/z0

L Zigtg A=
9 « IZ g \- e
czyri ..prawieu zawsze--:-l‘---:-l-‘-<e a wieC 'Ilm:I—_éL—'
g (o n>00 0» d
albo inaczej hnlo#_ﬂ'ri"z} o ile lim an istnieje i nie row-
na sie Yeru.

Jezeli on—>g" to t- j. jezeli ciag
on o2, ¢3,.., on,.. dazy do granicy g, a ciag o3r..,
bnv. do granicy § przyczem @ 40, to cigg ilorazéw
0, @Y an . . q
Bt’L, 22-, > |, Zmierza ku granicy g

Istotnie. — =an lim °-=1lim o»,. 6 .-

bn *n n—»co n—>o00 ' bn
- liméz,,
n—>;) I”ln—>a£ i?lm N—>00 hnlllr?ﬁ’bnp_hm oM g\ zatem

*) Zamiast lim an >ed.ziemy czasami pisali wprost liman, o ile to

nie pociaga dwuznacznosci.



granica ilorazu réwna sie ilorazowi granic, o ile granice
dzielnej i dzielnika istniejg i ta druga granica nie réwna
sie zeru.

Laczac twierdzenia o granicy sumy, iloczynu i t. d,,
mozemy otrzymaé bardziej ztozone wyniki; tak, np. o ile
an™~g, bn-*g', (n-~g", to <an-\-bn>n*(g-\-g,)g". W ten
sposéb dojdziemy do nastepujacego ogdlniejszego twier-
dzenia o granicach:

Jezeli an—>g, bn™~g", cn>-g", to [?(«,, D, <?,)>

R-(9,0\Qg"), gdzie B{x?,z) oznacza funkcje wymierna,
t. j. iloraz dwoch wielomiandbw wzgledem x, y i z, przy-
czem twierdzenie sie stosuje o ile mianownik w wyrazeniu

6n, cN) nie zdgza do zera.

Oczywiscie, zamiast trzech ciggbw i trzech granic,
mogtoby ich by¢ wiecej, byle tylko liczba skoriczona.

Pravktady: Znalesd . Lo M3 MmN Ty
rzyktady: Znalez¢ granice wyrazenia i - 10N — o
gdy n—a00.
e —
n34-5n2 + ? l
273+ 10N —5 = 10---- 5’ W danym wypadku mamy
2 M
do czynienia z funkcjg typu:
\n r:l'z n_3’:
granice zmiennych ~réwnajasie zeru; tu A(0,0,0)=|,
: N3 + 5n24-7
a Wiec 2n3+ [On— 5"
Znalez¢ granice wyrazenia
AOnP + 4- A2nP-2+ ... + Ap-in A-Ap

Bohp + Bihp-* + R2nP-- +V + Bp.tn + Bp

tj. ilorazu dwoéch wielomiandéw stopnia’) wzgledem n,przyczem
Nof So, A,... sg spotczynnikami liczbowemi; Bo 410.



Mamy tu B (— = . .
" 581l—31— + 31-4+...
n n
lim7i?(-) =-#(0) = ";
\nl Bo
. AQTlp  A\YI 1-j- ..~ Hp—|~
tak W1?C B.np\/Bvnp-i +... + Bp_ xn+Bp  Bo

Jezeli licznik jest wielomianem stopnia nizszego niz
mianownik, to w poprzedniem o =0, R(0)=0 i granica
naszego wyrazenia jest zero.

Jezeli stopien licznika jest wiekszy od stopnia mia-
nownika, nie mozemy stosowac tego samego rozumowania,
gdyz przypadek Bo =0 jest wykluczony.

Wtedy i

+ + =n2,_¢ J"+ j4|,, + vl=,,=+-"

+ 3sn«-= —+.. BUI , 1TA 1T
przyczem p=>gq, a Bo 0, Ao=-0. RoztozyliSmy nasze wy-
razenie na dwa czynniki, z ktorych pierwszy Tip—a dazy

do nieskonczono$ci, a drugi zmierza do =3 O; siad bar-

dzo tatwy juz wniosek, ze nasze wyrazenie dazy do nie-
skorczonosci.

29. Zbadajmy jeszcze cigg (postep geometryczny):
P zy>2]' 2yi3 wH

Rozréznimy kilka przypadkow:

1° <r>l. W takim razie cigg rosnie nieograniczenie,
czyli >00, gdy n—>-00. Udowodnimy, ze poczawszy
od pewnego miejsca wyrazy jego sg wszystkie wieksze od
dowolnie wielkiej liczby M.

Niech re=I-|-c?, gdzie d>O0;



N=(1+ + + -2A-nd x#-d

>1-4nd, poniewaz wszystkie skiadniki poprzedniej sumy
sg dodatnie; tak wiec xu=\-\-nd, gdzie d=x—1>0;

jezeli teraz M_—l, to \ 4-nd= M\ a wiec tem bar-

dziej n=>M, t. j. x*-"-00, bo ,prawie" wszystkie wyrazy
naszego ciagu sa w tym przypadku wieksze od dowolnie
wielkiej liczby M.

2° rc=1; wtedy xn=I; wszystkie wyrazy ciggu réwne
sg jednosci, a wiec lima?n=1.

3 0<7-r<71- Wprowadzmy liczbe odwrotng y =~
%> 1, w takim razie on = A lecz 00,- gdy N-" 0o,

a wiec ——>-(), t. j. xn—>0.
wige —-—>(), t. . X

4° 1t =0; wtedy an= 0, wszystkie wyrazy ciagu réwne
sg zeru, limxH=0.

5° — 1<<6c<0. Wprowadzmy liczbe przeciwng 7/ = -";

wtedy 0<2/< 1, 8 = (— Dn.4/n; ale 0, wiec x? =1
réwniez zmierza do zera, a zatem t!—>-0.

6° x<_— 1. Wprowadzmy liczbe przeciwng 2% ——X,
wtedy ?/> 1, yn—>- 00, = (— Dnyn; cigg czeSciowy, utwo-

rzony z wyrazow parzystych, dazy do -j- 0o; cigg czesciowy,
utworzony z wyrazéw nieparzystych, dazy do— oo; w rze-
czy samej, jezeli n=2p, to x-p=yp i xtp-~00, gdy
p->- 00; jezeli N=2p—- 1, to a?P+1= — /2j,+1, a%~1——a00,
gdy p—>-00. Nasz cigg w tym wypadku granicy nie po-
siada; cigg, jak modwig niektérzy, wykonywa wahania nie-
skorczone.

7 =—1 wtedy an=(—Dn, xp=1 xPp+l=——1,



wyrazy sg kolejno -pi i —1; jest to cigg o ktérym mowa
byta poprzednio (1. 23). Granicy nie posiada.

Otrzymane wyniki dadzag sie stresci¢ przy pomocy
nastepujacej tablicy:

x<—1 X=—1 —I<®<0 x=0 0O<x<1 X=1 x>1

limxn  niema niema 0 0 0 1 niema

wykonywa wykonywa
XN wahania wahania ->0 ->-0 ->-0 -1 —+o00
nieskonczone skorczone

30. Ciag monofoniczny ograniczony.
Zatozenie; cigg jest niemalejacy i ograniczony od gory
albo nierosnacy i ograniczony od dotu, czyli

1) «@-C°3-Ce [
an<.M dla kazdego n\ albo
2) a g3 b i

an>m dla kazdego wskaznika n.

Whiosek (teza): cigg jest zbiezny, t. j. lim an istnieje.

Poniewaz oba zawarte w tem wystowieniu twierdzenia
mozna udowodnié w sposéb zupetnie podobny, podamy
tu dowdd tylko dla ciggu niemalejacego, t. j. przy zatoze-
niu: a a3 an<.M.

Podzielmy wszystkie liczby rzeczywiste X na dwie
klasy; do Kklasy nizszej zaliczymy kazda liczbe xT) ktéra
albo jest réwna jakiemu$ wyrazowi naszego ciggu albo
mniejsza przynajmniej od jednego wyrazu ciggu, t. j. jezeli
X =Xjn to musi istnie¢ taki wskaznik T, ze

oci
do klasy drugiej zaliczymy kazda liczbe xn, nie czyniaca
zado$¢ tylko co wystowionemu warunkowi, t. j. wieksza
od wszystkich wyrazéw ciggu, czyli

acn> (dla kazdego wskaznika n=1, 2, 3,..)



Ten podziat na dwie klasy jest przekrojem w dzie-
dzinie liczb rzeczywistych, bo:

1° Kazda liczba rzeczywista x nalezy badZz do klasy
pierwszej, badz do klasy drugiej.

2° Zadna z dwoch klas nie jest pusta, gdyz, np. liczba
ar nalezy do pierwszej klasy, liczba M do drugiej.

3° Kazda liczba pierwszej klasy jest mniejsza od kaz-
dej liczby drugiej klasy; jezeli Xj jest dowolng liczbg pierw-
szej klasy, to, na mocy okresSlenia tej klasy, istnieje wy-
raz ak taki, ze Xinak; jezeli xjr jest dowolng liczbg dru-
giej klasy, to xn>akl bo tego rodzaju nierbwnos¢ jest
spetniona przy wszystkich wartosciach wskaznika; z zesta-
wienia tych dwoch nieréwnosci wynika:

Xj < Xii

Przekrgj ten, jak kazdy przekr6j w dziedzinie liczb
rzeczywistych, wyznacza pewng okreslong liczbe g, ktora
jest, jak wiemy, albo najwiekszg liczbg pierwszej klasy,
albo najmniejszag liczbg drugiej. Ta liczba g wiasnie jest
granicag ciagu. W rzeczy samej, jakkolwiek mata jest liczba
dodatnia e, g—e nalezy do klasy pierwszej, a do
klasy drugiej, wskutek czego, jak byto wyjasnione przed
chwilg, musi istnie¢ wyraz a0 naszego ciggu, spetniajacy
nierownosc.

g— &<an <g-V-&;
jezeli Nn=n0, to ano™.ani lecz zawsze an<g wskutek
czego
g—e<ail<ai<g-+e,

czyli g— e ,prawie” zawsze, to jest dla kazdego n
wiekszego, od n0. A wiec an-~*g. Jasna rzecz, ze zaden wy-
raz ciggu nie moze przewyzsza¢ liczby g, tak, ze nierow-
no$¢ aH<g-\-e mozna zastapi¢ przez an<Lg, a nawet przez
nierébwnos¢ an<g, o ile w ciggu niema nieskoriczenie wiele
liczb rownych miedzy sobg (a wiec rownych g); w rzeczy
samej, gdyby ak =g, toi a™i*g; nie moze bowiem byé



< g=akl bo ciag jest niemalejacy; nie moze by¢ takze
ak4.i>g, bo fffcti nalezy do klasy pierwszej, a liczby klasy
pierwszej nie moga by¢ wieksze od g. Jezeli wiec ak =g"
to i wszystkie nastepne wyrazy ciagu, czyli ,prawie”
wszystkie rOwnajg sie g; w tym przypadku szczegolnym
liczba g nalezy do klasy nizszej naszego przekroju.

Dla ciggu niemalejgcego jest zatem zawsze a, lim </,

jezeli za$ ciag jest stale rosnacy, to a,,<lima,

Jezeli cigg monofoniczny nie jest ograniczony od gory,
co moze sie zdarzy¢ tylko przy ciggu monotoniczuym nie
malejgcym, to an-->co. Istotnie, wedle zatozenia, niema
takiej liczby J/, ktéra bylaby wieksza od wszystkich wy-
razow ciggu; dla kazdej liczby M mozna znalezé wskaznik
n0, taki, ze

jezeli Nn>n0, to an™-aM0>vH; a wiec ,prawie" wszystkie
wyrazy ciggu s§ od dowolnie wielkiej liczby M wiegksze;
dowodzi to, ze cigg dazy do -|~ 0O

Jezeli cigg monotoniczny (oczywiscie nie rosnacy) nie
jest ograniczony od dotu, w takim razie dazy do — oo,
czyli an—>- — oo.

31. Przykiad: lim e.

Przy pomocy tylko co uzasadnionych twierdzen mo-
zemy udowodnié, ze ciag:
t / 1\n
O & 57 oo -t
zmierza do granicy.
Udowodnimy przedewszystkiem, ze ten ciag jest rosnacy.

a 1 nh—11
L2
n(n——p-|-) 1 . n(n-N(n-2)...3.2.1 1

1.23..p np 1.23..(n=D.n n



jest to wzdr Newtona, rozwiniecie potegi dwumianu,
dla n catkowitego dodatniego. Przy pomocy elementarnych
przeksztatlcen otrzymamy:

p\ oznacza 1.2.3...p, t. j. iloczyny? kolejnych liczb sze-
regu naturalnego; n! = 1.2.3...n.

OtrzymaliSmy na a,, sume n-\- | skfadnikéw dodatnich.
Przypus¢émy, ze rozwineliSmy zupetnie w ten sam sposob
nastepny wyraz ciggu, t. j. <n+i; mozna to rozwiniecie
otrzyma¢ odrazu, zastepujgc w ostatnim wzorze n przez
72-j-1. Nowa suma skiadac sie bedzie z z—2 sktadnikéw
dodatnich; dwa pierwsze skfadniki pozostang bez zmiany,
wszystkie nastepne skiladniki powieksza sie; np. skiad-

nik  ——j zostanie zastgpiony przez skiadnik wiekszy

; ponadto przybedzie jeden nowy skiad-

nik; widzimy wiec, ze suma, wyrazajaca (n-J-l1)szy wyraz
ciggu, jest wieksza od sumy, wyrazajgcej n-ty wyraz;
a zatem:

nasz cigg jest rosnacy.

Dwie sg mozliwosci: albo cigg ro$nie nieograniczenie,
albo jest ograniczony od géry i posiada granice. Przeko-
namy sie, ze zachodzi tutaj druga ewentualnos¢: liczba 3
jest wieksza od wszystkich wyrazéw ciggu. W wyrazeniu

> o i / n—1I
V} kazﬂy Z czynnikow \I————m, \fl.nj_k‘.l ——————— o ——}est
mniejszy od jednosci; gdy wiec te czynniki we wzorze (7)
zastgpimy przez jedno$¢, to suma sie powiekszy, a wiec



a,,<l+1+1+ + +
eom+2/'11 cz¥* a« <<l + (1+ 2+22+emem+2/=1) =
=H-2G-DH<3.

Ciag jest zatem rosnacy, bo >an i ograniczony
od gory, bo dla kazdego n jest an<3, t. j. wszystkie wy-
razy sg mniejsze od 3. Cigg zmierza wiec do granicy; gra-
nice te przyjeto oznaczac liczba e; jest to liczba przestepna.
Mozna bytoby liczbe e obliczy¢ w sposéb przyblizony z do-
wolng doktadnoscig przy pomocy naszego ciagu, ktorego
wyrazy sg wartosciami przyblizonemi liczby e z niedomia-
rem, lecz musie!ibySmy wprzéd utworzy¢ inny ciag, ma-
lejacy, ktoéryby zdazat do tej samej granicy; wyrazy tego
drugiego ciagu bytyby wieksze od e. Taki cigg fitworzymy
zastepujac n przez — n w wyrazie ogélnym naszego ciggu;

1 \-(n+L)

wyraz ogélny nowego ciggu niech bedzie 6n=11 — S

Lecz obliczenie wartosci przyblizonych liczby e tg droga
jest w praktyce niewykonalne, gdyz otrzymane ciagi s3
bardzo wolno zbiezne; przypus¢my, np., ze chcemy obli-

czy¢ e z doktadnoscig do w takim razie bn —an <

poniewaz 5N=on \1-11—721 » p ige bn —ail = —-an.  skad
10 czyil n>\‘2,,ff@l; ponlewa& ™ms e—f(’)f\c; wiec
n>eAOIlc—1; tak, np., by obliczy¢ e z doktadno$cig do

*) Patrz éwiczenie N. 36.



jfoy, to n w fl—F -II\n nalezy wzig¢ wieksze od 270. Totez do

obliczeniae stuzg inne metody, o ktérych bedzie mowa pozniej.
UdowodniliSmy mimochodem, ze nie tylko

\n, __
rl—>m00 Ql = | =e, ale takze YI—“TOO ‘1] Y ==¢ przyczem
lim il |_|W oznacza poprostu | I|m b Y Doktadniej-

sze metody daja. 6= 2,718281828459045
Jako zastosowanie teorji granic, udowodnijmy jeszcze,

an
dla przykifadu, ze---- > 00, gdy n—> oo, dla «>1.
W rzeczy samej:
0= 14-6?, gdzie ri=>0; an=(14-dn=> d

(né— « ; gdy h->- oo, (—— )d2’\oo a wiec |9-r1- $-00

32. Granica jest liczbg, Wyznaczonq przez nleskonczony
zbior liczb danego ciagu. Granica zalezy wiec od liczb
danego ciggu, ale zalezno$¢ ta jest specjalnego rodzaju,
mianowicie granica nie zalezy od poszczegdlnych liczb
ciggu, nie zalezy od skonczonej ilosci tych liczb; w ciggu
mozemy usung¢ skonczong liczbe wyrazéw, mozemy do-
faczy¢ skorniczona liczbe wyrazéw, wreszcie wykona¢ obie
te czynnosci jedna po drugiej, t. j. zastgpi¢ skorczong
liczbe wyrazéw ciggu innemi liczbami, nie wplynie to na
granice, o ile ciagg jest zbiezny; jesli te zmiany przeprowa-
dzimy w ciggu rozbieznym, to i nowo otrzymany cigg
bedzie rozbiezny. Granica zalezy od nieskonczonej liczby
wyrazOw ciggu; zmiana nieskoriczonej liczby wyrazow moze
mie¢ wplyw na granice; naprzykiad, w ciggu 1,

*) W ten sam spos6b mozna bytoby udowodnic, zed. >-00, gdy
n->00, gdzie p jest liczbg catkowitg dodatnig stata.
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n \..., ktéry zmierza do jednosci, zastgpmy kazdy setny

wyraz zerem; nowo oOtrzymany cigg juz nie jest zbiezny.

Aby uchwyci¢ dlaczego tak jest, zauwazymy, ze gra-
nica jest okre$lona przez pewne warunki (nieréwnosci
\an — g ktére powinny by¢ spetnione ,,prawie™ zawsze,
t. j. dla wszystkich wyrazéw poczawszy od pewnego wskaz-
nika. Otéz zmiana skonczonej liczby wyrazéw ciagu na te
warunki niema zadnego wptywu, gdyz przy zmianie skon-
czonej liczby wyrazéw, zaczawszy od pewnego wskaznika
zaden wyraz nie ulegt zmianie, a wiec, poczawszy od tego
wskaznika te same warunki (nieréwnosci \aw—g <<e) po-
zostajg spetnione, czyli granica sie nie zmienita. Inaczej
przy zmianie nieskoriczonej liczby wyrazow; jakkolwiek
wielka jest liczba n0, istniejg wyrazy an o wskazniku n
wiekszym od n0, ktére ulegty zmianie.

Uogdlnienie pojecia granicy.
Pewne pojecia z teorji mnogosci.

33. Moc zbioru. Pojecia zbioru czyli mnogosci okresla¢
nie bedziemy, gdyz jest to pojecie pierwotne, nie dajace
sie sprowadzi¢ do poje¢ prostszych, bardziej zrozumiatych.
Zajmowaé sie bedziemy przewaznie zbiorami liczb lub
punktow; liczby lub ewentualnie punkty, z ktérych zbior
sie skiada, bedziemy nazywali jego elementami.

Przyktady mnogosci: 1) zbior liczb catkowitych do-
datnich; 2) zbidr liczb wymiernych; 3) zbidr liczb rzeczy,
wistych; 4) zbior liczb wymiernych, zawartych w pewnym
przedziale, np. w przedziale (0,1); 5) zbidr liczb rzeczy-
wistych, zawartych w pewnym przedziale, np. w przedziale
(0,2); 6) zbidr liczb bedacych wyrazami danego ciagu, np.

ciggu, ktérego wyraz ogélny an=— i t. d.



Zbiory mogg byC skonczone i nieskonczone. Zbior jest
nieskonczony, jesli zawiera wiecej niz n elementéw réznych,
jakkolwiek wielka jest liczba catkowita dodatnia n. Ciag
bedziemy uwazali za zbiér wyrazéw tego ciggu; tak, np,
ciagg an=(—0Dn, zawiera dwie tylko liczby 1 i —1,
ale jako cigg, jest zbiorem nieskonczonym wyrazéw, z kté-
rych kazdy odpowiada pewnej liczbie szeregu naturalnego
1,23,..,n,..

WSsrdd elementéw zbioru skoriczonego liczb musi by,
oczywiscie, liczba najwieksza i liczba najmniejsza. Nato-
miast zbiory nieskoniczone liczb moga nie zawieraC liczby
najmniejszej (lub najwiekszej). Tak, np., $réd liczb zbioru
1, t. j. $rod liczb, ktére sa wyrazami ciagu

¢n = —, niema, oczywiscie, liczby najmniejszej. Zbiér liczb

wymiernych klasy nizszej przekroju, wyznaczajacego liczbe
niewymierng, np. \2, jest zbiorem nie zawierajgcym liczby
najwiekszej.

Gdy dany jest zbiér skonczony, mozemy jego elementy
policzy¢; dla zbioru nieskonczonego pojecie liczebnosci jest
niezrozumiate, gdyz wszystkich elementow jego przeliczyé
nie mozna. Jednakowoz istnieje pojecie ogolniejsze, ktére
obejmuje pojecie liczby dla zbioru skoriczonego, ale stosuje
sie takze i do zbioréw nieskonczonych; jest to pojecie
~-mocy", a wlasciwie réwnej mocy. Aby latwiej dojs¢ do
tego pojecia, zastandbwmy sie nad tem, co znaczy orzecze-
nie, ze dwa zbiory skoriczone zawieraja jednakowsg liczbe
elementow; to znaczy, ze miedzy elementami obu zbioréw
mozna ustali¢ odpowiednio$é doskonata, t. j. taka, ze kaz-
demu elementowi pierwszego zbioru odpowiada jeden tylko
element drugiego zbiorui odwrotnie, kazdemu elementowi
drugiego jeden tylko element pierwszego. Policzy¢ pewien



zbior skorczony, jest to ustali¢ odpowiednio$¢ doskonatg
miedzy elementami tego zbioru, a elementami zbioru skon-
czonego, utworzonego z kolejnych liczb szeregu naturalnego,
dajmy na to od 1 do n. Taka odpowiednios¢ doskonaty
mozna ustali¢ niekiedy miedzy elementami dwdoch zbiorow
nieskonczonych; mowimy wtedy, ze sg jednakowej ,,mocy“.
Okreslenie. Dwa zbiory sg rownej ,,mocy!* kiedy mie-
dzy ich elementami mozna ustali¢ odpowiednio$¢ doskonata.
Dwa zbiory rownej mocy z trzecim sa, oczywiscie,

takze réwnej mocy (przechodniosc).
Przyktady. Poréwnajmy dwa nastepujace zbiory liczb:

1,2, 345,..,n,.. (8

2,4,6,8,10,.., 2n,... - 9
Sg one réwnej mocy; kazdej liczbie n zbioru (8) od-
powiada liczba 2?z zbioru (9), kazdej za$ liczbie m zbioru

(9) odpowiada liczba  zbioru (8). S3 one wiec jednako-

wej mocy, chociaz pierwszy zbior sklada sie ze wszystkich
liczb catkowitych dodatnich, a zbiér drugi zawiera tylko
liczby parzyste, czyli liczby drugiego zbioru stanowig
tylko czesé liczb zbioru pierwszego.

Jednakowej mocy sg np. dwa nastepujace zbiory: zbiér
liczb rzeczywistych przedziatu (0,1) i zbidr liczb rzeczywis-
tych przedziatu (a, 6); w rzeczy samej, jesli @ jest dowolng
liczbg pierwszego zbioru, t. j. liczbg spetniajgcg warunek
OMa?<”/l, a y dowolng liczbg drugiego zbioru, t. j. spel-
niajacg warunek a y 6, to odpowiednios¢ doskonatg
miedzy liczbami o i y ustalimy np. przy pomocy wzoru
y=a-\-(b—a).oc.

34. Zbiory przeliczalne. Najprostszym zbiorem nie-
skoniczonym jest zbidr liczb catkowitych dodatnich, ktéry
dany jest nam w postaci ciggu naturalnego: 1, 2, 3,..., n,...
Kazdy zbior, jednakowej z nim mocy, nazywamy prze-



liczalnym. Zbi6r (Z) jest wiec przeliczalny, jes$li mozna
ustali¢ miedzy jego elementami a liczbami ciggu natural-
nego odpowiednios¢ doskonata, wskutek czego kazdy ele-
ment a zbioru (Z) odpowiada pewnej liczbie ciggu natu-
ralnego i, odwrotnie, kazdej liczbie n ciggu naturalnego
jest podporzadkowany pewien element a naszego zbioru
(Z); ten element mozemy oznaczy¢ przez an; tak wiec
element, odpowiadajacy liczbie 1 bedzie an element, od-
powiadajacy liczbie 2, bedzie & i t. d. Zbidr jest wiec
przeliczalny, jezeli mozna jego elementy ponumerowac,
czyli z elementéw jego utworzy¢ ciag, tak, by zaden ele-
ment nie zostat opuszczony, t. j. nie zostat bez wskazZnika.
Kazdy ciag jest przyktadem zbioru przeliczalnego i, od-
wrotnie, zbidr jest przeliczalny, jezeli z jego elementow
mozna utworzy¢ cigg, tak by kazdy element zbioru miat
swoje okreSlone w nim miejsce (wskaznik).

Stad wynika, ze zbidr, utworzony z potaczenia ele-
mentow dwoch zbioréw przeliczalnych, jest takze przeli-
czalny; albowiem jesli u2 NHv . oznaczajg ele-
menty pierwszego zbioru, a V2, v3,..., elementy
drugiego zbioru, to mozemy zbidr, powstaty z potaczenia
elementéw tych dwaoch zbioréw, napisaé w postaci vil

v2,..., Mni tak iz element un jest pdporzadkowany
liczbie 2n — 1 ciggu naturalnego, a wn liczbie 2n. Taki
sam wynik otrzymalibySmy dla trzech, czterech, i, wogdle,
dla skoriczonej liczbu ciggéw, tak iz zbidr, ktéry powstaje
przez potgczenie elementow skorczonej liczby zbioréw prze-
liczalnych, jest przeliczalny. Co wiec j, zbior, ktory po-
wstaje przez potgczenie w jeden zbior przeliczalnej liczby
zbioréw przeliczalnych, jest przeliczalny; wygodnie nam
bedzie przy dowodzie tego twierdzenia uzywaé dwdéch
wskaznikow; pierwszy bedzie oznaczat, do ktérego zbioru
dany wyraz nalezy, a drugi wskaznik bedzie oznaczat
miejsce tego wyrazu w odpowiednim ciggu; np., wyraz



zp)& bedzie nalezat do zbioru o numerze p i bedzie zaj-
mowat w tym zbiorze, ustawionym w cigg, miejsce k.
Napiszmy po kolei dane zbiory, w pierwszym wierszu
pierwszy, w drugim drugi i t. d.

AL, h2> Mi3'ML4>

n2,1> N2,3, "2>4)F N2 k—1>eee
A3H? 13,27 A3k —2V
ma)r A4, —3v»-
A5il) ~5,k —A)”l

By podporzadkowa¢ wyrazy tej tablicy kolejnym licz-
bom ciggu naturalnego, wystarczy ustawiC je w nastepu-
jacym porzadku:

MLl ML,2> M2,i; m13> m22> ~3,1) ~1,4? M2,8i M3.2> I;eee)
pierwsze miejsce zajmuje wyraz, dla ktérego suma wskaz-
nikbw p + g3 =2, nastepuje grupa dwoch wyrazéw, dla
ktérych p-j-q=3, potem grupa wyrazéw, dla ktorych
p-|-*=4, i t d; w kazdej za$ grupie porzadkujemy wy-
razy wedtug rosngcych wskaznikow pierwszych. tatwo
stwierdzi¢, ze wyraz upk zajmuje w tylko co napisanym
ciggu miejsce Nn=Np k—D(pd~&)—&+ 1

Ciag o dwoch wskaznikach nazywa sie ciggiem po-
dwdjnym; w ciggu podwojnym kazdy wyraz uPifest wy-
znaczony przez pare liczb catkowitych dodatnich p, k;
tylko co podany dowdd polegat wiasciwie na ustaleniu
odpowiednio$ci doskonatej miedzy parami liczb p* ki licz-
bami ciggu naturalnego. Mozna wiec poprzednio otrzymany
wynik wypowiedzie¢ jeszcze w sposéb nastepujacy: zbidr
wszystkich par liczb catkowitych dodatnich p, k jest prze-
liczalny; mamy tu przyktad zbioru, ktérego elementem nie
jest liczba, lecz para liczb.

Mozemy w ten sam sposéb rozwazac zbiér, utworzony
ze wszystkich trojek liczb catkowitych dodatnich p, k" |
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lub, co na jedno wychodzi, ciggi potréjne, t. j. o trzech
wskaznikach; wyrazem ogdlnym takiego ciggu bedzie wp,&,/.
Zbidr w ten sposdb okreslony bedzie przeliczalny. To samo
sie stosuje do'ciagéw o dowolnej, byle skorczonej liczbie
wskaznikéw.

Kazdy zbidr nieskonczony, ktory jest czeScig zbioru
przeliczalnego, sam jest przeliczalny. Zaktadamy, ze (Z)
jest zbiorem przeliczalnym, a kazdy element zbioru nie-
skonczonego (Z,) nalezy do (Z); elementy zbioru (Z) mo-
zemy przedstawi¢ w postaci ciggu

Niech Mn oznacza pierwszy z kolei wyraz tego ciggu,
nalezacy do (ZJ, drugi z kolei, %,3 trzeci z kolei it. d,;
oczywiscie nk<n2<m3<...; ciag zwi, 21,2, 2/,3,... wyczer-
puje wszystkie elementy zbioru (ZJ; zbidr (ZJ jest wiec
przeliczalny.

Whniosek. Zbiér wszystkich liczb wymiernych jest
przeliczalny.

Mozemy sie ograniczy¢ do liczb wymiernych dodatnich®

kazda taka liczba jest ksztatu —, gdzie n=1, 2, 3,..;

m=1, 2, 3,..., a zbidr wszystkich liczb powyzszego ksztattu
jest tej samej maocy, co i zbior wszystkich par liczb, t. j.
jest przeliczalny. Kazda liczba wymierna dodatnia zajmuje
okreslone miejsce w ciggu liczb:

A} RIZFLZIZAAZE
Mozemy z powyzszego ciggu usungé wszystkie utamki
skracalne, a zostawi¢ tylko nieprzywiedlne (t. j. nieskra-
calne), otrzymamy ciag:

b T 1TFEIF3%T

utworzony ze wszystkich liczb wymiernych dodatnich;
zbidr ten jest czeScig poprzedniego, a wiec takze przeli-
czalny. Liczby wymierne ujemne tworzg taki sam ciag

Rachunek rézniczkowy i catkowy.
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Stad juz prosty wniosek, ze zbidor wszystkich liczb wy-

miernych jest przeliczalny.

35. Zbiory nieprzeliczalne.

Zjawia sie teraz pytanie, czy wszystkie zbiory nieskon-
czone sg przeliczalne. OdpowiedZ na to pytanie jest prze-
czaca. Nieprzeliczalnym np. jest zbior wszystkich liczb
rzeczywistych przedziatu (a, 6), czyli punktéw odcinka.
Poniewaz zbidr wszystkich liczb rzeczywistych dowolnego
przedziatu (a, 6) jest tej samej mocy, co, np. zbidr liczb
przedziatu (0,1), to mozemy poprzestaC przy dowodzie na
przedziale (0,1). Dowdd przez sprowadzenie do sprzecznosci.
Przypuszczamy, ze zbidr liczb przedziatu (0,1) jest przeli-
czalny; niech un oznacza te liczbe przedziatu (0,1), ktéra
odpowiada liczbie n; w takim razie cigg

WI, 102 ~zi M- " 0
wyczerpuje wszystkie liczby przedziatu (0,1), t. j., jezeli
0<Ma?<Cl, to istnieje wskaznik k taki, ze = Liczby

przedziatu (0,1) sg wiec uporzadkowane dwoma sposobami,
wedtug wielkosci i wedtug kolejnosci w ciggu; wedtug wiel-
kosci x poprzedza y, jezeli a?<7/; wedtug kolejnosci w ciggu
X poprzedza 7, jezeli x =Uk, a y =VUi i k<L Niech ull3 ozna-
cza pierwszy z kolei wyraz naszego ciggu, zawarty co do wiel-
kosci miedzy i 122, niech bedzie, np., tz1<-##2, tak, iz

wyrazy, ktorych wskazniki sg mniejsze od
n3, znajduja sie poza przedziatem (ul, zz2). Niech i/,,4 ozna-
cza pierwszy z kolei wyraz ciggu (10), zawarty miedzy
«M i 72, tak, iz nd>w3; w,3<mMi<z2; wyrazy, ktérych
wskazniki sg mniejsze od n4 znajdujg sie poza przedzia-
tem («,3 u2), Niech zz,5 oznacza pierwszy z kolei wyraz
ciggu po wyrazie ?«4, zawarty co do wielkosci liczbowej
miedzy dwoma poprzedniemi, t. j. miedzy ull3 i w4, tak, iz
n=>1!,; Mn3<Mnb5<Mn4; wyrazy, ktorych wskazniki sg



mniejsze od n5 znajdujg sie poza przedziatem (u,,3, 2z,4). W ten
sam sposOb okreslamy «n6, uni i t. d. Tak wiec u«k ozna-
cza pierwszy z kolei numeréw wyraz ciggu (10), nastepu-
jacy po wyrazie 'Unk_x i zawarty co do wielkoSci miedzy
Unk_i i a jednocze$nie:

unk_x<*, Unk<Unfc_2 albo Nf<VIE p

zaleznie od tego, czy Tc jest liczbg parzysta czy nieparzysta.
Taka liczba u«k istnieje, gdyz miedzy liczbami iwrt .
jest nieskoniczenie wiele liczb i kazda z nich ma wskaznik
wiekszy od nk_4; liczby, ktorych wskazniki sg mniejsze
od nk-i, znajduja sie wszystkie poza przedziatem

Liczby zz2, wM4, un6l uns,..., U’ ... tworzg cigg nieskoriczony
malejacy, liczby zas ?/i, wll$, u,5 u,,-,.., Uk X>- cigg ros-
nacy. Ciaggi te zmierzajg do granicy, gdyz sa monofoniczne
i ograniczone od gory i od dotu; niech y oznacza granice
pierwszego ciggu, z granice drugiego; poniewaz kazda liczba
pierwszego ciggu jest wieksza od kazdej liczby drugiego
ciggu, to z<L.y. Liczba z nalezy do przedziatu (0,1), a wiec
powinna naleze¢ i do ciagu (10); niech np. z = up. Ponie-
waz wskazniki nk rosng nieograniczenie, wiec, o ile k jest
dostatecznie wielkie, to z dwoch wyrazéw ciagu
o wskaznikach nk i nk.*. jeden nalezy do ciggu rosnacego,
drugi do ciagu malejacego, tak, iz liczba z czyli up jest za-
warta miedzy liczbami uHk i lecz jest to niemozliwe,
gdyz wszystkie liczby, ktorych wskazniki sg mniejsze od nk
(a whasniep<<nk’), s zawarte zewnatrz przedziatu (mMj, u,,k ).
DoszliSmy wiec do sprzecznosci. Zbidr liczb przedziatu
(0,2) nie jest przeliczalny.

Poniewaz zbior liczb przedziatu (0, 1) nie jest przeli-
czalny, wiec mamy mozno$¢ przyjecia tego zbioru jako
pierwowzoru zbiordw mocy réznej od mocy ciggu natural-
nego liczb. Kazdy zbidr tej samej mocy, co zbidr liczb



przedziatu (0O,1), bedziemy nazywali zbiorem mocy conti-
nuum. A wiec zbidr wszystkich liczb rzeczywistych do-
wolnego przedziatu (a, 0) jest mocy continuum; tak samo
zbior wszystkich liczb rzeczywistych dodatnich i ujemnych.
Zbiér mocy continuum otrzymamy takze, usuwajgc ze
zbioru E mocy continuum przeliczalng mnogo$¢ elemen-
tow; pozostatos¢ stanowi zbior E\ ktory oczywiscie nie
moze byé przeliczalnym, gdyz dwa zbiory przeliczalne,
dodane do siebie, nie moga da¢ zbioru nieprzeliczalnego E.
Jednakowoz nie mozna stad jeszcze wnioskowaé, ze mno-
go$¢ E jest mocy continuum; wniosek taki bytby stuszny,
gdybySmy umieli udowodni¢, ze kazdy zbidr liczb jest
badZz przeliczalny, badz mocy continuum; poniewaz udo-
wodni¢ tego nie umiemy, wiec nalezy dowdd nasz oprzec
bezposrednio na mozno$ci ustalenia odpowiednio$ci dos-
konatej miedzy elementami zbioru E' i zbioru mocy con-
tinuum. Zauwazmy przedewszystkiem, iz z kazdego zbioru
nieskorczonego mozemy wydzieli¢ nieskoriczona liczbe ele-
mentow, stanowigcych zbior przeliczalny, (nawet tak, by
pozostaty zbior byt takze nieskonczony). Jezeli bowiem
jaki$ zbidr E jest nieskonczony, to na zasadzie okreslenia,
zawiera wiecej niz n elementéw, gdzie n jest dowolng liczba
catkowitg dodatnig; usungwszy ze zbioru E elementy tz1, it2,
w3,..., nie wyczerpiemy zbioru Es czyli pozostanie w E
przynajmniej jeden element, ktéry nazwiemy wn+i, usu-
ngwszy Kn+i, pozostanie w E znowu przynajmniej jeden
element i t. d Tak wiec przeliczalny zbior elemen-
téw, stanowigcych cigg nieskoriczony tzv m2, m3,...,

jest skiladowg czescig zbioru E. GdybysSmy usuneli z E
przeliczalng mnogo$¢ elementéw wt, u3, z5,... ¥/gk-Hv to
z pewno$cig pozostanie w E nieskoriczony zbidr elemen-
tow. Symbolicznie mozemy to przedstawi¢ w sposéb na-
stepujacy:

E=D-\-E\



gdzie E jest zbior dany, Z) zbior przeliczalny, a € ozna-
cza zbior pozostalty po usunieciu ze zbioru E elementéw,
nalezacych do zbioru 2>, czyli inaczej znak  oznacza, ze
zbior E powstaje przez potaczenie zbioréw D i E' bez ele-
mentoéw wspoélnych. Ale do E mozemy zastosowaé rozktad
podobny, czyli
E’=D A-E",

gdzie B oznacza znowu zbior przeliczalny; tak wiec

E=D+ () +EA=(2)+DA4-E"=D"+E",
gdzie D", jako suma dwéch mnogosci przeliczalnych, jest
zbiorem przeliczalnym. Miedzy E i E mozemy ustanowic
nastepujaca odpowiednio$¢ doskonatg. Poniewaz

E~D'" A-E", a E'=D'A-E",
wiec kazdy element zbioru E* nalezacy do E=""bedzie od-
powiadat samemu sobie, gdyz jest jednoczesnie elementem
drugiego zbioru, czyli E'; kazdy element zbioru E, nie na-
lezacy do E™, nalezy do D" i jako taki bedzie odpowiadat
pewnemu elementowi zbioru Z)', rébwnej z nim mocy, przy-
czem ta odpowiednio$¢ bedzie tez doskonata.

Jezeli z mnogo$ci mocy continuum usuniemy skon-
tzong albo przeliczalng mnogos¢ elementéw, otrzymamy
nowy zbidr takze mocy continuum.

taczac ze sobg razem elementy skoriczonej liczby zbio-
rébw mocy continuum, otrzymamy nowy zbiér takze mocy
continuum. Mozemy bowiem podporzadkowaé elementy
pierwszego zbioru liczbom przedziatu (0,1), elementy dru-
giego zbioru liczbom przedziatu (1,2) elementy trzeciego
zbioru liczbom przedziatu (2, 3) i t. d., wreszcie elementy

* Zbiér wszystkich liczb przedziatu (0,1) i zbior wszystkich liczb
tegoz przedziatu bez liczby O, np., sa tej samej mocy. Niech E ozna-
cza pierwszy, E' drugi zbiéor. E'=D + E", E= D'+ E'\ gdzie D
jest dowolnym zbiorem przeliczalnym, a D' oznacza zbiér D wiecej
jeden element 0. E i E' sg wiec tej samej mocy.



ostatniego, dajmy na to ntegd zbioru, liczbom przedziatu
(n— I,w), w takim razie mnogo$¢, utworzona z potgczenia
elementéw tych wszystkich mnogosci, jest podporzadko-
wana liczbom przedziatu (0, n), a wiec mnogo$¢ ta jest mocy
continuum. Niech n ro$nie do nieskonczonosci; z jednej
strony otrzymamy wtedy zbidr powstaty z polaczenia
elementow nieskoriczonej przeliczalnej mnogosci zbioréw
mocy continuum E = Et-\- E"-\- E%-\- Ew-\-..., z dru-
giej za$ strony otrzymamy podporzadkowany zbiorowi E
zbior wszystkich liczb rzeczywistych dodatnich; ten zbior
jest mocy continuum, a wiec takze i zbiér E.

taczac w jeden zbidr elementy nieskoriczonej przeli-
czalnej mnogosci zbiorbw mocy continuum, otrzymamy
nowy zbidr takze mocy continuum.

Zbiér mocy continuum otrzymamy, dodajac nieprze-
liczalng mnogos¢ zbioréw, mocy continuum kazda; pod
mnogos$cia nieprzeliczalng rozumiemy tutaj mnogo$¢ mocy
continuum. Jest to stynne twierdzenie Cantora. Mozna
temu twierdzeniu daé¢ nastepujace brzmienie: zbiér wszyst-
kich par liczb er,y, gdziedJ) x 11 jest mocy
continuum, czyli zbiér wszystkich takich par liczbowych
mozna podporzadkowac¢ w sposdb doskonaty liczbom prze-
dziatu (0,1). Pare liczbowg @,y nazywamy punktem na
ptaszczyznie, przyczem X i y nazywamy spotrzednemi od-
powiadajgcego punktu. Zbior punktow, ktorych spotrzedne
a2,y ezynig zado$¢ warunkom O<”a?</, sta-
nowi kwadrat; a wiec zbiér punktow kwadiatu jest tej
samej mocy, co zbiér punktéw odcinka, np., jednego z bo-
kéw tego kitvadratu.

* Patrz uwage poprzednia.
** Dla dowodu odsytamy do dziet, poswieconych teorji mnogosci;
patrz, np. ,,Zarys teorji mnogoscill W. Sierpiniskiego.



Punkty skupienia.

39. Pojecie mocy oparte jest na pojeciu zbioru i od-
powiedniosci; nie zalezy wiec od natury elementéw zbioru,
czyli moze by¢ zastosowane do jakichkolwiek zbioréw;
tak, np., zbiér punktéw moze by¢ jednakowej mocy ze
zbiorem funkcyj pewnej klasy it. p. Jesli mowa byta po-
przednio zawsze o zbiorach, utworzonych z liczb, to dla
tego jedynie, ze te mnogo$ci wiasnie sg podstawg wszyst-
kich naszych dalszych rozwazan. Rozwazania nastepnych
rozdziatdw, przeciwnie, sg SciSle zwigzane z naturg ele-
mentéw zbioru. Naprz6d mowa bedzie o zbiorach, utwo-
rzonych z liczb rzeczywistych, lub, jak inaczej powiemy,
z punktébw na prostej; nastepnie zajmiemy sie zbiorami,
ktérych elementy stanowig pary liczbowe, czyli punkty na
ptaszczyznie, trojki liczbowe, czyli punkty przestrzeniit. d.

37. Zbiory utworzone z liczb rzeczywistyck* czyli zbiory
punktowe linjowe. Otoczenie punktu. Punkt skupienia.
Otoczeniem punktu (liczby) a nazywamy zbiér (punk-
tow) liczb rzeczywistych a?, spetniajgcych warunek
a<oe a--e lub a—e <.a,

gdzie e jest dowolnie matg liczbg catkowita dodatnig; in-
nemi stowy otoczeniem punktu a nazywa sie przedziat
(fit— e, zz-j-e), przyczem sam punkt a do otoczenia hie
nalezy, czyli punkt a z tego przedziatu usuwamy. Nieraz
wygodnie jest odrézni¢ zbiér punktow a;, spetniajgcych
warunek a— E~.oc<al od zbioru punktéw a7, okreslonych
przez a<a? a-j-e; pierwszy z tych dwéch przedziatow
nazywamy otoczeniem lewostronnem, drugi — otoczeniem
prawostronnem.

Punkt a nazywamy punktem skupienia zbioru (Z),
jezeli istniejg punkty 2 tego zbioru, spetniajace warunek
a—e<ccz<a lub a<a?,<«-|-8, jakkolwiek matg jest
liczba dodatnia e. W takim razie w otoczeniu punktu a



mamy nieskoriczenie wiele punktéw zbioru (Z); w rzeczy
samej, gdyby w przedziale (a—e, a ) znajdowala sie
tylko skoriczona liczba punktéw zbioru (Z), to mozna
bytoby, oczywiscie, wyznaczy¢ taka liczbe dodatnig e', by
nie byto ani jednego punktu xZl spetniajgcego warunek
a—e xi<aluba<xz<,a—+e'. Moznawiec poprzednie
okreSlenie zastgpi¢ nastepujacem: punktem skupienia zbioru
(Z) nazywamy kazdy punkt, w dowolnie matem otoczeniu
ktorego znajduje sie nieskoriczenie wiele punktow zbioru
{Z); to okreslenie punktu skupienia mozemy rozszerzyc,
biorgc w ostatniem okresleniu ,,otoczenie” w znaczeniu
»Szerszeni”, t.j. zaliczajgc sam punkt do owego otoczenia.
Takie rozszerzenie jest niezbedne, jezeli nieskoriczenie wiele
elementéw zbioru (Z) sa liczbami réwnemi, co moze miec
miejsce, gdy elementem zbioru sg wyrazy ciggu (patrz ni-
zej ,,uwaga"). Jezeli wiec nieskonczenie wiele elementow
zbioru (Z) réwna sie liczbie a, to na zasadzie tej dodatko-
wej umowy liczba a bedzie punktem skupienia.

Punkt skupienia moze do zbioru (Z) nalezeé, ale takze
moze do zbioru (Z) nie naleze¢. Punkt skupienia jest natu-
ralnem uogdlnieniem pojecia granicy, dlatego tez punkty
skupienia nazywamy czasem punktami granicznemi. W do-
wolnie matem otoczeniu granicy muszg znajdowac sie ,,pra-
wie" wszystkie punkty zbioru (Z), t j. wszystkie punkty z wy-
jatkiem skoriczonej liczby; w dowolnie za$ matem otoczeniu
punktu skupienia musi sie znajdowaé nieskonczenie wiele
punktéw zbioru (Z), ale niekoniecznie ,,prawie" wszystkie.
Tak, np. jezeli zbidr (Z) jest ciggiem, to punkt a bedzie
punktem skupienia, jezeli w dowolnie matem otoczeniu
punktu a znajduje sie nieskonczenie wiele punktéw ciggu
0 wskaznikach np. parzystych, gdy tymczasem punkty ciggu
(Z2) o wskaznikach nieparzystych moga do otoczenia punktu a
wecale nie naleze¢; jasna rzecz, ze taki punkt a, cho¢ jest punk-
tem skupienia, nie jest granica. Tak, np. zbidr punktow (liczb)



ciagu: a,,=-!(n— 1) sim<H - sin= (n— 1) j, czyli ciagu

o, |, f, f, f,.... posiada punkt skupienia 0, gdyz w do-
wolnie matem otoczeniu tego punktu znajduje sie nie-
skonczenie wiele punktow zbioru, mianowicie ,,prawie"
wszystkie punkty o wskaznikach parzystych; zero jednak
granicg tego ciggu nie jest. Punkt 1 jest takze punktem
skupienia powyzszego ciggu, gdyz w dowlolnie matem oto-
czeniu punktu 1 znajdujg sie ,prawie" wszystkie punkty
o wskaznikach nieparzystych. Punkt skupienia 0 do zbioru
nalezy, natomiast punkt skupienia 1 do zbioru nie nalezy.
Z tego zestawienia poje¢ granicy i punktu skupienia wy-
nika, ze granica zawsze jest punktem skupienia, punkt
skupienia natomiast moze nie byé granicg. Punkt skupie-
nia rozszerza wiec pojecie granicy. Jak widzieliSmy na
przytoczonym tylko co przykiadzie, zbiér moze posiadac¢
wiecej niz jeden punkt skupienia, gdy tymczasem granica,
jak wiemy, moze by¢ tylko jedna.

Przyktady: 1) Zbiér wyrazéw ciagu podwojnego:

=  + (Sdzie ~=1,2, 3,...; m=1 2 3,...) po-
siada nieskonczenie wiele punktéw skupienia, mianowicie
punktami skupienia sg wszystkie punkty gdzie N=I,

2, 3,.... i punkt 0. Punkty skupienia danego zbioru tworza
nowry zbior nieskoriczony; taki zbior nazywa sie zbiorem
pochodnym. Punktem skupienia tego zbioru pochodnego
jest tu punkt 0.

2) Zbidr wyrazéw ciggu podwojnego anm =

(gdzie n=1,2,3,...; M= 1,2,3,...); zbioér ten jest prze-
liczalny; mozemy np. wypisaC jego wyrazy wedtug naste-
pujacego tatwego do uchwycenia prawa: y—+i, f+ 3
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++4, 4, 1+ L4+ 4 AL A L Punk-
tami skupienia sg punkty: O, 1, o -, -, ; tworzg
one mnogos¢ pochodng; ta mnogo$¢ pochodna ma jeden
tylko punkt skupienia, mianowicie punkt O.

3) Zbidr wszystkich liczb wymiernych przedziatu (0,1).
Zbior ten jest przeliczalny. Punktami skupienia sg wszyst-
kie liczby rzeczywiste (wymierne i niewymierne) przedziatu
(0,1); w rzeczy samej, w dowolnie matem otoczeniu kaz-
dego punktu przedziatu (0,1) znajduje sie nieskoriczenie
wiele liczb wymiernych. Mnogo$¢ pochodna utworzona jest
ze wszystkich punktéw przedziatu (0,1), jest wiec mocy
continuum.

4) Zbior utworzony ze wszystkich wyrazéw ciggu
an= (—Dn; zbidr ten posiada dwa punkty skupienia -|-1
i —1

Uwaga. Przykiad ten pokazuje, ze nalezy odrdzniaé
zbidr, utworzony z wyrazéw ciggu, od zbioru wartosci licz-
bowych tego ciggu. Tak, np., zbidr, ktérego elementami
s wyrazy ciagu <« = (—I)n, jest zbiorem nieskonczonym,
gdyz zawiera nieskonczenie wiele réznych elementéw; tak,
np., element ¢2 jest rézny od elementu aX chociaz warto$¢
liczbowa jest jednakowa, rowna jedno$ci. Tymczasem zbior,
ktérego elementami sg wartosci liczbowe danego ciggu, jest
zbiorem skonczonym, gdyz zawiera dwa tylko elementy
-pi i —1. Pochodzi to stad, ze wyrazy ciggu réznig sie
miejscem, ktore zajmuja, tak, iz dwa wyrazy, majace rézne
wskazniki, stanowig dwa elementy rézne, chociazby ich
warto$ci liczbowe byty jednakowe.

38. Kazdy punkt a zbioru (Z), ktéry nie jest zarazem
punktem skupienia, nazywamy punktem odosobnionym.
Jezeli punkt a nie jest punktem skupienia zbioru (Z), to
istnieje takie dtoczenie punktu a, ktére nie zawiera zadnego

* ,Otoczeniell w znaczeniu wezszem.



punktu zbioru (Z); jezeli np. zbior (Z) sktada sie z liczb,
to mozna znalez¢ taka liczbe dodatnig e, iz zadna z liczb
rc, spetniajagcych warunek a<x<a-\-e lub a— e<OD<.a,
nie nalezy do (Z). Odwrotnie, jezeli mozna znalez¢ taki
przedzial (a — e, <z-]-e), wewnatrz ktérego jest tylko skon-
czona liczba punktow (elementow), nalezacych do zbioru
(2), to punkt a, oczywiscie, jest punktem odosobnionym.

Zbiér, ztozony z samych tylko punktéw odosobnionych,
jest przeliczalny; takim np. jest zbidr 1, Po-
niewaz rézne elementy zbioru (Z) moga by¢ rownemi licz-
bami, wezmy pod uwage zbiér (A), utworzony ze wszystkich
réznych liczb zbioru (Z), Kazdej liczbie a zbioru (A) mozemy
podporzadkowaé pewien przedziat 8a, wewnatrz Kktorego
znajduje sie jedna tylko liczba a zbioru (A). W ten sposob
ustalimy odpowiednio$¢ doskonatg miedzy liczbami a zbioru
(A) i przedziatami 6a pewnego zbioru przedziatow na pros-
tej. Mozemy przyjac, iz dwa jakiekolwiek nasze przedziaty
8a i nie majag zadnego punktu wspdlnego. Wystarczy
wiec udowodnié, ze zbidér naszych przedziatdw jest przeli-
czalny. Te z posrdéd naszych przedziatbw 8a, ktére stano-
wig odcinek wiekszy od h lub réwny A, (co oznacza¢ be-
dziemy przez 8a)>n, gdzie h jest zupeinie dowolne >0),
tworzg zbidr E przeliczalny; gdyz w przedziale (—n, -|-n)

takich przedziatbw 81 mamy najwyzej % a wiec dla po-

numerowania ich wystarczy skornczona liczba wskaZznikow;
poniewaz kazdy przedziat 8t bedzie sie miescit w odcinku
(—n, -[-n), o ile n dostatecznie wielkie, wiec, kazdy prze-
dziat 8a">Z? bedzie podporzadkowany pewnemu numerowi
Ic, co dowodzi przeliczalno$ci odpowiedniego zbioru E. Po-
niewaz kazdy przedziat 8a bedzie spetniat warunek 6a”>A,
o0 ile h jest dostatecznie mate, wiec wystarczy wzigé pod
uwage, dajmy na to, cigg malejagcy wartosci &=1, A="_



h= it d Te z poSrod odcinkdéw 6a ktore

spetniajg warunek stanowig zbidr przeliczalny Et;
te, ktére spetniajg warunek 1 > 5) stanowig zbidr prze-

liczalny E.zv..; te, ktdre spetniajg warunek

stanowig zbidr przeliczalny E,,, i t. d.
Zbior wszystkich odcinkéw 6a stanowi zbior Ex-\-E”-\-
EG... -j- En-|- .., t. j. sume zbioréw poszczegolnych Eti
E2v.., EW.. i t. d; a wiec, jako suma przeliczalnej liczby
zbioréw przeliczalnych, jest zbiorem przeliczalnym. Tak
wiec zbior (A) jest przeliczalny, skad wynika, ze i zbior
(2) jest takze przeliczalny, albowiem kazdej liczbie a zbioru
(™) odpowiada najwyzej skohczona liczba elementow
zbioru (2).

39. Punkty skupienia zbioru (Z) tworza nowy zbidr,
ktory nazywamy zbiorem pochodnym i oznaczaé bedziemy
przez (Z1). Zbidr pochodny (Zi) moze zawieraC nieskon-
czenie wiele elementow i posiada¢ takze swoje punkty
skupienia, ktére tworzg zbidr pochodny zbioru pochodnego,
czyli zbiér pochodny drugiego rzedu (Z), i t. d.

Jezeli zbiory (Z) i (Z1) nie majg zadnego punktu
(elementu) wspolnego, to zbiér Z nazywa sie zbiorem od-
osobnionym, gdyz, jak tatwo sprawdzi¢, skiada sie tylko
z punktéw odosobnionych.

Jezeli kazdy punkt zbioru (Zz) jest jednoczesnie punk-
tem zbioru (2), t. j. nalezy do (Z), to zbior (Z) nazywa
sie zamkniety albo domkniety. Wszystkie punkty skupienia
zbioru domknietego naleza do tegoz zbioru.

Jezeli kazdy punkt zbioru (Z) nalezy do zbioru po-
chodnego (Z2), to zbidr (Z) nazywa sie gesty w $obie;
kazdy punkt takiego zbioru jest zarazem punktem skupie-

*) Od. pojecia zbioru gestego w sobie nalezy odrézniaé pojecie
zbioru gestego w przedziale (m, N\ Zbior puuktow, nalezacych do
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nia; zbidr gesty w sobie nie zawiera wcale punktow od-
osobnionych.

Jezeli kazdy punkt zbioru (Z) nalezy do (Z) i od-
wrotnie, kazdy punkt zbioru (Z') nalezy do (2), t.j. jezeli
zbidr jest domkniety i gesty w sobie, to nazywa sie dosko-
natym. Zbiory (Z) i (Z') sa wtedy identyczne.

Przyktady. Zbior 1, J, i,.. nie jest dom-
kniety, gdyz liczba O nalezy do (Zz), ale nie nalezy do (Z).
Zbior 0, 1, natomiast jest domkniety. Zbior

ten nie jest gesty w sobie.

Zbior wszystkich liczb wymiernych przedziatu (0.1)
jest gesty w sobie, natomiast nie jest zamkniety, gdyz (Z'\
zawiera wszystkie liczby (wymierne i niewymierne) prze-
dziatu (0,1).

Zbior wszystkich liczb o przedziatu (0,1), t. j. wszyst-
kich liczb, spetniajgcych warunek jest dosko-
naty; natomiast zbidr wszystkich liczb oc, spetniajgcych
warunek a<.oc<b, nie jest zbiorem doskonatym, gdyz nie
jest domkniety, albowiem punkty a i b nalezg do (Zz),
a nie do (Z); taki zbiér punktéw bedziemy nazywali prze-
dziatem niewlasciwym; przedziatem niewlasciwym bedzie-
my nazywac takze przedziaty a-Coc<b i a<oc<Lb, ktoére

przedziatu (m, n) nazywa sie gestym w tym przedziale, jezeli w kaz-
dym dowolnie matym przedziale, stanowigcym cze$¢ przedziatu (m, n),
istniejg zawsze punkty, nalezace do zbioru. Jasna rzecz, ze zhior Z
gesty w przedziale (m, n) musi by¢ gesty w sobie, gdyz z okreSlenia
zbioru gestego w (m, n) wynika, ze wszystkie punkty przedziatu
(m, n) nalezg do zbioru pochodnego Z'. Odwrotnie, zbior gesty w so-
bie moze, oczywiscie, nie by¢ gestym w przedziale (zn, n); wystarczy
dla przyktadu wzig¢é pod uwage zbidr, otrzymany ze zbioru wszyst-
kich punktéw przedziatu (zn, n) przez wyjecie z tego zbioru punktow,
nalezacych do dowolnego przedziatu (a, j3), stanowigcego cze$¢ prze-
dziatu (zn, n).



nie s3 domknigte; dla odréznienia za$ przedziat
bedziemy nazywali przedziatem wiasciwym.

40. Zbiér pochodny jest zbiorem domknietym. Niech
(2) oznacza dowolny zbidr, (Z7) zbidr pochodny, t j. zbior
wszystkich punktéw skupienia zbioru (Z); przez a ozna-
cza¢ bedziemy elementy zbioru (Z), przez a elementy
zbioru (Z7); niech m bedzie punktem skupienia zbioru (Z7).

Jakkolwiek matg jest liczba dodatnia e, w przedziale
(m—e, m-J-s) miesci sie nieskonczenie wiele punktow
zbioru (Z7); niech a' oznacza jeden z takich punktow;
poniewaz a' jako element zbioru (Z7) jest punktem sku-
pienia zbioru (Z), wiec w przedziale (&' — e, o'-J-e) znaj-
duje sie nieskonczenie wiele punktéw a. Przedziat (al —e,
a' -}-s) jest catkowicie zawarty wewnatrz przedziatu (m— 2e,
/1l-|~2e), a wiec w przedziale (m— 2e, m-|-2s) miesci sie
takze nieskoriczenie wiele punktéw a. Stad wniosek, ze
punkt m jest punktem skupienia zbioru (Z), czyli nalezy
do (Z7); tak wiec kazdy punkt skupienia m zbioru (Z7)
nalezy do (Z7). Zbior (Z7) jest domkniety, co trzeba byto
udowodnic.

Whiosek. Jezeli zbidr (Z) jest gesty w sobie, to zbidr
pochodny (Z7) jest doskonaty.

Zauwazmy przedewszystkiem co nastepuje, jezeli zbior
(Z) jest czescig zbioru (S’), to zbidr pochodny (Z7) jest
czescig zbioru pochodnego (S7).

Jezeli zbidr (Z) jest gesty w sobie, to wszystkie ele-
menty zbioru (Z) naleza do zbioru pochodnego (Z1=1S);
a wiec zbior Z1 posiada punkty skupienia, ktore tworza
nowy zbiér (Z7M); (Z) jest czesScig (Z7), a wiec (Z7) jest
czescig zbioru (Z7), czyli ze zbidér (Z7) jest gesty; ponie-
waz jest domkniety, wiec jest doskonaty, czyli Zi= ZT.

Przyktad. Zbiér (Z) wszystkich liczb wymiernych
przedziatu (0,1) jest niedomkniety, ale gesty; zbidr po



mchodny (Z) zawiera wszystkie liczby przedziatu (0,1); jest
domkniety i gesty, czyli doskonaty.

41. Zbior ograniczony. Krance. Kres gorny i dolny.

Zbiér liczb (punktéw) jest ograniczony od gory, jezeli
wszystkie jego elementy sg liczbami mniejszemi od pewnej
liczby JVI (lezag na lewo od punktu 3f). Zbiér jest ograni-
czony od dotu, jesli wszystkie elementy sg liczbami, wiek-
szemi od pewnej liczby m. Jezeli zbidr jest ograniczony
od gory i od dotu, to musza istniec takie dwie liczby m i
iz kazdy element x zbioru (Z) spetnia warunki m<_x<.M.
Liczby m i M bedziemy nazywali krancami zbioru ogra-
niczonego (2); jezeli jlift > M, to liczby Mx i mx
beds, oczywiscie, takze kraricami dla zbioru (Z). Jezeli
liczcbhy m i M sg krancami, to kazdy punkt x zbioru (2)
nalezy do przedziatlu (m, M}, a wiec i do przedziatu
<7721.7).

Stajemy wobec pytania, czy istnieje dla zbioru (2),
ograniczonego (od géry i od dotu), najmniejszy przedziat,
wewnatrz ktorego zawarte sg wszystkie liczby zbioru. Jezeli
zbiér (Z) zawiera conajmniej dwie liczby rézne, to, jasna
rzecz, przedziat (mfM\ zawierajgcy zbidr, nie moze by¢
dowolnie maty. Odpowiedz na powyzsze pytanie w seasie
twierdzacym daje pojecie kresu gérnego K i kresu dolnego
k. Kresem gérnym nazywamy najmniejszg liczbe, od kto-
rej zadna liczba zbioru (Z) nie jest wieksza; kresem dol-
nym nazywamy najwieksza liczbe, od ktérej zadna liczba
zbioru (Z) nie jest mniejsza.

Kres gorny posiada wiec dwie nastepujgce wiasnosci,
ktore te liczbe K najzupetniej wyznaczaja:

1) Kazda liczba x zbioru (Z) jest mniejsza albo co-
najwyzej rowna K, czyli x-<~K dla wszystkich elementéw
zbioru.

2) Istniejg elementy zbioru (Z) wieksze od liczby TT—e,
gdzie e jest dowolnie malg liczba dodatnia.



Pozostaje udowodnié, ze taka liczba K istnieje Mamy
wiec twierdzenie: kazdy zbidr, ograniczony od gory, po-
siada kres gorny.

Dowdd przy pomocy przekroju. Do klasy wyzszej za-
liczymy kazdg liczbe rzeczywista, wiekszg od wszystkich
liczb x zbioru (Z); do klasy nizszej zaliczymy wszystkie
pozostate liczby rzeczywiste. Ten podziat na klasy jest
przekrojem, gdyz czyni zado$¢ odpowiednim warunkom;
zadna klasa nie jest pusta, gdyz, naprzykiad, dowolna
liczba x zbioru (Z) i kazda liczba od niej mniejsza nalezy
do klasy pierwszej; kraniec gorny M, ktéry na mocy za-
tozenia (zbiér ograniczony od gory) istnieje, nalezy do
klasy drugiej. Kazda liczba rzeczywista nalezy badz do
klasy pierwszej, badz do klasy drugiej. Wreszcie kazda
liczba Kklasy nizszej jest mniejsza od kazdej liczby klasy
wyzszej; w rzeczy samej, jezeli liczba Ix nalezy do klasy
pierwszej, to istnieje taki element x' zbioru (Z2), iz Ix*x" y
jezeli 22 nalezy do klasy wyzszej, to x' <Z2 a wiec 11<Z2
Przekrdj ten wyznacza pewng liczbe K, ktéra jest albo
najwiekszg liczbe klasy pierwszej, albo najmniejszg klasy
drugiej. Ta liczba K jest wiasnie kresem gornym. W rze-
czy samej, zadna liczba x zbioru (Z) nie moze by¢ wieksza
od K, bo gdyby x">K, to <<e>K, o ile liczba e
jest mniejsza od x — K\ lecz liczba A-j-c, jako wieksza
od K nalezy do klasy wyzszej, a wiec nierowno$¢
X > A'-]- e =Z2 jest niemozliwa, jako sprzeczna z okreSleniem
liczb drugiej klasy. Musi wiec by¢ x-CK# 1 drugiej strony
liczba K—e, jako mniejsza od K, nalezy do klasy pierw-
szej, z czego wynika, iz istniejg liczby x' zbioru (Z), spet-
niajgce nierownos$¢ x'"'>K—s—7t. A wiec liczba K, wy-
znaczona przez nasz przekrgj, jest kresem gérnym.

W podobny sposéb mozna udowodni¢ twierdzenie:
jezeli zbior (Z) jest ograniczony od dotu, to posiada kres
dolny k.



Liczba k jest wyznaczona przez dwie nastepujace wias-
nosci:

1) Kazda liczba o zbioru (Z) jest wieksza lub conaj-
mniej réwna k.

2) lIstniejg liczby xr zbioru (Z) mniejsze od liczby
k-\-&, gdzie e jest dowolnie matg liczbg dodatnia.

Dowdd zapomocg przekroju. Szczegbly zostawiamy
czytelnikowi.

Zapomocg sprowadzenia do sprzecznosci tatwo jest
sprawdzi¢, ze dla danego zbioru, ograniczonego od gory,
moze by¢ tylko jedna liczba K. Tak samo dla zbioru,
ograniczonego od dotu, kres dolny k jest wyznaczony jedno-
znacznie; gdyby bowiem byty dwie liczby k i kv (przy-
czem Kk == k") spetniajace tylko co wyszczegdlnione wa-
runki, to doszlibysmy do sprzeczno$ci; szczegbly pozosta-
wiamy réwniez czytelnikowi.

Przyktady. 1) Zbiér (Z) wszystkich liczb catkowitych
dodatnich jest ograniczony od dotu, kresem dolnym jest
liczba jeden, nalezaca do (Z). Zbidr ten nie jest ograni-
czony od gory.

2) Zbidr (Z) wszystkich liczb rzeczywistych (punktéw)
przedziatu wiasciwego (0, 1), t. j zbidr wszystkich liczb,
spetniajacych warunek 0<”a?<il; kresem dolnym jest O,
kresem gérnym 1; obie te liczby nalezg réwniez do (2).

3) Zbidr wszystkich liczb o przedziatu niewtasciwego
O<#<lI; kresem dolnym jest 0, kresem gornym 1, lecz
kresy k i K nie naleza w tym przypadku do (2).

4) Zbior wszystkich liczb niewymiernych przedziatu
(0,1); kresami sg rowniez 0 i 1 i nie naleza do (Z2)

5) Zbidr wszystkich liczb wymiernych przedziatu wias-
ciwego (0,1); kresami sg tu rowniez Oil, lecz nalezg
do (2).

6) Zbior liczb 1, kresami sg tu liczby 0
i 1, przyczem K= 1 nalezy do (Z), a &r=0 nie nalezy do (Z).

Rachunek rézniczkowy i catkowy. 6



Z tych przyktadéw wynika, ze kres zbioru (Z) moze
do zbioru (Z) naleze¢, ale moze do zbioru nie nalezec.

Jezeli kres & lub K nie nalezy do zbioru (Z), to musi
naleze¢ do zbioru pochodnego (Z), czyli by¢ punktem sku-
pienia zbioru. Gdyby bowiem punkt K nie byt punktem
zbioru (Z) ani punktem skupienia tego zbioru, to w dos-
tatecznie matem otoczeniu punktu K nie bytoby ani jed-
nego punktu zbioru (Z), tak ze w przedziale (K—e, AT--¢)
nie bytoby ani jednego elementu x zbioru (Z), co jest
sprzeczne z okre$leniem kresu K.

Jezeli k i K sg kresami zbioru (2), to kazdy element
X zbioru spetnia warunek k<Lx<(.N, t.j. nalezy do prze-
dzialu wiasciwego (k,K). Kazda liczba M wieksza od K
bedzie krancem gornym zbioru, kazda liczba m, mniejsza
od k bedzie krancem dolnym zbioru.

Jezeli k=K, to zbior (Z) zawiera tylko jedng liczbe;
jezeli elementami zbioru (Z) sa wyrazy pewnego ciagu, to
wyrazéw tych moze by¢ nieskoriczenie wiele, ale w tym
przypadku wszystkie majg te samg wartos¢ liczbowa.

Jezeli zbior (Z) jest domkniety, i jezeli posiada kres
K (ewentualnie k\ to kres K (ewentualnie & nalezy do
(2); w rzeczy samej, stwierdzilisSmy przed chwilg, ze K,
0 ile nie nalezy do (Z), musi naleze¢ do (Z); otéz dla
zbioru domknietego kazdy element zbioru (Z') nalezy do
(Z), co dowodzi naszego twierdzenia.

42. Najwieksza z granic (punktow skupienia), naj-
mniejsza z granic (punktéw skupienia).

Przypusémy, iz dany jest jaki§ zbior liczb rzeczywis-
tych (punktéw) (Z). Zbiér pochodny (Zz), o ile nie jest
pusty, moze takze posiada¢ swoj kres gorny i kres dolny;
bedzie to miatlo z pewnoscig miejsce, gdy np. zbidr (Z)
jest ograniczony od gory albo od dotu, jak sie o tem mo-
zemy przekonaé, rozumujac przez sprowadzenie do sprzecz-
NoSCi.



Przypusémy, ze (Z) jest ograniczony od goéry i od dotu
i ze (Z) nie jest zbiorem pustym; wiec (Zz) jest takze
ograniczony, a wiec posiada kres gorny i kres dolny.
Niech G oznacza kres goérny zbioru pochodnego (Z'), a q

jego kres dolny. Poniewaz zbidr (Z ) jest domkniety, wiec G
i g naleza do (Zz2), czyli Gi g sg punktami skupienia zbioru
(2). Zadna liczba 7, wieksza od G, nie moze by¢ punktem
skupienia zbioru (Z); gdyby bowiem Z> G, to liczba Z
nalezagca do zbioru pochodnego (Z:z), bylaby wiegksza od
kresu gérnego G tego zbioru (Z'). Tak samo udowodnimy,
ze zadna liczba mniejsza od g nie moze by¢ punktem sku-
pienia zbioru (Z). Tak wiec G jest najwiekszg z granic
uogolnionych, t. j. punktow skupienia, a g jest najmniejszg
z granic (punktéw skupienia). Wszystkie punkty skupienia
zbioru (Z) naleza wiec do przedziatu wiasciwego (g, G)

Liczba G posiada nastepujace wiasnosci, ktére ja w zu-
petnosci wyznaczaja:

1) *Prawie  wszystkie elementy zbioru (Z) (ograniczo-
nego od gory) sa mniejsze od G-j-e, t. j. tylko skorczona
liczba elementéw zbioru (Z) przewyzsza liczbe G-f-e.*

2) Dowolnie mate otoczenie punktu G zawiera nieskon-
czenie wiele elementow zbioru (Z), t. j. nieskornczenie
wiele liczb zbioru (Z) jest wigkszych od G— e, jakkolwiek
matg jest liczba dodatnia e.

Jezeli istnieje liczba G, speiniajgca powyzsze dwa wa-
runki, to, popierwsze, zbior (Z) jest ograniczony od gory;

* Gdyby bowiem byto nieskoriczenie wiele elementéw zbioru (2),
wiekszych od G-f-e, to w przedziale (G+e, K) musiatoby “ie znajdo-
waé nieskonczenie wiele elementow zbioru, a wiec, na mocy twier-
dzenia 1.43, musiatby istnie¢ punkt skupienia, ktéry, naturalnie, bytby
wigkszy od G, wbrew zatozeniu.



powtdre G jest punktem skupienia zbioru (Z); potrzecie
G=G, t. j. G jest najwiekszg z granic.

Liczba g posiada nastepujgce dwie wlasnosci, ktore ja
w zupetno$ci wyznaczajg:

1) ,,Prawie" wszystkie elementy zbioru (Z) (ograniczo-
nego od dotu) sg wieksze odg—e, t. j. tylko skoriczona liczba
elementow zbioru (Z) jest mniejsza od £— e.

2) Dowolnie male otoczenie punktu g zawiera nieskon-
czenie wiele elementéw zbioru (Z), a wiec jest nie-
skonczenie wiele elementéw zbioru (Z) mniejszych od g -j- e,
jakkolwiek matg jest liczba dodatnia s.

Jezeli istnieje liczba g, spetniajaca powyzsze dwa wa-
runki, to popierwsze zbiér (Z) jest ograniczony od doty;
powtére g jest punktem skupienia zbioru (Z); potrzecie
g=g, t. j. g jest najmniejsza z granic.

Liczby g i G sg wyznaczone przez powyzsze warunki
jednoznacznie; dowdd przez sprowadzenie do sprzecznosci.

Jezeli zbior (Z) nie jest ograniczony od gory, to niema,
oczywiscie, takiej liczby G, gdyz z dwéch warunkdw, okres-
lajacych liczbe G, pierwszy nie moze by¢ spetniony.

Jezeli zbidr (Z) nie jest ograniczony od dotu, to niema,
oczywiscie, takiej liczby g, gdyz z dwdch warunkéw, okres-
lajacych liczbe </, pierwszy nie moze by¢ spetniony.

Jezeli g= G, to zbidr (Z:z) zawiera jeden tylko punkt,
zbidr (Z) za$ jest ograniczony i posiada jeden tylko punkt
skupienia. Odwrotnie, jesli (Z) jest ograniczony (od gory
i od dotu) i posiada jeden tylko punkt skupienia, to
> cI;Doréwnajmy ze sobg okreslenia gornego kresu Ki naj-
wiekszej z granic G.

Jezeli kres gorny lv jest punktem odosobnionym zbioru
(2), to oczywiscie 78T> G\ jezeli kres gorny K jest punktem



skupienia zbioru (Z), to jest, oczywiscie, najwieksza z gra-
nic; dowod przez sprowadzenie do sprzeczno$ci. A wiec
w tym przypadku G = K. Poniewaz K moze by¢ tylko
albo punktem odosobnionym albo punktem skupienia
zbioru (Z), wiec przytoczone dwa przypadki wyczerpuja
wszystkie mozliwosci; nigdy nie moze byé K<G. Tak samo
mozna poréwna¢ kres dolny k z najmniejsza z granic g.
Jezeli Z; jest punktem odosobnionym, to k<g\ w przeciw-
nym razie k=g. Liczby (punkty) g i G mogg do zbioru
(2) naleze¢ lub nie naleze€.

43. Twierdzenie Bolzano-Weierstrassa.

Kazdy zbiér nieskoriczony, ograniczony od gory i od
dotu, posiada przynajmniej jeden punkt skupienia.

Przypus¢my, ze wszystkie punkty zbioru (Z) naleza
do przedziatu (m,Jf), gdzie m i M s3 krancami zbioru
ograniczonego (Z), przytem m mozemy tak wybra¢, by
punkt ten nie nalezat do (Z). Kazdy punkt (liczbe) X
przedziatu (m, J/) zaliczymy do klasy pierwszej lub dru-
giej, zaleznie od tego, czy w przedziale (m, Z) mamy skon-
czona lub nieskonczong liczbe elementéw zbioru (Z). Punkt
m nalezy do klasy pierwszej; punkt M do klasy drugiej,
bo w przedziale (m, J/) sg wszystkie punkty zbioru (2),
a jest ich nieskonczenie wiele. Kazdg liczbe mniejsza od m
zaliczymy do klasy pierwszej, kazdg liczbe wiekszg.od M
do klasy drugiej; a wiec kazda liczba rzeczywista nalezy
do jednej z dwoch klas. Kazda liczba Xi pierwszej klasy
jest mniejsza od kazdej liczby Xn drugiej Kklasy; jezeli
Xi<m lub Xn> M, to rzecz jest oczywista; jezeli Xn
naleza do przedziatu (m, M), to, zakladajagc Xi*>Xn" do-
szlibySmy do sprzecznosci. A wiec musi by¢ zawsze Xi<Xn.
Nasz podziat liczb rzeczywistych na dwie klasy jest wiec
przekrojem. Przekrdj ten wyznacza liczbe, ktérg oznaczymy
przez g. Liczba g—e nalezy do klasy nizszej, liczba g -j- e



do klasy wyzszej. W przedziale (m,g—e) mamy zatem
skonczong liczbe elementéw zbioru (Z), w przedziale za$
(m g [  przeciwnie, liczbe nieskoriczong tych elementéw;
stad wniosek, iz przedzigt (g —e, g-\-" zawiera nieskon.
czenie wiele elementéw zbioru (Z); a wiec punkt g jest
punktem skupienia zbioru (Z). Twierdzenie zostato udo-
wodnione.

Punkt skupienia, ktérego istnienie zostato stwierdzone
przez tylko co przytoczone rozumowanie, jest whasnie naj-
mniejsza z granic, t. j. =09\ w rzeczy samej, w przedziale
(m, g—e) znajduje sie skoriczona liczba elementéw zbioru
(Z), czyli niema tam ani jednego punktu skupienia na-
szego zbioru; poniewaz e=>0 jest liczbg dowolnie matg,
wiec nie moze by¢é g™g. UdowodniliSmy ze:

Kazdy zbidr nieskonczony, ograniczony od géry i od
dotu, posiada najmniejsza granice g*

Twierdzenie Weierstrassa mozna wygtosiC jeszcze
w sposdb nastepujacy: jezeli zbidr (Z) jest nieskoriczony
i ograniczony od goéry i od dotu, to zbiér pochodny (Z)
nie jest pusty.

Jezeli zbiér pochodny nie jest pusty, to muszg istnie¢
granice najwieksza i najmniejsza g i G.

Uwaga. By wystowienie twierdzen uprosci¢ i ujednos-
tajni¢, wygodnie jest wprowadzi¢ nastepujaca umowe: je-
zeli zbidér (Z) nie jest ograniczony od gory, to fakt ten
wyrazimy, mowigc, iz zbiér posiada miejsce skupienia
(granice uogdlniong) w punkcie niewlasciwym -|- zda-
nie ,,zbiér (Z) posiada miejsce skupienia w punkcie nie-
wihasciwym — o0“ bedziemy uwazali za réwnoznaczne ze
zdaniem: ,,zbior (Z) nie jest ograniczony od dotu“. Oto-
czeniem punktu niewfasciwego -j- 00 jest zbidr wszystkich

* Czytelnik w sposéb podobny udowodni istnienia najwiekszej
z granic G.



liczb rc, wiekszych od dowolnie wielkiej liczby 3f; otocze-
niem punktu niewlasciwego — 00 jest zbiér wszystkich
liczb x, mniejszych od dowolnie matej liczby m\ tak, np.,
zhior liczb x~=>\ stanowi otoczenie punktu niewtasciwego
=+ 00, zbidr liczb 22 <100 stanowi otoczenie punktu nie-
wiasciwsgo —co. Zdania: ,,zbior (Z) nie jest ograniczony
od goéry" i ,w dowolnem otoczeniu punktu niewlasciwego
+ 00 znajduje sie nieskoriczenie wiele elementéw zbioru
(2)" posiadajg te sama tres¢. W ten sposob twierdzeniom,
odnoszacym sie do zbioréw ograniczonych, i twierdzeniom,
odnoszacym sie do zbiorow nieograniczonych, bedziemy
mogli nadaC brzmienie jednakowe. Tak np., twierdzenie
Weierstrassa bedzie brzmiato: kazdy zhiér, zawierajacy
nieskonczenie wiele elementow (liczb, albo punktéw na
prostej), posiada przynajmniej jeden punkt skupienia.

Jezeli zbior jest ograniczony od gory i od dotu, to
wszystkie punkty skupienia sg punktami wiasciwemi; jezeli
zbidr nie jest ograniczony od géry, to punkt niewtasciwy
=+ 00 jest punktem skupienia, ale, oczywiscie, nie koniecznie
jedynym. Tak samo, jezeli zbior nie jest ograniczony od
dotu, to musi posiada¢ przynajmniej jeden punkt skupie-
nia, mianowicie punkt niewtasciwy — oo. Tak naprzykiad,
zhidr liczb ciagu naturalnego posiada jeden punkt skupienia,
punkt niewkasciwy -j-o00; zbiér: 2, o, 3, 4, |,... n,
ma dwa punkty skupienia, jeden w punkcie wiasciwym
0, drugi w punkcie niewlasciwym -|- 00; zbidér wszystkich
liczb catkowitych dodatnich i ujemnych posiada dwa
punkty skupienia, oba niewtasciwe —o0 i + oo.

Twierdzeniom o najwiekszej i najmniejszej z granic
mozna nada¢ brzmienie nastepujace: jezeli zbidr posiada
nieskoriczenie wiele elementéw, to posiada granice naj-
wiekszg 6r i granice najmniejszg g.

Jezeli zbior jest ograniczony od géry i od dotu, to g



i G sg punktami wiasciwemi; jezeli zbidr nie jest ogra-
niczony od gory, to G jest punktem niewtasciwym -j- oo;
jezeli zbidr nie jest ograniczony od dotu, to g jest punktem
niewfasciwym — oo.

Jezeli g=G, to zbidr posiada jeden tylko punkt sku-
pienia; tak np., jezeli zbiorem (Z) jest zbiér liczb ciggu
naturalnego, to najmniejsza i najwieksza granica sg sobie
réwne, gdyz q jak i G zlewajg si¢ z punktem niewtasci-
wym 4- 00

Konsekwentnie musimy takze rozszerzy¢ pojecie zbiez-
nosci ciggu; mianowicie, jezeli cigg adl a2v.., anv.. jest
ciggiem dazacym do nieskonczonosci, to powiemy, ze po-
siada granice niewtasciwg, ze zmierza do granicy niewias-
ciwej -j- 00; tak samo, jezeli > — 00, to powiemy, iz ciag
nasz zmierza do granicy niewtasciwej — 00. Jezeli cigg zmie-
rza do granicy niewlasciwej, to *prawie  wszystkie wyrazy
ciggu naleza do otoczenia tego punktu niewtasciwego.

43. Kryterjum Cauchy zbieznosci ciggu.

Przypusémy, ze dany jest pewien cigg; niech (/:) ozna-
cza zbidr, ktérego elementami sg wszystkie wyrazy tego
ciggu; (2) za$ niech oznacza zbior wartosci liczbowych
danego ciaggu, tak iz dwa rdzne elementy zbioru (Z) sa
dwoma roznemi liczbami, co niekoniecznie musi mieé
miejsce dla zbioru (E\ Zbiér (Z) moze zawiera¢ skon-
czong liczbe punktow tylko wtedy, gdy w ciggu danym
nieskonczenie wiele wyrazow! sg liczbami réwnemi. Ciag
bedziemy, jak zwykle, nazywali zbieznym, jezeli posiada
granice wiasciwa.

Twierdzenie. Jezeli cigg jest zhiezny, to jest ograni-
czony (od goéry i od dotu) i posiada jeden tylko punkt
skupienia.

Uwaga. Punktami skupienia ciggu bedziemy nazywali
punkty skupienia odpowiedniego zbioru liczb, jak réwniez
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punkty, ktérym odpowiada nieskonczenie wiele réwnych
wyrazow ciggu.
Zatozenie. Ciag a2, a3dv...l an>.. jest zbiezny;

. a,,->0.

»Prawie" wszystkie wyrazy ciggu spetniajg warunek
\a» — g\ C e, czyli zewnatrz przedzialu (g—e, p-j-e) znaj-
duje sie skoriczona liczba wyrazéw ciggu; niech aull
.., ait bedg temi wyrazami, spetniajgcemi jedng z dwaoch
nierownosci x<Zg—e lub oc>g-j- e; wszystkie inne spet-

niajg nierownos¢ g —e g-|-e. Niech M oznacza naj-
wiekszg z liczb |ani|, |a,,2,..., [aMJ,\g— €|, +e|. Wszystkie
wyrazy ciggu spetniajg nierownosé czyli wszystkie

wyrazy ciggu sg zawarte w przedziale (—3f, -j-izZ), czyli
cigg jest ograniczony.

Punkt g jest, oczywiscie, punktem skupienia ciggu;
fatwo stwierdzi¢, ze jest on jedynym punktem skupienia
ciggu. Gdyby bowiem byt drugi punkt skupienia Ciggu gtt
to ,,prawiel wszystkie wyrazy ciggu musiatyby spetnia¢
warunek \aw—gi\<E, czyli }prawie  wszystkie wyrazy
ciggu bylyby zawarte w przedziale (gt— e, #i +e); otdz,
jezeli 0<e< Ny to przedziaty (g—e, ty-j-s) i (gt—e,

g -j-e) nie majg ani jednego punktu wspdlnego, a wiec nie
moga by¢ *prawie | wszystkie wyrazy tego samego zbioru
i w przedziale (g—-e, i w przedziale (gt —¢& -+ &);
gdyz jezeli ,,prawiel wszystkie wyrazy sa wewnatrz (g—e,
g-j-e), to zewnatrz tego przedziatu, a wiec i w przedziale
(gt—e, g/-J-e) musi sie ich znajdowaé skonczona liczba
a nie *prawie  wszystkie, skad sprzecznosc.

Twierdzenie odwrotne. Jezeli cigg jest ograniczony
i jezeli posiada jeden tylko punkt skupienia, to ciagg jest
zbiezny, t. j. posiada granice wiasciwa.

Jezeli g jest punktem skupienia ciggu, to znaczy, iz
nieskonczenie wiele wyrazOw ciagu znajduje sie w prze-



dziale (</— e, (/H-e), jakkolwiek jest malg liczba dodatnia e.
Jezeli cigg jest ograniczony i nie posiada innego punktu
skupienia po za punktem g, to po za przedziatem (g—e,
g-j-e) mamy tylko skoriczong liczbe wyrazéw ciggu. Niech
m i M bedg krancami naszego ciagu; (liczby m i 71/istnieja,
bo ciag jest ograniczony). Gdyby nieskonczenie wiele wy-
razow ciggu spetniato nierownos¢ m <an<g—-e, to w prze-
dziale (m, g— e) musiatby sie znajdowac przynajmniej je-
den punkt skupienia gx == g tego ciggu. W rzeczy ramej,
wyhika to z twierdzenia Weierstrassa, jezeli wartosci licz-
bowe owych wyrazéw an stanowig zbidr nieskonczony;
w przeciwnym razie musi by¢ nieskonczenie wiele wyra-
z6w réwnych tej samej liczbie Z; ale w takim razie ta
liczba 7 jest punktem skupienia, nie zbioru (Z) wartosci
liczbowych wprawdzie, ale ciggu. Tak, w obu przypadkach
musiatby istnie¢ punkt skupienia po za punktem g, co
jest sprzeczne z zatozeniem. Tak samo udowodnimy, ze
tylko skonhczona liczba wyrazéw ciggu spetnia warunek
g-j-e<ai<M. ,Prawie* wszystkie wyrazy ciggu znajduja
sie wiec w przedziale (g—e, t. j. ,.prawie" wszyst-
kie wyrazy ciggu spetniajg nieréwnos¢
g— e<Cz,i<5 + e,

poniewaz liczba dodatnia e moze by¢ dowolnie mata, cigg
all jest zbiezny i zmierza do granicy wiasciwej g.

Tak wiec, warunkiem koniecznym i dostatecznym
zbieznosci ciagu jest ograniczono$¢ ciggu i istnienie jednego
tylko punktu skupienia.

Uwaga. Czytelnik sprawdzi, ze przez wprowadzenie
granic niewlasciwych mozemy twierdzeniom, dotyczacym
ciagbw ograniczonych i nieograniczonych, nada¢ jednakowe
wystowienie, mianowicie:

Jezeli ciag posiada tylko jeden punkt skupienia (wias-
ciwy czy niewlasciwy), to punkt ten jest granica, do ktérej



ciag zmierza. Granica ta jest granicg wiasciwg albo niewtas-
ciwa, zaleznie od tego, czy cigg jest ograniczony czy nie.

Odwrotnie. Jezeli cigg zmierza do granicy (wiasciwej
lub niewtasciwej), to ta granica jest jedynym punktem
skupienia ciggu.

Klasa ciggbw o jednym punkcie skupienia i klasa
ciggéw, posiadajacych granice, — to jedno i to samo.

Na podstawie tylko co przytoczonych rozwazan mo
zerny poda¢ prosty dowdd podstawowego w teorji granic
twierdzenia Cauchy’ego, stanowigcego tak zwane ogdlne
kryterjum zbieznosci.

Zeby ciag byt zbiezny (t. j. posiadat granice wiasciwa),
trzeba i wystarcza, by kazdej liczbie dodatniej (dowolnie
matej) e mozna byto podporzadkowac taka liczbe catkowitg
n0, ze warto$¢ bezwzgledna réznicy dwéch jakichkolwiek
wyrazéw ciggu o wskaznikach wiekszych od n byta zawsze
mniejsza od e.

Warunek wystowiony w tym twierdzeniu jest konieczny,
t. j. jezeli ciag:

jest zbiezny, to \aw—am|<e, dla n>n0 i m>/z0; dowdd
podaliSmy w ustepie 1 23.

Pozostaje wiec do udowodnienia tylko, ze omawiany
warunek jest warunkiem dostatecznym, t. j. jezeli do kazdej
liczby dodatniej e mozna dobra¢ taki wskaznik t20(e}, iz
n~>n" i m>n0 pociggajg nierdwmaos¢

\Qn CLm\ <
to cigg jest zbiezny.

Dowéd. Zauwazmy przedewszystkiem, ze cigg atl a2,...v

jest ograniczony od géry i od dotu; w samej rzeczy,
niech M oznacza najwieksza, a m najmniejszg z posrdd
liczb aVl €3,.,,. a0, ano+i-|-E, aMo+i—s. Z zatozenia wry-

*) Piszemy nd(e) zamiast n0, by uwidoczni¢ fakt zasadniczy, po-
legajacy na tem, iz liczba n0 zalezy od liczby e.



nika, iz <anotl-|-e i a,,>0+i—s dla kazdego n=>'n0,
t. j. ze wszystkie wyrazy ciggu o wskazniku wiekszym od
n0 znajduja sie w przedziale (aWit —e, «not+iH~e); tak wiec
m Jf dla kazdej warto$ci wskaznika n, t. j. wszyst-
kie wyrazy ciagu sg liczbami, nalezacymi do przedziatu
cigg wiec jest ograniczony od gory i od dotu.

Jako dalszy wniosek z zatozenia, mozemy udowodnié,
ze cigg atl a2l..! anr. posiada tylko jeden punkt skupie-
nia; w rzeczy samej punkty skupienia naszego ciggu moga
znajdowac sie tylko w przedziale (&,0+i—e, aMotl-|-e), gdyz
zewnatrz tego przedziatlu znajduje sie tylko liczba skon-
czona wyrazéw, mianowicie nie wiecej niz n0. Przypusémy,
iz dwa rozne punkty gx i g2 sg oba punktami skupienia
ciggu; w takim razie g/ i g2 muszg mieSciC sie w prze-
dziale (a,0+i—e, (tootl4-e); poniewaz wyniki naszego ro-
zumowania sg prawdziwe przy kazdej (dowolnie matej) war-
tosci e, doszliSmy wiec do sprzecznosci, bo, o ile e<| \gx—g?2,
z nierbwnosci  ano+ti—e A <% «O+i—E wynika
164 — 9\ < 2e, czyli \gt —g2 <\gt — g2\, co jest niemozliwe.
Tak wiec dwadch “punktéw skupienia by¢ nie moze; nato-
miast musi by¢ przynajmniej jeden punkt skupienia, na
mocy twierdzenia Weierstrassa (1. 43).

UdowodniliSmy wiec, ze nasz cigg jest ograniczony
od gory i od dotu i posiada jeden tylko punkt skupienia.

Stad wnioskujemy, ze cigg jest zbiezny i ze wzmian-
kowany punkt skupienia jest jego granica.

45. Jezeli liczba a jest punktem skupienia (Z), to mozna
utworzy¢ ciag czesciowy z wybranych elementéw zbioru (2)
w ten sposéb, by utworzony cigg byt zbiezny i granicg
jego byta liczba a. W rzeczy samej, niech elf €2 e3,..., en,.-
oznacza dowolny cigg malejacy o elementach dodatnich
i 0 granicy zero;, mozna np. wzigé en=".

Niech oznacza element zbioru (Z), zawarty w prze-
dziale (a—el, niech a2 oznacza element zbioru



(Z2), rézny od xx i zawarty w przedziale (a—e2, a+ e2),
i t. d.; niech. xp oznacza element zbioru (Z), rézny od It
?2v.., Xp_y i zawarty w przedziale (a— ¢Pl a-|-Ep). Z okres-
lenia punktu skupienia wynika, ze taki element xp istnieje
dla kazdego p. Utworzy sie w ten sposéb cigg nieskon-
czony”, 223,..., Xpr.., wyrazy tego ciggu zostaty wybrane
Z posréd elementéw zbioru (Z). Otéz lima?p=a. W rzeczy

samej, niech e oznacza dowolng liczbe dodatnig; poniewaz
En—>-0, istnieje wiec wskaznik 0 taki, ze e,,<e, skoro
tylko n>n0. Stad wynika, ze nieréwno$¢ N>nN0, pocigga
nieréwno$¢ |a— a?,|<En<E, czyli, rzeczywiscie, limx = a.

Czytelnik udowodni w sposéb podobny, ze jezeli zbidr
(Z) nie jest ograniczony, np. od géry, to mozna wybrac
z posrdd jego elementow cigg czeSciowy ) ) M)
taki, ze xn—>-0o.

Sereqi.

46. Istota i okre$lenia zasadnicze teorji szeregéw.

Do teorji szeregbw dochodzimy w sposéb zupetnie na-
turalny przez uogolnienie pojecia sumy w przypadku, gdy
liczba skiadnikéw jest nieskonczona. Wyobrazmy, iz dany
jest nieskoriczony cigg liczb av a2 «3,..., an,..; teorja sze-
regbw ma na celu podanie okreslenia sumy nieskoriczonej
liczby sktadnikow:

(1) + an4- ...

Gdyby liczba sktadnikéw byta skonczona, otrzymali-
bysmy sume wszystkich sktadnikow dodajac dwa pierwsze,
nastepnie do sumy dwoch pierwszych — trzeci, do sumy
trzech pierwszych sktadnikbw — czwarty i t. d., az do
wyczerpania. Gdy liczba sktadnikdéw jest nieskoriczona,
okreslenie powyzsze niema sensu, gdyz wszystkich skiadni-
kéw wyczerpa¢ nie mozemy; przeciwnie, proces dodawania



kolejnych sktadnikéw jest nieskoriczony; otrzymamy tak
zwane sumy czesciowe:
sy = at; s2=al+a?, 3= ax+ ul+ <3 sé= &1+ a2+ a3+ a4
WS =cl+ a2+ i3+ ... + ém...
Sumy czeSciowe szeregu (1) tworzg cigg nieskoriczony
2 sIf s2, s3,..., Sw,...

Okres$lenie zasadnicze.
Jezeli ciag (2) sum czeSciowych dazy do granicy, to
te granice nazywamy sumag szeregu (1).
Jezeli zatem
limsih=s, to

S jest sumg szeregu (1), co wyrazamy, piszac
~Fal-F°3~Fwwi~F -Frvv—s ,

Jezeli szereg (1) posiada sume, czyli gdy ciag (2), utwo-
rzony z jego sum czesciowych, dazy do granicy, to szereg
(1) nazywamy szeregiem zbieznym. W przeciwnym razie
méwimy, ze szereg jest rozbiezny.

Znajac wyrazy szeregu (1), mozna, oczywiscie, znalez¢
sumy czesciowe, a wiec utworzy¢ ciag (2); odwrotnie, gdy
znamy ciag, jaki tworzg sumy czesciowe, mozemy znalez¢
wszystkie wyrazy odpowiadajacego szeregu. W samej rzeczy,
poniewaz

s,=al-j-a-|-a ..-j-CZn+i~F
sn1— "F ~F@3~Fw-F
wiec  sn—sn-i —ah, tak iz av—stl a2 =s4—sl,
-8 SgC7n —sni—l) .o
Przypus¢my, np., iz wiadome jest, ze
2«+! i
Sn on

W takim razie



°1 81 2'a2 s2 51 "5 % }i...
. n+1—1 ¥ —1
al—s, s,,-1— — 2«-i —2W‘

Sumg szeregu

F+F+04+ 004+ 400

jest h{n S, = hm2n+1 ---;— lim |/2— = =2

n—>eo N—>00 N—>-00\ 2.1

Przyktad 2-gi.

Przypus¢my, ze sn N W takim razie
yp Y n-\-1
St S SI=3 == =S S2~f—
n n—1 1
n-|-.1 n n(n4-1)
Szukany szereg jest wiec nastepujacy:
L+ t+ L+ + 1 4

12 '2.3 | 34 || ‘
Poniewaz
hins, hm vV  Fhm-+--=1
n—> ll->00N-y-I -

wiec szereg jest zbiezny; jego sumg jest liczba 1.
Przykiad 3-ci.
Rozwazmy teraz szereg, bedacy postepem geometrycz-
nym:
« + «9'H-ae8+a93 + -- - + agn-x + ctqli -j- ...
Jego sumami czesciowemi s3:
sl=a; st=a-\-aq\ s = aA-aq-j- agt;..

Nalezy rozpatrze¢ oddzielnie kilka przypadkow, za-
leznie od wartosci wykiadnika g.

1) g=V



W tym przypadku, jak wiemy (1. 29),
Co,
a wiec wartos$¢ bezwzgledna su= (gn—1) takze ros-

nie nieograniczenie, jak i en, t j. |s»|->00. Wobec tego
szereg nasz jest w tym wypadku rozbiezny.

2)

W takim razie limen=0, wiec

lims»=yzzTglim —?)=T—q

Szereg zatem jest zbiezny; jego suma
a
S = i-.:.?u
3) ?==1.
Ten przypadek rozpada sie na dwa podrzedne:
a) 5=1;
wowczas sn=n.a i |»w|->-00; szereg jest rozbiezny.
6) 5=—1Ii;
wowczas )32n=0, s2n+i = a; zatem i tutaj granica nie ist-
nieje; szereg jest rozbiezny.

4)5<-I.

Poniewaz w tym przypadku 5n granicy nie posiada,
wiec szereg jest rozbiezny.

A zatem szereg, ktory jest postepem geometrycznym,
jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy jego wyktadnik o
jest zawarty w przedziale pomiedzy —1 a -j- 1, z wyklu-
czeniem krancow przedziatu (przedziat niewfasciwy).

Jezeli szereg

() + %)+ °3 +...... + a«t---

jest zbiezny, to wyraz ogdélny an musi dazy¢é do zera, gdy
wskaznik jego n ro$nie nieograniczenie. Istotnie



gdy n rodnie nieograniczenie, to lim =lims,—l=s,

n—> 00 n—>00

a poniewaz liman—Ilim S1— lim wiec

n—>o00 N—> o0 n—>o00

iman=2~0

Jest to warunek konieczny, lecz nie dostateczny zbiez-
nosci szeregdw: istniejg bowiem szeregi rozbiezne, ktérych
wyraz ogoélny an dazy do zera. Zbadajmy dla przyktadu
tak zwany szereg harmoniczny:
©) H\A/ .+ -+ e
tu a«=— i liman=0; udowodnimy, ze szereg (3) jest roz-
biezny. W tym celu utworzmy i zbadajmy sumy czesciowe.
A=1 S=1+14 SiI=1+4++ ({}+BD=1+i+(1+)),
a wiec s4> 1 i; podobnie

N —Sa4+@+ ]| +4++'8)>1+A1+2+("'8 +F+ 1+ 1X C/yIS

S8=1—+ 1 —+"2 + 2

Nastepnie sl6=s84-(E + A+-+ A)>1+£+i4" 1+
+(A+A+ 1+A), si6>i+i+1+£+1

Udowodnilismy wiec, ze s >1-—2.; S(&) > 1-|-3.£;
8o =1+4.|.

Zapomocg indukcji udowodnimy z fatwoscig, ze
S(h) >1 4" &eofe

Poniewaz wyrazu szeregu (3) sg wszystkie dodatnie,
to sumy czesciowe tworza cigg rosnacy; jezeli wiec
tosh  S24>14-J. czyli

sn>1 -\-E(Ig".

gdzie Eeig'n) oznacza, jak zwykle, najwiekszg liczbe cat-
kowitg nie wieksza od Jg.2n.

Gdy Ti—>- 00, to a wiec i EMg2n) rosng do nie-
skonczonosci, wskutek czego 00; Szereg harmoniczny
jest rozbiezny.

Rachunek rézniczkowy i catkowy. 7



47. Warunek konieizny i dostaieczny zlieznosci sze-

regu.
Niech bedzie dany szereg

(1) -a  es-j- ... -j-an-j- e
Utworzmy cigg sum czesciowych

2 sl, s2, s3,..., sn,...

Warunek konieczny i dostateczny zbieznosci ciggu
(patrz 1 44) jest nastepujacy: trzeba i wystarcza, by do
kazdej liczby e=0 mozna byto dobrac taki wskaznik 220, ze
gdy n>??0 to

S <&
dla kazdego p > 0.
Poniewaz
Sn+j) S ~m+1 U«t2-j— ... [ <«

wiec warunek konieczny i dostateczny zbieznosci szeregu
przyjmuje posta¢ nastepujgca: trzeba i wystarcza, by kazdej
liczbie dodatniej e mozna byto podporzagdkowac taka liczbe
0, by dla n>10
‘ntl B2 4~ d-ymlp<e

dla kazdego yz>0.

Jezeli to kryterjum jest spetnione, to wynika zen, iz np.
przy statym p

(4) lim (a«ti -|-ant2 v unlp)—0
czyli lim«,=(), lim -|-antl=0.

lim (0,,- <n+id-«,,+2) =0, i t. d.

Mamy wiec tu nieskorczenie wiele w arunkéw (p=1,2,...),
ktére wszystkie sg spetnione, o ile szereg jest zbiezny; kazdy
z tych warunkéw, poszczeg6lnie wziety, nie jest warunkiem
wystarczajgcym; aby sie o tem przekonaé, wystarczy po
wroci¢ do szeregu harmonicznego. Dla szeregu harmonicz-



nego warunek (4) jest spetniony; w rzeczy samej, przy
statym p

co czytelnik z fatwoscig udowodni. Mozna nawet udowod-

. 1 4 1 , 1\
nic, % ¥m 4 4 T AAP) !est zero, nawet

wtedy, gdy p ro$nie wraz z o ile tylko stosunek  dazy
do zera.

Tak wiec z tego, ze przy pewnych statych warto$ciach
p (i nawet zmiennych) wyrazenie
(5) <Tetl -j- «nt+2-j- ..+ 4- fintp
dazy do zera gdy n->- 00, nie mozna jeszcze wmioskowac,
ze szereg (1) jest zbiezny. W tym celu nalezatoby wprzéd
stwierdzi¢, ze to zmierzanie ku zeru ma miejsce zawsze,
niezaleznie od tego, wedtug jakiego prawa zmienia sie p
wr zaleznosci od n.

Gdyby jednak wyrazenie (5) przy statym p nie dazyto
do zera, gdy n—>-<x>, to na tej zasadzie mielibySmy prawo
whnioskowac, iz szereg (1) jest rozbiezny.

Z tych wyjasnien wynika, iz pomimo swej teoretycz
nej prostoty, ogoélne kryterjum zbieznosci, ktore podalismy
przed chwila, moze by¢ w zastosowaniach bardzo ucigzliwe,
przyczem trudno$ci mogg by¢ nieraz nie do przezwycieze
nia. Wskutek czego stosujemy w praktyce cechy prostsze,
ale mniej ogolne, gdyz wyrazajace tylko warunki dosta-
teczne, ale juz nie konieczne zbiezno$ci szeregéw. O tych
kryterjach bedzie mowa pOzZniej.

Uwaga. ROznicy = ontl + ant2-j- .... - <Intp
oznacza¢ bedziemy symbolem Rn,p\ gdy szereg jest zbiezny,
roznice s — sn oznacza¢ bedziemy przez 7M, nazywamy ja
reszta; tatwo udowodnic, ze = + 82 + . +a,4,+..,



t. j. ze rObwna sie sumie szeregu, ktory otrzymamy, odrzu
cajagc w szeregu (1) n pierwszych wyrazow. Wynika to
z réwnosci

8,tp — S, = "+ n-l-2 + o0 4 «n+p>
przez przejscie do granicy dla p—>-00. W rzeczy samej
lim (Sntp — ) =s—sH = z drugiej za$ strony

lim (on+i + «n+2 + 1 + «n+p) = sumie szeregu a,*+1 + <inp2 +:

..+ an+p+ ...

48. Nalezy teraz zbadaé, czy szeregi zbiezne, jako sumy
nieskoriczonej liczby skiadnikéw, posiadajg te same za-
sadnicze wiasnosci, co i suma skoriczonej liczby wyrazow.

Nalezy wiec przedewszystkiem zbadaC, czy suma sze-
regu zbieznego zalezy czy nie zalezy od porzadku sktadni-
koéw (prawo przemienno$ci); nastepnie, czy suma sie¢ zmieni
czy sie nie zmieni, gdy skiadniki bedziemy tgczy¢ w grupy
i otrzymane grupy sumowac (prawo tgcznosci); nalezy
takze zbada¢, czy czynno$¢ odwrotna do poprzedniej wptywa
na wartos¢ sumy, t. j czy mozemy roztozy¢ pojedyncze
wyrazy szeregu na sumy dwaoch lub trzech np. sktadnikéw
bez wplywu na warto$¢ sumy szeregu.

Na razie nie mozemy da¢ wyczerpujgcej odpowiedzi
na pierwsze pytanie; okazemy niebawem, ze prawo prze-
mienno$ci nie stosuje sie do szeregbw, t. j. Zze suma Sze-
regu zbieznego moze sie zmieni¢ ze zmiang porzadku skiad
nikow; ze nawet szereg zbiezny sta¢ sie moze ze zmiang
porzadku sktadnikow rozbieznym. Jednocze$nie wydzielimy
z posrod szeregbw zbieznych pewng klase szeregdbw, mia-
nowicie tak zwane szeregi bezwzglednie (albo bezwarun
kowo) zbiezne, dla ktorych prawo przemiennosci jest spet-
nione.

Co do drugiego pytania, mozemy nann odpowiedzie¢
odrazu, mianowicie prawo fgcznosci jest dla szeregdw spet-



nione. W rzeczy samej, przypusémy, iz dany jest szereg
zbiezny

(D U~t"o24" a3 + aa + 0 4" =38

i niech w = <it-J-a2, vz =as-j-adl  —caid" a2k
Tworzymy szereg

(6) ) 4= uy - . - tip 4 ... czyli

(a 82 4~ asd~M) 4" A~@o2p-14-o2p) B w
Szereg (6) jest zbiezny i suma jego jest lakze s; w rzeczy
samej, niech sB s2.., sn,... oznaczaja, jak zwykle, sumy
czesciowe szeregu (1), a ol, 02.., olb . sumy czesciowe sze-
regu (6). Z zatozenia wynika ze
limSh=si 26 Gj—s2 c2—S4 . OP=,2 .

tak, iz ciagg ol 02 g3 ., op.. jest utworzony z wyrazéw
ciggu zbieznego sv... s2, .. 3. 8P,... i stanowi cze$¢ tego ciggu.
Lecz z teorji granic wynika, ze ciag Gt, g2 tf3,..., cp .. musi
by¢ takze zbiezny i posiada te samg granice s (patrz ustep
1 26). Tak wiec szereg (6) jest zbiezny i sumg jego jest
liczba s. Dla ustalenia uwagi taczyliSmy wyrazy po dwa;
czytelnik z fatwoscig zauwazy, ze podany dowdd stosuje
sie i do kazdego innego przypadku. Samo przez sie sie ro
zumie, ze przy taczeniu w grupy nie zmieniamy porzgdku
wyrazow, t. j. wykluczamy z pod naszych rozwazan ugru-
powania w rodzaju nastepujgcego:

(@4 +[PB az 4 (a5 4-«?) + w4~ 4" 4
+ # 2p—i 4~ wop+i' 4"
Tak samo tatwo jest odpowiedzie¢ na pytanie e

ale w tym przypadku odpowiedz jest przeczaca. Aby to
okaza¢, wystarczy da¢ odpowiedni przykiad; w tym celu
wezmy pod uwage, np. szereg, ktdrego kazdy wyraz (skiad-
nik) jest zero; taki szereg jest, oczywiscie, zbiezny, gdyz
wszystkie sumy czesciowe sg tu réwne zeru, a wiec i ich



granica réwna sie 0. Zastagpmy kazdy wyraz zero przez
sume liczb przeciwnych -|-1 i —1- t. j. zamiast szeregu
0 ~j~0—0——-0— napiszmy (1- 1)—(1—) - (1—1)-
—1) +— O ile teraz usuniemy nawiasy, otrzymamy
szereg
=1+ 1-14-...+ (- D"+1+...

ktory jest rozbiezny. Czytelnik sam znajdzie dowolng liczbe
podobnych przyktadow.

Jezeli do szeregu (1) dopiszemy jeszcze jeden skiadnik,
np. a, to otrzymamy nowy szereg
(7) a-j- —“a-j-.. on .,
ktory bedzie zbiezny w razie zbieznosci szeregu (1) i sumg
jego bedzie s-j-®. Istotnie, gdy oznaczymy sume n-j-1
wyrazow szeregu (7) przez s"+i, to s'nti=a-|-s,, a wiec,
przechodzac do granicy

limsmn+ti=a#4 lims,==a s

Podobnie zamiast jednego, moglibysmy doda¢ do sze-
regu (1) kilka wyrazéw (ale zawsze tylko liczbe skonczong),
przyczem otrzymany szereg byltby tez zbiezny.

Stad wynika réwniez, ze od szeregu (1) mozna odjac,
t. j. usuna¢ pewng liczbe wyrazow; szereg nadal pozosta-
nie zbiezny, a suma jego zmniejszy sie o sume odjetych
wyrazow, np..

Ql +  4"°54% nA4*Ui4twi==S " Ul — a2

A zatem mozna w szeregu zbieznym zmieni¢ skon-
czong liczbe wyrazéw (t. j. usungé pewne wyrazy, a ha
ich miejsce wprowadzi¢ inne); otrzymany nowy szereg
bedzie tez zbiezny.

Okoliczno$¢ ta jest bardzo wazna; wynika stad wnio-
sek, ze zbiezno$¢ lub rozbiezno$¢ szeregu jest wiasnoscig
graniczng, t. j. zalezng nie od skoriczonej, lecz od nieskon-
czonej liczby wyrazéw szeregu. Wiasno$¢ te mozna wyra-



zi€ jeszcze inaczej, mianowicie, w sposOb nastepujacy:
zbiezno$¢ szeregu pocigga za sobg zbiezno$¢ wszystkich
jego reszt 7?n; odwrotnie, jezeli ktorakolwiek reszta 77,¢ jest
zbiezna, to i szereg jest zbiezny. Jezeli szereg jest rozbiezny,
to i wszystkie reszty Rn sg rozbiezne; odwrotnie, jesli ktora-
kolwiek reszta RIil jest rozbiezna, to i szereg dany jest
rozbiezny. Oczywiscie, porzadek wyrazéw w Rn powinien
by¢ taki sam, jak w szeregu danym.
Stad wniosek, ze przy badaniu zbieznosci szeregu, mo-
zemy ograniczy¢ sie do badania zbieznosci reszty Rn
Jezeli wszystkie wyrazy szeregu zbieznego (1) pomno-
zymy przez te samg liczbe k, to otrzymany nowy szereg
8) kel+-k - k0ij--.. |-kan+ ..
bedzie zbiezny i jego suma bedzie k.s. Oznaczmy sume
czesciowg n wyrazOw szeregu (8) przez s'w; oczywiscie
s'n—k.snl a wiec
s'=lims'n=k limsn=Kk.s, co trzeba byto udowodnié.

N—>00 n—>o00

49. Seregi 0 wyrazach dodatnich.

Szeregi, ktoérych wyrazy sg od pewnego miejsca wszyst-
kie tego samego znaku, sg pod wielu wzgledami tatwiejsze
do zbadania od innych, dlatego tez najprzod zajmierny sie
wiasnie tg klasg szeregow. Dla uproszczenia bedziemy
w dalszym ciggu tego rozdziatlu zakladali, ze wszystkie
wyrazy, zaczawszy od pierwszego, sg np. dodatnie; lecz
wszystkie wyniki, otrzymane dla takich szeregbw beda, na
zasadzie rozwazan rozdziatu poprzedniego, stosowaé sie
i do szeregbw, w ktérych nie wszystkie, lecz ,,prawie"
wszystkie wyrazy sg tego samego znaku; przyczem termin
»prawie" bedzie oznaczat ,wszystkie z wyjatkiem skon-
czonej liczby" albo inaczej, co na jedno wychodzi, ,wszyst-
kie, zaczawszy od pewnego wskaznika".

Przypusémy wiec, ze w szeregu (1) wszystkie wyrazy
sg dodatnie, t. j. (>0 dla kazdego n Poniewaz s,,+i=s,,+ a,,,



wiec snti=>s,, czyli cigg utworzony z sum czeSciowych
jest rosnacy. A zatem, jesli dla kazdego n jest spetniony
warunek, ze sn<.M, t. j. jezeli sumy czesciowe sg ograni-
czone od gory, to szereg jest zbiezny, bo cigg rosnacy,
ograniczony od gory posiada granice (patrz 1 30). Analo-
gicznie dla szeregéw, ktorych wyrazy sa ujemne, wtedy
$n+i<sn i cigg jest malejacy. A zatem, jezeli w takim sze-
regu dla kazdego n spetniona jest nieréwno$¢ t. j.
jesli sumy czesciowe sa ograniczone od dotu, to szereg
jest zbiezny.

Twierdzenie pomocnicze o poréwnywaniu dwdéch sze-
regbw o wyrazach dodatnich.

Jezeli wyrazy szeregbw
1) at-j-al-j-a3-j-..-|- 4"

(9 bid-  4""3+ w4+ A

sg wszystkie (albo ,,prawie" wszystkie) dodatnie lub w kaz-
dym razie nie ujemne i jeSli przy wszystkich (albo ,,pra-
wie" wszystkich) wartosciach wskaznika n mamy bH  an
i jezeli szereg (1) jest zbiezny, to i szereg (9) jest zbiezny.

W toku rozumowania przyjmujemy, ze wystowione
warunki sg spetnione zawsze. Na zasadzie uwagi koncowej
rozdziatu poprzedniego czytelnik sam da sobie rade z do-
wodem w przypa lku, gdy te warunki sg spetnione ,,pra-
wie" zawsze.

Sume czeSciowg n wyrazOw szeregu (1) oznaczmy
przez sn, za$ szeregu (9) przez s'M; wodwczas, na zasadzie
zatozenia, mamy
(10) s’ t<<sn
Poniewaz szereg (1) jest zbiezny, a ciag sn s2,.. , jest
rosnacy, wiec sN<s, gdzie s=limsw, a zatem na mocy
(10) zachodzi takze nieréwno$é

(11 s4<s;



lecz ciag s\, s'8,..., s™,.. jest rosnacy; z (11) wynika, ze
jest ograniczony od géry, a wiec szereg (9) jest zbiezny.

Analogiczne twierdzenie mozna udowodni¢ i dla sze-
regbw rozbieznych. Jezeli wyrazy szeregow (1) i (9) s3
wszystkie dodatnie, jezeli szereg (1) jest rozbiezny, i jezeli
dla kazdej wartosci n

kn P

to i szereg (2) jest rozbiezny. Dowdd, zupetnie fatwy, zo-
stawiamy czytelnikowi.

Przyktady.
Udowodni¢, ze szereg

il' ' ;ZJ\ 21|E----r ‘;'li-v

jest zbiezny. Poréwnujemy wyrazy szeregu

21. 2"?'3]3#{ S

odpowiednio z wyrazami szeregu

L+JL+ L+ +—b +
1T2T23T34T '(n—
Warunki ostatniego twierdzenia o poréwnaniu dwéch
szeregbw sg tu spetnione. Wystarczy przyjac
- 1 A - 1
Qn + n—(n+1)2
stwierdzamy, ze: a,,>0, 7>0, wreszcie, ze szereg,
ktérego wyrazem ogdlnym jest aH jest zbiezny (patrz 1 46),
a wiec i szereg, ktérego wyrazem ogolnym jest 2, takze
jest zbiezny.
Udowodni¢, ze szereg
L+etL+  +-L+ L. +
Tg2'lg3 Ign' Tg(n- V-V
jest rozbiezny. Dla dowodu wystarczy zauwazyé, ze



IgnN™ I !’or'ovVneTc "dany szereg z szeregiem harmonicz-

nym, ktory jest rozbiezny.

Jezeli dany szereg (9) o wyrazach dodatnich i jezeli
chcemy sprawe jego zbieznosci rozstrzygna¢ przy pomocy
twierdzenia o porownywaniu dwoch szeregéw, powinniSmy
szukaC szeregu zbieznego (1), ktoérego wyrazy sg ,,prawie"
zawsze wieksze od wyrazéw szeregu danego. Taki szereg
bedziemy nazywali szeregiem przewyzszajacym szereg dany
(majorante). Mozemy wiec twierdzenie o poréwnywaniu
dwoéch szeregbw wypowiedzie¢ w sposéb nastepujacy: sze-
reg dany jest zbiezny, jeSli istnieje szereg przewyzszajacy
zbiezny.

50. Seregi o wyrazach dodatnich. Kryterjum zbiez-
nosci Cauchy. Kryterjum d’Alembert‘a.

Na mocy rozwazan poprzedniego rozdziatu mozemy
by¢ pewni zbieznoSci kazdego szeregu, dla ktérego szere-
giem przewyzszajagcym jest szereg geometryczny 1

r r3_ .. m .. o wykladniku r dodatnim mniej-
szym od jednosci. Postepujac w ten sposéb otrzymamy
kryterjum Cauchy.

Jezeli dla wszystkich wartoSci Nn>n0 jest spetniony

warunek \jan<<r<\, to szereg (1) al -j-a2-|- C+an-\-.

0 wyrazach dodatnich jest 2biezny. W rzeczy samej, z \Vio<r
wynika, ze an<rn ma miejsce dla wszystkich wskaznikow
n">n0 czyli ,,prawie" zawsze. Tak wiec szereg geometryczny
zbiezny 1-j-r-j-r ——===-j-.. jest wdanym przypadku
szeregiem przewyzszajagcym, co dowodzi zbieznoSci szeregu
danego.

Kryterjum Cauchy mozna takze wystowi¢ w nastepu
jacy sposéb. Utworzmy ciag

r oznacza liczbe statg, niezalezng od n.



(12) av \ja2, Vedn \//°4r-, r\'a->,

Jezeli istnieje liczba stata r mniejsza od jednosci,
taka, ze ,prawie* wszystkie wyrazy ciggu (12) sa od niej
mniejsze, to szereg (1) jest zbiezny.

Przypusémy, ze ciag (12) jest ograniczony od gory
i niech G bedzie najwiekszg z granic tego ciggu, czyli
najwieksza liczbg zbioru pochodnego, co oznaczamy piszac

lim \Jan=G.

Liczba G posiada nastepujaca wiasnos¢, (ktora jg wy-
znacza); nieskonczenie wiele wyrazow ciggu (12) przewyz-
sza kazda liczbe G—8, gdzie s jest dowolng liczba do-
datnig, natomiast ,,prawie" wszystkie wyrazy ciggu (12) sa
mniejsze od kazdej liczby ksztaltu GA-&.

Jezeli wiec <V>-1, to w ciggu (12) jest nieskonczenie
wiele wyrazéw, wiekszych od kazdej liczby r mniejszej od
jednosci. Jezeli natomiast G<A, to kazda liczba r, spet-
niajgca warunek G<<r<< 1, jest wieksza od ,,prawie" wszyst-
kich wyrazow ciggu (12). Wiasnosci liczby G wytozone
byly w rozdziale 42

Widzimy stad, ze dla danego szeregu (I) szereg geo-
metryczny zbiezny jest szeregiem przewyzszajacym, wtedy
i tylko wtedy, gdy najwieksza z granic ciggu (12) jest
mniejsza od jednosci. W tym wiec przypadku szereg (1)
jest zbiezny na mocy kryterjum Cauchy.

Natomiast, jezeli G>1! to nieskoriczenie wiele wyrazéw
ciggu (12) jest wiekszych od jednosci; lecz jesli V<zfe>1, to
i ak> 1, wnioskujemy stad, ze w tym wypadku nieskon-
czenie wiele wyrazéw ciggu (1) przewyzsza liczbe jeden,
a wiec warunek liman=0 nie jest spetniony i szereg (1)

jest rozbiezny.



O ile (7=1, to nie mozemy utworzy¢ szeregu Qeo-
metrycznego zbieznego, przewyzszajgcego Szereg dany, ale
nie mozemy tez twierdzié, ze szereg jest rozbiezny, chyba,
ze w jaki$ sposob udowodnimy, iz w ciggu (12) jest nie-
skonczenie wiele wyrazéw wiekszych od jednosci lub réw-
nych jednosci. Jezeli ,prawie" wszystkie wyrazy w (12) sg
mniejsze od jednosci i (7= 1, to stad nic o zbieznosci lub
rozbieznosci szeregu (1) wnioskowaé nie mozemy.

Jezeli cigg (12) posiada granice gl to, jak wiemy,
granica ta jest jednocze$nie najwiekszg z granic G; tak
wiec, jesli granica g jest mniejsza od jednoSci, to szereg
(1) jest zbiezny, jesli </>l, to szereg (1) jest rozbiezny.
Wypadek watpliwy bedzie miat miejsce gdy g=1.

Wylozone tu kryterjum Cauchy jest bardzo dogodne
w zastosowaniach, ale jak widzieliSmy nie jest ogdllnemj
jest to warunek dostateczny, ale nie konieczny; stosuje sie
tylko do szeregbw, ktére dajg sie poréwnac z szeregiem
geometrycznym

Jezeli poréwnywaé bedziemy stosunek dwdch kolej-
nych wyrazéw szeregu danego (1) ze stosunkiem dwoch
wyrazow kolejnych postepu geometrycznego, to otrzymamy
kryterjum zbieznosci d’Alembert'a. Kryterjum to jest na-
stepujace:

Jezeli istnieje taka liczba dodatnia r <1, iz dla wszyst-
kich wartosci Nn="0, czyli ,praw-ie" zawsze, spetniony jest
warunek

(13) ~tl<r<lI,
to szereg (1) jest zbiezny. W rzeczy samej, z warunku (13)
wynikajg nierownosci :
C«Oo+2 =< re a" re rtw+1 T

ano+l acu+2 an -1



pomnozmy przez siebie stronami powyzsze nierGwnosci
(jest ich n—nQ). Otrzymamy:

CTno+1
y-«0

stad

Oznaczmy statg przez k; w takim razie an+ti<kr".

lloczyn krn jest wyrazem ogdlnym postepu geometrycznego
zbieznego: k -j- kr -|- kr2-j- ... + krn-4- ...; a zatem, na mocy
twierdzenia o poréwnywaniu dwoch szeregbw, musi by¢
zbiezny i szereg (1).

Odpowiednia cecha rozbieznosci jest nastepujaca: jesli

istnieje taka liczba r 1, iz ,,prawie” zawsze -""—'~rl to
szereg (1) jest rozbiezny. Dowdd zostawiamy czytelnikowi.

Whnioski. Jezeli dazy do granicy mniejszej od

jednosci, to szereg jest zbiezny; jezeli — dazy do granicy

wiekszej od jednosci, to szereg jest rozbiezny.
Zakres zastosowalnosci kryterjum Cauchy jest szersze,
niz d’Alembert’a, t. j. gdy kryterjum oparte na stosunku
daje pozadany wynik, to i kryterjum oparte na \]aw

nie zawodzi; odwrotnie jest inaczej; zdarzy¢ sie bowiem
moze, ze kryterjum d'Alembert'a zawodzi, gdy kryterjum
Cauchy daje sie zastosowa¢ z powodzeniem.

Obok ciggu (12) mozemy wzig¢ pod uwage ciag ¢14)

(14) - ° °ti+i
&/ n2? a3 <fw

Oznaczmy przez gt i Gt najmniejszg i najwieksza z gra-

Zaktadamy, ze aM>0 dla kazdego n.



nic ciggu (12), a przez ga i Ga odpowiednio najmniejsza
i najwiekszg z granic ciaggu (14). Czytelnik udowodni, ze
miedzy temi liczbami ?achodzg nastepujgce zwigzki:

Stad wynikajg wnioski nastepujace: 1) Jezeli ¢ra<l, to
i 6ic<l, a wiec przy tern zatlozeniu szereg jest zbiezny;
jezeli (/0=>1, to i 6C>1, a wiec przy tem zatozeniu szereg
jest rozbiezny. Pozostaje watpliwym przypadek, gdy Ga”>\l
gdy tymczasem gG<LX.

2) Jezeli istnieje taka liczba dodatnia r<I, iz ,pra-

wie" zawsze 01+l <<r, t. j., jezeli Kkryterjum zbieznosci

d'Alembert'a daje sie zastosowal, to GQ<A, a wiec takze
i Ge<_1, co dowodzi, ze w tym przypadku kryterjum Cauchy
takze nie zawodzi.

Jezeli Ga=ga, toi Gc=ge, czyli Jesllnl_gpoﬁb%tnleje,
to musi istnie¢ takze lim\¢ézn i granica ta réwna sie po-
przedniej, t.j. lim \Jan= lim —+t.

n->00 n->00

Przykiady.
[) Dany jest szereg:

(15) L-j-20c  3re2-j- 4S8 -j- ... -j- (n-|- 1) xn-|~ ...
Zastosujemy kryterjum d’'Alembert’a
i _(n4—i;’\n_ / i
Ta T A ) '4’er
O ile x jest liczbg dodatnig mniejsza od jedno$ci, to mozna
znalez¢ taka liczbe r i taki wskaznik n0, ze dla n>n0,

—— <<r<l, i szereg jest zbiezny. W rzeczy samej, niech r**

** Patrz éwiczenie N. 35.



oznacza dowolng liczbe dodatnig, spetniajacg warunek
a?<r<l; w takim razie wystarczy wzig¢ n0>—-—, albo-

wiem wtedy

X (i J<ri —=a ; Z \x<r.
\owo/ an \ n) \' wO

Zauwazmy, iz w danym przypadku
®ntl |, I 1

lim —T- =Xhm "1 — —X.
N—>00 a« n—>qo\ TI'

A wiec mozna byto odrazu wnioskowac, iz dla x<. 1, szereg
(15) jest zbiezny, dla x=I, rozbiezny. Gdy x=1 szereg
jest takze rozbiezny, gdyz wyrazy jego sg wtedy wieksze
od jednosci. Gdybysmy chcieli stosowaé kryterjum Cauchy,
G-nAA

musielibysmy zastapi¢ przez Nan czyli przez "y~ 1

mozna udowodni¢ bezposrednio, ze
Im\Jdnl —Ilim  Vl-j-£=Ilim\jn. limVl ~=

n—>o00 n—>o00 n—>00 n—>00

=lim>/n=Il. Lecz mozemy sie oprze¢ na twierdzeniu,

udowodnionym przed chwilg, ze lim \Jan= lim- TL' o ile

N—>co

ta druga granica istnieje; poniewaz w danym wypadku

lim 0 jak widzieliSmy, istnieje i réwna sie x} wiec

N—>o00

i hm "l czyli x. lim '\1fn I =x, a wiec lim Bzt 1=1

N— oo n-> 00 N—> o0

II) Niech bedzie dany szereg
16> 1+ 1+r2+ IN"3+ | +7+(STi)i+-

Zastosujemy i tutaj kryterjum d'Alemberta.

~n+l_ X

(17) an T -1



niech x oznacza dowolng liczbe dodatnig i ustalmy liczbe
catkowitg n0 zapomocg warunku 0 x<n0 --1 W ta-
kim razie dla kazdego wskaznika n>n0 stosunek po pra-
wej stronie réwnosci (17) bedzie mniejszy od liczby mniej-
szej od jednosci, co dowodzi zbieznosci szeregu. Tak wiec
szereg (16) jest zbiezny dla kazdej dodatniej wartosci x;
zobaczymy pdzniej, ze pozostaje zbieznym i przy ujemnych
warto$ciach liczby x.

Kryterjum Cauchy sprowadza sie w danym przypadku

do badania wyrazenia

poniewaz “m_dyP/ =(rR?_I>|88T~j:_—1-=O, wiec, na mocy twier-

dzenia, ktoreSmy stosowali przed chwilg, a?limi™ = (),
n&°\jn\
. nl ;- . . A
czyli \jn\ ro$nie do nieskoriczonoSci wraz z n.
Chociaz zakres zastosowalnosci kryterjum d’Alembert’a
jest mniej szeroki, jednak w praktyce kryterjum to ma
czestsze zastosowanie, niz kryterjum Cauchy, dla tego ze

w wiekszosci przypadkéw wyrazenie jest prostsze od
wyrazenia \ja,,.
51. Sreregi o wyrazach dodatnich malejacych.
Dotychczas zakladalisSmy tylko, ze wyrazy szeregu (1)
@ «2-j--j-...— 3§ —.
sg dodatnie; teraz wprowadzimy procz tego nowe zatoze-
nie, mianowicie, iz od pewnego miejsca, t. j. ,,prawiel
zawsze, wyrazy maleja, t. j., ze istnieje wskaznik n0 taki,
ze przy kazdym ??>n0 mamy a,+l an

Twierdzenie Abela. Jezeli szereg (1) jest szeregiem
bieznym o wyrazach dodatnich malejgcych, to limwa,,=0.



Dowdd przez sprowadzenie do sprzecznosci. Zaprze-
czamy tezie, t. j. przypuszczamy, ze na,, hie dazy do zera.
W 7~akim razie, jakkolwiek wielkg jest liczba 2V, istniejg
wskazniki n> N takie, ze gdzie 5 jest odpowied-
nio dobrang (dostatecznie matg, ale zupetnie okre$long)
liczbg dodatnia. Niech bedzie jedna z tych wartosci
wskaznika n, niech n2 bedzie inng wartoScia wskaznika,
wiekszg od 2nvi dla ktérej takze m, 6; ~3>2n3
nt>2z73,... i t. d.; liczby nt, n% n3,... stanowig nieskon-
czony cigg takich wartosci wskaznika n, dla ktorych

na,, s Z zalozen wynika, ze rn2—n, =

A3™ 105> — 7Mferl — Hk = Poniewaz aHi jest tern

mniejsze, im n jest wieksze, wiec

<O+ «l + 4" ad—1 wp- g Clill = Tllanv™-S
a4~ anr-1V'ClIn24- wtgj-. -j-a 1_7£lan, 8;

ali2 + «n+1 + . . -j- —+ ttn}

lecz ta ostatnia suma réwna sie (/3 — 1. )a,,3; lecz M3

I B z X 720 6 .

wiec «n.+i ~Fm d- i (23— Lt d
Z tych nieréwnosci wynikajg nastepujgce:
sni-i~-nr; SH2i=s8-j- g 1=—=
S»b—i S ~ 1) 2 -l
Stad wniosek, ze sumy czesciowe rosng nieogranicze

nie, czyli, ze szereg (1) jest rozbiezny, wbrew zatozeniu;
doszliSmy wiec do sprzecznosci.

Rachunek rézniczkowy i catkowy. 8



Krgterjum zageszczenia (Cauchy).

Dany jest szereg (1) o wyrazach malejagcych dodatnich;
utwérzmy szereg *
(18) 24, + 4G <=-E3- 16al6 -)-ees A-2kadt -}-see

Szereg (1) jest zbiezny albo rozbiezny zaleznie od tego,
czy szereg (18) jest zbiezny lub rozbiezny.

Zatozmy, ze szereg (1) jest zbiezny i niech s oznacza
jego sume; wtedy

ax=aA, 2a2—2a2 4ad<2tz}+ 2u4,
8as<2ab-j- 2(% + == =18;...
Zalk<Paje—~a- -a"JNi24~+ -\-2cidv,...

Oznaczmy przez 0?, 03,..., On,... sumy czesciowe
szeregu (18); Skcti="ald-2a24-4a4-\-...4-2kaZk<ald-
4-2a) + 23 4-2a44-2«5 4~ 1. 4~2a2fc<2s; tak wiec sumy
czesciowe szeregu (18) s wszystkie mniejsze od 2s; ponie-
waz cigg ten jest ciggiem rosngcym, wiec posiada granice
i wskutek tego szereg (18) jest zbiezny.

A wiec zbiezno$¢ szeregu (1) pocigga za sobg zbiezno$¢
szeregu (18). Udowodnimy teraz, ze, odwrotnie, zbiezno$¢
szeregu (18) pociaga za sobg zbieznos¢ szeregu (1).

Zalozmy wiec, ze szereg (18) jest zbiezny, i niech o
oznacza jego sume. Napiszmy nierownosci, ktore, oczywis-
cie, sg prawdziwe:

, al=ai; a2-"a3<2az ad-\-ab + a6-\-ar<4 a4,..
aBaa)+ ... ar alda- A\5<&ad oo

fit2fc4~ tt2&+1 4 4" ft2n+~fe-2) 4~ azk-V- 2&-1)< 2yc.a2fc;
Dodajac do siebie te nieréwnosci stronami, otrzymamy
<ofcti<o; stad wnioskujemy, iz wszystkie sumy czes-
ciowe szeregu (1) sa mniejsze od liczby o, t. j., ze te sumy

czesSciowe stanowig cigg ograniczony od gory. Poniewaz
oprocz tego tworza one cigg rosnacy, wiec sumy czesciowe



szeregu (1) stanowig ciag zbiezny, a wiec i szereg (1) jest
zbiezny.

Twierdzenie to ma wielkg doniosto$é, gdyz na pod-
stawie tego kryterjum mozemy udowodni¢ z tatwosScig
zbiezno$¢ lub rozbiezno$¢ szeregbw w przypadku, gdy po-
przednio podane kryterja nie dadzg sie zastosowac. W ten
sposéb mozemy otrzymaé coraz to nowe Kryterja; w rze
czy samej, niech 2cn oznacza szereg, ktorego zbieznos¢ moze
by¢ ujawniona przy pomocy cechy zageszczania, ale nhie
wynika z poprzednich kryterjéw! Cauchy i D’Alembert’a.
Szereg zbiezny Sc,, jest szeregiem przewyzszajacym dla calej
klasy szeregow zbieznych; stosujgc twierdzenie o porowny
waniu dwoéch szeregdw!, z ktérych jeden jest szereg ScM,

otrzymamy nowe Kryterjum zbiezno$ci. Stosujac te metode,
dojdziemy do calego szeregu coraz dalej idgcych, coraz
subtelniejszych kryterjowr

Przedewszystkiem przy pomocy cechy zageszczania
mozemy zbadaé szereg

(29 + + +"4+"N+ e

wystarczy ograniczy¢ sie do przypadku, gdy s>O; gdyz
dla szereg jest, oczywiscie, rozbiezny.

Na zasadzie cechy zageszczenia szereg (19) jest zbiezny
lub rozbiezny, zaleznie od tego, czy szereg zageszczony

(20) +21+4.1+8.1+ ... +2°_ 1+ ..

jest zbiezny lub rozbiezny; lecz szereg (20) mozemy na-
pisa¢c w postaci nastepujacej:

1 1

Ps-i 22(s—h ' 23«* ) 2M8-)
Widzimy wiec, ze szereg (20) jest poprostu postepem geo-
metrycznym, ktérego wyktadnikiem jest liczba —U-. 0.



reg (20) jest wiec zbiezny, gdy s=>I, bo wtedy wykiadnik
g™ 2.1_1 jest mniejszy od jedno$ci; gdy za$ .s>»l, to sze-
reg (20) jest rozbiezny; to samo tyczy sie wiec szeregu (19).

Twierdzenie. Szereg, ktérego wyrazami sa odwrotnosci
styCh poteg kolejnych liczb szeregu naturalnego, jest zbiezny,
gdy wkiadnik potegi s jest >1, rozbiezny za$, gdy s<lI.

52. Dalsze kr-yterja zbieznosci.

Przy pomocy kryterjum, opartego na zbadaniu \ja»
nie moglibysmy uwidocznié¢ zbieznosci ciggu (19) dla s=>I
i jego rozbieznosci dla s<”l; w rzeczy samej, dla szeregu

. n/— /.1 \s
(19) jest l({l /! w tvm  przypadku mamy Yim \jan =

Jn n"-oo
= lim (\Jt n) =1 i ,prawie" wszystkie wyrazy sa mniejsze
n~>-co\
od jednego.

Jest to wiasnie, jak widzieliSmy (1. 50), okoliczno$c¢,
ktéra nie pozwala przy pomocy tego kryterjum rozstrzygngé
sprawe zbiezno$ci lub rozbieznosci szeregu.

Otrzymamy kryterjum dalej idace przez poréwnanie
szeregu badanego z szeregiem (19) jako przewyzszajgcym,
mianowicie:

Jezeli istnieje liczba p.>I, taka, ze ,,prawie" zawsze *

(21) 1Ogs’>P—, («<N=0)
logn
to szereg (19) jest szeregiem przewyzszajacym dla szeregu
danego (1) i szereg dany jest zbiezny.
Z nierbwnosci (21) otrzymamy:
log j ﬂ >p.logn,

Mo

Okreslenie i wihasnosci logarytmu beda podane pdzniej.



a wiec dla szeregu danego Stzn==ai -|- <B-j- ... -j- an-|- ...

szereg (19) jest szeregiem przewyzszajagcym; poniewaz z dru-
giej strony s=p.>l, to w tym przypadku szereg (19) jest
zbiezny, a wiec i szereg

Jezeli istnieje liczba taka, ze ,.prawie” zawsze

i----- -C u, to szereg 1an lest rozbieznv.
n

W rzeczy samej, wtedy, p a poniewaz s=p.<" 1,

szereg (19) jest rozbiezny; szereg poczawszy od pew-
nego miejsca ma wyrazy wieksze od odpowiednich wyra-
zOw szeregu rozbieznego, wiec sam jest rozbiezny.

Mozemy, jak i poprzednio, zaja¢ sie blizszem zbada-
niem tiaggu

129} —Ilg”2 «3 - | «n
V-) Iggz |g% oo’ 9 eoce

ktérego wyrazy sg ,,prawiel wszystkle dodatnie, poniewaz
an 0
Czytelnik udowodni, ze szereg jest zbiezny, jezeli

najmniejsza z granic (22) jest wieksza od jednosci; jezeli
za$ najwieksza z granic tego ciggu jest mniejsza od jednosci,
to szereg jest rozbiezny.

Przez ponowne zastosowanie Kkryterjum zageszczenia
mozemy udowodnié Ze szereg

+-—1l— + |
2(10@2)7 3(log3)p ' n(logn)r
jest zbiezny dla p->I i rozbiezny dla p-~1; stad droga po-
robwnania, t. j. przyjawszy dany szereg jako przewyzszajacy,
otrzymamy nowe kryterjum; w ten sposéb dojdziemy do
nieskoriczonego faricucha coraz dalej idacych kryterjow. Ze
kazde nastepne kryterjum jest silniejsze od poprzedniego,

* Przypuszczamy, ze wyrazy an aiV.. an, . szeregu sg rézne od
zera; gdyby ktéry réwny byt zeru, moglibySmy ten wyraz opuscic.



tidowodnimy pd6zniej, gdyz do tego przedmiotu wrdcimy
jeszcze raz, gdy zapoznamy sie blizej z funkcjg logaryt-
miczna.

Zmiana porzadku wyrazéw w szeregu. eregi
bezwzglednie zbiezne.

53. Musimy przedewszystkiem ustali¢ doktadnie, co
znaczy orzeczenie, iz dwa szeregi
23 at-(-a2 —ad -1- ... -j- an-j- ...
(24) bt -j- b2 + 63 -j- ... a~ DH+
réznig sie tylko porzadkiem wyrazéw. Znaczy to, ze kaz-
demu wskaznikowi n odpowiada zupetnie okreslony wskaz-
nik n', taki, ze an réwna sie bw i odwrotnie, kazdemu
wskaznikami m' drugiego szeregu odpowiada wskaZznik m
pierwszego szeregu, taki, iz bt = aln, odpowiednio$¢ mie-
dzy wskaznikami n i n' pierwszego i drugiego szeregu jest
tu wiec odwracalnie jednoznaczna. Taka odpowiednio$¢
nazywa sie inaczej doskonatg. Mozna wiec krétko powie-
dzieC: dwa szeregi (23) i (21) roznig sie tylko porzadkiem
wyrazow, jezeli miedzy wskaznikami tych dwéch szeregow
mozna ustali¢ odpowiednio$¢ doskonatg, taka, ze odpowia-
dajagce sobie w tem podporzadkowaniu wzajemnem dwa
wyrazy sg réwne. Zmieni¢ porzadek wyrazéw szeregu —
znaczy to, majac szereg dany, utworzy¢ nowy szereg, réz-
nigcy sie od danego tylko porzadkiem wyrazow.

Bedziemy mowili, ze dwa szeregi (23) i (24) roOznig
sie tylko zmiang porzadku skonczonej liczby wyrazow, jezeli
mozna tak ustalic wspomniang powyzej odpowiednio$¢
miedzy wskaznikami n i h dwoch wyraz6w obu szere-
gow, ze, zaczawszy od pewnego miejsca, zawsze n= n'\ wtedy
»prawie” zawsze st= on' = on, gdzie sni on oznaczajg sumy
czeSciowe odpowiednio szeregdw (23) i (24). Jezeli wiec szereg

* Patrz éwiczenie N. 35.



(23) jest rozbiezny, to i szereg (24) bedzie rozbiezny; jezeli
szereg (23) jest zbiezny i suma jego jest s, to i szereg (24)
jest zbiezny i suma jego jest s. Otrzymany wynik wyrazic¢
mozna wsposOb nastepujacy: zmiana porzadku skoriczonej
liczby wyrazéw szeregu nie wpltywa na zbieznos¢ szeregu.
Gdy taka okoliczno$¢ bedzie zachodzi¢, powiemy inaczej,
ze *wolno  zmieni¢ porzadek wyrazOw w szeregu.

Celem naszym jest doj$¢ do podziatu wszystkich sze-
regbw zbieznych na dwie klasy, na klase szeregow, w kto-
rych ,wolno" zmieniaC porzadek wyrazow, i na klase ta-
kich szeregbw, w ktérych ,,nie wolno" zmienia¢ porzadku
wyrazéw. Zanim poznamy hajobszerniejszg klase szeregow,
w ktérych *wolno  zmieniaé porzadek wyrazéw, udowod-
nimy, ze szeregi, w ktorych wszystkie wyrazy sg tego sa-
mego znaku, t. j. badz wszystkie dodatnie, badz wszystkie
ujemne, nalezg do tej szukanej klasy szeregow.

Twierdzenie. Jezeli w szeregu zbieznym wszystkie wy-
razy sg dodatnie, to *wolno w nim zmieni¢ porzadek
w\ razéw.

Zatozenie: Szeregi (23) i (21) roznig sie tylko porzad-
kiem wyrazow; szereg (23) jest zbiezny. Wyrazy tego sze-
regu sg dodatnie.

Teza\ Szereg (24) jest takze zbiezny i suma jego est
réwna sumie szeregu (23).

+ Dowdd; Niech sn oznacza sume czeSciowg n wyrazow
szeregu (23), a <m sume czeSciowg m wyrazOw szeregu (24)+
Na mocy zatozenia lims,, =s, przyczem cigg sn s2, s3,...,

jest rosnaCy. Kazdemu skiadnikowi  sumy 6m = bx -j- 12 -j-
+ 63 + odpowiada, na mocy zatozenia, réwny mu
wyraz ak! nalezacy do pierwszego szeregu; gdy k przybiera
wszystkie wartosci catkowite od k =1 do/f =m, wskaznik
k' przybiera pewne wartosci, z ktorych niech n bedzie naj-
wieksza. Jasna rzecz, ze w takim razie sn= a2+ ._._..an



zawiera wszystkie te skiadniki, ktore wchodzg w skiad
sumy r,. poniewaz zawieraC moze oprocz tego i inne
skfadniki, a skiadniki sg dodatnie, wiec (Tw-"sn<s; ciag
ol, dg, ¢3,..., «TOl.. jest ciagiem rosngcym, ograniczonym od
gory, bo om<s dla kazdego m; taki cigg posiada granice
limdn=d, przyczem

Udowodnilismy wiec, ze szereg (24) jest zbiezny. Spoj-
rzawszy na zatozenie, widzimy teraz, iz (24) spetnia te
wszystkie warunki, ktére zatozylisSmy co do szeregu (23).

Mozemy powtdrzy¢ powyzsze rozumowania, zmieniwszy
role szeregow (23) i (24); zamiast nierdwnosci ow<s, otrzyma-
my teraz, oczywiscie, sil<o, skad lims,,<"<5, a wiec s™d.

Zestawiajgc nierbwnosci ¢><s i s”™0, wnioskujemy,
ze musi by¢ 6=s.

Whniosek I. Ten sam dowdd stosuje sie w przypadku,
gdy wszystkie wyrazy sg ujemne. Twierdzenie mozemy
wiec uwaza¢ za udowodnione w przypadku, gdy ,prawie"
wszystkie wyrazy szeregu sg tego samego znakul.

Whniosek I1. Jezeli w szeregu ,,prawie" wszystkie wy-
razy sg tego samego znaku i jezeli szereg jest rozbiezny,
to przy kazdem innem uporzadkowaniu wyrazow tego sze-
regu otrzymamy szereg rozbiezny. Dowod przez sprowa-
dzenie do sprzecznosci.

54. Seregi bezwzglednie zbiezne.

Szereg nazywa sie bezwzglednie zbieznym, jezeli inny
szereg, utworzony z jego wartosci bezwzglednych, jest
zbiezny.

Twierdzac, ze szereg -j-a4~as+ H-an+  jest
bezwzglednie zbieznym, nie zaktadamy wcale, ze posiada
on sume, zakladamy tylko, ze inny szereg, mianowicie
Kl + W -|-|a3|-j-... 4" l«n| + s posiada sume, czyli jest
zbiezny; okazuje sie atoli, Ze to zatozenie pocigga za sobg



istnienie sumy i dla szeregu al 4-a2-}- 3 an o
W rzeczy samej, poniewaz szereg 2 ,an jest zbiezny, do
kazdej dowolnie matej liczby dodatniej e mozna tak do-
bra¢ liczbe nil by dla z2>n1>n0 zachodzita zawsze nie-
rownosc:

-J- ja«d+i|  anit2 4~
lecz [ Wi+ aWlHi+ cMl+-2 +... +titn2|<<|i] + 1 f(>nti! + Ni+al+ee + On2);
stad ani-|-ani+i4-ctnl+2-H «"4-anj<’e,
skoro tylko n2>n1>z?0; a zatem szereg Stz, jest zbiezny
na mocy ogolnej zasady zbieznosci (patrz 1 45).

Do tego samego wniosku dojs¢ mozemy na innej dro
dze. Niech

u,=i{o,|—aw}, w= {&, —anl

gdy to %, =<, yn=();
gdy to zz,=0,

W szeregach: uv » 00 |

*\i AQ)e e Fx)eee

opusémy wyrazy, réwne zeru; otrzymamy wtedy dwa nowe
szeregi, ktérych wyrazy stanowig odpowiednio wyrazy do-
datnie i wartosci bezwzgledne wyrazow ujemnych szeregu
danego San w tym uporzadkowaniu, w jakiem nastepujg
po sobie w szeregu Xot,,.

Niech sn, §',, i s"n oznaczajg odpowiednio sumy czes-
ciowe n wyrazéw szeregbw “an, -Un i -on a on sume
czeSciowg n wyrazéw szeregu S awl,

W takim razie:

I~} O —4n dn
oN=&n 4&n

Rozréznic mozemy teraz trzy przypadki.

1) Oba szeregi 0 wyrazach nie ujemnych -uH i
sg zbiezne.

2) Jeden z tych szeregéw jest zbiezny, drugi rozbiezny.

3) Oba szeregi - un | sg rozbiezne.



W pierwszym przypadku mamy n"rpoo == s\ Hn;og =s",

a ze wzoréw (25) wynika, ii
lims,=s=g"—g"

lim@h=o0=s"4~s"

Z ostatniej réwnosci wnioskujemy, ze szereg 2]»n jest
zbiezny, czyli otrzymalismy twierdzenie nastepujace:

Jezeli dwa szeregi, utworzone odpowiednio z wyrazéw
dodatnich i z wyrazéw ujemnych szeregu £a H sg zbiezne,
to szereg Etzn jest bezwzglednie zbiezny

Twierdzenie odwrotne jest takze prawdziwe: jezeli
szereg jest bezwzglednie zbiezny, to zbieznemi sg rowniez
dwa szeregi, utworzony jeden z dodatnich jego wyrazéw,
drugi z ujemnych.

Z zalozenia wynika bowiem, ze on<o, a z (25) w'ynika,
ze M<crn<o i $’<on<o; ciggi " i §" s§ monotoniczne,
wiec granice r|1l—rpf350/\ i r!l_ngog, istniejg, co nalezato udowmdnic.

Udowodnimy teraz, ze dowolne przestawienie wyrazow
szeregu bezwzglednie zbieznego nie ma zadnego wrptywru
ani na jego zbiezno$¢, ani na sume szeregu.

Na mocy zatozenia szeregi i SOl réznig sie tylko
uporzadkowaniem wyrazow. Utworzmy szeregi [
analogiczne do szeregow [ postugujac sie szere-
giem zamiast SoM, to jest, kladagc xH=|{é»] 2
2in=i{[6n — Niech pn i p o0znaczajg sumy czesciowe
n wyrazow szeregoéw i St/r, a pu — sume czeSciowg
n wyrazow! szeregu 2  Mamy wtedy

Szeregi i 2izn, o ile uwzglednimy tylko wiyrazy
rézne od zera, skladajg sie z tych samych wyrazéw do-
datnich, tylko porzadek ich jest inny; tak samo szeregi

i 2vw, stad wniosek, iz lim = Ilimp'=+s
. . . N->00 ~ N->0
i lims” = limp” =s"; poniewaz za$



f,=/ —5s

Pn™p™-p;.
wiec, przechodzac do granicy, lim sn=lim s'— lira s" = s'—s">
lim pt = lim pn— lim pi = s' — s"; ostatecznie wiec

n—>o00 n—> 00 n—> 00

limj9,, = limsui=s

55. Udowodnilismy, ze w szeregach bezwzglednie zbiez-
nych ,,wolno* zmienia¢ porzadek wyrazéw. Udowodnimy
teraz, ze tylko szeregi bezwzglednie zbiezne posiadajg te
wiasno$¢. W tym celu wréémy do szeregbw 2iza i X-un.
Wiemy, iz zbiezno$¢ obu tych szeregbw pocigga za sobg
bezwzgledng zbiezno$¢ szeregu -Q,, i odwrotnie. Mamy
jeszcze dwie mozliwosci: jezeli jeden z tych szeregbw jest
zbiezny, a drugi rozbiezny, to szereg dany 2<z\ jest, oczy-
wiscie, rozbiezny, gdyz wtedy warto$¢ bezwzgledna sumy
czeSciowej sn tego szeregu na zasadzie (25) dazy do nie-
skonczono$ci. Taki szereg rozbiezny bedziemy nazywali
bezwzglednie rozbieznym i zadna zmiana porzadku wyra-
zow' nie moze przeksztatcié go na szereg zbiezny.

Jezeli wreszcie oba szeregi Si/n i sg rozbiezne,
a szereg jest zbiezny, to szereg Sja,i jest, oczywdscie,
rozbiezny, a ze zmiang porzadku wyrazow szeregu, jak za
chwile zobaczymy, zmienia¢ sie bedzie suma szeregu
przyczem mozna hawet otrzymac tg drogg szereg rozbiezny.

W tym celu udowodnimy twierdzenie nastepujace:
Jezeli w szeregu Etzw mamy liman=0, a szeregi

i Xvil s3 oba rozbiezne, to mozna zawsze znalez¢ takie
uporzadkowanie wyrazOw tego szeregu, by suma szeregu
réownata sie dowolnej liczbie a, danej zgéry. Nie zaktadamy
tutaj nawet zbieznosci szeregu Sc,.

Niech a bedzie liczbg dana. Utwoérzmy szereg z wy-
razOw szeregu Sa,, W sposOb nastepujacy. W szeregu
opusémy wyrazy réwne zeru; otrzymamy wtedy zbior



cii ¢ c3y-i cmv- wyraz6w dodatnich szeregu 2an; w sze-
regu Svn opuscimy roéwniez wyrazy roOwne zeru; otrzymamy
wtedy zbior dX dg, d3r., dmv. wartoSci bezwzglednych

wyrazOw szeregu S« Szereg sktada sie z wyrazow
cm i — dm* potgczonych ze sobg w pewnym blizej nas nie
obchodzacym porzadku. Nowy szereg utworzymy z liczb
¢l i —dm- w spos6b nastepujacy: hiech

Cl-|-c24- ... czi™>(x;
niech teraz p2 oznacza taka liczbe, by

ct--€—- .. —cfll — dd —dg— ... — d(t?

lecz

Cl+2 +Q+ 4"C/ ~
co jest, oczywiscie, zawsze mozliwe. Niech p3 oznacza taka
liczbe, by
Ct+ 2+ ...+ C—~dt~dg—... —di.g-V r,,1+1+ C,,1+2+--- + ¢(,i+,3> @
lecz
g+c2+...-- cl'i~dr—dg—...—d, g + cN+i+c, i+2+.. .+, 1H 23 i<ha;
w ten sposéb postepujac dalej, dojdziemy do szeregu nieskon-
czonego, w ktérym po p.t wyrazach (c) nastepuje p2 wyrazow
(t2), potem i3 wyrazéw (c), potem pd4 wyrazéw (zZ) i t. d.
Niech S|, oznacza sume czeSciowg h wyrazOw otrzy-
manego szeregu nhieskoriczonego. Szereg ten skiada sie z tych
samych wyrazéw, co i szereg Szzn, przyczem uporzadko-
wanie jest takie, ze spetnione sg warunki
Sui/eCt, § liti+,U2 -
A SH"2+(3 Niccl+12+{“3—1 'SH+A2-t-|“8+.ud'"A- '
ArlH<2+A3+HE—] A
AN +/12+013+, "4+ "-5>ai - 2+ it3+itd+ir 51
Stad wynika, ze
0 C 4"+ip
o< oi+M+"g—a chit,.3
0 Ct SUllAlkIr"A-H.A<.dllgA- 14
0 < >SN+U24.|[(3- Je4 |25  aCui-t-juga-"
it d A wiec
| &-al
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dazy do zera, gdy k rosnie do nieskoriczonosci, przybiera-
jac wartosci ciagu:

(26) 14, 14+ 14, 14+ Pn+ P> W + Pa + IS + P-ir-

Tak wiec limSk=a, o ile k dgzy do nieskoriczonosci,
przybierajac cigg tylko co wskazanych wartosci. Jezeli te
raz k nie nalezy do wspomnianego ciagu (26), to mozna
znalezé w tym ciggu (26) dwa wskazniki kolejne Z i p
takie, ze

(27) 9S<&K< lub S=%=91

zaleznie od tego, czy Z zajmuje w (26) miejsce parzyste
lub nieparzyste; gdy k->- 00, to Z i p zmierzajg do nieskon-
czonosci S)—¢ | >~a; stgd wniosek, ze lim S =a, co

trzeba byto udowodnic.

W poprzedzajgcych rozumowaniach a miato warto$é
stalg; zamiast tego mozna wzigz¢ szereg wartosci, stano-
wigcych ciag (4, a8,..., al,... Dla udowodnienia, ze przy
odpowiedniem uporzadkowaniu wyrazOw z szeregu da-
nego mozna otrzymaé szereg rozbiezny, wystarczy
zatozy¢, ze cigg al, a2 as3,.., a,,... jest rozbiezny, i rozu-
mowac¢ jak poprzednio. Szczeg6ty dowodu zostawiamy czy-
telnikowi.

Jezeli szereg jest zbiezny, ale nie jest bezwzglednie
zbiezny, to nalezy do ostatniej z trzech rozpatrywanych
kategorji szeregéw, t. j. do szeregbw, ktérych suma zalezy
od porzadku skladnikow.

Zatem tylko szeregi bezwzglednie zbiezne majg sume,
wyznaczong przez wyrazy, niezaleznie od uporzgdkowania.
Stad wynika, jak wazng klase stanowig szeregi bezwzgled-
nie zbiezne; tylko dla tych szeregbw pojecie sumy jest
analogiczne do sumy skoriczonej liczby skladnikéw.

56. Szeregi zbiezne, ktdre nie sg bezwzglednie zbiezne.

Szeregi takie nazywamy niekiedy warunkowo zbiez-
nemi, majac na mysli, iz tym warunkiem jest stosowne



uporzadkowanie wyrazéw. Badanie tych szeregdw jest da-
leko trudniejsze od badania szeregbw bezwzglednie zbiez-
nych. W tym rozdziale dany przyktad tworzenia niekt6-
rych szeregbw warunkowo zbieznych; w tym celu podamy
na poczatku pare twierdzen pomocniczych.

Twierdzenie pomocnicze pierwsze.

Jezeli szereg o wyrazach dodatnich -<7, jest zbiezny
i jesli liczby wl, w2 m3,.., unv. stanowig cigg ograniczony
od gory i od dotu, to szereg "2anun = 1zl -j- «2m2-|-¢?3ul
...A-anun -j- ... jest zbiezny.

Z zatozenia wynika, ze dla kazdego m i ze
kazdej dowolnie matej dodatniej liczbie e mozna podpo-
rzadkowa¢ taki wskaznik n0l iz dla n>n0 i dowolnego p

- - -

Stad

'j' rtn+l "j' -j- Cin-Vp Wn+,\‘ < | an 4’ anvi1d~ 4~ anvp 6
A wiec na mocy ogoélnej zasady zbieznoSci (patrz 1 47),
szereg alul -|~¢2/f2 -4- U, -j- ... + anun -f- ... jest zbiezny, co
trzeba byto udowodni€.

Uwaga. Czytelnik wyprowadzi jako wniosek z tylko
co udowodnionego twierdzenia, ze szereg jest zbiezny, je-
zeli szereg, utworzony z wartosci bezwzglednych wyrazéw
szeregu danego jest zbiezny. Wystarczy uczyni¢ liczby ciggu
ut, iz8 w3,... odpowiednio rownymi -j- 1 albo —L

Twierdzenie pomocnicze drugie.

Jezeli uv unv.. stanowi cigg malejacy, taki,
iz limzh=20, i jesli sumy czesciowe szeregu stanowia.

cigg ograniczony od gory i od dotu, to szereg
2anull = axux -j- <22 ... jest zbiezny.
Wychodzimy z tozsamosci:



ttl 4 sow2 H- — Sl ~F(S2  SI) M2
(28) 4-(s3—SAQw3+ ... + (s, —Sn-1)Un= (U — l/g)-}-
I 002 N3 BIA3 A4) | e | 1= Un)-1-Slny
gdzie, jak zwykle st= ax4—g?24" N+ w+ab a W5C
- jt—j.
Zauwazmy teraz, ze szeregSJ
(Zh —t2) + (R — M) 4- ... + (%2, ! — M) + ...
jest zbiezny, poniewaz suma czeSciowa n jego wyrazow
réwna sie ut— a lim il«+i =0,

Na mocy zatozenia istnieje taka liczba Jf, iz \sw\<M
dla kazdej wartosci m. Na zasadzie wiec twierdzenia po-
mocniczego pierwszego, szereg
(29)  sx(i(x—z2Hs2(zz2—m3) +»3(//3—wh)+...+s,, i(wn_l—w,)+...
jest zbiezny.

Lecz z (28) wynika, ze suma czeSciowa n wyrazow
szeregu ~amuw réwna sie sumie czesciowej n— 1 wyrazow
szeregu zbieznego (29) wiecej wyraz sMzM. Na mocy zato-
zenia ?/,,->(), jak rowniez snwn™~O, a zatem alnlJra2i;2-\-...
..~\-anun dazy do tej samej granicy, co szereg zbiezny
(29), czyli szereg jest zbiezny, jak to trzeba byto
udowodnic.

Uwaga. Tylko co udowodnione twierdzenie stoi w bliz-
kim zwiazku z tak zwanem twierdzeniem pomaocniczem
Abela

Jezeli liczby dodatnie uv w2, 3 .., uHv.. tworzg ciag
malejacy i jezeli wszystkie sumy czeSciowe szeregu

Han = a24~ asd~» an+ ... sg zawarte miedzy liczbami
31 S, to suma *g&ukttk czyli U2«9-|-...-|]-unan spetnia
nieréwnos¢

"4u1<%£<./e ak<.Bux

W rzeczy samej.



(30)  —-wotga—- 4-m =t 2y s2a~( 24~
4-(m3  ~ps3+ .. @m Mti)sn—1 4+ UnSni

gdzie sl=all s2=aA-\-a"...., N— «14- aza-—a- aA

poniewaz cigg uv Uu2,.., un,... jest malejacy, wszystkie roz-

nice ut— u2, u2— ua, u6— udl un_\—un sg dodatnie, a wiec

z (30)
KHINLPE A2UA e 4T APANAB » -l BYA~( M3 134 Foee
- - 014 t j. .. NUnaH< Bllv
Tak samo wynika z (30), ze
Bl 4~ B -F,, 8k Axg Us)~eo %) 4“8 MI) A—eee
A & et —1) A~ 1
czyli udad 4~ & 4~ e 4~ UNNZ=> Al

Whniosek: Jezeli wyrazy szeregu sg kolejno dodatnie
i ujemne, a ich wartosci bezwzgledne tworzg cigg male-
jacy, dazacy do zera, to szereg jest zbiezny.

Wystarczy zastosowaé twierdzenie pomocnicze drugie,
przyczem bierzemy an= (— I)n+1, sumy czeSciowe szeregu
2tzn s w tym przypadku ograniczone od géry i od dotu.
Jezeli liczby dodatnie uv u2, u6,..., unv.. tworzg cigg male

jacy i limwil =0, to jak wiemy, szereg jest zbiezny;
poniewaz aw= (— 1)"+1, wiec "anun daje nam szereg:
zq Uz 4" us U4 4~ eee -+~ Np—1 % 4" —

Taki szereg nazywajg niekiedy przemiennym.
Zbiezno$¢ szeregu przemiennego, gdy spetnione s3
wspomniane tylko co warunki, ustali€ mozna takze i bez-

posrednio.
sp= (U4 U a3 # “F—a-es1 25
poniewaz roznice w nawiasach >3 wszystkie dodatnie, wiec

(3D S2<ASA<NSE<A ... <CS25<CS2pd-2<i-<<s,
czyli sumy czeSciowe o parzystych wskaznikach tworzg

cigg rosnacy.

S21?+1 = ut-— (U2 — Mg)--—--- (u4--—---Ug) — ... — (u-2p — 25+)i
wiec
(32 S1>S3 A>E25—1/>" 25 /> s =



czyli sumy czesciowe o wskaznikach nieparzystych tworzg
cigg malejacy. Zauwazymy dalej, ze
(33) sop<($2p—i
(34) 5241 s» w2

Na zasadzie (38) cigg rosnacy (31) jest ograniczony od
gory, posiada wiec granice lims2p=s; tak samo na mocy

(34) ciag malejacy (32) jest ograniczony od dotu, posiada
wiec granice lim 824-1 =<, Lecz 82,4-1—82,= Wap-pi; przecho-

dzac do granicy, mamy:
lim 824-1—1lims2, = limw2p+1,

p —>00 p—>C0 p—>D0
poniewaz lim 824-1=o, lims, =s, lim"24-1=0, wiec
p—>00 p—>00 p—>00 /

6—8=0, czyli 0t=28
Przy pomocy twierdzenia o zbieznoSci szeregu prze-
miennego tatwo uzasadni¢ nastepujace przyklady na sze-
regi warunkowo zbiezne.

Przyktady:
Xc¢ /1 1.1 1]1 (-1
1) Szereg 4+5S5-——-+ ""'Nn""+

jest zbiezny, bo jest to szereg przemienny, w ktérym war-
tos¢ bezwzgledna sktadnikéw tworzy ciag malejacy, dazacy

do zera, gdyz wartos¢ bezwzgledna ogdlnego wyrazu jest —.

Szereg ten nie jest jednak bezwzglednie zbiezny, gdyz cigg,
utworzony z wartosci bezwzglednych wyrazéw tego szeregu,

-j- —=j-...5j-—-j- ... jest rozbiezny; istotnie, jest to
szereg harmoniczny (1. 44).
F Grereg L —L=41 11 (RN

jest zbiezny na tej samej podstawie, co poprzednio; ponie-
. 11 I N

waz w szeregu — —=-— -|—=-j-... - — - ...

9u - y2l V. o

Rachunek rézniczkowy i catkowy.



wyrazy s3, poczawszy od drugiego miejsca, wieksze od odpo-
wiednich wxra/ow szeregu harmonicznego, wiec ten drugi
szereg jest rozbieZny

1
3) Szeieg VT V- ;E|T‘ \’3—1 \/3_|_|~T~
[ L---- U... jest rozbiezny, gdyz sumy czes-
yin—1 VvV7i"l

cl oweS3p=-~ LTl v

+ +A 4 + +
iV 2l AL S

pomimo, ze to jest s/ereg przemienny, w ktorym warto$¢
bezwzgledna wyrazu ogolnego dazy do zera; nie powinno
to nas dziwi¢ gdyz ciag
11 j 1 1 1
V2—1 v2+1 A—\ V'H-1 v3—1 V3 1

nie jest malejacy G.Kbysmy liczby tego ciggu uporzadko-
wali w ten mmposob, by otrzymac cigg malejacy i nastepnie
utworzyli szereg przemienny

J e - J-- 0
m—1 \j3=1 V4—1 o—1
+ —t %] -JL +.,
M1 —1 =T 12--1 ™31 \j31

to otrzvmalibysrnx szereg warunkowo zbiezny.
4) Szereg

L T e U

jest rozbiezny, gdy jest warunkowo zbiezny, gdy
wyktadnik s spetnia warunek O<s 1; jest bezwzglednie
zbiezny, gdy s>I.

Uwaga. Szeregi przemienne, ktoremi zajmowalismy
sie przed chwilg, nalezg do kategorji szeregbw, w ktorych




warto$¢ bezwzgledna reszty mniejsza jest od wartosci bez-
wzglednej ostatniego uwzglednionego wyrazu. W rzeczy
samej, niech s oznacza sume szeregu przemiennego — w2 +
\-U3———w ktorym ul>w2>w3>... i limw, =0.

Jak widzieliSmy s jest zawarte miedzy dwoma kolejnemi
sumami czeSciowemi s2p i $aptl t j. sA,>s>s.2ptl dla kaz-
dej wartosci p. Stad

—i =3'p-1 leCZ s2p—i S2p
o<s 82p, leCZ *2p4-l S2p----
czyli
—  wW2p 5 S2p—I
. . £20< «.g2pd~"2ptli
albo inaczej:
S = Ul — M2 —j- I<3 — M4 -j- ... -f- U"p—i — 9. U.2p
s=w—M4-m3—udd- .. —  4-9 Mp+t],

gdzie 9 oznacza liczbe, zawarta miedzy 0a 1, t.j. 0<9< 1

Woprowadzajgc reszte (patrz 1 47), mozemy otrzymany
wynik wyrazi¢ jeszcze w sposéb nastepujacy: kiadac
s=sn-\- Hn, |[7n'<w,,+1, czyli |22n = 9.w,*+1, niezaleznie od
tego, czy n jest liczbg parzysta, czy nieparzysta. Innemi
stowy, jezeli zamiast sumy szeregu weZmiemy sume jego
n pierwszych wyrazéw kolejnych (t. j. sume czesciowsg ?,),
to popetnimy btad 7?n, ktory co do wartosci bezwzglednej
jest mniejszy od m,+i, a wiec tembardziej mniejszy od un,
t. j od wartosci bezwzglednej ostatniego z kolei sktadnika
sumy sn.

57. Dziatania nad szeregami.

Dodawanie szeregow.
Gdy dane sg dwa szeregi:

(35 atd" 4 b4~ A en
(36) bT 4" 24" a3~F v 4* 4o

to szereg

7 (al4" M) + (12 4+ 4+ (a3d" "y —4" (ac+

nazywamy sume dwaoch szeregow (35) i (36).



Jezeli szeregi (35) i (36) sg zbiezne, to zbieznym jest
i szereg (37) i suma tego szeregu rOwna sie sumie pierw-
szego z tych szeregébw wiecej suma drugiego.

W rzeczy samej, hiech sn, i = Oznaczajg sumy
czesciowe odpowiednio szeregéw (35), (36) i (37); wedtug
zatozenia limsl=s, lim on=c>; z drugiej strony

N->C0 N->00

= sn

przechodzac do granicy, otrzymamy:

lim =limsh lim =s-j-0,

n—>00 n—>00 N-*00
co dowodzi, ze szereg (37) jest zbiezny i suma jego réwna
sie s+ 0.

Jasna rzecz, ze zamiast dwéch szeregéw skiadowych
(35) i (36) moze by¢ ich wiecej, np. trzy, cztery, i t. d.,
w kazdym razie liczba skonczona; w kazdym z tych przy-
padkéw stosowaé sie bedzie twierdzenie, analogiczne do
udowodnionego. Jezeli szeregi (35) i (36) sg bezwzglednie
zbiezne, to i szereg (37) jest takze bezwzglednie zbiezny.

Analogiczne okresSlenie i twierdzenie stosuje sie do
odejmowania szeregOw; w szczeg6ty nie ma potrzeby wcho-
dzi¢, gdyz miedzy dodawaniem a odejmowaniem szeregow
istotnej réznicy niema.

Mnozenie szeregow.

Dziatanie, przy pomocy ktérego z szeregdw (35) i (36)
tworzymy szereg

(38) aj)x 4- (a2\ + axb”™ + (a3bx + «21) 4~ + -
ktérego wyraz ogélny jest
Onbt 'j' dn—1 b2 .j-.. 2/\3 IIIIF 0 4" 1~F

nazywa sie mnozeniem szeregéw. Dla skrocenia szereg (38)
oznaczaC bedziemy przez Scn, tak, iz T — atbv
2 — ~F "3 — ("ML~ MA3F

Przy mnozeniu szeregbw moga zachodzi¢ okolicznosci
bardziej ztozone, niz przy dodawaniu szeregéw; naprzykiad,



moze sie zdarzy¢, ze szeregi (35) i (36) sq zbiezne, ale sze-
reg (38) jest rozbiezny. Taka okoliczno$¢ zajs¢ moze zreszta,
jak zaraz zobaczymy tylko wtedy, gdy oba szeregi sg wa-
runkowo zbiezne, ale i to nie zawsze.

Dla przyktadu utwérzmy szereg, ktéry powstaje przez
mnozenie szeregu zbieznego (warunkowo)

[
1 \2 \3 v4 \5

przez siebie (podnoszenie do drugiej potegi). W tym przy-
(Ci)«ti

padku an= bhu = ----- =— wyraz za$ ogolny szeregu (38)
vl7
daje:
VITi ¥Yn —1) ¥§n —2
R T -
\rr(n4 1 —%#) Hn\
a?(N-|-l ———+ +1)2—[2zc—(n-j-1)]2

. - ) mi1
Maximum tréjmianu —a?24(w-F I).z; zachodzi dla o« =—-—

i rowna sie |(/z4~D2 a wiec N» + I—&)<t(>-H)
VATt <4(n41), . - — da k-
dej wartosci o W przedziale od .X'=l do & =n.

Wyraz ogolny [cn, jak wynika z (39), jest sumg wyra-

z6w, z ktérych kazdy jest nie mniejszy od 2 stad

2.7. L, . . . .
cn IS z nierbwnosci tej wnioskujemy, ze w szeregu

wyraz ogoélny nie dazy do zera, gdy n—>- 00, czyli nie
jest spetniony warunek konieczny zbieznosci (1 46). Niech
X oznacza dowolng liczbe dodatnig mniejsza od 2; na za-

sadzie nieréwnosci ‘ch 4Sn2{71 mozemy hawet twierdzic,



ze w szeregu S|clMl prawie wszystkie wyrazy sg wieksze od X.

( Dtl

Jezeli wezmiemy = ———— to otrzymany sze-

reg Scn bedzie zbiezny (patrz ¢wiczenia N. 30 i 31).

lloczyn dwdch szeregdw zbieznych moze by¢ szeregiem
rozbieznym, jak przekonalismy sie przed chwila; lecz jesli
iloczyn ten jest szeregiem zbieznym, to suma tego szeregu
musi sie réwna¢ iloczynowi sum dwoch omawianych sze-
regbw. Twierdzenia tego dowiddt Abel. Wskazéwki, ty-
czace sie dowodu tego twierdzenia czytelnik znajdzie
w dziale ¢wiczen i zadan, patrz éwiczenie N. 30.

W tym miejscu udowodnimy, ze iloczyn dwoch sze-
regbw zbieznych, z ktérych jeden przynajmniej jest bez-
wzglednie zbiezny, jest zawsze szeregiem zbieznym i suma
tego szeregu rowna sie iloczynowi sum tych dwoéch oma-
wianych szeregow (twierdzenie Cauchy-Mertensa). Zakia-
damy, iz szeregi (35) i (36) sg zbiezne, przyczem np.
pierwszy z nich, t.j. (35) jest nadto bezwzglednie zbiezny.

Oznaczmy przez stt, <w i St sumy czeSciowe n wyrazow
szeregow (35), (36) i (38) i utwdrzmy roznice Svn=#S2n—snoll,
ktora uporzadkujemy wedtug porzadku wskaznikow litery a.

" i
= atbn-ry T, .+L'YTO) +a21  [+6M0+ .+ bon-1+.  + Lon+i+
+a, Lot + ke + ...+ -+ +MR+ 0 2+t

a wiec, oznaczajagc dla skrocenia przez wartos¢ bez-

wzgledng wyrazu ak czyli, kladgc  — M

(40) <al;fin+1+6,|1+0+..+6.21 +a2 6,+1+6'[+2+.. +Z>2M+]|+...
+«,, 1 lon+i,+
+a,,+Li024Z0+ .40, | +aut2 N+6L+ ..+ 2 +....
+«2n.|61

Poniewaz szereg (35) jest bezwzglednie zbiezny, wiec
mozna znalez¢ taka liczbe M, iz suma



ttl = tt2 4 eee — Tl == 171 4+ eee =+ <am\

jest mniejsza od m dla kazdej wartoSci wskaZznika m.
Poniewaz szereg (36) jest zbiezny, wiec mozna znalezé
takg liczbe JT, iz dla kazdej wartosci m
Pl 4" 72 &+ 73+
Niech e oznacza liczbe dodatnig, dowolnie matg; do
liczby e mozemy dobra¢ taka liczbe z/0, iz dla kazdego
n>n0 i dla kazdego p

(41) «<nN+i—— «<N+2 = + + +— an+r<<

(42) brtia sz —+..+% pl<

wynika to ze zbieznosci odpowiednich szeregow. Uwzgled-
niajac (42), z nieréwnosci (40) otrzymamy:

'sn <(ONMH02+ —+“« 1) jN- p VN (D 4+ «nt2+ ... +a2nt,

skad dalej
>, =M + Jf cz4 ! <e
Poniewaz
Sn= sn— SN<sn, Wiec lim (San— SnOn) = O,
czyli
lims2, = limsn.limo,=s.0
n—>00 n—a 00 n—>00

t. j. sumy czeSciowe parzystej liczby sktadnikow szeregu
(38) daza do granicy s.o.

Oznaczmy przez s+ roznice S2,,+i—8&1,0 przy
pomocy analogicznego rachunku dojdziemy do wniosku,

ze lim<g, =), a wiec lim8+4-1 = $<$.
n—>00 « —>00

Stad wniosek, ze szereg (38) jest zbiezny i ze suma
jego réwna sie s.o, jak trzeba byto udowodnié.

Jezeli nie tylko szereg (35), ale i szereg (36) sg bez-
wzglednie zbiezne, to szereg (38) bedzie nie tylko zbiezny,



ale nawet takze bezwzglednie zbiezny. Dowdd, jako bardzo
fatwy, zostawiamy czytelnikowi.

58. Seregi podwdjne.
Sg to szeregi, ktorych skiadniki dane nam sg w postaci
ciggu podwaojnego
cp cwd 3 v nen

ML A3 e
AL ARAZ et e
Mmi d ce. dmneee

Oznaczymy przez smH sume wyrazéw zawartych w m wier-
szach i n kolumnach poprzedniej tablicy, t. j.

gom = («N+ ftl2 + w4 rl») + (LY 2 + o- 4" fl2) 4 o
o =P (toni "4 N2 47w 4

Szereg podwaojny nazywa sie zbieznym, jesli suma smn
dazy do okreslonej granicy s, gdy mi n daza do nieskon-
czonosci, niezaleznie od prawa, wedtug ktorego rosng m i n.
W przeciwnym razie szereg nazywa sie rozbieznym.

Mozemy naprzykitad przejs¢ do granicy w nastepujacy
sposéb, ktéry nazywamy sumowaniem wierszami: tworzymy
naprzéd sumy wyrazOw pierwszego, drugiego wiersza
it d,t].

fn4~°i2 4 ttis 4" v 4" ani +... =i
Ml 4" ti2 4" r 8 ' 4~y d~10v=§)

—H M2 4" i3 4" von 4" (mn*4 000 4" S0
Nastepnie tworzymy szereg 247 A venn 4 smB v

Zauwazymy, iz
= Iiry s, 4 =lims"> st+s? . --80=lim
Nn-00 Nn-"00 n->C0



tak iz suma szeregu  + s2 +S3 = lim /lim s,,,A; oczy-
m—»oo\m—>00" |

wiscie, przyjmujemy, iz wszystkie granice, o ktérych tu
mowa, istnieja.

Mozemy przejs¢ do granicy podwOjnego szeregu, Su-
mujgc kolumnami, t. j. tworzymy naprzdd sumy wyrazow
pierwszej, drugiej kolumny i t. d., czyli

14" 4"8 B v 4 dt o —°1
M4"Y 49 4"vid' 40—

dAn-|-con 4" & 4" e 4" deviv =

Nastepnie tworzymy szereq 4" °2H" (s 4"eee 4~  # ooeeft
ktérego suma, o ile istnieje, réwna sie oczywiscie
il

Widzimy, iz sumowanie szeregbw podwadjnych jest
w Scistym zwigzku z sumg nieskonczonej liczby szeregéw.
Jezeli szereg podwdjny jest zbiezny, to oba wyzej wymie-
nione sposoby powinny da¢ te samg sume, t. j.

I|m < Ilm sww\ = lim [ lim smn\ =s;
m=>00\N T n—>o0om—>00 |

ale i kazdy inny sposob sumowania powinien da¢ te sama
granice; tak, np. takze limsnft=s i t. d.

tatwo da¢ przyktad stwierdzajagcy te okolicznos¢, ze
sumowanie wierszami, moze da¢ liczbe inng, niz sumowa-
nie kolumnami, tak, iz z istnienia jednej z tych sum nie
mozna wnioskowac, iz szereg podwodjny jest zbiezny. Moze
sie nawet zdarzy¢, iz sumowanie wierszami i kolumnami
daje te samg sume, ale sumowanie wedlug innego prawa
daje co innego.

Dla utworzenia odpowiednich przyktadéw, zauwazmy,
iz znajac wyrazenie sum czesciowych smH w zaleznosci od
m i n, mozna z tatwoscig odtworzyé skiadniki amn odpo-



wiedniego szeregu podwdjnego. Mianowicie czytelnik spraw-
dzi, iz an =sn
Ciml — Sm| 11
'H, n—1
cimn s smnt -sn—J. sl 1! dla 77251 717 1
Niech, np. s«w=h-1-_\_—n: obliczmy, jak wyzej, wyrazy amw
i napiszmy odpowiedni szereg podwdjny. Sumowanie wier-

szami da nam hm f Ilm————_—\ =—1,
m—>o00\n—> 00 \

sumowanie za$ kolumnami da nam

lim { fimD—=0\=_f-jl

N—>00\m —>00 H'1
natomiast limswn=20.

jeieli smn= m24[//r)12 tto sumowanie wierszami 1 ko-

lumnami daje te samg sume 1, sumowanie za$ wedtug

prawa
lims,,M daje

Czytelnik z tatwoscig utozy szereg podobnych przy-
ktadéw. Wobec tych przyktadéw zrozumiemy wage naste-
pujacego twierdzenia:

Jezeli wszystkie wyrazy szeregu podwdjnego sg do-
datnie, i jezeli istnieje suma wedtug wierszy (albo wedtug
kolumn), to szereg jest zbiezny i sumowanie wedtug kazdego
innego prawa da te sama granice.

Zatozenie: dla kazdej pary wskaznikbw m, n;
i 450 4" S34" viv 4~ s 4% v jest szeregiem zbieznym, Kkto-
rego suma réwna sie s.

Przekonajmy sie naprzéd, ze sumowanie kolumnami
da te samg granice.

beron 4% deondeglln D d B A 4"
gdyZ arn 4~ 4~ 100 4~ AmMNMSmn,
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przyczem smn przy statym m roSnie wraz z n, gdyz skiad-
niki sg wszystkie dodatnie; z tego powodu

sm,,<lirnsmM; lecz limsmn — -j-<s2-]-s3 + ... 4- sm <s

n—> o0 n—>o00
na mocy twierdzenia o granicy przy dodawaniu skoriczonej
liczby skiadnikéw; tak wiec
<12t ... -j- Ctmn<~.S
0zNaczmy aiw-j-02» «+ ... + «mn PrZeZ u....: Cigg
Wini W2w> ~3n)ee«+j n>eee
jest rosnycv i ograniczony od géry, a wiec posiada gra-
nice, ktorg oznaczymy przez <H.
Wyrazy, nalezace do tej samej kolumny, tworza wiec
szeregi zbiezne.
I Udowodni my teraz, ze szereg 0l4-02H~(13H-""-4-¢"H----
jest zbiezny; w tym celu zauwazmy, iz
Snn — S MmM2 )= e UiitnOi -|- $ -p ..1-j- Sn<.S

lim sm.n = lim uma 4~ lim um2-j- ... + lim

m —> 00 m —>* 00 m—>00 m —>co
lecz limuMi = o1, limwm2=03,..., lim umn= on,
m—>00 m-—>00 m —>00
tak, iz limsmw=o0l 03-]-03 ..+ <5,<s.
Szereg -f- 02 -j- 03 -j- ... sH-j-... jest ograniczony

od gory i posiada wyrazy dodatnie; taki szereg, jak wiemy
jest zbiezny i posiada sume c>”'s, (patrz 1 47).

Tak wiec, sumujac wedtug kolumn, mamy granice o;
mozemy teraz wyj$¢ z zalozenia, iz |-t - tf3-peee
...-j-6h...=o0 zamiast sl $2-j-83...-j-sm-F-...=s i ro-
zumujac W sposob analogiczny do poprzedniego, otrzy-
mamy zamiast Zestawiajac te dwa wyniki,
widzimy iz s= < co trzeba byto udowodnic.

tatwo sie przekonaé, iz kazdy inny spos6b sumowa-
nia da te samg sume s. Niech vmn= amt-j~am"-|- ... -|- amn,
wtakim razie smn=fin+ przyczem



ze zbieznosci szeregu  -|-S2+S3 v+ 8n+ v wynika,

iz do kazdej liczby dodatniej e mozna dobra¢ takg liczbe
v, iz svtl+ svt24-... +si<|e, jakkolwiek wielkg jest

liczba m>v; poniewaz v,tn<Sw, wiec i

(43) WAL n + WH2.« 4" yv+3.« 4" w 4" 6
dla kazdej wartosci n i dla m~>u.
Poniewaz sx + s2-j-... +sn—+... =s, wiec przy dosta-
tecznie wielkim wskazniku v, mamy
(44) N+ $2 + §3 4~ eee + sl<ie
liczba v jest ustalona przez powyzsze warunki (43) i (44).
Poniewaz
lim(m+ + ..4"wn)= 4"s2+ s+ w+ 8"

wiec mozna znalezé taka liczbe p., iz N>p pocigga nie-
rownosc
(45) AMn-j- 4" w 4" Vyn-- (S14" 524" w 4" 8v)I<4e
z zestawienia (43), (44) i (45) wynika

d~ynd" 4w d" 4y 4N 4 e 4 i X <et
czyli

Phin —/-P

skoro tylko m">v i n)>p, jakkolwiek malg jest liczba do-
datnia s, czyli sWH dazy do granicy s, gdy m i n dazg
jednoczes$nie do nieskonczono$ci wedtug dowolnego prawa.

Udowodniong wiasno$¢ mozna, oczywiscie, rozciggngé
na szeregi, ktorych wyrazy sg ,,prawiel wszystkie tego sa-
mego znaku.

Twierdzenie o poréwnywaniu dwoéch szeregbw stosuje
sie takze do szeregbw podwdjnych o wyrazach dodatnich:
jezeli wszystkie wyrazy pierwszego szeregu podwdjnego sg
mniejsze od odpowiednich wyrazow drugiego szeregu po-
dwdjnego, i jesli ten drugi szereg jest zbiezny, to i pierw-
szy takze jest zbiezny.
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Szereg podwojny nazywa sie bezwzglednie zbieznym,
jesli inny szereg podwdjny, utworzony z wartosci bez-
wzglednych wyrazéw szeregu danego jest zbiezny. tatwo
sprawdzi¢, ze bezwzgledna zbieznos¢ pocigga za soba
zbiezno$¢ szeregu danego; jezeli szereg podwdjny dany
zawiera nieskoriczenie wiele wyrazéw ujemnych, to two-
rzymy nowy szereg podwadjny, ktérego wyrazy réwnajg
sie odpowiednio wartoSciom bezwzglednym wyrazéw sze-
regu danego; jezeli w ten sposéb utworzony szereg po
dwadjny okaze sie zbieznym, to szereg dany jest bezwzgled-
nie zbiezny i mozemy obliczy¢ sume jego badZz przez su-
mowanie wierszami, badZ przez sumowanie kolumnami,
badz to przez sumowanie wedtug jakiegokolwiek innego
prawa, gdyz przy kazdym z tych sposobow musimy otrzy-
mac te samg granice. Dowdd pozostawiamy czytelnikowi.

59. lloczyny nieskoriczone.

Jak teorja szeregbw prowadzi do uogOlnienia pojecia
sumy, tak teorja iloczyndéw nieskonczonych jest uogdlnie-
niem pojecia iloczynu w przypadku, gdy liczba czynni-
kow jest nieskonczona.

Przypus¢my, iz mamy ciag czynnikéw

Dy M0 A3 >dees
utworzmy iloczyny czesciowe
=ni ~2 77Ny, 377 H1V2"?3......
P,, == vn

Jezeli istnieje granica tych iloczyndw czesciowych Pn,
gdy n ro$nie do nieskonczonosci, i réwna sie P, to mé-
wimy, iz,iloczyn nieskonczony

V2 ué... AV
jest zbiezny i réwna sie P, gdzie, jak zaznaczyliSmy,
P=lim Pn,



co piszemy takze w postaci
P=avv2v3...w ...

Mozna z tatwoscig zwigzaC teorje iloczynéw nieskon-
czonych z teorjg szeregbw. Tak, np., niech ~"=21)"
= — —1), 8=P3—P2=vlv2(v3—1)......
an=zblv=2vn_i(vw— 1),... jasna rzecz, ze P jest sumg

szeregu
(46) L+a2+a3+ ...+ ,
poniewaz suma czeSciowa n wyrazOw tego szeregu réwna
sie whasnie P,,.

Zauwazymy takze, iz

logPn=logDx 4- logV2 4-log V3 + ... + loglin,

a wiec logP jest sumg szeregu
(47) logvl + logv2H-logv34-...4- 10gVn4-...

ZbieznoS¢ szeregu (47) jest wiec warunkiem Kkoniecz-
nym i dostatecznym, by iloczyn

Me™M AT e 4y,

byt zbiezny i posiadat wartos¢ rdzng od zera

Przypadek, gdy limP,,=0 rozni si¢ pod niektorymi

wzgledami od przypadku, gdy lim PN = P4z0, i dlatego

bedziemy méwili, ze iloczyn nieskoriczony jest zbiezny, bez
dodatkowych oméwien, tylko w tym przypadku, gdy granica
lim Pw nie réwna sie¢ zeru; inng kategorie iloczynéw beda
stanowity dla nas te, w ktérych limP,, = 0; wreszcie trze-
cig i ostatnig kategorje bedg stanowity iloczyny nieskon-
czone rozbiezne.

Jezeli iloczyn jest zbiezny (a wiec lim Pn=P 4= 0), to
on dazy do jednosci. Wynika to stad, iz wtedy szereg (47)
jest zbiezny, a wiec jego wyraz ogolny logv,, dazy do zera,
czyli limv,,=1 Albo (46) inaczej an=Pn—~Ptt_1=Pn x*n—I);
poniewaz szereg jest zbiezny, wiec liman=20, czyli



lim (ve— 1) Pn_! = lim (vo— 1). lim PH_X=0;

N->00 n—>00 N—o00
poniewaz zaktadamy, iz
lim Pn 4=0, wiec lim (vn—1) = (), Czyli limvw—1.

h—>00 n—>00 N—>-00
Jezeli iloczyn nieskoriczony rowna sie zeru, to  moze
nie dazy¢ do jednosci; granica moze by¢ inna, albo wcale
moze nie byé granicy; np. jezeli vn= -t to limPn=20

n—>00

i lim2, = () jezeli i=—" +(—I1)(N—2)1 tolimPN=0,

lecz ww nie dgzy do zadnej granicy.

My zajmowac sie bedziemy gtownie przypadkiem, gdy
iloczyn jest zbiezny, t. j. gdy lim Pn= P 4=0; z tego po-
wodu wygodnie nam bedzie wprowadzi¢ roznice vn—1,
ktorg oznaczymy przez un, tak, iz vM=1 uni gdzie un~>-0.

Naprzéd zbadajmy przypadek, gdy wszystkie liczby
un sg dodatnie.

Zauwazmy, iz

(1 4-wD) (I 4-w)(1 +<<3)...(1 +«n) =
=M 14- -F"2~F ~Fe—F  ~FAIN2 ~FAINB 4~ A2NABF ves

poniewaz wszystkie sg >0, wiec

PrXx i __6v
gdzie sn= 4-ml + e+ jest sum9  czesciows
szeregu
(4‘8) m2 ~F M3 == ovv 4= uU» 4 000

Z drugiej strony
S-H
02 = Wwtw2 4" 4-—+  1Mn <’\y2|
gdzie z lewej strony ostatniej nieréwno$ci wystepuje suma
wszystkich mozliwych iloczynéw z liczb «2,... U, po dwa.

Tak samo, jezeli 03 oznacza sume wszystkich mozli-
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wych iloczynéw z tychze liczb po trzy, to, jak tatwo
sprawdzic,

jezeli Pt przyczem p”™n” oznacza sume wszystkich mozli-
wych iloczynéw z liczb ul un po p czynnikéw, to
S]].**

Otoz
(A+WjL+Ug) (1+W3) v (14 «n) =1+ S»+"24"°3+ 1l +
a wiec

czyli
2 e
(49) l+s,<P, <!+ «+ —

Twierdzenie:

lloczyn nieskoriczony (14~Mi)UH~M2)U
w ktérym wyrazy un sg dodatnie, jest zbiezny wtedy i tylko
wtedy, gdy szereg (48) jest zbiezny.

Twierdzenie to wynika z nieréwnosci (49). W rzeczy
samej, poniewaz liczby u,, sa dodatnie, iloczyny czesciowe
Pw tworzg cigg rosnacy; jezeli wiec okazemy, iz cigg ten
jest ograniczony od gory, to tem samem udowodnimy, iz
iloczyn nieskoriczony jest zbiezny.

Zatézmy wiec, ze szereg (48) jest zbiezny; w takim
razie ciag jego sum czesciowych jest ograniczony od gory,
czyli istnieje taka liczba iz

dla kazdego n.
Z nieréwnosci (49) wynika nierownos¢

Mo M3 M"
27+ 31 !

* Dowod przez indukcje. W iloczynie snP —sn.s,, .S,



gdzie A nie zalezy od wskaznika n i jest sumg szeregu
nieskonczonego 1+ M+ M2+ +w+ grfy + ...,
ktory jest zbiezny (patrz 1 48, przykiad drugi).

Z nieréwnosci Pn<_A dla kazdego n wynika zbieznos¢
iloczynu nieskoriczonego, t. j. istnienie lim Pn=P.

Odwrotnie, zatézmy, ze iloczyn jest zbiezny; w takim
razie iloczyny czeSciowe Pn sg ograniczone od gory, t. j. spet-
niona jest nieréwnos¢ Pn<_M dla kazdego n, o ile odpo-
wiednio dobierzemy liczbe M. Z nieréwnosci (49) wynika

<P,,— 1, czyli sn<M—1,;
sumy czeSciowe szeregu (48) sa wiec ograniczone od gory,
a poniewaz cigg ten jest rosnacy, wiec limsn istnieje, a za-

tem szereg (48) jest zbiezny.

lloczyny nieskonczone bezwzglednie zbiezne.
Zajmiemy sie teraz iloczynami.
(50) (1 4-wD) (I H-m»)(1 T w3)...(l
w ktorych liczby tin moga by¢ i dodatnie i ujemne.

Jezeli szereg (48) jest bezwzglednie zbiezny, to iloczyn
nieskoriczony (50) nazwiemy bezwzglednie zbieznym.

To okreSlenie mozna zastgpi¢ nastepujgcem: iloczyn
nazywa sie bezwzglednie zbieznym, jesli inny iloczyn,
utworzony z danego przez zastgpienie liczb uv u2v.. uWv,
przez ich wartosci bezwzgledne jest zbiezny.

Twierdzac, iz iloczyn (50) jest bezwzglednie zbiezny,
stwierdzamy tylko zbiezno$¢ innego iloczynu, nalezy wiec
udowodnié, ze iloczyn bezwzglednie zbiezny jest zbiezny
W znaczeniu, jakie nadaliSmy temu terminowi na poczatku
tego rozdziatu; niech wn=|uM|; twierdzac, ze iloczyn (50)
jest bezwzglednie zbiezny, stwierdzamy zbiezno$¢ szeregu
0 wyrazach dodatnich:

Rachunek rézniczkowy i catkowy. 10



(51) Wil+to,+w34-... +ton + ...

stad wynika, ze iloczyn nieskonczony

(52) (1 +toi)( +w2)(H wi3)...(1 +w,,)...

jest zbiezny (na mocy tylko co udowodnionego twierdzenia).

Oznaczmy jak poprzednio,

an=(1--mJ(1+u)..1+U+)Mn— Pn—Pn-V,
oznaczmyz, podobniez:
bn=(>G(+wj(l+w2)(Ll+w3d)...(1+w, Dw,=nN-nN_b
gdzie Pn i Hm oznaczajg iloczyny czesciowe iloczynéw
nieskonczonych (50) i (52).

Szereg jest zbiezny, gdyz jego sumy czesciowe sg
réwne iloczynom czesciowym iloczynu zbieznego (52). Po-
niewaz w,, = |un|, wiec, oczywiscie, [aMl 6, a wskutek tego
szereg jest takze zbiezny. Lecz sumy czeSciowe sze-
regu sg rowne iloczynom czeSciow\m iloczynu nie-
skoriczonego (50); ze zbieznosci szeregu 2, wynika wiec
zbiezno$¢ iloczynu nieskoriczonego (50).

Szeregi bezwzglednie zbiezne majg wiasnosci najbardziej
zblizone do wiasnosci sumy skoriczonej liczby skiadnikéw;
podobniez, iloczyny nieskoriczone bezwzglednie zbiezne
posiadajg wiele wiasnosci takich samych, jak iloczyny
skonczonej liczby czynnikow.

Z posréd tych wiasno$ci zajmiemy sie dwoma, mia-
nowicie: 1) iloczyn nie zalezy od porzadku czynnikéw;
2) iloczyn réwna sie zeru wtedy i tylko wtedy, gdy jeden
z czynnikéw réwna sie zeru.

Udowodnimy naprzéd, ze zachodzi wiasnos$¢ naste-
pujaca:

Jezeli iloczyn nieskoriczony (50) jest bezwzglednie
zbiezny i jesli e oznacza dowolnie malg liczbe dodatnia,
to mozna dobra¢ do e taki wskaznik n0) ze iloczyn ilu-
kolwiek czynnikéw ksztattu przy ?i>n0, rézni sie
od jednosci mniej niz o e, t. j. ze

[(+u.)(+un)...(I + «. J-l|<e.



Dowdd jest nastepujacy:
(L --Wn) (L --w,2) ... X -j-unr—1=0j—-02-J-... 6kt
gdzie ol oznacza sume liczb uHV un,...,unk; ©2 sume wszyst-
kich iloczynéw tych liczb po dwa; <3 sume wszystkich

iloczynéw tychze liczb po trzy i t. d. Oznaczmy, jak po-
przednio, ww=|uM|; w takim razie

1+ we2) o (L H- Wnk) 1 — G x~j- 02 -J-g'
gdzie o'lt cra,.. sg utworzone przy pomocy liczb wil
w ten sam sposéb, w jaki ol G2I..Gk utworzone s3 z liczb
un. Stad [ o2>—iY off a wiec

lai +°2 + —+* o'i + 02+ .. c&, czyli
I(I+Mni) (1 +w,,2)...(1 +«nj—11<(1 +wni) (1 +w,,2) ...(1 +w,,fi)—1;
lecz
(1 |- toM]) (1 - Wng)...[ 1|~WHft) =G j-62-j-...-

°\)2 | I \/\/
| (2!) oo fe-
stad
(53) (I+w,, DA + th2>...(I +Wnf) — | <ofi+-TTr + ... + AE>
2! K\
gdzie
(54) °l="ni  Un-j-.. i

Poniewaz szereg (51) jest z zatozenia zbiezny, wiec
kazdej liczbie e>() podporzadkowaC mozna taki wska-
znik n0, by

W, -j- Wn i -J- W, +2 - .w. - wi lp e
dla kazdego p, skoro tylko n>?i0; stad wynika, iz
(55) gt<e
jezeli w (54) wskazniki nv w2 sg wszystkie wieksze
od no0.

Liczbe e wybieramy mniejsza od w takim razie,

na mocy (55),



=44+ +))t<e +el4-6 + ...+ +ee . <2¢

a wiec z (53) wynika, iz

11 -J- Whni) (1 4™ Mcg) (1 4~ Mhb) s O 4 Mnfc) 2s,
co trzeba byto wykazac.

Niech Poznaczag wartos¢ iloczynu nieskonczonego bez-
wzglednie zbieznego (50).

Jezeli zaden z czynnikéw I-|-uw tego iloczynu nie
rowna sie zeru, to P 0.

Takie jest twierdzenie, ktére teraz udowodnimy. Niech
e i n. majg te same znaczenie, ktére ustalilismy przed
chwila. lloczyn P napiszmy w postaci

P =Pn.P,,, gdzie n>nN0
P,,=(I+ul)(1+u2)...(I +u,); Pn=(1+un+l)(1+unta)..(1+w,+p)...
Pn nie réwna sie zeru, gdyz jest iloczynem [skoriczonej
liczby n czynnikow, z ktorych zaden, na mocy zatozenia,
nie réwna sie zeru.
>w— lim 1"np

gdzie En.p= (! ~FWn+i) (1 -j- Mnd-2) ... (1 + m«tp)>

ot6z

(1 - u,+i) (1 --unty) .. (1 -j-un+p)OL  £>], czyli An

gdziep dowolne, a n ma wartos¢ ustalong poprzednio; stad
Pw=1lim

czynnik En nie moze sie rownac zeru, gdyz jest>|.
Tak wiec P jest iloczynem dwéch liczb Pn i P,,,
z ktérych zadna, jak wykazaliSmy, nie moze sie rownac
zeru. A wiec P =F0, co trzeba byto udowodnic.
Udowodnimy teraz, ze warto$¢ iloczynu nieskoriczonego
bezwzglednie zbieznego (50) nie zmieni sie ze zmiang po-
rzadku czynnikdéw. Przypusémy wiec, ze iloczyn
(56) N



utworzony jest z tych samych czynnikéw, co iloczyn (50)
w innem uporzadkowaniu, przyczem nadajemy terminowi
»Sklada sie z tych samych czynnikéw, tylko w innem upo-
rzadkowaniu" znaczenie, ktére ustaliliSmy poprzednio przy
szeregach (I. 53). Niech Pw oznacza iloczyn czeSciowy ilo-
czynu (50), a nw iloczyn czesciowy iloczynu (56). Niech
e<” oznacza liczbe dowolnie matg, a n ma wartoS¢ wiekszg
od n0, gdzie n0 jest liczba dopasowana do e, jak poprzed-
nio. Niech m oznacza liczbe (wieksza od w) taka, by ilo-
czyn nw zawierat wszystkie te czynniki, ktére wchodza
w skiad iloczynu Pro; wtedy, oczywiscie

D O (1-b .. @

gdzie 1+ "™~nNg,oznNnaczaja czynniki, ktore
wchodzg w skiad Il,,,, a nie sg zawarte w Pn; jasna rzecz,
ze >, sg to wszystko liczby wieksze od n, a wiec
i od n0. Z tego powodu, jak widzielismy, zachodzi nie-

rownosé
e g
czyli

l—E<]jF<Il+

przyczem, gdy e dazy do zera, m i n dazg do nieskonczo-
nosci, o ile zaczawszy od pewnego miejsca wszystkie
nie rébwnaja sie zeru. Stad wniosek, ze

hm HM 1 1,

m—p» 00! n

czyli n=P, co trzeba bylo wykazac.

Przyktad. Iloczyn nieskonczony, ktérego czynnik
w2 _ |

= —TrP— jeSt bezwzglednie zbiezny, gdyz w tym przy-



padku uw= a szereg S-i- jest bezwzglednie zbiez-
1 An

An

ny. Zobaczymy pdZniej, ze wartoklé Eego '|Ioczynu jest 2

60. Wyznaczniki nieskonczone.
Oznaczmy przez Dw wyznacznik nastepujacy, rzedu n:

4= ¢ljl tty-2 M3

fl-21 1 0o_> R3........... Ct<2n

D.. = asi 1 ~4~ (Z33............ tf.3n
& e, R

é|,l| an2 * an3 1 4+ awn

ktérego wyrazy utworzone sg przy pomocy wyrazOw ciggu
podwojnego
ALY M2 A3 eee? oee
~22 @23 (N7 ooe
AN 377 33t ve)

4

Wyznacznikiem rzedu nieskoriczonego nazywamy gra-
nice limPuw, o ile takowa istnieje.

Twierdzenie. Jezeli szereg podwdjny utwo-
rzony z wyrazéw wzmiankowanego ciggu podwdjnego jest
bezwzglednie zbiezny, to wyznacznik nieskoriczony, odpo-
wiadajacy temu ciagowi jest zbiezny.

Zatozenie; Szereg podwojny £2[(ZWf jest zbiezny; teza:
Du dazy do granicy, gdy n—>00.

Oznaczmy przez P, iloczyn
(14-an)(1-]-a2)....A -pec)(I  a2) (1  22) (1 4“ ““23) eeee

. (I4+cc2n) (1-4 a3l) (1 + a32) (1-j- ax’)... (14~ al3»).+»

... (14- anl) (1 4~ a«?) ...(L 4 ann),

gdzie gdy ??-"oo0, P,. dazy do granicy, ponie-



waz na mocy zatozenia szereg S2amn jest zbiezny. tatwo
sprawdzié, iz
i <P«}

jezeli bowiem rozwiniemy wyznacznik Dn iiloczyn Pnt na
sume skiadnikéw, to okaze sie, iz kazdemu skiadnikowi,
wchodzacemu w skiad Du odpowiada réwny mu co do
wartosci  bezwzgledny skiadnik w rozwinieciu iloczynu
Pn2, lecz oprocz tych wyrazéw sg w P, jeszcze i inne
skfadniki, a poniewaz wszystkie wyrazy w Pnt sg dodatnie,
wiec stgd odrazu wynika wzmiankowana nieréwnosg.

Dla tej samej przyczyny

— P <CP(nt+p) -- P»i?

modut kazdego sktadnika w rozwinieciu roznicy 1)uap — Du
jest sktadnikiem réznicy P(W| p)2— Pn2, przyczem ta ostatnia
réznica zawiera oprécz tego jeszcze inne skiadniki dodatnie.

Poniewaz Pn2 dazy do granicy/ wiec do kazdej liczby
dodatniej e mozna dobra¢ wskaznik n0 taki, ze skoro
tylko Nn>nN0, to P(,+p)2— Pn2<e, dla dowolnej wartosci
liczby p; a wiec Nn>??0 pocigga takze nierownos¢

IPn-\-p ,

powotujgc sie na ogolng zasade zbieznosci, wysnuwamy
stad, iz ciagg I\, 1)2 Dn,... jest zbiezny, co trzeba
byto udowodnic.

Cwiczenia i zadania.
1. Udowodni¢ za pomocg przekroju istnienie pier-
wiastka dodatniego rownania x?-j-x2— a, gdzie a>O0.
2. Srednia arytmetyczno-geometryczna.
Niech a i b oznaczajg dwie liczby dodatnie, przyczem
<1<P.

at
61 = \vz6 jest Srednia geometryczna tych liczb.

ad-b.
*—jest Srednia arytmetyczna,




Tworzymy nastepujace dwa ciggi
a, al, a2 A,
b, 62 «m>
cl 46

gdzie Q@ ="2% ) = \atht:,

TR 1 0 O —— SjCtnb),;

Udowodni¢, ze pierwszy cigg jest rosnacy, a drugi
malejacy, ze kazda liczba pierwszego ciagu jest mniejsza
od kazdej liczby drugiego ciggu i ze dazag do wspdlnej
granicy, (ktéra sie nazywa S$rednia arytmetyczno-geome-
tryczna) Poda¢ konstrukcje geometryczng ciagu tych od-
cinkow.

Wskazéwka Udawadniamy naprzéd, iz a<ax<_b
a<b" <b, \jab <<a-"y', czyli at <bv a wiec

a<al<61<6. Stad wynika a<ax< a <..<bn<...
L<h<bt<6 a wiec lim«,= (i, liinvV>p. Lecz
260+ = a« + dalej 2lim bi+x =nl_im ai+ lim6,, czyli
ti —> oo > 00 » —1 00
8-1 81 i :
i 6 — fin Bl £ Wlec

bn  an <---w—

3. Srednia arytmetyczno-harmoniczna.

Cigg av as,..., jest harmoniczny, jezeli cigg
liczb odwrotnych, t. j. ciag
I l
a a al

jest postepem arytmetycznym.
Wedy 1+1 2 1 1=2
J a. a a a a



Niech O<a<6. Udowodnié, ze Srednia harmoniczna liczb
a i b jest mniejsza od ich Srednio geometrycznej.

W rzeczy samej

a-j-b
Tworzymy dwa ciggi:
fii, (%, Og, ..., Un, ...
6, " 68 _——
s __2ab __ a4 b, 2a.b. __a -4h
gzie a{_a-j-b 1 2 " ax-\-bf bzz" 2 Ei "
find-1 = o M=k 4~ 1.

Udowodni¢, Zze cigg pierwszy jest rosnacy, ciag drugi
malejacy, ze kazdy wyraz pierwszego jest mniejszy od
kazdej liczby drugiego ciagu i ze dazg do wspodlnej gra-
nicy, ktérg nazywamy Srednig arytmetycznie-harmoniczna.

4. Srednia geometryczno-harmoniczna.

Rozwigza¢ takie same zadanie dla ciggdw, okreslonych

, _ 26 T ,
przez wzory:. a=a \ab,

b7 2
fl2-- « JrA' - NecHl— °n JrA' ).\n+I:-\CLn X/

5. Zbada¢ ciggi, okreSlone w nastepujacy sposoéb:

21~

1) N=76, b~J—)—; a ="albv b™’xI"avbty,...

.., —\/bni b} —  (cc | bM),...
2) 6 =", 6l= Vi@ + 6); «=1(ai + 6i)

fln4-l==" (anH”
y2 | "2

Wskazéwka. Do pierwszego pytania: \/ > \jabi




a2 -1- b2

—=b; 63,+i — aw+i = -L (bn — aw)2;
bn-\-\ M-f-l bn Ctn
bn 0-n bn-\-1 —j~ ~*n+1

(6,4-i -j- CIn+1)2 = 62ti+l 4* ®'n+l —

7 / 7\ ~n4-l SN+, bn Qn - _
Vet _T_ Cin+l /", Nan~r Mi  z - <C TtV —j——
V 2 bn — an 2bnN-\-On
b,, — an< (6 — ay

Do drugiego pytania.

z-2 « 7. a4+ b ,, 9 __(bn— any
4-b )= . bw+1—tr,,+1— - ;
2 4
bn-\-1 ®n+l__ bn Cin i bn — Cw <
b-n Cln bnA-1 ~j- Cin-t-1 bn —f- CIn
gdyz 5n+1 4- «M+1 = «n - bH; bn —ON< ~n Q) — d\

6. Dany jest cigg Fibonacci’ego:
1 2 3 5 8 13,...,
ktory jest okreslony przez; ax =1, a& =2, a,+i = + an-b
Znalez¢ lim -Cn—, nie znajdujac wartosci av w zaleznosci od

m—> 00
wskaznika n. Udowodnié, ze: an i a,+l— aln = (—I)n+l;
nastepnie, ze: an=aman_nm » i dn-m-i, gdzie m <n;

Udowodni¢ wreszcie, ze a,

7. Znalez¢ granice ciggu uv U,
jezeli «E=4a Wb=Db,..., w,|i= (un+unr
8. Znalezé granice ciggu uv uHl

T —1
jezeli «n=-



9 Znalezé lim

jezeli 10%h+i | Hy—i — 3} "2 3 ~=01, Uj=g&
10. Znalez¢ granice lim uM,

jezeli w2 = u,+1 = un-f- a
11. Znalez¢ granice limith,

To | 2"4— 3> L. 4np
jezeli un ==---| —--

Odpowiedz: limun= P—-l—gdy p>—1

limw, = oo, gdy p< —1
12, Czy ciag ml, u2,..., Unt... jest zbiezny;
Mn=4++i1+i1 —m——gn.
13. Przy jakich wartosciach zmiennej X szereg
1 2 4 8 2»
X-j-1 "0 1 rad-j-I'"NMi—4+=0"*~xp [ 1 " <!

jest zbiezny i Kiedy jest rozbiezny?

14. Niech sp oznacza sume czesciowg p wyrazOw sze-
regu harmonicznego. Zbada¢ zbiezno$¢ szeregu

15. Zbada¢ zbiezno$¢ szeregu
W+ WF d-F o

gdy zlp =sin? -~

a, _ | :
& " Up sinpx.sin(p4 L
gdy up=xpsinpa;

gdy zzp=sin +
gdy Up=xP sin ("pn]



2X
94y Vp— (1 +2)(1 +a?) ..(1L +)

. 02X
gdy kp==Arctg | ,/n w
1 X
gdy up=2> ,g
. X\
gdy up=8in a\-p '

- + 2)... -
16. Znalez¢ lim un, gdzie 71,2 @4- D@+ 2).. («4-n)

g
17. Zbadaé ciagg t/1, w? w3,..., U,,...,

2 4
gdzie Up = sin~----—--
glzie Up=sin PP Ly

\ dP

gdzie Up=sin \ pt4 «P)i
gdzie —sin)(\pd~a—\/<<=0O
dzie t/F =tg| . \P! 4
Jceke Opor) «

gdzie Mp=sin pl) 4a+ V" | «>0-

O kazdym z tych ciggébw powiedzieé: czy jest ograni-
czony, jakie sg jego punkty skupienia, jaka jest najwieksza
z granic; ktéry z tych ciggbw jest zbiezny.

18. Udowodni¢, ze jezeli szereg wl-j-z/24—A4-zzi>H-*** gdzie
?2rp>0, jest zbiezny, to jest zbiezny rowniez szereg m12-+w22+—

oo T+ €24~ o000, a takze

un

19. Udowodnié¢, ze ze zbieznoSci szeregu wl2-|-m2] +...

...+zzp%+... wynika zbieznoéé szeregu =% 4" gy v



20. Zbada¢ zbiezno$¢ ciggu wl m8 .... ul— Bgdzie
ttt =sin ..., t/p+ti =sinupt

21. Udowodnié, ze:
(a161+a262+ ...+ apbz,)2=(al2+a824-...+ ap2) (6ia+642+-+6p))
— - S2axy + («A —\«IX + ... + (ctibj — ajbi.2 +...};
wyprowadzié¢ stad nieréwnos¢ Schwarza
(al61H-ti262+...ap6l,)2< (al2+a 22—+ — +P2) (6i2-+622+ — —+6P2)-

22, Udowodni¢ nier6wnosc bE:':———gp<®&p—l i

bp = cip > pap~1, gdzie h>a i p>0.

23. Udowodnié nieréwnosé 2—- by ia_{ 6/\|
24, Udowodni¢ nieréwnos¢
11 i X WFAF NQAF eeeF
n 1t [ - | n
25. Jezeli mamy liczby av aP i bt b2,..., bPI

spetniajace warunki
O<at<al<...<ap
O<bl<b2<...<bp} to
({i4-f2°Feerd~  (6t+"2~F...4"M  p(.ai\-V" @2 2~F +++ apbP).
26. Jezeli liczby a2>.... ap sg wszystkie dodatnie i
6i< 6 <63 <...<6p, to

61

27. Jezeli 61>62>63> ...>bn>...>0; 6n-"0;

lecz \ 4+ =& 00

at 4~ M2/ ~F e ~F 1o
o e DR o
gdzie S Ch 4= ~F ees ~F

* By rozwigza¢ te zadanie, trzeba zna¢ wzor na warto$é Srednia.
Mamy u™+i — up = sinup sin up—i = "iip— tzp—1). cos limwp =

=tA+U—u,) 4 (W—u)4s ..+ Up—Wpl +



28) Jezeli g,—>-0, to lim6L 4" s24~ve a5~ g
n->00

Niech sp=g-\-x\p; potézmy o, =5l 4~ s24~+:+ 4
o TOA A" A H |l 4 — AT
n n )

Widzimy, iz wystarczy udowodni¢, ze z ijn->0 wy-
nika A-(r™ + 12 -|- ... 4" ri«)->0. Niech p0 oznacza liczbe cat-
kowita, funkcje zmiennej n, ale taka, ze pO(n)->- oo, ale
lim np pQ ™ =EMn\\ 4" 12 4" vve 4" Hn) =
= ("™N4_12+ —4-rip»)d-  (lpoti4~'ipota 4- —rin)= N4~
poniewaz lim gPjw) =0, wiec do e€>0 mozna dobra¢ n0
tak, by n>n0 pociggato |r)pol<le;

Stad Fn = —/Tlpotl 4 'Ipo+24- — 4“ 'Ini -< —5\" e < ke’

skoro tylko n>n0;
dalej N7, =Nl +m+ ... +n,0=4g4-"

gdzie 7v>|i]p| dla kazdego p\ ze taka liczba K istnigje,
wyhika stad, ze kazdy ciag zbiezny jest ograniczony. Po-

niewaz P—Q-'%'?Z-»- 0, wiec dla n>//’n>-ru, EqrgQA <e—, czyli

\U m—maTak wiec \Un i Vn ,prawiel zawsze sg mniej-
sze od |e; poniewaz . + ...+ fln;< + e,
wiec —()i4~"24~—4~rin)0, gdy n 00, i twierdzenie
nasze zostato udowodnione. Nalezy zwréci¢ uwage, ze
6n=($!4~5 4~ —4~s«) jest Srednig arytmetyczng n ko-
lejnych liczb naszego ciggu; jezeli wiec ciag dazy do gra-
nicy, to jego $rednie arytmetyczne zmierzajg do tej samej
granicy.

tatwo sprawdzi¢, ze twierdzenie odwrotne nie jest
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prawdziwe, t. j. $rednie arytmetyczne moga zmierza¢ do
granicy pomimo iz cigg s2  sn nie dazy do granicy.
Wystarczy przyktad nastepujacy:

cigg ten nie posiada, jak w e-i \ granicy; tymczasem
an
® —qn; zie a«—n zaleznie od tego, czy n
jest liczbg parzystg czy nieparzysta. A wieC <n—
Na tej drodze mozemy da¢ okreSlenia granicy ciggu
szersze, anizeli do ychczasowe; jest to droga do rozsze-
rzenia pojecia granicy.

29. Jezeli bn-~b, {0
lim - atot -f- 2 brn_t -J- ... 4" anb1) = ab.
n-xxi'a
Niech bn = b-\-rw wtedy
— bn -j- a2 bH_x-|- ... -|- an enl = b(ctl 4~ 2 4" — 4* an)

4~ ai 4" a2 ~n- 14~ w0 4 o %) = n 4y

M gaid edmd a 1 5 goniewaz an= a na mocy

twierdzenia, udowodnionego w poprzedniem ¢éwiczeniu;
pnl <a e W
n n ‘
gdzie [an|<zl, bo cigg zbiezny jest ograniczony. Poniewraz
44 (), wiec L{ijr + 2 -j-...-j- "M} 0 na podstawie po-
pizedniego C¢wi. zenia.
A wieC un—= ab, 7n—>0; stad wynika, ze

—(towd~ a2bn y 'j' . anbtl= LTW'j‘ln—ab.
30 Udowodni¢ twierdzenie Abela o mnozeniu szeregéw
s—aid~ 4 B4 w4 = 44w 4
— albl,; = at b2 4'a2bx- — alb3 + a2 b2 + a3\ ;....

en= N4 al"d| 4~ w4~ )
Pn— 4~ o0 4~



Twierdzenie Abela polega na tern, ze jezeli
sn-"\s; pN-"p,
to p = S<b.
Przedewszystkiem mozemy sprawdzi¢ tozsamosci:
phn=ax 6+ SM-i+—4"ttn6i — Sn4"&2Sm~14" 4"
a dalej:

Pi+P24" - 4"P«=Sl + 8 "l+BJN-2+ - + [
stad  (JA——4" w4~"S)=="n (S1°n 4" 201-14" 4" i),
przechodzac do granicy dla n->00, otrzymamy na pod-
stawie twierdzen, udowodnionych w ¢wiczeniach N. 28
i N. 29

p=s.o.
poniewaz pn-"P\ sn->-$; ow—>-0.
31. Opierajac sie na poprzednich wynikach, udowod-
ni¢, ze
i(—4-i —4t+-)N=i—K14-) 411 +i+i)—w
i(1—34-1—v+-)2=2—1(! +DA-|’L +i+ i) — e
32. Udowodni¢, ze szereg
1 —2~"34"i4"54"" "7 1 1 tod"
w ktorym mamy po wyrazie 1, dwa wyrazy ujemne, po-
tem 3 dodatnie, potem 4 ujemne, potem 5 dodatnich i t. d.,
a wartosci bezwzgledne wyrazow tworzg cigg harmoniczny,
jest zbiezny. Zbada¢ szereg utworzony w podobny sposéb
z tg tylko réznica, ze grupy wyrazéw o jednakowych zna-
kach zawierajg kolejno 1, 2, 4, 8, 16 i t. d. wyrazow'.
33. Dowiesc, ze, jezeli szereg +Ms+—+ mpd" —
jest rozbiezny i jezeli ux Fous >eee> . >0,
lim A+«sE=NINE=E=L1
p->00 W2-j-Ud .. +ixp
34. Dany jest cigg C (th oag)  Joen
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Zbada¢ iloczyn nieskoriczony

gdzie b, = “«'£"1, >, = ?»-+N...,,, = AL,
\% o N2 "\ N2 A3 \ 1

Zbada¢ zbieznos¢ tego iloczynu nieskonczonego w przy-
padku szczegdlnym,

a) gdy ciag 1 ®im i zmierza do granicy g, t.j.

gdy an™gQ.
b) gdy cigg jest postepem arytmetycznym.
c) gdy a,=n2

35. Udowaodnié, ze (patrz 1 50) ga™~gc.GcNGa

Ga oznacza najwiekszg z granic ciggu , Gt za$
oznacza najwieksza z granic ciggu \[an, a,,>(). Z okresle-
nia liczby Ga wynika, ze ,prawie" zawsze — jest mniej-

sze od Ga 4~ e gdzie e>0; inaczej, istnieje taka liczba n0, ze

N+ N2 + ttn0+3 Ga s
— -J- 8,
ttno+l ~no+2

skad, dla n=>n0,

Cl N
n <« ) CFST.

(Ga-j-E)n we Czy“ a,,
(/\a+e)110!

a wiec Waw < (Gn-j- e). il (Gn-j-e)” m<?<, dla kazdego n=>n0.
Lecz, gdy 0o, to

A ti
G, s).tmow.<Ga+e)” < dazy do Ga—+e, czyli

A Ho
((Pa+e)ne (Ga-j-e)" « jest ,prawie” zawsze mniejsze od
Ga-V'le™ a wiec na zasadzie tylko co otrzymanej nierow-
nosci \[av takze jest ,,prawie” zawsze mniejsze od 60-|-2E.

Stad wynika, ze najwieksza z granic ciggu V&, nie moze

Rachunek rézniczkowy i catkowy.



by¢ wieksza od GaA--" czyli Gt Ga-f-2s; lecz ponie-
waz liczba dodatnia e jest dowolnie mata, wiec GcNGa

Dowdd twierdzenia ga™.9c jest zupetnie podobny do
poprzedniego.

36. Udowodni¢ bezpo$rednio, ze

1+1 1
21 31 n!

lim

UdowodniliSmy (patrz 1 31), ze cigg | +~I}n Jest ros-

nacy i granice tego ciggu oznaczyliSmy przez e. Wpro-
wadZmy teraz nowy cigg

BN $2, K3j o> e’ 8dzie
$i=1, 8B=2 =1+ j+ st by+2+-+Hhr

Ciagg ten réwniez jest rosnacy i ograniczony od gory, gdyz
(patrz 1 31) jest zawsze s,,<3; stad wynika istnienie gra-
nicy <7=limsn. Trzeba udowodni¢, ze <7=2.

Jezeli liczby dv d2, cn sg wszystkie dodatnie, to
1—™MNA—)>1— ("™ + 1), a stad pr/ez indukcje
(1 --<A)(1----mmmmmmm- As)—(1---<Mn)>l — (M1+72 +

Niech d‘f‘:ﬁ’ ) dn_t=---r-]--; wted3j nierownosci
poprzednie daja:

i—IWi—2) /i n—1 <1 (n—Dn
ni\ 7 *\ 71/ 2.n
Utwérzmy rdznice sn—il—j—l—\Tni réznica ta jest do-

datnig, bo sn> fl—’\-l ; z drugiej strony
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|
li Sn— | 1- — <—)— 1+% ZA\FI_% ___________
czyl 2nf 4 :Zu (n—2)1|
i l’>/ 1 / 1
albo sn— 14—— > g 2n
lecz z nierbwnosci 0 <s,, - + <2n wynika gdy

Nn-> 00, przez przejScie do granicv, ze limsn= Ilm(l -l nIJn

czyli, ze g=ce.

EERALEY S .
7 jest dla kaz-

dego ?i liczbg wiekszag od e. Poniewaz udowodnilisSmy
(patiz 1 31), ze lim &n=-¢e, wystarczy udowodnié, ze ciag
bn jest malejagcy. Zauwazymy, ze

gdzie p = : jezeli n jest liczbg parzysta, a p=T—i":1—je—
zeli n jest liczbg nieparzysta. Stad

-1r ot+a<(' st e



Lecz z nieréwnosei 127 —n—<1 wyniKa

M4-i\n+1™/  M\n
\' ' n / \n—1U
czyli bn <6n-i, co trzeba bylo wykazac.
37. Zbada¢ ciagi: )
(n4-DH1-2 Igen sinn
- nt+2—1 “"—Ilg.(lgn+2 n' n
a. = -~"———-ygdy n-> 4-00.
Vn +1



. - =11 =1 .
Lecz z nierownosci — IT'———<_JL wyniKa
czyli bn <1 Ox-rite colorchecker
37. Zt
«n =

sinn



