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Sn bet oorliegenben Slb^anNung, bie einen Beitrag յոր praïtifdjen 
Durchführung ber íííeiltfcEjen iReforntoorfdjläge liefern főtt, fjabe idj bie 
©runblagen bér differential® unb Sntegralredjnung für ben Unterridjt 
in ber (Sțjntnafialprima nad) folgenben neuen ®efid)tžpuntten bearbeitet:

1. Յաո Begriff be8 Differentialquotienten gelangt man im Unter® 
rid;t auf jmei ganj oerfdjiebenen, fcljeinbar meit ooneinanber abliegenben 
SBegen: gu ber 2Jled)anit bei ber Definition ber Begriffe „(Sefdjtvinbig® 
feit" unb „Befchleunigung", in ber Soorbinatengeometrie bei ber Belfanb® 
lung bež „Dangentenproblemž". Beibe SBege führen ju bemfetbeu 3ieí, 
baíjer finb bie Slbfdmitte I unb II nidjt nadjeinanber, fonbern neben® 
einanber burd^unetjmen.

2. Sn ber Differentialrechnung fommt, entfpredjenb ber berechtigten 
gorberung ton ^öfter in feiner „Dibaftif bež mathematifchen Unter® 
rid)tž", nur ber Begriff bež Differentialquotienten jur Slnioenbung; 
oon bem faunt befiuierbaren 'Begriff bež ® if f er en ti a të habe id) feinen 
(Mebraudj gemacht, unb baž Sijrnboï dx unb dy hat nirgenbž eine feíbft® 
ftänbige Bebeutung.

3. Sluch in ber Sntegralrechnnng í)aí>e id) biefe gorberung ftreng 
burchgeführt; baburd) glaube ich bie noch üielfadj oorhanbene Slnfidjt, 
bafš „bie Sdjloierigfeiten einer fdjnlgentafjeit Darftettuug ber (Srunbjüge 
her ^Integralrechnung noch nicht genügenb gehoben toerben fönnen", roiber® 
legt ju haben.

Sauenburg i. ф. ben 11. Sluguft 1910.

G. greitjel.
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I. Î4՝t IHffmntiahiiuJíunt in Ъбѵ lïk'tfiamh.

§ 1. ТІЕ JjlrilíjfiinntllE BrhWJJÍtng.
Tie æeroeguug einež Sörperé tieifjt gleichförmig, merni ber 

Sörper in gleichen Betten gíeicíje Sßegftreden jurüdíegt. ®ejetd)net 
man bie ®efdjroinbigteit eine« fiái gleichförmig bemegenben Sörperé mit c 
(entfpredjenb ben ՋՋörtern celeritas unb constans), fo ift ber im S3er= 
laufe bon í ©efunben jurücfgeiegte SBeg
(1) s = • t,
roo s unb c bie 53eneunung „Steter" befipen. hieraus ergibt fiel):

(2) c = y m/sec (b. h- SDteter pro 'Sefunbe).

s — c ■ t unb s' = c ■ ť,

2ßir гооПеп biefer ©íeidjung nod) eine anbere Sorm geben. Sßir 
nehmen an, ein Sörper beroege fich gleichförmig auf einer grabíinigen 
ober trummtinigen Wpn, unb rechnen bie Bett bon 
irgenbroeídiem Slugenbíide an, in bem fičí) ber Sörper 
etroa in A befinben möge (ffig. 1). 2Sir brüden bieé' 
fúrj aué, inbem Wir fagen: Bur B«H t = O befinbe а 
fich ber Sörper am Orte A. Stefimen toir ferner an, 
ber Sörper befinbe fich ua$ Verlauf bon t Śehtnben, 
ober fürjer jur Beit t am örte В unb jur Seit i' 
(roo ť > t fei) am örte G, unb bezeichnen roir ben 
bon bem Sörper in t Setunben jurüdgeíegten SSeg 
mit s, ben in ť Sefunben jurüdgelegten S8eg mit 
Հ fo ift

Sie- i.

aífo

rooraué fich ergibt:
(3)

s — s = c • (ť — í), 

s' — sc = t,  t m/sec,
b. í). in æorten:

Tie 9JtaBjaï)l ber ®efdjroinbigfeit einer gleichförmigen 
^Bewegung ift gleich bent Quotienten aué ben Stafjjațiten 
irgenbeiner bon bem fid) beroegenben Sörper jurüdgeíegten 
Söegftrede unb ber Seit, in ber biefe jurüdgeíegt roirb.
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§ 2- Ս՛էր՝ (Setrlputitbiciltetí bei einer nngleiiíjfärmtgen 
ScWrgune.

Sine ungleidjförmige Bewegung finbet fiait, wenn ein Körper 
in gleichen Seiten ungleiche Sßegftreden jurüdlegt. Sei einer földjén 
wegung änbert fich bie ®ef<hwinbigfeit bež Körper» ron Síugenbíiď ju 
Slugenblicf; es fann baíier nur bon ber ©efctjiuinbigíeit in einem be= 
ftimmten lÚngcttblicf bie ЭіеЬе fein, unb bie Sleidjitttg (2) ifi jur Défi« 
nition biefer augenblidlidjen ®efdjwinbigteit піфі mehr braudjbar. ®оф 
fann man ber ®efinitionSgíeidjung (3) eine folhe Sonn geben, bafj fie 
audj für bie ®efdjwinbigfeit bei einer ungleichförmigen Bewegung gültig 
bleibt.

SBir nehmen wieber an, ein fidj ungleichförmig bewegenber Körper 
befinbe fidh, Wie in Sig. 1 jur Seit t = 0 in A, jur Seit t in В uub 
jur Seit ť (wo ť > t) in C; ferner fei ber ®eg bon A big В gleich s> 
ber bon А biž C gleich s- Dann braucht ber Sörper junt Siwücfíegen 
bež SBegež BC = s—s bie Seit bon (ť — ŕ) Sefunben, unb bie 
®efdjwinbigfeit bež Körpers wäre bei einer gleichförmigen Bewegung 
innerhalb biefer (i' — í) Sefunben ftetž gleictj m/sec. Sei einer um 
gleichförmigen Bewegung änbert fidj aber bie <55efcijiuiitbigfeit bež Körpers 
auf bem SBege bon B bis C bon Ślugenblid ju Slitgenblicf, ež fann ba= 
her auch nur hon ber augenblicflichen ® ef ch winbig ï eit bež Körpers 
in irgenbeinem jwifdjen B unb C gelegenen Raufte bie Siebe fein. Qe 
fürjer jebodj baž Seitinteröall ť — t iff, um fo fürjer ift auch ber 2Seg 
s' — s, unb um fo mehr fönnen wir annehmen, baff bie ®efdjminbigfeit 
innerhalb biefeS fețjr furjen Seitinterbadž unb auf biefem felqr furjen 
Siege biefelbe bleibt. Sßeitn baher ber fßunft C immer näher an 
ben fßunft В heranrüdt, fo nähert fich ber Quotient immer mehr 
einem beftimmten ©renjWerte, ber bie ®efd)Winbigfeit bež Körpers im 
fünfte В ober jur Seit t angibt. Sur ben ®renjWert einež földien 
Quotienten hat man bie Sejeicpnung

lim (limes) 
eingeführt. Somit lä&t fich, wenn man ferner bie üeränberlidje (55efch>tńn= 
bigfeit eines Körper» bei ungleichmäßiger Bewegung mit v (entfpredjenb 
ben Wörtern velocitas unb variábilis) bejeicíjnet, für bie ®efdjwinbig։ 
feit einež Körpers bei ungleichförmiger Bewegung bie Definition auf։ 
ftetten:

Unter ber ®efchwinbigfeit einež Körpers bei ungleich« 
förmiger Bewegung jur Seit t öerfteljt man ben ©renjwert 

(4) v = lim ț, ~ * für i' = í.

Wian gibt biefer Definition oft noch eine anbere Sorin, inbem man 
eine öerfdjwinbenb Keine ®röfje, b. h- eine ®röße, bie fich immer mehr 
ber ®renje 0 nähert, ohne fie bereits erreicht ju haben, mit bem gunK 
tionžjeichen A oerfieí)t. gür bie öerfdjwinbenb Kein anjunefjmenbe
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SBegftrede s' — s ivä^tt man baïjer bie ՋՅ ojeicȘit it îtg A s unb für ben 
tterfdjwinbenb lurjen ßeitraum ť — t, ben ber Śorper junt durch taufen 
biefer äSegftrede brauet, bte S3ejeidjnung Ar; bann ift

(5) v = lim 44 für A t = 0 ober fürjer: v = lim 44 ՛

Sluf ben erften S3iid Ijat es ben Slnfdjein, alé ob fid) nadj btefer 
definition für bie ©efďy.oinbigíeit eines Körper» jur 3eit t bei einer 
ungleichförmigen ^Bewegung ein 2luSbrud non ber Sorin ergeben 
würbe, ein ÜIuébruÆ, ber befanntlidj einen ganj unbeftitnntten ÜSert 
befișt ober ber jeben beliebigen SSert anneljmen tann. dies ift jebodj 
burdjauS nidjt ber Satt. Bwar würbe baž ŚerljititniS bež ©renjwertež 
bon As ju bent Bon Ai, bie beibe gleidj O finb, einen földjén ganj un*  
beftiminten æSert bejiyen; bodj ift v nicïjt als baž ÍBerljältniS ber 
beiben ®renjwerte non As unb Ai, fonbern alž ber ®renjwert 
bež SSertjältnifíeS As : Aí befiniert, unb biefer ©renjwert täfjt fid), 
wie wir fogteid) an jwei Seifpielen jeigen Wollen, bei febern einjelnen 
Sewegungžoorgange genau beftintnten.

*) ®ie folgenbe SntioicHiing läfjt fiep and) teicijt für bie aUgemeine qua» 
bratifdje gunftion s = at1 փ bt -f- c buľd)fíi()i՝en, wo a, b unb c irgenbweicpe 
tonftaiíte, b. )}. Don t unabhängige Sßerte bejeidjnen.

§ 3. Beij'pieie für ritte tingletdjfitrnrtge ©eitregutift.
1. ©etfpiel: das einfadjfte Scifpiel einer ungleichförmigen Söe= 

wegung ift ber freie Sali, bei bent jwifdjen s unb í ftetS bie Sejieljung 
befiel) t :
(6) s = |^i2, 

wo g eine unbenannte ßaljl bejeidjnet, bie natjeju beu æSert 9,8 befifet. 
SÍSätjrenb nadj ©íeidjung (1) bei einer gleidjförmigen ^Bewegung s eine 
lineare Sunftion öon t ift, ift für bie ^Bewegung beim freien Satt s 
eine quabratifdje Sunftion öon i*).  SSir wollen bie ©leidjung (1) 
bie 3eitweggleidjung für bie gleichförmige ^Bewegung unb bie @lei= 
djung (6) bie ЗсііП>еддІеіфипд für ben freien Satt nennen.

SOiit í wirb eine beliebige ganje ober gebrodjene Slnjapl üon Se=

langen, auf ber redjten Seite biefer ©leidjung ť = t fetjen, fo Würbe 
matt für biefen ©reujwert beit ganj unbeftimmten Službrud er=

funben bejeidjnet. 
wöge, ift

Bur B^it ť, wobei ť > t angenommen werben
՛ 1 tf 9

s = 2^ -
alfo

s — s g t'։ — ts
ť — t 2 ť — t

SBürbe man, unt ju bent ©renjwerte lim ®, * für ť = t ju ge=
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haften. SRan toürbe aber hierbei ben geíjíer begehen, bafj man baž æer*  
päftniâ ber ©renjloerte bon 8“Ыег unb tenner ju beftimmen fudjt, 
anftatt ben ©renjwert bež ®erhältniffež, ober mit anberen SBorten: 

í'։ — t13In bem Quotienten ֊,,  ¿ íäfjt fidj bie Gíleiďjfemuiig bon 
ť unb t поф nicht bolígieíjen, er bcrträgt fie nodj nidjt.

(Șiibt man jebod) ber redjten Seite ber obigen ©feidjung bie gorm

fo erfjäft man:

£
2

(ť 4- O (ť ֊ t) 
ť — t

Tiefe ©leidjung gilt nodj für ganj beliebige SBerte bon ť unb է, 
bod) an biefem SBerte bež Quotienten ֊֊_ ~ fann man bie ©leidjfețjuug 

bon ť unb t bonteíjmen, offne ju einem Službrud bon ber gorm ~ ju 
gefangen; ež ergibt fidj auf biefe SBeife:

(7) e; = lim J-£-֊? = <7ŕ, 

unb burd) biefe ©leidjung r = е/ ■ ť iff bie augenbíidíidje ©efdjtoinbig« 
feit bež frei faHenben Sörperé յոր Seit է beftimmt.

2. æeifpiel: SBir nehmen ferner an, ein Sörper bemege fidj auf 
einer gerablinigen ober frummlinigen SÖaijn nad) bem ßeitmeggefe^
(8) s=2ŕs
unb er befinbe fid) jur Seit t = 0 mieber im fünfte A (gig. 1). Ta 
für ŕ = O aud) s = O ift, fo finb bie bon bem Sörper burdjíaufeuen 
SBegftreden s bom fünfte A auž ju meffen. 3f*  ber Sörper nad) æer*  
lauf bon t ©efunben ober fúrj jur Seit t int fünfte B unb jur Seitť 
(է՛ > է) im fünfte C angelangt, fo ift

s = 2/:í unb s' = 2 ŕ'3,
alfo
Տ՚֊Տ = շ ֊ ť3 —t3 = շ . (ť — ť) ■ (է'3+է'է+է^ 
ť — t ť — t ť — t = 2 • (ť2 + ťt + í2),

mithin erfjäít
lim ® ֊_® für ť = t ben SBert 612,

b. I). ež ift
(9) lim *—|=6ŕ2.

ť = tf —г

§ 4. S>io gleichmäßig unb bie ungleichmäßig bE)՝d¡ÍEunigte 
©EiVEgUtlg.

Tie beiben im borigen Paragraphen beljanbeíten 53eifpieíe unter*  
fdjeiben ficf) in einem mefentíidjen fünfte boneinanber. 3m erften
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ՋՅeif piei e, in bem Wir ber ©infacßßeit ßalber g = 10 anneßmen Woden, 
í>at nací) SBerïauf Bon

է = 1, 2, 3, 4, ... . Seíunben
ber jidj bewegenbe Körper bie ©efť^toinbigíeit поп

v = 10, 20, 30, 40, ... . m/sec
erreicßt; bie ©efcßwinbigfeitèjunaßme ift alfo wäßrenb gíeicper Seit- 
teilcpen ftetê biefeí&e unb beträgt in jeber Sefunbe 10 m/sec.

3m ¿weiten 93eifpieie beträgt bie ©efdjwinbigfeit am Énbe ber
1., 2., 3., 4., .. .. Seïunbe
6, 24, 54, 96, .... m/sec;

bie ©efcßwinbigfettsjunaßme wäßrenb gteicíjer geitteildjen wäcßft alfo 
Bon Setnnbe ju Selunbe. Шіап nennt földje ^Bewegungen, bei benen bie 
Qlefcíjtuiixbigíeit Bon Síngenblicí ju Slugenblid immer größer Wirb, be*  
fdjíeunigte ^Bewegungen; wirb hingegen bie ©efdjwinbigteit non Singens 
blid ¿u Slugenblid immer Heiner, fo nennt man bie ^Bewegung eine 
Berjögerte. 3ft, Wie im 1. SSeifpiele, bie ®efcßwtnbigfeit»junaßme 
wäßrenb jeber Selunbe biefelbe, fo ßeißt bie Bewegung eine gieidȘs 
mäßig befcßleunigte, änbert fidj, wie im 2. 33eifpiete, bie ©efdjwin*  
bigteitöjunalpne non Schutte ¿u ©efitnbc, fo nennt man bie ^Bewegung 
eine ungleidjmäßig befcȘÎeunigte, bjw. Berjögerte.

§. 5. Die BeJtíjleunigung bii einer mifllritfjförmigen 
ßeweaung.

1. Die glcitßmiißig bejdjícunigtc ^Bewegung: Sei einer földien 
ift bie ©efcßwinbigleitgjunaßme wäßrenb jeber Selunbe ftetë gleicp groß. 
9Jtan nennt biefe ®efcßwtnbigfeit֊3juitaßme bie SBefdjleunigung bež fid) 
bewegenben ^örperè; ift bie ^Bewegung eine gleichmäßig oerjögerte, fo 
fiat bie SBefdjleunigung einen negatioen SSert. Somit gelangt man ju 
folgenber

1. Definition: Unter ber Sefcßleunigung einež SörßerS 
bei einer gleichmäßig beftßleunigten ^Bewegung oerfteßt man 
bie gunaßme ber Éefcßwinbigteit wäßrenb einer Setunbc.

2Bir Woden biefer Definition uoeß eine anbere gorm geben. Der 
fiep bewegenbe Körper befinbe fid) (Pgl. öig. 1) jur Seit < = 0 wieber 
im gunite A, jur Seit t im funíte В unb jur Seit ť im fünfte C; 
ferner ßabe er in В bie Sefcßwinbigieit v m/sec unb in C bie ®efdjwin= 
bigleit v' m/sec erlangt. Dann beträgt bie ©efcßwinbigteitgjunaßme 
auf bem Sßege BO, b. ß. innerhalb bež Seitraumež Bon (ť —t) Seíunben 
(»' — v) m/sec, mitßin ift, ba bie ©efeßwinbigteit in jeber einzelnen <Se= 
tunbe um ben gíeidjen SBetrag wäcßft, ber ©efdjwinbigfeitśjitwad)», b. ß. 
bie Sefdjíeunigung a (acceleratio)
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2. Definition: Unter ber Sefchtennigung eines Körpers 
bei einer gleichmäßig befchleunigten Bewegung oerfteßt man 
baS S3erßältnig ber ®röße ber ® efchwinbigteitgjunaßme jur 
Dauer ber Qtii, wäßrenb bereu biefe ® e f ф ínin b i gï e i է gj ս= 
uaßrne erfolgt ift.

Slug beiben Definitionen geßt ßerbor, baß für ben freien gaK bie 
S3ef(f)ieimigitng beu ionftanten SBert Oon a = 9,8 m/sec befißt

2. Die ungleichmäßig bcfüjleunigte ^Bewegung: gür eine un= 
gleidfmäßig befdjleimigte ^Bewegung, j. S3, für bie im 2. ißeifpiele beg 
§3 beßanbelte ^Bewegung паф bem fjeitloeggefeße s = 2í3 finb beibe 
Definitionen für bie SSefcßleunigung unbrauchbar; bocß läßt (іф bie 
¿incite Definition berartig erweitern, baß fie aud) auf eine földje ЗЗегое*  
gung antnenbbar ift. S3ei einer ungleichmäßig befchleunigten ^Bewegung 
auf bem SBege Oon Б bis C änbert fiel) niebjt nur bie ©efchwinbigleit n, 
fonbern аиф bie S3e[cßieunigitng a non Slugenbliá ju Slugenbliá. Um 
ben æSert ber 53е)фІеинідинд in einem beftimmten îlugcnMicfe ober jur 
Seit է ju beftimmen, nehmen mir wie oben an, ber Körper befiße in В 
jur Seit t bie ©efchwinbigleit v unb in C jur Seit ť bie ©efeßwinbig; 
leit v'. Dann ift wieber ber ©efcßwinbigteitgjitwacßg wäßrenb biefer 
(t' — 1) Sefunben ober auf bem SSege B C gleich (y' ~ v) m/sec. 
Utäßert fidj nun ber Sßnntt C immer metjr bem fünfte В, wirb alfo 
bag SeitinterüaŰ non Լէ' — ť) Seîunben immer Heiner, fo näßer! fich 
аиф ber Quotient ber bei einer gleichmäßig befchleunigten 
^Bewegung einen Ionftanten SSBert befaß, einem Oon ber Seit t abhängigen 
®renjwerte, ber bie Sefcßleunigung beg Körpers jur Seit t angibt. So*  
mit tonnen wir folgenbe Definition auffteHen:

Unter ber SJefdjleunigung eines Sörperg bei ungleich5 
mäßig befdjleunigter ^Bewegung jur Seit t oerfteßt man ben 
©renjWert
(10) a = lini für ť = է
ober ïürjer:

Дга = lini — 
лі = о л *

@о ift j. ՋՅ. für bag 2. Seifpieí im § 3 

unb jWar ift biefe ©leidjung nocí) für ganj beliebige SBerte oon t 
unb ť gültig. SSei bem ©renjübergange, ber nur an bem juleßt er*  
ßaltenen SluSbruci oorgeuommen Werben fann, erßält mau:

a — lim у,----- ֊ = 12 ŕ m/sec.
ľ =»1 t ~ T
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§ 6. Эог Sift'eveitftalquiîtient.
Sei einer ungleichförmigen Semegung iff nidjt nur.s, fonbern 

aud) v eine Munition bon t, unb int allgemeinen ifi audi bie Sefdjíeu= 
nigung a bon t abhängig, gür bag im borljergeíjenben Paragraphen 
begaubeíte 2. Beitmeggefeg hoben biefe gunttionen bie gorm

s = 2t3, v — 6t2 unb a — 12t.
gür anbere Beitmeggefege mürben biefe gunttionen anbere gormen 6e= 
figen, unb mir mollen allgemein für biefe gunttionen einftmeilen bie 
Sejiegungen einführen:
(11) s = f(f), v = <p(t) unb a = i/Հէ), mo

(12) v = lim д ŕ’ unb а = lim д ’’ für Aí = О 

ift. Unter s ift mie bigger (bgí. gig. 1) bie ãSegftrede AB ju oerftegen, 
bie ber fíôrper mährenb eines ßeitraumS bon t Setunben jurüdíegt, 
As ift bie iæegftrede BC, Հճէ bie jum durchlaufen biefer SBegftrecte 
erforberlicfje 3£d nnb A «bie ©efchioinbigfeitëjunahnte, bie ber Šorper 
beim durdjíaufeit biefer tieinen SSegftrecte erfährt, b. h- eg ift

unb fomit

Д« = f(t + Ai) — ք(է) 
A« = <p (t + At) — cp(t)

(13)

©tan nennt biefe Sreitjmerte ber Quotienten unb д 'f bie 
differentialquotienten ber gunttionen s = Հ(է) unb v = <p (t) unb 
bejeicgnet fie mit

<ts . dv(U) i, = _unba = 5?.

hierbei ift jeboch mit adem Vtacgbrnd: barauf hinjutoeifen, baff bie 
Beidjen <tt, ds unb dv feine felbftänbige Sebeutung hoben, unb baff fíe 
ïeine eigentlichen ©röfjen finb, bie einen beftimmten, menu and) 1ЖЬ 
fo Heinen SSert hefigen. Sieíineíjr finb bie Spmbole unb ֊ nur 

al» abgetürgte Schreibmeifen für bie ©renjmerte lim unb Um д 
für At = 0 aufjufaffen.

фіегпаф tonnen mir für ben differentialquotienten einer beliebigen 
gnnttion у = ((ж) foígenbe definition aufftetíen:

Unter bem differentialquotienten ber gunttion «/ = /■(») 
uerftetjt man ben ©renjmert
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§ 7. Sir HbÍEtfitngcn еіпег ЗГппМіоп.
Son ben im öorigen ißaragraqljett mit f(ť), cp (ŕ) unb ip (t) be= 

¿eigneten gunttionen üon t ift bie gunttion <p (t) ber ®ifferentialquo: 
tient ber gunttion f(f) unb bie gunttion ip(r) ber SBifferentialquotient 
ber gunïtion 9>(i); bie gunttion -ip(t) entfielt alfo aug ber gunttion 
<p (ŕ) auf gleiche ŚSeife mie bie gunïtion cp (ŕ) aug ber urfprüngtidjen 
gunïtion f(f). llm bie Sntfteíjunggmeife ber beiben neuen gunïtionen 
cp (ŕ) unb ip (t) aug ber urfprünqtidjen gunïtion f (t) audj burci) bie 
Śdjreibmeife tenntlidj ju maiién, rnätjlt man für bie gunttion cp (ŕ) and) 
bie Sejeidjnunq Հ(է) [gelefen: f geftridjen t] unb für bie gunttion ip (<) 
bie ®ejeid)ttung cp' (t) ober f" (t) [gelefen: /'jmetgeftridjen í]. ЗЛап nennt 
biefe beiben gunïtionen <p (f) ober f' (t) unb ip(t) ober f" (t) bie 1. bjtti.
2. Slbleitung ber gunïtion f(ť). gft Ьетпаф, menu mir üon ben 
Gegriffen aug ber SKedjanif abftratjieren moden, у = f(x) eine beliebige 
gunttion üon ж, fo ift bie erfte älbleitung biefer gunttion, nämlidj /''(ж) 
ibentifdj mit bem burd) (Sleidjung (15) befinierten ®ifferentialquotienten 
ber gunttion /’(ж) unb bie jmeite Slbleitung /’"(ж) ibentifdj mit bem 
®ifferentialquotienten ber gunttion f' (ж). gft j. ®.
(1) У = /■(«) = 2ж3, 
fo ift nad) § 6

f' (ж) = 6 ж2 unb /'(ж) = 12ж.
SReíjmen mir ferner an, eg fei
(2) у — f(x) = ах3 + 6ж2 + еж + d, 
fo mirb
/(ж + Дж) = а • (ж + Дж)3 + Ъ ■ (ж + Дж)2 + с • (ж + Дж) + cl

= (аж3 + Ъх2 + еж + d) + (Заж2 + 2Ъх + с) • Дж
—շ — з

+ (3 аж + Ь) • Дж + а • Дж , 
miiéin:

ձ ~ = (Заж2 + 2Ьж + с) + (Заж + Ь) • Дж + а • Дж . 

tpieraug ergibt fid):
f' (ж) = 3 аж2 + 2 Ъх + c 

unb ebenfo:
f" (x) = 6аж + 2Ъ = 2 • (Заж + b).

SBeitere Seifpiele jur æeftimmung ber Slbleitungen neuer gunïtionen 
ergeben fid) in grofjer SlnjaȘl aug ben §§ 11 u. 16.
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ii. Эвг >i^Brenftalqiwtù՝nf in în՝ r 
KnnrMnatengeaniťtriie.

§ 8. Эіе ßrapIjtl’djE ЭагЦеИипй bon Sunktianen.
3ft y eine punition oon x, für bie wir bie allgemeine gornt 

y = f (x) anneljmen motten, fo entfpredjen jebem beliebig angenommenen 
reellen SSerte Bon x ein ober mehrere ganj beftimmte SBerte Bon y. 
3iei)t man nur fotelje SSerte Bon x in Söetracfjt, für bie and; y einen 
reellen SSert befiel, fo tann man fid) x unb у al§ ä'oorbinaten eines 
ueranberlidjen fünftes oorfteüen, unb alle fünfte, beren Koorbinaten 
ber ©leidjung у = /’(ж) Genüge leiften, liegen auf einer gemiffen ge= 
rabén ober frummen Sinie. ЗЛап fagi, у = f (х) fei bie ©leidjung biefer 
Sinie.

1. Scifpicl: ©S fei
у = ^x2 + |-ж — 2 ober 6«հ = Зж2 + 5х — 12.

Stimmt man für x ber SReilje naclj bie SSerte
ж = (); 1; 2; 3; 4; ....

an, fo ergeben fiď) für у bie entfpredjenben æerte
y----- 2; —0,67; 1,67; 5; 9,33; ....

Sefjt man ferner
x= — tf; —1; 2; —3; 4; —5; ....,

fo Wirb
y--2,29; -2,33; -1,67; 0; 2,67; 6,33;

Seftimmt man nun bie Sage biefer fßunfte (вді. Sig. 2 ber giguren= 
täfel), fo erïennt man, bafj fie aüe auf einer gemiffen Йигве liegen, bie 
man ertjalt, wenn man bie einzelnen fünfte burd) einen fortlaufenben 
Sinienjug miteinanber Berbinbet. 2)iefe Йигве fcEjneibet offenbar bie 21Խ 
fjiffenacbfe in jmei fünften, Bon benen bistjer nur ber eine ißunlt mit 
ber Slbfjiffe ж = — 3 befannt ift; ferner jeigt ber biSljer ertennbare 
Verlauf ber Йигве, baß biefe jmifdien ben Slbfjiffen ж = —L unb 
ж = — 2 einen fog. föulminationSpuntt befißt, b. Է. einen fßunlt, 
in bem bie Йигве Born galten jum ¿teigen ober umgeleljrt übergebt. 
Um bie Sage be? ^Weiten SdjnittpuníteS ber Йигве mit ber a-^Sldjfe յո 
beftimmen, feßen mir in ber Йигвепдіеіфипд у = 0; bann ermatten mir 
bie quabratifdje @Ieid)ung

Зж2 + 5ж — 12 = О,
beren SBurjeln ж = — 3 unb ж = | finb. ®er jmeite ©djnittpunlt ber 
Йигве mit ber Slbfäiffenadjfe Ijat alfo bie SIbfjiffe ж =- 1,33. Um enb*  
lidj bie Sage be§ âulminationSpuntteS ber Йигве ju beftimmen, formen
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Wir mit §ilfe ber quabratifdjen Srgänjung bie ©urbengleidjung folgern 
bermafjen um:
6ÿ = Зж2 + 5ж - 12 = 3 • (ж2 + -|ж - 4) = 3 • [(ж + І)2֊(1ЭТ 
ober

у = і • к* +iz ֊ m
Sê erí)äít alfo y ben ïleinften æert ober y wirb ein Wlinimum 

für x = — ֊ = — 0,83, ber zugehörige SĹSert bon y ift y = — ™ = 
— 2,35. Wcttíjin hat ber ©itimirtattojWpiuitt ber ©urbe bie ©oorbinaten

ж = — 0,83 uub y — — 2,35.
Stunmeljr ift man in ber Sage, bie ©urbe genau zeichnen ju lönnen; 

man erhält eine jarabel.
2. Scifpiel: Sê fei
ІО?/2 = 60 + 13ж — 5ж2 (bgl. 3ig. 3 ber gigurentafel).

Wian beftimmt juiiädjft wie in bem üorigen Seifpiele bie ©oorbi« 
naten einer genügenben Slnjahl üon ©urbeupunften. Ser eine ®djnitt= 
punit ber ©urbe mit ber ж-Slèhfe fiat bie SIbfjiffe ж == 5, bie Slbfjiffe 
beê anberen Sdjnittpuníte» erhält man burd) Sluflöfung ber quabratifdjen 
©leidjung

• • 60 + 13« — 5ж2 = 0,
unb её ergibt fidj aufjer x = 5 nod) ж = — -^ = — 2,4. 3ür alle 
Sßerte bon ж, bie größer alé 5 unb Heiner alé — 2,4 finb, wirb у 
imaginär, Soldjen SBerten bon ж entfpredjen alfo leine lonftruierbaren 
©urbenpunlte. ՑԱր Seftimmung ber ֊Sdjnittpunfte ber ©urbe mit ber 
Drbinatenadjfe fe|t man ж = 0; bann wirb «/ = V6 = + 2,45. Snb= 
lid) ergibt fidj bie Sage ber ©ulminationèpuntte ber ©urbe auê ber 
folgenbeu Umformung ber ©urbengleidjung:

10ý/2 = - 5 ■ (ж2 - ^ж ֊ 12) = ֊ 5 - [(ж ֊ f)2 - (^)2], 
alfo

2/2=ł-Kf)2-(«-m
Saíjer wirb ý/2 ein Wlajimum für ж = 1,3, unb für biefen Sßert bon 
ж ift y = U • ՜j/շ = + 2,62. Sie ©urbe ift eine Sffipfe.

3. «eifpicí: Sé fei
2ý/ = ж8 — 1,9ж2 — 1,9ж + 1 (bgl. 3ig- 4 ber Sigurentafel).
Sie SSeftimmung ber ©oorbinaten einzelner ©urbenpunlte erfolgt 

in ber biéljerigen äßeife, inbem man ber dicilje nadj
ж =....֊2; -1,5; ֊1; 0; 1; 2; 3; 4;....

fețjt unb bie zugehörigen æerte bon y berechnet; man erhält
У = — 5,4; -1,9; 0; 0,5; —0,9; —1,2; 2,6; 13,5

Sie STbfjiffen ber fßuntte, in benen bie ©urbe ber «ííldjfe fďjneibet, 
ergeben fid) burd) Sluflöfung ber rejiprolen Sleidjung
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ж3 — 1,9ж2 — 1,9« +1 = 0
ober

Юж8—19«2 — 19« + 10 = O,
ber man aud) bie ffŕorm geben fann:

(« + 1) • (Юж2 - 29« + 10) = 0.
Sie SSurjeln biefer ©Іеіфипд finb

«! = — 1; «2 = 2,5 unb x3 = 0,4.
Dbwoljl man ans ben biêljer beftimmten Kurüenpunften ben æer= 

lauf ber Kurüe im allgemeinen ernennen fann, ifi jur genauen Зеіфпипд 
ber ífturüe nocí) bie Seftimmung ber Sage iljrer KulminationSpunfte er« 
forberlidj. gür bas öorliegenbe Seifpiel läfjt fief) biefe Seftimmung 
піфі m elj г inie in ben Seifpielen (1) unb (2) burci) eine einfache Um։ 
formung ber ñuroengíeicí)ung ausfnijren. ՏօՓ gelangen Wir jur S8e« 
ftimmung ber fioorbinaten biefer KulminationSpuntte auf geometrifdjem 
SBege, inbem Wir beadjten, baf) in biefen fünften bie an bie Kurbe ge» 
legte Sangente ber 2lbfjiffenadjfe parallel fein muff. æSir finb fomit bor 
bie Slufgabe geftellt, bie ©Іеіфипд ber an bie Kurbe у = Հ(«) in einem 
beliebigen Kurbenpunfte gelegten Sangente ju beftimmen. ®eüor wir 
jebodj an bie Söfung biefer allgemeinen Aufgabe perangepen, wollen wir 
an einigen befonberž wichtigen æeifpielen bie einjufcȘlagenbe ЯЛефоЬе 
erläutern.

§ 9. Sir ©li'i+iinßon հօր Brots-, ^arabei-, Qjtlipțen- nnb 
Ijjjperbrltangonie.

а) Sie ©leidjung ber KreiStangente.
G£ê fei

(1) (« — «)2 + («/ — b)2 = +
bie allgemeine Йгеіёдіеіфипд, Š unb feien bie feften Koorbinaten eines 
beliebig angenommenen fünftes ŕ'auf ber itreiëlinie; eS foü bie 
©leidjung ber an ben íftreiê in biefem fünfte gelegten Sangente auf։ 
geftellt werben. R

SSir nehmen jitnaci)ft auf ber 
Kreislinie außer bem fünfte P поф 
einen beliebigen jweiten fßuntt-P' 
an (ogl. gig. 5) unb bejeidjnen feine 
Koorbinaten mit Հ. Sann lautet 
bie ©Іеіфипд ber Ьигф bie beiben 
fßunfte P unb P' gelegten 6 et ante 
UV:

(2) —ö;

ber Quotient j—yiftbiefog.SRiti)։ 
tungsfonftante ber Setante, b.lj.

ste- 5-
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bie Sangente bež SBinïefê, ben bie Sefante mit ber pofiimén tRirfjtititg 
ber .»Slcpfe hübet. Ջ te Sefante UV gept in bte Sangente im fünfte P 
über, menn fie fid) unt ben feft mit bem Kreife »erbnnbenen pSunft P 
perumbrept, fo bafj fid) ber anbere Stpnittpunft P' auf ber Kreislinie 
immer mepr bem fünfte P nőpert unb fcpliefjlicp mit ipitt jufammen= 
fällt. SBir toerben alfo au8 ber Sefantengleidjung (2) bte ®letd)ung ber 
Kreistangente im funíte P erpalten, menu mir in ipr £' = £ unb bent= 
jufolge autp y = у fepen. ©оф verträgt gerabefo mie in ben beiben 
Seifpielen bež § 3 ber Quotient *'   nod) nid)t bie fßrojebur biefer 

©leicpfepung, ba berfelbe bann ben »bűig unbeftimmten SBert erhalten 
mürbe. ®S läfjt fid) aber mit 3upilfenapme ber firei»g(eid)ung ber SSert 
biefeS Quotienten fo nmformen, baß man an iptn biefe ißrojebur oor= 
nepmen tann. ®a nämlid) bie beiben fünfte P unb P' auf ber KreiS= 
linie liegen, fo genügen iijre Koorbinaten ber KreiSgleicpung (1), b. p.

վէ G ֊ a)2 + (ч ֊ ЪУ = r*

unb (f — a)2 + (Հ — ծ)2 = r2;
burdj Subtraction biefer beiben ©íeicpungen ergibt fiep:

G + Š' — 2a) • G — £') + (ч + Հ — 26) • (ч — чО = Գ
ež ift alfo ч — ч' =  ž + ž' — 2 «

I — è' ч + ч' —■ շծ '
fo baff bie ©leicpung (2) nunmeljr bie Sorm annimmt:

(3) y («_!).

Slud) biefe Sorin ber ©leidjung ber Sefante gilt ebenfo mie bie 
©leicpung (2) für gattj beliebige SBertepaare Oon £, 4 unb ¡¡, у, bod) 
faun matt in biefer ©leicpung beu ©renjübergang ՛է,' = ¡¡ unb 4 =4 
»oűjiepen unb man erpalt fo alS ®leidjttng ber KreiStangente im funíte P:

2/ ֊ 4 = - ֊ZľJ • (æ — &
ober in anberer Sorm:
(4) G — «) • (» ֊ «) + (y — b) -(у — Ъ) = r2.

b) ©ie ©leidjung ber Ißarabeltangente.
©ie Sdjeitelgleicpung ber jarabel fei

(5) y2 = 2px,
ferner feien (»gl. Sig. 6) P unb P' jmei b eli eb i g e ißunfte ber jarabel mit 
ben Koorbinatenpaaren £, 4 unb У- ®ann pat bie ©leidjung ber burd) 
bie fünfte P unb ŕ' gepenbe Sefante mie »orpin bie Sorm (2). Síucp 
pier ift ber Quotient |  j, ober ֆ _ g mieber einer Umformung ju 
unterjiepen, beoor £' = £ «nb y — y gefept mirb. 3Jían erpält auž



®ie ißarabeb unb bie (îiiipfentangettte.

-i;2 = 2pŠ unb Հ2 = 2_pg':
7)' --  7] _  2p
è' — è ~ Հ + ո'

bte umgeformte ©leidjung ber 
Setante tautet fomit

.Șieraug ergibt fiá), menu man 
Հ = 7¡ fe£t, afô S leidjung ber 
Tangente im fünfte P:

V ֊ V = ՝ O - Š),

ber man and) bie Sortu geben 
íann:
(6) w =p • (® 4-Ś).

o) Sbie ©Іеіфипд ber
© íl ift f en ta n g ent e.

17

fjanbeít fid) im mefentlidjen toieber nur barnm, ben Quotienten 
mit £>iífe ber ©ílipfengleidjung

auf eine Տօրա ju bringen, bie e§ geftattet, = 'è unb alfo and) Հ = r¡ 
ju fefeeit. Sinn ift nad) (7)

i/f2 + a27j2 = a2b2
unb audj

62r2 + a2V2 = «X
alfo

b2 • (Š2 - Г) + «2 ■ ֊ Հ2) = о.
.Șieraus ergibt fidj:

7J — »)' _  _  b8 _ Ž + Ž'
r è — ľ ՜ «2 7) + Հ' 

f о baft bie umgeformte Setantengleichung lautet:

Յո biefer ©leicljititg taon man ntieber % = І unb Հ = պ fețjen unb 
erhält fo bie Sangentengleidjung:

Ъ-ț ! t\

ober in einfacherer ©eftalt:
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d) ®ie ®leid)ung ber ^ßßerbeltangente.
3ft

(9) ж8 _ ‘ŕ _ 1
а։ &« 1

bie ©Іеіфипд ber §ßperbel, fo erí)äít man ebenfo inie in c) als ©lei» 
djung ber tangente im §ßßerbelf>unfte í, պ:

§ io. S’a» SangnníenproblEitt für bir Kurta y = f {x}.
®§ feien Š unb r¡ bte ЙоогЬіпаіеп eines beliebig angenommenen 

SurbenpunfteS P. 11m bte @leid)ung ber in biefem funíte an bie Surbe 
gelegten tangente PT (bgí. gig. 7) 
ju beftimmen, get) en wir non ber ®lei= 
djung ber 'Sotante auS, bie biefen ipunft 
mit einem jweiten beliebig angenonv 
menen Surbenpunfte P' öerbinbet, beffen 
Sioorbinaten mit Հ bejeidjnet werben 
mögen. Sie ©leidjung biefer Setante 
Z77 lautet:

(11)

®ie ©etante UV wirb jur San» 
gente PT, wenn wir fie um ben feft 
mit ber ñurbe berbunbenen ißuntt P 
Ijerumbreljen, fo baß fid) ber ЩипЙ P' 
auf ber йигье immer meßt bem fünfte 
P näljert unb fèßließlidj mit itjni ju» 
fammenfäKt. SReßmen wir nun junädjft 

■xan, ber ißunft P' befinbe fid) in un» 
mittelbarer SHäße beS punîtes P unb 
bejeidjnen Wir wie früher (§ 2) bie SSerte 
bon — Š unb Հ — Հ mit A £ unb

Aij, fo nimmt bie borige ©Іеіфипд ber Sefante UV bie gorm an:
A í) z <л 

у-պ — д|

íjierbei ift ber æSert bon Až jWar Hein, bod) fonft ganj nadj SSillfür 
anjuneßmen, unb ber jugeßörige SGScrt bon At; beftimmt fid; aus ber 
Й'игОепдІеіфішд у = f (x). Uiäíjert fid) nun ber tßunft P' auf ber fíurbe 
immer meljr bem ’Jßnntte P, geljt alfo bie Seïante Ծ՜Ա in bie tangente 
PT über, fo naljert fiel) audj ber Quotient дЛ immer meljr einem be= 

ftimmten ®renjwerte, ben wir wieber mit lim bejeidjnen wollen.
®ann lautet bie ©leidjung ber Saugente PT:
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(12) ÿ - íj = lim• (æ - ?).

Xie 9Hdjtungêíonftante ber Xangente PI, b. f). bie trígono*  
metrifdje Xangente bež XSirifeíg a, ben bie Surbentangente int funíte P 
mit ber pofitiöen 9tiá)tung ber ж*5ОДе  hübet, liât alfo ben SSert
(13) tga = lim 4ւ = Հ(§).

unb bie ©leiüjung ber Xangente PT nimmt baljor bie enbgüïtige worm an:
(14) У — V = Հ (Š) ■ (æ — Ž)-

æSie auê ben Paragraphen 6 սոծ 7 Ijertwrgeïjt, erhält man ben 
Sßert օօո Հ(?) auf folgenbe SSeife: ЯЛап beftimmt junädjft ben Xiffe*  
rentialquotienten ober bie erfte Abteilung ber gegebenen gunftion у = f(x) 
unb erhalt fo eine neue Munition bon æ, nämlid) ֊֊, in ber man ж = ? 
յո feÇen í>at.

IBciffiiel: ®з foű bie ©íeidjung ber Xangente an bie Surbe
2y = x3 — 1,9ж2 — l,9æ + 1 (bgl. § 8, 3. Seifpiel) 

im ®urbenpunfte mit ber älbfjiffe ? = 2 aufgefteKt Werben.
ift

y = f (x) = | • (ж3 — 1,9 ж2 — 1,9ж + 1), 
alfo nad) § 7

Й = Ж = 1֊(Зж2֊3,8ж-1,9),

Л (š) = ¿ • (ЗО?2 — 38? — 19).
Фіе ©leidjung ber Äuroentangente im funíte ?, r¡ lautet baȘer:

У֊ V-h- (ՅՕՏ2 ֊ 38? - 19) • (ж - ?) 
ober

20í/ = (ՅՕ?2 - 38? - 19) • ж - (2O?3 ֊ 19 ?2 - 10).
Xie üîii^tunggtonftante biefer Xangente íjat ben Sßert

tga = i • (ՅՕ?2 — 38? — 19).
Sn ben Æulminationêpunften ber .ÜurOe ift tg« = O, alfo ergeben fiďj 
bie Slbfjiffen biefer funíte burd) Sluflofung ber quabratifdien ©Іеіфішд

3O?2 - 38? - 19 = O,
beren SBurjeln

19 ֊4֊ 7 1/19
? —----- 3Õ----- ՛ Ži = 1,65 unb ?2 = — 0,38

finb; bie zugehörigen SBerte oon finb % = — 1,41 unb % = 0,70. 
gerner ift nad) ber Kuroengíeicíiung für ж = 2, у = — 1,2; alfo nimmt 
bie ®leic£)ung ber Xangente im ñitrbenpunfte ? = 2, у = — 1,2 bie 
gorrn an:

20«/ — 25ж — 74 ober
շ*
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b. í), e? ift OM ober m = 2,96 unb ON ober ո = — 3,7, roo M unb 
N bte (Sdjnittpunfte ber Sangente mit ber Slbfjiffem bjro. Drbinaten- 
aá)fe bejeidjneu. SUit $iífe ber SSerte für bte Sboorbinaten ber ®uími*  
nationsputifte, ber im § 8 angegebenen SSerte einiger anberen Suroen« 
fünfte unb ber æSerte tton m unb n faun man nunmehr eine genaue 
ßeidjnung ber ^uroe unb ber tangente anfertigen. (93gí- 3ig. 4).

m. Эіе >iflferentta(quatienteiT ber rinfarfjsn 
Jitnlitiimsn.

§11. Эог ^ițferenttalqntJitent algebratl'djer Sfunftttanon.
folien ber Sletíje nací) bie ®ifferentialquotienten foígenber 

gunttionen ermittelt roerben:
(1) '/ = acn,
roo n junäíift alé abfolute ganje 3aí)í üorau?gefef}t roerben möge. 
Säfjt man ж іи ж -f- Дж übergeben unb bejeiĄnet man ben entfprerfjen' 
ben 3ntuact)§ öon y mit Ay, fo roirb

у + Ay + ("ж + Дж)п,
е§ ift alfo nadj bem binomifćEjen Seljrfațje

у + Ду = ж” + п ■ ж”՜1 • Дж + --——•ж”՜2 -Дж Н— ¿-Дж ,

roirb alfo für Дж = О

♦

lim n - x”՜1.

®afj biefe Sormel audj für negatioe ganjjaljlige unb für gebrodjene 
Serte be? Srponenten n gültig bleibt, geŕ)t au? ben folgenben Śei- 
fpielen 2, 4 unb 7 Ijerbor.
(շ) " = ~

®a y + Ду = ift, fo roirb

alfo
Ду =

1 1  Аж
ж+Аж ж ж(ж-|-Аж)'

ÏRitljin ergibt fid):

Ay =_______ 1
Аж ж • (ж-j- А ж)
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(3)

unb fomit

SOHtíjin wirb

unb
(4)

^-֊ = (2ax — &) + «• Дж.

 

(5) У = ах2 — Ъх + с,
too а, Ъ unb с bon x unabhängige ober fonftante fahlen bezeichnen. 
Ж an erhält junä^ft:

у + Ay — а ■ (а + Аж)2 — Ъ ■ (х + Аж) + с
— (аж2 — Ъх + с) + (2 аж — і>) • Аж = а ■ Аж

1
у = ^:

А У  
Д ж

b. h-

.. A w , dy л 7 lim л J ober 7 = 2ax — Ь.A x dx

• xn 2 • А л: փ • • • • A / 1
t

Qn gleicher SSeife erhält man auS

У 'X'^ ’

&У _ _____2 ж + ¿*  nífn dU ■ . 3
Дж ж2 • (ж + Дж)2' dx x”՛

allgemein auS

„ , ո (ո — 1)

ж^ж + жДж)”

Síun ift aber 2 аж ber Tifferentialquotient non аж2 unb Ъ ber æifferem 
tialquotient bon Ъх. Somit ergeben fiái folgenbe Siegeln:

1. Sah: ®er ®ifferentialquotient eines SlggregatS ift 
gleich bem Siggregat ber ®ifferentialquotienten ber einzelnen 
©lieber.

2. ®erSifferentialquotient beëißrobults aus einem 
ionftanten galtor unb einer Sunltion bon ж ift gleich bem 
фгоЬиІІ auS biefem Ionftanten ffaltor unb bem differential։ 
quotienten ber gunïtion.

3. Sah: ®er æifferentiaïquotient einer ionftanten hat 
b en æSert 0.
(6) У = Ѵх.

Cluabriert man beibe Seiten, fo erhält man:
У2 = ж,

unb hieraus folgt, wenn ж um Аж unb у um Ay wächft :
(y + Ay)2 = x + Аж 

ober
y2+ 2y • Ay + Ау2 = ж + Аж;
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mithin wirb
2y • ¿\y + Խյ = Дж ober (2y + Ду) • Ду = Дж 

unb fontit Ду = i
Д х 2у 4՜

æirb nun Дж immer Heiner unb fcȘÎieftlici) gleich 0, fo gilt baêfelbe 
aud) bon Ду; man erhält betunad):

.. Ճ у , dy  1   1
1тДж' ^dx~2y ~ շյ/æ ՚

3ft allgemein
(7) У = Vx,

fo ergibt fief) in gleiďjer æSeife:
A У
Д x Ay4------- H ¿У՞

folglich Wirb, wenn man Wieber Дж = 0 unb bațjer aud) Ду = 0 fe|t:

§ 12. Эго ЭіІГегепІіаІхіиоНепІ bon IMmbitltfoit ttnî> Ջ it atienten.
®ê fei

(8) y = u-v,
too и = y> (x) unb v = 4՝ (íc) betannte gunltionen ber unabhängigen 
æerânberlidjen ж finb.

Säfjt man ж in ж + Дж übergehen uub nimmt man an, baß aí& 
bann и in и + Ди, v in v + Д® unb fchliefjlidj y in у 4՜ Ду über*  
geht, f о wirb

Ди = <j> (ж + Дж) — <р (ж), Д® = ip (ж 4՜ Дж) — чр (ж), 
ferner

у + Ду = (и 4՜ Ди) • (у + Д®)
= иѵ 4՜ и • Д® + v • Հճս + Ди • Д®,

mithin
Ду = и • Д® + v • Ди 4֊ Ди • Д®;

е» iff baher
Ду Л®, Ди, Ди Д® л֊֊*  — U • -л— + ® • “л-- - + л---- -л---  • Дж.Дж Дж ДжДжДж

(Sefjt man nun Дж = 0, fo ergibt fid) hieran»: 
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wo wieber и = <p (x) unb v = tț> (x) bekannte gitnftionen bon x 
barfteïien. Эісап eríjäít in berfelben SBeife wie twrfjin:

 
mithin:

®et)t man nun wieber jur ©renje über, inbein man Дж = 0 
fefct, fo entftef)en ans ben Quotienten ֊ " unb bie ®ifferentialquo« 
tienten unb ^֊֊, bie ganj bestimmte gitnftionen bon x barfteüen, 
unb man erhält fomit als Bert ben gefugten Sifferentialquotienten

du dv 
dy V dx U dx 
dx P

§ 13. Эае Cßrabntalj «nï> Ьай ®r։genniaft eins» ІЮіпіівій.
Sn ber elementaren SJcatbematit legt man bei ber Seftimmung ber 

®röfje eines BinfelS bag ®rabma§ jugrunbe, b. If. man gibt bie ®röfje 
eines Biníel nad) ©rabén unb Srudjteilen beS ©rabeé an. Silan fann 
fief) aber, wie bieë im folgenben ftetê gefdjețjen foű, bei ber Scftimmuug 
ber ®röfje eines Binïefê nod) eines anberen SŔafjeS, bež fog. Sogen« 
m a fje 8 bebienen.

Sé fei LJUN ein beliebiger Binïel tv
(bgl. gig. 8)unb <p bie Slnjaljl ber ®rabe, '՝>/'
bie biefer Binlel mifjt, alfo -¿fjLMN = <p°.
Sft ber Söinfel in ®raben, SDlinuten unb / \
(Sefunben angegeben, fo Ijat man bie 3Ri= B</ \
nuten unb ©efunben in Söejimalteile beé /%> \
®rabeS ju oerwanbeln; fo j. S. ift ber Bin« ՀՕ1 j5 |  
fei 49° 9' 17" = 49°,1547, alfo <p = M----- --------------- Հ L
49,1547. Sefdjreibt man mit einem be= ¿e. s.
lieb igen ÍRabiuSr um ben Sdjeitelpunft Hf 
einen Kreisbogen, ber bie Sdjettfel beS BintelS in ben fünften A unb 
В fd^neibet, beégi, mit bem ÍRabiuS öon 1 cm einen Kreisbogen, ber bie 
SSinfetfcfjenfei in ben fünften A unb Zi' fcfjneibet, unb bejeidjnet man 
bie Sange ber Kreisbögen twn A bis В unb oon A' bis B' mit AB 
bjw. AB', fo verhält fid)

AB : MA = AB' : MA'.
Stimmt man an, bafj

AB' — ж cm
fei, fo ljat bas Sängenüer^ältniS Aß' : AI A ben Bert x, Wo x eine
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unbenannte Sa^i barftellt, bie bon bet ՑՋօէյէ ber Sängeneiníjeit un= 
abhängig ift; benn aucí) baž SängenOerhältniž AB : 1)£ճ íjat benfelben 
SBert. d>urd) bie unbenannte 3°Է1 ж ift bte ®rö§e bež SSiníeíž LAIN 
ebenfo einbeutig beftimmt, mie burdj bie Slnjaljl ber ®rabe, meldje biefer 
SBinlel mifjt. SKan nennt biefe 3aí)í x baž Sogenmafj bež SBiitlelž. 
^iernadj lanu nian folgenbe definition auffteűen:

Sefdjreibt man urn ben ®djeitelpunlt einež gegebenen 
SBiníeíž mit einem beliebige։։ ÍRabiuž r einen Sreižbogen unb 
bezeichnet man bie Sänge bež zmifdjen ben ©djenleln biefež 
SBinlelŽ íiegenben ^reižbogenž mit Ъ, fo nerfteljt man unter 
bent Sogenmafje bež SBinlelž biejenige unbenannte 3cií)í x, 
bie ben SSert bež S3erljältniffež Ъ-.г angibt.

®ž ift nun ieidjt, öom ©rabmafj einež SBinlelž ¿um Sogenmafj 
überjugeljen unb umgelehrt. Յքէ ber betreffenbe SSinïeï nad) ©rabmafj 
gieid) <p°, nach Sogettmafj gleich ® f° ift befanntiid) berju biefem Bentrb 
miniéi gehörige Sogen einež Sreifež mit bem 9labiuž r

alfo

гтсср
180 1

ЪX = г
71 ср
180 = 49,1547: —' я

ЭГгап erhält fentit baž Sogenmafj einež in ®raben angegebenen SBinlelž, 
inbem man bie tünjaljl ber ®rabe burdj bie Saht

— = 57,295787t '
bioibiert. Siir baž obige Seifpiel ergibt fid) x = 0,8579.

Einfacher OoHjieht man biefe Umformung bež ©rabmajiež in 
Sogeitmafj, inbem man fidj ber folgenben dabelle bebient:

I» = 0,017453
2° = 0,034907
3° = 0,052360

4° = 0,069813
5° = 0,087 266
6° = 0,104720

7° = 0,122173
8° = 0,139626
9° = 0,157080

©elbftöerftänblid) íjat man norljer bie SJiinuten unb Selunben bež 2Bin= 
lelž in dejimalteile bež ®rabež ju »ermanbeln.

§ 14. Эіе erapIjtfdíB ЭагрвІІипй ber triflononioírildun 
Jintliftunrn.

Seftimmt man bie ©röfje einež SBinlelž nach Siogenmafj, fo laffen 
fich bie trigonometrifehen Munitionen bežfelben auch giaphifdj barftelíen. 
SBir beíjaitbeín alž Seifpiel bie Munition y = sin®.

ȘRadj ber am (Sdjlufí bež öorigen Paragraphen angegebenen dabelle 
ift für bie dSinfet

0°; 10°; 20°; 30°; 50°; 70°; 90°; 110°; ...
baž Sogeitmäf։
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æ = O; 0,17; 0,35; 0,52; 0,87; 1,22; 1,57; 1,92; ... 
unb ber 2B ert Bon sin я ober

շ/ = 0; 0,17; 0,34; 0,5; 0,77; 0,94; 1; 0,94; ...
SBeftimmt man bie biefen Soorbinaten x, у entfprerfjenben funíte unb 
Berbinbet fie burái einen fortiaufenben Sinienjug, fo eríjäít man bie in 
gig. 9 ber gigurentafel bargefteüte SinužlurOe. ®iefe befiișt Kub 
minationžpunHe für biejenigen SSerte Bon x, bie ben SSinïeïn

90°; 270°; 450°;... 
entfțorecȘen, b. t), für

ж =1,57; 4,71; 7,85;...;
für alle biefe 3Serte Bon x ift у = ± 1.

§ 15. s>։c ®EjHnmutne bvs ©rrnjlvrries Von

æogenntafj

mittiin

sin Aas
Aas 

in®ž fei (Sig- 10) LALN ober x ein beliebiger 
auêgebrüâter fpifcer SSiníeí. Salit man Bon 
einem beliebigen fünfte В beS einen 'Scíjenfefó 

baž Soi ВС auf ben anberen Sdjentel 
ML, fo ift -ßQ 

sinx== in
SSefdireibt man mit bem fRabiuž MB um ben-v 
фцпН M einen Kreisbogen, ber ben SSiníeí« 
fćEjeniel ML im фппНе А fdjneibet, unb bejeidjnet man bie Sange bež 
ŠRabiuž mit r, bie beS Kreižbogenž AB mit Ъ unb enbíicf) bie bež 
Sotež BC mit h, fo ift

h h
smæ = — = v ■ x, r b '

sin x h
x b '

für Да,—0.

b. i). ber SBert bež Quotienten ftimmt für febe beliebige 
@röfie bež nad) SSogenmafj gemeffenen SBinfeíž x mit bem 
æerte bež Sängenquotienten überein. Silfo ift biež audi ber 
Sail, wenn bie unbenannte ßaljl x einen feijr Heinen SBert annimmt. 
®e¿eidjnet man einen földien felír Heinen, im übrigen aber miHtürlidien 
æJert Bon x mit A» unb bie entfpredjenben Sängen Bon b unb Ji mit 
Ճ& unb ճՀքօ toirb =

Lx A b
9lun ergibt fid) aber auž ber unmittelbaren Slnfdjauung, bafj fid) 

ber Quotient für einen feljr Heinen Sßert Bon Аж immer meljr bein 
©renjtoerte 1 nähert, alfo ift audj
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(10) lim 
дж=0

sin Аж
Дж = 1.

$u berniéiben ©rgebniä fiiért aud) bie grațj^tfcȘe ®arfteHung ber 
Munition sin ж.

§ 16. j?cr ®i|ľcrontialqnottent 1>ег triganomotrildíen Junhiinnen.
®§ fei

(11) y = sinic.
3ft x ein beliebiger, in S3ogenmaf? angegebener Söinfel unb be= 

jeidjnet Аж einen beliebig Heinen .gutoadjg bou x, /\y ben entfpre= 
djenben gutoadjä bon у, fo ift

у + ¿\y — sin (ж + Аж), alfo
Ay sin (ж + Аж) — sin ж 
Аж Аж

■¡Rad) ber gorme!
• • л a 4՜ ß • ß- --  ßSina — sinp = 2 • cos —՚ 1 • sin — ձ ձ

2

nimmt biefer Quotient bie gorm an:

9täl)ert fidj nun Аж unb fomit audj ‘ immer meljr bér Utuli, 

fo uäljert fiď) nadj bem borigen ißaragra^en ber Quotient sin 
immer meljr bem ©renjtoerte 1, nröfjrenb bér anberegattor cos (ж-|-™) 
in cos ж übergeljt, e§ tuirb aífo

lim b. Ij. = COSiC.л^о 7 dx ■
(12) y = COSíC.

Յո berfetben SBeife mie oorljin erhält man:
Ay_  cos (ж + Аж) — соэж
Аж Аж

Фа пип
о . а -j-ß .а — ßcos к — cosp = — 2 • Sin ■ Sin—~ 

ift, fo toirb

*>

unb fomit
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?/ = tg.r.

ift, fo befifet biefe gunttion bie gorm

(13)
sina;
COSÍC

tg« = —too и — sin« unb v = cos« ift.

2Խո ift aber nad) (11) unb (12)
du , dv-г- = cos« unb -5— = — sin«,dx dx ’

alfo tuirb it ad) § 12, 3tr. (9)

b. Է.

du dv
dy V dx U dx cos2« + sin’« 
dx v1 cos’«

dy _ 1
dx cos’sc

(14) У = CtgJC.
ГСа ՚րւ լ COS Ж
®g í*  ct§æ = Segt ntan и = cos« unb v — sin«, fo er«

gäl t man auf gteiďje SSeife lote in Յէր. (13)
dy _ _ 1
dx sin’æ 

§ 17. HmhEÍjrungot'jiLmnln.
gn bem borgergețjenben Paragraphen luar eine gunttion y = f(æ) 

gegeben unb ež tourbe gegeigt, mie igr ®ifferentiatquotient beftimmt 
wirb. Slud) biefer ift im adgemeinen wieber eine gunttion bon «, bie 
wir mit = g> («) bejeidmen Woden, gn ben SlnWenbungen ïommt 
nun aud) oft ber umgetetjrte gad bor, baf) ber ®ifferentiaíquotient einer 
unbekannten gunttion /■(«), alfo bie gunttion cp («) gegeben ift, unb eS 
íjanbeít fid) barum, auž biefer gunttion g> (ж) eine anbere gunttion / (ж) 
ju beftimmen, bérén ®ifferentialquotient gíeicí) ср (ж) ift.

feien f (ж) unb F(x) jwei gunttionen, bie benfeíben ®ifferen*  
tiaíquotienten <p(x) hefigen; bann ift

4? = 4° (*)  unb ^¡T =

d[ft*)-F(«)J  
dx

®a fontit bér ©ifferentiatquotient bér gunttion f(x) — F(x) für 
ade SBerte bon « gíetdj O ift, fo ift nad) bem 3. Sage im § 11 biefe 
gunttion eine Confiante. Sejeidjnen wir bie teuere mit fo ergibt fid)
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/■(ж) = J’(æ) + íf,
b. f). tn SBorten :

4է. ®aß: gft -f’C®) irgenbeine gunttion, bereit ®ifferen= 
liai quo tien t gíeidj <p(x) ift, fo hat jebe attbere Munition /"(ж), 
bie für jeben SBert bon ж benfelben SJifferentialquotienten 
befißt, bte gorm

/(¡») = Jb’(ic) + «
Slug ben in ben Paragraphen 11 unb 16 ermittelten SBerten ber 

®ifferentialquotienten ber einfadjften gunttionen ergeben fid) bemuací) 
folgenbe midjtige llmíeíjritttgsfornteíit :

§at ber æifferentialquotient einer gunftion y = f (ж) ben SBert 
(l)^֊ = c, í° hat bie gunftion f (x) bie gorm /’(ж) = c ■ ж + Й;

„ „ /'(«)=ք-«Դ8;

" " /'(ж) =^fï + ®;

" -, Лж) =֊ргжѴж+£՝;

il „ /՜(») = 8ІПЖ + S utlb

„ „ /'(Ж) = ~ C0Sæ +

ív. fButueubnugim auf Ъів lïkdjanih.
§ 18. 3?rr frrtc ЗГяИ.

®ie®emegung beim freien gall eines Körpers ift eine gleichmäßig 
befdjleunigte, unb jtoar hat erfahrungsgemäß bie Pef^leunigting ben 
fonftanten SBert g = 9,8. ®S ift alfo 

(1) 
dv
dt = fJ

unb fomit nach §17, sVr. (1)
v = g -t+C,

mo C eine Confiante bezeichnet. Nehmen mir an, baß bie SlnfangSs 
gefchminbigfeit beS Körpers gleich 0 fei, fo ergibt fief) aus ber lebten. 
®leid)ung für C ber SBert 0, b. h- eS ift
(2) է> = ք-ք.
®a mir biefer ©leidfung auch bie gorm geben lönnen:

fo folgt auS ihr nad) § 17, Pr. (2), baß
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s = yf/í2 + C'
ift, roo G' eine neue Confiante beseidjnet. Secpnen roir ben bont Körper 
burdjlaufenen æSeg tron bent ßeitpuntte an, roo ŕ = O ift, fo wirb für 
í = O aud) s = 0; fontit pat audi bie Confiante C ben SSert 0 unb 
e» rotrb
(3) s = f gt2.
®te ©íeicpungen (2) ttnb (3) ftetten bte beiben ©aïileifcpen gaUgefeișe bar.

§ 19. Ute Ijarntontl'rfje Шіѵедішд.
Seim freien gall bewegt fiep ber Körper ober ber biefen barfteűenbe 

materielle ißunit auf einer gereben Sinie, unb jtoar pat in jebero fünfte 
bež jurüdgelegten SSegež bie Sefcpíeunigung bes materiellen fjšunftež 
einen tonftanten SBert.

Unter einer parmoniftpen Seroegung berftept man einen Se= 
roegungžborgang, bei bem ein materieller fßuntt P fid) ebenfalls auf 
einer geraben Sinie X'X bewegt, aber in ber SBeife, baff er auf biefer 
©eraben fortroäprenb pin unb per fdjroingt, unb baff feine SefdjlennU 
gung in einer beliebigen Sage P bem Slbftanbe biefeê fßuufte? tron einem 
feften fßuntte 0, ber®leidjgeroidjtëlage be? roate» 
гіеПепfßunfteS,proportionally. Sejeicpnetman x՛—л- ■ , -n---- x
ben 3lbftanb be? beweglichen Suntte8 P Oon . a
bent feften gunite 0 mit s (bgl. gig. 11), э‘0'11֊
fo ift bie parmonifdje Seroegung burd) bie ©leicpung djaraïterifiert:

roo к2 eine pofitioe Confiante bezeichnet. ®a bie Sefcpíeunigung für 
ioaepfenbe SSerte bon s immer Heiner, für abnehntenbe SBerte bon s pin= 
gegen gröfjer wirb, fo haben roir ba? negatibe Sorjeidjen յո wählen, fo bafj

(^)

ift. Sowohl s al§ auch v fi«b gunttionen bon t, alfo beftept unfere 2Iuf» 
gäbe barin, bie 3 eit w e g g l e i ср u ո g für bie parmoniftpe Seroegung ju 
ermitteln, b. p. s al? gunttion bon t barjuftetten.

Sinn ift
ds

v = dť
alfo in Serbinbung mit (4)

v
b. p. nacp § И, Эіг. (1) 

dv  72 ds
Tlt էտ"0է'

®a fomit bie beiben gunttionen v2 unb — k2s2 benfelben ®ifferential« 
quotienten befi|en, fo ift nacp bem 4. Seprfape im § 17
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(5) v3 — — k3s3 + c2,
too bte neue ïonftante offenbar einen pofitiöen S3ert paben ntufj unb 
beêïjaïb mit c2 bejeidjnet toorben ift.

ds©a u = ift, fo íäfšt фф bie ©Іеіфппд (5) аиф in ber yornt
{фгеіЬеп:

(Й‘ - «■ ֊ »
ober
(6)

unb ež panbeit ficȘ nur поф barum, biejenige gunttion oon t ju be*  
ftimmen, bie biefer ©Іеіфипд ®enüge leiftet.

ÜRun ift offenbar s eine periо bifфe yunttion üon t, unb aufjerbem 
geb)t au§ ©Іеіфипд (6) perbor, baft ber abfoíute SSert bon s ftetó ííeiner 
afô ber be§ fonftanten Quotienten ֊ ift. SSir tonnen b aper

s =

unb fomit ift

c • cos cp,

4> — i + C),
fo baf։ bie ©Іеіфипд (7) übergebt in

(8) s = ֊ • cos (fcŕ + C),

too c unb С поф ju beftimmenbe ïonftanten finb.
©ie SSeftimmung biefer ïonftanten gefcEtieíjt auf foígenbe SBeife:
©er materielle fßunft P fdȘtoingt in gerabliniger Sapn um bie 

®Іеіфдетіфі2Іаде 0 bin unb ber. Жіг nehmen an, baft er ju Anfang 
ber SBetoegung bie größte Entfernung а bon 0 befipt, baft alfo jur Beit 
է = O s = а ift ©ann ergibt рф auž ©Іеіфипд (8):

с „ < с а s = у- ■ oos C ober у- =---- ,,,к к cos C ՚

liï~±k-
Зоідііф befipt паф § 17 ȘRr. (1) bie поф ju beftimmenbe Sunftion ср 
bie yorm

ober s = • cos go

поф übrig, ср alg Munition bon í

enttoeber s = • sin ср

fepen, unb e§ bleibt ung bann nur 
ju beftimmeu. Seben mir ettoa

(7)

fo nimmt bie ©Іеіфипд (6) bie Sorm an:
c . dtp

— у Singo • = ±C • Singo,

тіфіп toirb
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(9) a =• cos (fcí + C),

roo nur nod) bie Confiante C ju beftimmen ift. Su bent Swede jietjen 
roir bte ©efchwinbigïeit bes materiellen fßuntteë in Vetradjt Sius ©lev 
djung (9) erhält man:

® = ^ = — a— • sin (kt + C). 
dt cos G к 1 /

ՅԽո ift fur t = O and) v = O, alfo mufj
sinC = O, b. f). G — nn

fein, roo n eine beliebige pofitioe ober negatioe ganje Saht wit Sin- 
fd)lufj oon 0 ift. $emnadj roirb

cos C = + 1, cos (kt + C) — + cos kt
unb bie ©leidjung (9) erhält nunmehr bie einfachere Sorm:

s — + a ■ cos kt.
Se^t ift её nod) in unfer belieben gefteűt, anjuneíjmen, ob fidj ber 

materielle fßunft jur Seit t = O auf ber regten ober auf ber linlen 
Seite ber <35tcici)gcroici)tëlage befinbet. Veljmcn roir baž erftere an, fo 
gilt baž pofitiöe Vorzeichen unb man erhält fomit fdjíiefšíid) :
(10) s = a • cos kt
alž baž Seitroeggefeh für bie fjcrrmonifďje Veroegung.

§ 20. Dir penbolbeiucgitttß.
Sluffer ben beiben bižtjer unterfucȘten freien Vetoegungžborgängen 

«ollen roir nodj eine gejroungene Setuegung betrachten, b. h- eine 
földje, bei ber ber materielle fßunft genötigt ift, eine oorgefdjriebene 
Valjn ju befdjreiben. Veroegt fiel) ein nur ber Sdjioertraft unterworfener 
materieller ißuntt P auf einem Kreisbogen, fo 
bah ev 0011 einem feften fünfte 0, bem SJlitteK 
punlte bež Kreifež, immer biefelbe ©ntfernung 
OP = I befigt (»gl. Sig. 12), fo führt er eine 
fog. fßenbelberoegung auž. C fei bie ®ieid;= 
geroidjtžlage, A unb В feien bie äufjerften 
Sagen auf beiben Seiten oon C, bie ber ma= 
terieüe fßunlt bei ber Seroegung annimmt. 
®ie Strede 0P= I ijeigt bie fßenbellänge, 
bie oon A unb P auf bie Strede 0 C gefällten 
Sote AB unb PE mögen mit a bjro. s, bie¿ 
SBinfel AOC unb POG mit a bjro. <p be= 
jeidjnet «erben ®ie auf ben materieden 
Jaunit P roirfenbe Kraft hat bie ©röfje mg 
unb ift üertiial nach unten gerichtet. Serlegt 
man biefe Kraft in jteei Komponenten PF unb 
PG, oon benen bie erfte in ber Verlängerung 
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bon OP, bie gioeite in ber 3tidjtung ber ®angente beg Sreigbogeng 
liegt, fo roirb bie (Bewegung beS PenbelS mtr burd) biefe gioeite Som= 
ponente bewirtt, bie ben SBert befi¿t:

PGŕ = m'g ■ singo — ֊֊ ■ s;

bie Sefchleuniguug beg materiellen puntteg P in ber (Richtung ber ®an= 
gente ift baíjer gleićE) ֊ ■ s.

Sür beliebig grofje SBerte bež 2lugfd)laggwintelg « íäfjt fii) bag 
Beitweggefetj bei ber Penbelbewegung nur mit £>ilfe ber höheren Шсаірег 
motil ¿eftimmen. Sei ber prattifchen Seiutívitng beg ißenbelg tommen 
jebotf) nur fo Heine Slugf^laggwintel in Setradft, baff ber Sogen AB 
alg gerabíinige Strede angefeȘen werben tann, unb eg ift bafjer gerabe*  
fo wie bei ber íjarmonifdjen Sewegung bie Sefdjleunigung beg mate*  
ri eilen puntteg P jur Qvít է:

»° * = ]/ք

SB ie im oorigen Paragraphen ergibt fid) hierauf für bie penbelbewegung 
bag Settioeggefe^:
(11) s = « • cos (l/¡ • ŕ),

wobei angenommen ift, bafj ber materielle Punit P jur Beit t = O fidj 
in A befinbet unb ben größten Slbftanb a Von ber ®leid)gewtd)tglage 
auf ber reiften Seite befițjt.

®a für՜յ/^ • ŕ = я, b. h- für է = ո s — — а wirb, fo ift 

ber materielle Punit P naij Serlauf oon Jt ■ Selunben nadj В 
gelangt, unb Ijat feinen größten Slbftanb a Von ber ®(eid)gewid)tglage 
auf ber (inten Seite erreidjt. Somit beträgt bie Beit, bie ber materielle 
Punit P braudjt, um ben 2Seg AB jnrüdjulegen, % • j/֊^֊ Selunben, 

ober mit anberen SBorten:
®ie ® au er einer einfachen Penh elf dj wing ung I) a t ben ЗВ ert

(12) Т= л • j/—Selunben.

v. Жа.ѵіша unît Жіпппа.
§ 21. Фіо ISelïimnutng: ber extremen Worte einer Jinnfttinn.

®ie Sunttion y = f(x) befitșt für ben SBert ж = ж0 ein SRajimum 
ober ein ШНпітит ober tnrj einen extremen SB er t y0 = Հ(«:օ), tuemt 
fowohl für x = x0 + г al§ аиф für ж = ж0 — s /'(ж) entweber größer 
ober Heiner ift at§ Հ(íc0) , wos eine beliebig Heine abfoluteBahl bejeidjnet.
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Ser SBert ж0 = /’(ж0) ift ein lOlajimum, wenn {omolj! /’(ж0 + e) als 
awfy f(x0 — s) Keiner ift al§ f(жо), hingegen ein ÏKiniinunt, wenn 
jeher biefer beiben SBerte gröfjer ift al§ f'(æ0). Stellt man bie gunttion 
y = f(x) grapljifdj burci) eine fi'uroe bar, fo entfpridjt einem ejtremen 
SSerte ber Munition ein Šulminationépunft ber ®urüe, in wetcijem biefe 
entweber Dom Steigen jum gatten (SRajimum) ober Dom gallen jnm 
Steigen (SJłinimum) übergebt. Slaclj § 10 finb bie Slbfjiffen ber ՏսԻ 
minationêpuntte bie SBurjeln ber ©leidjung

/■'(ж) = 0;
bemnadj befteljt ber

Satj: Sine gnnition у = f(x) ïann nur für földje SSerte 
ber unabhängig SSeränberlidjen x einen extremen ŚBert be; 
fi^en, für weldje bie erfte Abteilung f'(x) = 0 ift.

fei j. ®.
y = f(x) — iJj, • (Зж4 — 8ж8 — 66ж2 + 144ж — 50),

b. h- lOOÿ = Зж4 — 8ж3 — 66ж2 + 144ж — 50.
Sie ^urDe, bie biefer ©leidjung entfpridjt, ift in gig. 13 ber gigurem 
täfel burdj bie Doll ausgewogene Sinie bargefteíít. Staci) § 11 ift nun

f' (x) — 235 • (ж3 — 2ж2 — 11ж + 12);
Wir erhalten alfo biejenigen dßerle Don ж, für bie /’'(ж) = 0 ift, tnbern 
wir and) bie gunttion

շ/' = 23 • (ж3 — 2ж2 — 11ж 4֊ 12) 
grapíjifd) burd) eine S uro e barfteílen սոծ bie funíte beftimmen, in 
benen biefe Stowe bie #=2ldjfe fdjneibet. gn ber gigur ift biefe Surüe, 
bie Wir íurj aí§ bie í/'=SurDe bezeichnen wollen, al8 eine geftridjeíte 
Sinie gegeicEjnet; fie fdjneibet bie íc^Stctjfe in ben fünften

жх = — 3, ж2 = 1 unb ж8 = 4
uttb bie zugehörigen æerte Don y finb

i/i = —6,17, y, = 0,23 unb ys = — 2,74.
Sie fünfte Pt, 1շ unb P¡¡, beren ñoorbinaten biefe æerte befițjcn, 
ftellen baljer bie Suíminationžpuntte ber ^Snroe bar, ober mit anberen 
SB orten:

Sie gunítion y = f(x) befifșt für ж = жх, ж2 unb ж8 bie 
extremen SBerte ylf y2 unb շ/3.

§ 22. Эав Kriterium für Vas BnrljanbenJ'ein riñes maximums 
uber minimums.

®s ift noch âu entfdjeiben, ob für bie ber ©leidjung f (ж) = O ge; 
nügenben SJerte Don ж bie gunítion у = f (x) ein SRarimuiii ober ein 
SJctnimum befi^t. Sinb ж = Š unb у = rt bie Soorbinaten eines be= 
tiebigen funíte? ber «/=®urbe, fo wirb nadj ©leidjung (13) in § 10

3
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ber SSinfel a, ben bie tn btefent fünfte an bie ©urbe gelegte Sangente 
mit ber pofitiuen iRicptitng ber ж;51й^е Ďŕíbet, bitrcíj bie (Píeicpitng

tga = Հ©
beftimmt. Siefer SSinfeí ift ein fpi^er, foíange f'(£) țjofitito, ein 
ftumpfer, folange /"(£) negatiu ift, ober mit anberen SS orten:

Sie Ý/íftnrbe fteigt für madffenbe SSerte bon x, folange 
bie /i©urbe oberhalb, fie fällt, fotange bie «A©urbe unter; 
halb ber Slbfjiffena^fe oerläuft. Sie punition y = f(x) befi^t 
für biejenigen Sßerte x = է ein SOtajimum, für meldje bie /=®nrbe 
bie ж«2ОДе fatlenb, ein Minimum, menu fie biefelbe fteigenb 
fdjneibet.

Um ferner ju entfdjeiben, ob für einen fotdjen SSert x = g ber 
erfte ober jmeite Satt eintritt, jietjen mir nodj bie jtoeite Weitung ber 
gunftton y = /’(ж), nämlich

y" = f" (ж) = ¿ • (Зж2 — 4ж — 11)
in Petracpt. Sie biefer gunftion entfpredjenben ©urüe, bie «/'¡fiuroe, 
ift in ber gigur bitrcp eine ftricljpnníticrte Sinie barg eft elít. Sa bie 
gnnïtion y" = /’"(ж) aug ber punition y' = f' (ж) in berfeíben SSeife 
heruorgeljt, mie bie gnnîtion y՛ = f՛ (ж) aug ber urfprüngíichen Sunftion 
у = /'(ж), fo fteigt bie зЛп'игпе für madjfenbe SSerte поп ж, 
fotange bie/'«©urne unterhalb ber 51b f gif f en a cpf e nerläuft. 
®ie /г©игпе fdjneibet baíjer bie ж^ЗОДе fatlenb, menu in biefem 
Sdjnittpunïte ж = I f'(£) negatio ift, fteigenb, menu/"(š) pofitin 
ift. Somit finb mir յո fotgenbem ©rgebnig gelangt:

Seljrfaț: Sie gunltion y = f(x) befițșt einen extremen 
SSert für biejenigen SSerte Ž non ж, bie ber ©teidjung Հ(£) = Օ 
®enüge leiften. Siefer extreme SGSert ift ein SJlajintum, menu 
f" (£) negatib, hingegen ein Minimum, menu f "(£) pofitin ift.

Ser befonbere gatt, bag für eine ber SBurjeln ber ¿Jíeiíjung 
/■'(ś) = 0 unb gleichzeitig f" (g) = 0 ift, roirb im folgenben Paragraphen 
erörtert merben.

Siir baž im borigen Paragraphen behanbette Peifpiel pat £ einen 
ber 3ßerte

ж1 = — 3, ж2 = 1 unb ж8 = 4 ;
ba bie zugehörigen æerte non y" = f" (i-)

«/j/= 3,36, ?/2" = — 1,44 unb yg = 2,52
finb, fo befi^t bie punition y = f (x) für ж = ж2 ein Süla jimuiit, hin5 
gegen für ж = xY unb ж = ж3 Plinim a, maž аиф burci) bie Sigur be« 
ftätigt mirb. (Gleichzeitig ift aug ber Sigur erficptlich, bap bie Pegriff e 
„Plapimum" unb „Жтітит" relativ aufjnfaffen finb unb fidj nur 
auf ben Perlauf ber ©urne in ber unmittelbaren Pätje ber ©ulminationg; 
puntte beziehen. So ift in bem obigen Peifpiete bag für ж = ж2 eim 
tretenbe äJlajimum erpebltcl) Heiner atg bie abfoluten SBJerte ber für 
ж = жх unb ж = ж2 öoríjanbenen Piinima.
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§ 23. Pic Wenïrepunhte cinor Kűrire.
dßir mollen nodj alg gtoeiteê dSeifpiel bie Sunttion 

y = f(x) = —j • (3«4 — 4«3 — 48ж2 + 144« — 25) 
ober 100«/ = Зж4 — 4ж3 — 48«2 + 144« — 25 
unterfudjen unb junadjft tljre ejtremen dBerte beftimmen. Siefe ergeben 
fid) burd) Sluflőfung bér ®íeid)img

у ober f (ж) = ֊- • (ж3 ֊ ж2 — 8« + 12) = О.
Sie ben ®íeid)ungen у = /(ж) unb у = f' (ж) entfpredjenben turben 
finb tn Sig. 14 ber Sigurentafel burd) bie öoű auggejogene unb 
burd) bie geftriďjeíte Sinie bargefteűt. Slúž ber Beidjnung ber y'=®uröe 
erfieijt man, baji biefe bie «=dldjfe im fünfte « = — 3 fdjneibet unb im 
funíte x = 2 berührt; eg finb alfo «x = — 3 unb «x = 2 dBurjeln 
ber ®(eid)uiig /"(«) = 0, fo bafj man ber Sunttwn y' — Հ'(«) aud) bie 
Sorm geben fann

У = k ■ (« - 2)2 • 0 + 3).
Um ju unterfudien, ob für biefe döurjeltoerte «x unb ж2 ein SRapi« 

mum ober ein SRinimum ber Sunition у = /’(ж) eintritt, íjabert mir 
nod) bie Sunition

= /"(ж) = ¿ • (Зж2 — 2« - 8) 
in d3etradjt ju jiepen. Sie Sunition y = f(x) befifet für ж = «t ober 
x = ж2 ein SRa jimum ober ein Wlinimum, menu für ben betreffenben 
SBert ¿on x bie jtoeite Weitung /"(ж) einen negativen bjto. pofitiöen 
dSert erljält. SRun ift für ж = жх у" = 3, alfo tritt für biefen dSert öon 
x ein Minimum ber Sunition y = /■(«) ein, bag ben dßert = — 5,38 
befifet. hingegen ift für x = xs y" = 0, fo bajj bie Sunition y = /■(«) 
für biefen döert bon æ überhaupt {einen extremen dßert befiýt; vielmehr 
ift, raie aud) aug ber Sigur Ijerüorgeljt, bie y։Ŕ։trr>e in ber Umgebung 
biefeg fßuniteg ftetig im Steigen (ober im Satten) begriffen. äRan nennt 
einen földjén fßuntt einen dßenbepunit ber Suröe.

Śft P ein Suíminationgpunít ber Sum y = Հ(«) unb finb P՛ unb 
P" gtoei bem fßunite P benachbarte Sitmitpunfte ju beiben Seiten beg 
fßuniteg P, fo ift bie Surüentangente in P ber «sdldjfe parallel, unb bie 
Sangenten in P' unb P" liegen auf berfelben Seite ber ®urbe. Sft £)ins 
gegen P ein dßenbepunit ber Sum, fo liegen bie Sangenten in ben 
fRacpbarpuniten P՛ unb P" auf Berfd)iebenen Seiten ber filirüe ober bie 
Surüentangente im fünfte P gei)t, tuäljrenb biefer ißunit ben dßenbe= 
punît überfctjreitet, non ber einen Seite ber Surre auf bie anbere Seite 
über. SiRan nennt baper bie Sangente im fünfte P eine dßenbetan*  
gente ber Suröe. dßir finb fomit յո folgenber (Srloeiterung beg im 
öorigen fßaragrappen aufgefteüten Seprfapeë gelangt:

ßcljrfa^: Sie Sunftion y — f (ж) befițjt für biejenigeu 
dßerte öon x, für ioeldje/՛'(«) = 0 ift, einen extremen dßert; 
biefer dßert ift ein ÜRapimum, wenn für ipn /’"(ж) negatiü, ein 
SRinimum, wenn für iljn /"(ж) pofitiü ift. Sft aber für einen 

3*  
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földjeit SBert Don x audj gleichzeitig f" (ж) = O, fo ift weber 
ein ăRajimum nod) ein ŚJłinintunt ber punition y — f(x) üor« 
hanben, unb für bie ßurDe y = <(ж) ift ein f oldj er punît ein 
Sßciibcfiunft.

®ie SIbfjiffen ber SBenbepuntte einer ffiurbe finb bie Sßurjeln ber 
Gileidjung f" (ж) = 0. SBenn für einen földjén SBert Don x and) gteicEjs 
¿eitig f' (ж) = 0 ift, fo ift bie SBenbetangente ber a»3ldjfe parallel; wenn 
aber für einen SBert Don ж, ber ber ®(eid)img /"(ж) = 0 genügt, 
f' (ж)^ 0 ift, fo ift bie æenbetangente gegen bie .r=Sldjfe geneigt lïinett 
SBeubepunft ber erften 3lrt befifjt bie in ffig. 14 bargefteUte Ŕitroe für 
ж = 2, у = 0,87, einen äßenbepunft ber ¿weiten Slrt für ж = — f, 
у = — 2,83; bie in ffig. 13 bargefteUte SitrDe befi^t nur SSenbepuntte 
ber ¿weiten 2lrt, unb ¿War für ж == 2,694, у = — 1,395 unb für 
ж = — 1,361, у = — 3,378.

vi. Эай Jnfegrat
§ 24. UieBEreiíjnitng Ьев íladieniníjaíf» еіпей рагаІ։ЕІ|1՝дшепІз. 

®іе Йіеіфипд einer Parabel fei
(1) у = m • ж2, 

wo m = ift, wenn p ben Ralben parameter ber jarabel bejeidjttet. 
®er ©djeitelpunft ber jarabel (vgí. ffig. 15) fei O unb A fei ein be= 
liebiger Punît ber parabel, beffen Slbfjiffe OB mit a unb beffen Drbb 
nate AB mit b bejeidjnet Werben möge, S8ir fteHen un§ bie Aufgabe, 
ben Qnljatt ber Don beut Parabelbogen OA, ber Slbfjiffe OB unb ber 
Srbinate AB begrenzten glädje, ben wir mit F bejeidjnen Wollen, git 
berechnen.

SBir teilen bie Slbfjiffe OB 
in n gleiche SEeite, wo n eine 
beliebige abfolute gange gahl 
bebeutet (in ber gigur ift n = 7 
angenommen worben), unb er= 
ridjten auf ber rc=Sldjfe in ben 
Xeilpuníten Blt B„, B3, ... 
Bn_j Sote, weldje bie jarabel 
in ben Punîten Alt A2, A$,... 
Arl fdpteiben mögen, gerner 
jieljen wir burci) biefe Pitufte 
jur xAltdtfe parallelen, welche 
bie beiberfeitg benachbarten Sote 
bjw. ihre Verlängerungen in 
ben Punîten CÇ unb Z>lr C2 

X unb I).2, . .. unb Dn_t 
fcijrteibert. Stuf biefe SBeife ent=
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ftetjen à iue i ©ruppeit Von iJicdjteden: bie (n — 1) Sîecijtecfe ber erften 
©ruppe, nämíid)

.ճյ.Bi_B2Z\, ճշՔջՔցՔշ, . . . ЛЯ_1ДВ_1Ы)Я_1
finb ber Stäche ABO eirtbefфгіебеп, bie п SîecȘtecfe ber jweiten 
©ruppe, nämíidj

a.b.b^, .... ABBrícn
finb biefer gtädje umbefdjrieben. ®er ber glädje ABO ift 
offenbar größer aís bie Summe ber gtädjeniidjattc ber 97ecf)tecfe ber 
erften ©nippe, aber Heiner aís bie ber jtveiteu ©nippe. SBejeidjnen mir 
nun ben «ten Seit ber Strede OB, b. íj. jebe ber n Xeilftreden OBlt 
ВгВ2, B2B3, .... Вп-хВ mit Аж, fo baff

(2) д*--֊

ift, f o finb bie S( b f jiff en ber fünfte
A¡, A2, A3, .... An_1, A

bjto. діеіф
Аж, 2 • Аж, 3 • Аж, .... (ո — 1) • Аж, ո ■ Аж = a;

hingegen bobén bie Drbinaten biefer fünfte bjm. bie SSerte
m • (Аж)2, 4m • (Аж)2, 9m • (Аж)2, . . . (ո — l)2 • m ■ (Аж)2, 

ո2 ■ m ■ (Аж)2 = m«2.
Tie gtädjeniníjaíte ber (и — 1) einbefdjriebenen SFiecíjteďe finb ba՜ 

էյ er ber SReițje nad)
m ■ (Аж)3, 4m • (Аж)3, 9m ■ (Аж)3, ....(« — l)2m • (Аж)3 

unb bie ber n utnbefdjriebenen ÎRedjtede
m • (Аж)3, 4m • (Аж)3, 9m • (Аж)3, .... n2m ■ (Аж)3; 

fotgtidj ift bie Snmme ber glădjenințjatte ader einbef^riebenen fRedjt® 
ede gieidj

(l2 + 22 + 32 + . . . . + (n - l)2) ■ m • (Аж)3
1). Ш (д։), _« и, _ 1) (շ_ i) (Д։)>

unb bie Summe ber gíädjeniníjatte alter utnbefdjriebenen ¡Jtccfjtede gïeidj 
(l2 + 22 + З2 + . . . . + и2) • m • (Аж)3

^«(n+yn+j). m . (Дж)3 = ™ . „з . + J.) վշ + 1) . (Дж)8

= T ■ í1 փ է) ' (2+ ո)'“3'

Tie jioeite Summe ift um ben betrag
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n2m ■ (Аж)8 = me2 • Дж = Ъ ■ ձ-x
größer als bie erfte Summe, was and) unmittelbar aus ber Sigur íjéi՛' 
öorgeljt. Säftt man nun bie abfolute gange ftatyí n über alte ©rengett 
Waffen ober näljert fictj Дж immer meljr bem ©rengwerte 0, fo näljert 
fid) ber Unterfdjieb ber obigen beiben Summen ebenfalls immer meljr 
bem ©rengwerte 0, unb beibe Summen ergeben für ben gnljalt ber 
Slädje ABO ben gemeinfameit SSert

Salit man oon A aus auf bie örbinatenadjfe bas Sot AQ, fo er*  
gibt fidj hieraus für ben glädjeninljalt bes fßarabelfegmentS AOQ ber 
SSert ab.

§ 25. Hügrntetne ЭагрЕеЦипд òe» Jníjalfa ber Outi einer 
beliebigen BurVe begrenzten Jlädje.

®S fei
(1) У = /ՀՀ)
bie Steigung einer beliebig geftalteten S'itroe in begug auf ein redjt« 

würfliges ®oorbinatenftj= 
ftem mitbemSlnfangSpunfte 
0; ճ0 unb A feien irgenb 
gwei funíte ber ®urüe(0gl. 
gig. 16), bie ñ’oorbinaten 
Von ճ0 mögen mit ж0 unb 
y0l bie oon A mit ж unb 
у begeitfjnet Werben. ®S 
Ijanbelt fid) barum, ben 
gnljalt ber oon ber Ŕuroe 
A0 A, ben Drbinateni/0 unb 
y unb ber Slbfgiffenadjfe 
begrenzten Slädje ABB0A0 
gu beftimmen, m o B unb 
Քօ bie gufjpunlte ber Oon 
ben fünften A unb Ao auf 
bie Pbfgiffenadjfe gefällten 
Sote bejeidjnen. ®er @in= 
fadȘ^eit íjalber motten wir 

annefjmen, bag bie ñ'uroe gwifdjen ben fßuntten ճ0 unb A oberhalb 
ber Ófgiffenadjfe liegt unb bafš fie für wadjfenbe SSerte Oon ж in ftetem 
Steigen begriffen ift.

3Bir teilen nun wieber bie Strede B0B in n gleiche STeile, beren 
jeben wir mit Дж begeidjnen; bie æeilpuntte feien Blt B2l BSl . . . 
Bn-1. ferner errieten wir in biefen fünften auf ber älbfgiffenadjfe 
Sote, nennen bie Sdjnittpuirfte biefer Sote mit ber ®uröe Av A2, .. . 
An-1 unb gicfjeit burd) biefe fünfte gur 9lbfgiffenad)fe bie parallelen,
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m etd) e bie benachbarten Sote bjm. beren Verlängerungen tn ben fünften 
Cí unb D։, C2 unb D2, .. . Cn_1 unb Dn֊1 fdjneiben mögen; enbíidj 
fei Do ber Sdjnittyuntt ber burci) Ao jur ж=5ОДе gezogenen parallele 
ntit ber Drbinate be? ißuntte? ճր Stuf biefe SSeife mirb ba? glädjem 
ftüd A0B0BA mieb er in jmei Summen öon Vedjteden eingefdjloffen, 
in bie Summe ber n einbefdjriebenen SRedjtede

-^ւ-®ւ-®շ-®ւ/ ԱշՋ2Ք31)շ, . • . • An_1Bn_1BBn_L
unb in bie ber n umbefdiriebenen Vedjtede

■АВгBoC-լ, А2В2В1С2, AaBsB2Cs, . . . А ВВп_^СпІ 
unb mir motten junädjft bie gtädjeninljälte biefer ŽReďjtečte unb ifjre 
Summen berechnen.

Vejeidpten mir bie ?tbfjiffen ber fünfte
ճ1( A2, As, .... Ari_1

mit s1( x¡¡, x3/ .... xx_lt
fo Ratten bie glädjeninljalte ber einbefdjriebenen Sieďjtede ber ÍReilje nad) 
bie SSerte

f(O • До:, f(x¿ ■ Лх, fÇx^ ■ Дж, .... /’(жп_1) • Дж
unb bie ber umbefdjriebenen IRedjtede bie SSerte

f(x¿) ■ Ax, f(x2~) ■ Лх, f(xa՜) ■ ¿\x, .... /’(ж) • Дж. 
tSejeidjnen mir ferner bie Summen ber gläd)enint)alte alter ei։tbefď)rie= 
benen unb alter umbefdjriebenen 9Hec£jtecíe mit F' bjm. F", fo ift

F = f/Oo) + /■(«!) + +•■■•+ ffo-i] • Дж
unb

F" = [f^ + fG) + f(x¿) + ■■•■+ Г(ж)] • Дж.
Ser UnterfcȘieb bei ber Summe ift gíeiďj

[/"(ж) — / (ж0)1 ■ Дж ober gteićĘ) ԱՔ — Ճ0Ջ0) • А®, 
b. lj. gteict) ber Summe ber in ber gigur fdjraffierten Heinen 9lecí)tecfe 
ober bem baneben gejeidjneten 3íeďjtecíe, beffen lange Seite Л' А'й = 
АВ — АйВй unb beffen tűrje Seite gíeidj Дж ift. Saßt man nun bie 
abfotute ganje 3<։^í n immer größer merben, näljert fidj atfo bie Strede 
Дж immer mel)r bem ©renjlverte 0, fo nätjert fid) aud; ber glädjen։ 
injait biefeš 9teď)tecEä immer meíjr ber ®renge 0, ba bie SJÍafjjaljí ber 
Strede A'A'O einen beftimmten SŚert befi^t. Veibe gíädjenfummen F' 
unb F" näíjern fid) alfo für lim Дж = 0 bemfelben ©renjmerte F, bem 
Snljatte ber glädje A0B0BA. Sie obigen 2Iu?brürfe für F' unb F” 
merben einanber gleidj, menu man ju bem erften nod; bag ©lieb /(ж)-Аж 
ober ba§ ïïtedjted ABBn_1Cn unb ju bem jmeiten nod) baž ©lieb 
/■(ж0) • Дж ober ba? ÍRedjted AaB0B1D0 ïjinjufügt. ®a fidj bie glädjen*  
iníjaíte biefer beiben ttteditede mit Аж ber ®renje O näíjern, fo ergibt 
fid) für ben 3ní)aít F be? glädjenftüde? A0BQBA ber SSert
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wofür man unter SBenufjung eine» Sumntenjetdjenž bie fürjere
nungêweife

(2)
x

F = lim ft f (x) • Ля 
д*=0  ՂՀ

•*•0

gig. 17.

eingefüfjrt fiat.
Y Sciffnel: foil ber

3nfjalt ber oon ber jarabel 
y=mx2, ben Drbinaten jweier 
beliebigen ©uroenpuntte Ao, 
A nnb ber fîlbfjiffenadjfe be« 
grenzten glädje berechnet Wer» 
ben. 0Bgl. gig. 17.)

®ie ©oorbinaten ber bei» 
ben ©uroenpunfte ճ0 unb A 
feien хй, yn unb x, y, unb eg 
werbe x > ж0 angenommen. 
Յո bem Službrná (2) fjaben wir 
ftatt ber allgemeinen gunttion 
/■(ж) bie befonbere gunftion 
mA unb für x ber Ołeilje nací) 
bie Sßerte

ж0, Xj = x0 -j- Лх, ж2 = xg + 2 • Аж, ... . x = ж0 + ո • ¿\x 
ju feijen. Wirb bann

.7՛= lim 41 mA ■ Дж
дж=0^-^ 

«о

=lim m ■ (ж02 + ж12 + ж22 + • • • + ж2) ■ Аж
Aæ=0

= 1ітт-[ж02+(ж0+Аж)2+(ж04֊2-Аж)2Н----- |- (ж0+ ո ■ Аж)2]-Аж,
Ax=0

wo in ber ecfigen ©lammer (ո + 1) Snmmanben fteljen. Шаф wieber» 
fjolter SlnWeitbung ber gormel für (e + b)2 ergibt fitfj:

F = m • lim [(w + 1) ж02 • Аж + 2-(1+2 + ЗН---- + іг)ж0 • Аж
Лх=0 —յո

+ (i2 + 22 + 32 + --- + w2)-AæJ
T Г/ ! ,1 2 л in и(»Ч-1) л՜2 I и(»+1)(2»+1) л՜3՜!== т -1іт| (и + 1)ж02՝Аж + 2- ч■֊ ж0-Аж ---------- ֊-------- Аж

Да:=0Г 3 OJ

= m ■ 1іт^(іг+1)ж02-Аж+^1+֊^ж0-(иАж)2 + ֊^1+-֊^2+-У(иАж)3^ 

ober ba ո ■ Аж = ж ж0 ift
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F = m • lim Гж02 • Аж + ж02 • (ж — ж0) + (1 + ~)ж0 ' (х ~ жо)2 
дж=Оլ х 7

+|(։ + Ջ(2 + Ջ ■(*-».)•]■

®iefer Službrucf geftattet ež, ben ®renjübcrgang ju oolljieíjen; 
feüt man in il) m fowolfl Аж alž aud) — gïetdj O, fo erhält man:

F = m • [ж02 • (ж — ж0) + ж0 • (ж - ж0)2 + -1 ■ (ж — ж0)3]

= ֊ (ж — ж0) • [Зж02 + Зж0 (ж — ж0) + (ж — ЖОУ]

= у (ж — Жо) • (ж2 + ж жо + ж02),
b. Í).

Г=|.(ж8֊ж3),

ein Sßert, ber aud) burd) eine einfache geometrifdje Setradjtung auž bem 
im öorigen iparagrațiijen gewonnenen Srgebniž abgeleitet werben fann.

§ 26. Tas Integral.

Œbenfo wie früher für ben ©renjwert lim -r-- bie neue 5Sejeid)= 
Лх=0

nungžweife unb ber fRame „æifferentialquotient" eingefüfjrt würbe, 
fo țjat man für ben aus einer Summe fjeröorgegangenen ©renjwert

x x
1*moß/'(®)A« bie fiirjere Sejeidjnungžweifc j f(x) dx 

Xq æo
eingefսէրէ, wo baž Зеіфепein íanggeftredtež Summenjeidjen g bar*  
fteHt. ÏÏlan nennt biefen Siusbrud baž gntegral ber Munition /(ж) 
ãWifdjen ben (Srenjen ж0 unb ж. filad) § 25 bebente! baž ՋՋօրէ „3nte= 
gral" nidjtž anberež alž ben ©renjwert ber „®efamtí)eit" einer 3In= 
jal)! oon ölädjenftüden öon ber 83reite Аж für lim Аж = 0. Հ

ЗІиф Ijier ift wie im § 6 nad)brüd(id) barauf ijinjuweifen, bafj ber 
X

Síužbrutf Jf(x)dx nur ein Sqrnbol für ben obigen (Sren-jWert bar= 

fteüt, ebenfo wie baž Sédjeit nur eine abgeíürjte Sdjreibweife für 

lim ift. ®er gaftor bjw. ber ®ioifor dx țat weber in ber 
ля=ОЛЖ
©djreibweife bež gntegralž nodj in ber bež ®ifferentiab 
quotienten eine felbftänbige fßebeutung.

gaffen wir bas (Šrgebniž biefež unb bež uoríjergeíjenben fßara= 
graften Խրյ jufammen, fo gelangen wir für baž Qntegral ju folgenber
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1. definition : Unter bent integrat einer gegebenen guni« 
tion y = f (x) jivtfdjen ben ©renjen ж0 nnb ж, baž

X
in anêfüfjrtidjer Sфгeibweife mit lim 

дя^о’У

x
„ abgeïürjter „ „ Țf(x)dx

«о

bezeichnet Wirb, t>erftef»t man ben ©renjWert ber Summe 
f(x0~) • Аж+^Жо + Лж) • Аж+^Жд + 2 • Аж) - Аж H------ f- <(ж)-Аж,
Wo ж = ж0 + ո • Аж ift, für lim Аж = 0 nnb für einen über alíe 
©renjen wadjfenben SSert ber abfolnten gangen 3aljl n.

der SSert biefež ^ntegralž Wirb geometrifd) burd) ben 
Snljalt ber bon ber Surbe y = /“(ж), ben ju ben ábfjiffen ж0 
unb ж gehörigen Drbinaten y0 nnb у nnb ber 2lbf jiffenadjfe 
begrenzten glädje bargeftellt.

§ 27. Uul'antiitcttijattg țtvij'dje։t Ьвіп Utft'erettftaltntottenfeit un ծ 
bont HutEgraí.

daž tn ben ißaragrapgen 25 unb 26 bargefteute «erfahren, ben 
gnliaít ber bon einer ñitrbe, ben Crbinaten jWeier beliebiger turben*

funíte unb ber Slbfjiff enadjfe begrenzten 
glädje ober, waž auf bažfeíbe í)inau»= 
ïotnmt, baž integral einer gegebenen 
gunftion jwifdjen borgefdjriebenen 
©rengett gu bcredjtien, ift nur in we*  
nigen gatten auf ebenfo einfache Sßeife 
Wie in bem int § 25 ¿etjanbelten 33ei= 
fpiete ausführbar. ©in anberer SBeg 
jur Söfung biefer Slufgabe unb ba= 
mit eine zweite definition unb eine 
biel einfachere ^Berechnung bež gnte*  
graíž ergibt fidj auž bem Bufnwmen- 
hange gwifdjen bem differentialquo» 
tienten unb bem integral.

®ž fei (bgí. gig. 18)
= /-(ж)

bie ©Іеіфппд einer beliebigen fåttrbe, ճ0 unb А feien jwei beliebige 
Surbenpunfte mit ben fioorbinaten ж0, уй unb ж, y unb F fei ber gn= 
fiait ber bon bem Surbenftüd ճ0 A, ben beiben Orbinaten A0B0, AB 
unb ber Slbfjiffenadjfe begrenjten glädje A0B0BA. äßir Wollen bie 
ttttafsjațtt ber 2lbfjiffe ж0 alž eine beliebig angenommene 3abt, bie ber 
Slbfjiffe ж alž eine beränberlidje Ցոէէ anfeijen, bie alle möglichen 
reellen Sßerte atttteljmen tarnt ; bann ift F eine g uniti on boit ж, bie wir 
mit д>(ж) bezeichnen wollen unb bie für ж = ж0 ben SSSert O befițșt.
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Sletjmen wir ber (ginfacEjíjeit țjalber an, bafj ber in Setradft ïommenbe 
SLeit ber ©urne oberhalb ber Slbfjiffenadjfe liegt unb bafj bie ©urbe für 
wadjfenbe SBerte bon x in fleten։ Steigen begriffen ift, fo wirb aucij ber 
SBert ber punition д> (ж) für juneljmenbe SBerte bon ж immer gröfjer. 
'Sir fteHen unž nun bie Slufgabe, ben SBert bež Tifferentialquotienten 
ber punition F = g> (ж) für einen beliebigen Sßert bon x ju beftimmen.

©eben Wir ber Slbfjiffe OB == x einen beliebigen Heinen ¿uwadjg 
BB' = Дж, fo wirb audj ber gíädjeninfjalt F einen Heinen 3uwadjg 
erhalten, ber in ber Sigur burd) ben fdjmalen gíädjenftreifen ճ ЛВ'/ľ 
bargefteílt wirb unb ben wir mit ¿AF bejei^nen wollen. Ta nun bag 
glädjenftüd

_40 Bo В А — ср (ж) 
unb A0B0B'A' = ср (ж + Дж)
ift, fo ift baž glädjenftüd ABB'A', b. I).

ДF = cp(x -f- Дж) — ф(ж).
Tie ®röße biefeë glädjenftüdeg ift jwifcțjen bie beiben SRecȘtetfe 

ABB'D unb CBB'A' eingefdjíoffen, bon benen bag erfte ben gíädjen= 
iníjalt <(ж) • Дж unb bag jweite ben Qntjaít /(ж + Дж) • Дж befițjt. 

beftetjt batjer unter ber oben gemachten Slnnaljme, bafj у mit wad)։ 
fenben SBerten bon ж ebenfattó immer größer wirb, bie ťlngíeicfjíjeit 

/’(ж) • Дж < ДР < /’(ж + Дж) ■ Дж 
unbfomit f^<-^ СУ(ж + Дж).

gür lim Дж = О nehmen beibe ©röjjen, jwifdjen bie ber Quotient 
eingefdjloffen ift, ben gemeinfamen SBert f(x) on, eg ift alfo

(2) Hm = Г(ж) ober g = /-(ж),
AX=U

b. í), in SBorten:
Ter Tifferentialquotient ber punition F = <p{x), bie 

ben gntjalt beg bon ber Drbinate y0 big jur Drbinate y rei*  
djenben glädjenftüdeg F angibt, ift gleidj ber gunïtion y — f(x) 
ober gleidj ber jur SIbf jiffe ж gehörigen Drbinate ber ©urb e.

®0

DlacE) ber erften Definition wirb ber SBert beg gntegralg/ f(x)dx
X

geometrifdj burdj biefe glädje F, analljtifdj alfo burdj bie gunïtion 
ф(ж) bargefteílt, unb bie Aufgabe, ben SB ert biefeg gntegralg ju be= 
redjnen, tommt nunmefjr barauf Ijinaug, biejenige gunïtion <p (ж) ju be*  
ftimmen, bereu Tifferentialquotient gleid) /’(ж) ift, unb bie für ж = ж0 
ben SBert 0 befifet, ober mit anberen SBorten:

æ
(3)3f* = -F= <PG»), fo ift U|։Ö ч> (æo) =

®0
Somit ermatten wir für ben begriff be£ Sntegrctïê bie folgenbe
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2. definition: Unter bem integral einer gegebenen Sunt«X
tien y = fix') ¿mifélén ben ®ren¿en хй unb x, bag mit j f(x)dx 

2*o  
be¿eidjnet mirb, nerftet)t man biejenige gunttion y (x), beren 
Sifferentiatquotient діеіф f (x) ift unb bie für ж = ж0 ben 
SBert O befifct

.Ôieraug geí)t íjeroor, bafš bag integrieren ober bie Slufgabe, 
baž integral einer gegebenen gunttion ¿u beftimmen, eine Umteljrung 
bež differentiiereng ift, genau in bemfelben Sinne, tote man bie 
(Subtraktion aig Umfeljrung her Slbbition, bie diöifion atg Untfrfjrunq 
ber SOÎuïtipliiation unb bag æabi,gieren unb Sogarittjmieren aig Umfeijs 
rungen beg ißotenjiereug be^eidjnet.

§ 28. das bollinnnte էած ծոտ unbrjïtmntte Integral.
die Stufgabe, bag integral einer gegebenen gunttion f (ж) ¿mifdjen 

¿mei gegebenen ©ren¿en ж0 unb x ¿u beregnen, ¿erfüllt nací) ber ¿meiteit 
definition beg integral in ¿mei Seite. Sa eg nämlidj, mie fogïeicf» 
gegeigt merben fotí, ungätjíig öieíe gunftionen у (ж) gibt, beren differ 
rentiaíquotient gíeicb) /’(ж) ift, fo fjeiben mir

1. bie ©efamttieit biefer gunftionen ¿u beftimmen unb
2. aug biefer ©efamttieit biejenige gunttion д>(ж) aug¿umal)íeu, 

bie für x = x0 ben SS ert 0 befi|t.
®g feien <р(ж) unb ір(ж) irgeub ¿mei gunftionen oon x, bie ben= 

felben Sifferentiatquotienten befi^en, bann ift nad) § 17
ip (ж) = у (ж) + й,

mo ft eine beliebige Confiante, b. h- einen gan¿ mittfíiríidjen, oon ж um 
abhängigen SSert be¿eid)net.

3ft alfo ingbefonbere до (ж) biejenige gunttion, beren differential« 
quotient gíeid) ber gegebenen gunttion <(ж) ift unb bie für ж = ж0 ben 
SBert O befițjt, fo bat bie ©efamttieit alter gunftionen ір(ж), beren 
differentiaíquotient ébenfáiig діеіф f (x) ift, bie gorm

ty (ж) = у (ж) + ft.
ЯЛап nennt bie gunttion ip (ж) bag unbeftimmte 3nte0raí ber 

gunttion f (x) unb bie gunftion д>(ж) bag beftimmte 3ntegral biefer 
gunttion ¿W ifijén ben ®ren¿en ж0 unb ж; bag erfte gntegrai mirb mit

X 
ff(x)ãx unb bag ¿toeite mie bigtjer mit )f(x)dx be¿ei^net.

։ æo
Somit tonnen mir bie obige ¿meite definition beg 3ntegratg foi- 

genbermafjen ergäben:
3. definition: Unter bem unbeftimmten 3ntegrat jf(x)dx 

öerftelit man irgenbeine mit einer mitlfürlictien abbitioen 
Confiante, ber fog. 3ntegrationgfonftante, öerfetjene gunt= 
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tton ір(ж), bérén ®ifferentiatquotient gleidj f(x) ift; unter 
Ж

bent beftimmten gntegraíj f (x) dx biejentge gunttion y (x), 
•®o ։

beren $ if ferentiatqu otient ebenfaítž gteidj f(x) ift, bie aber 
für x = x0 ben SBert O befi|t ®er SSert bež beftimmten Snte» 
graté ergibt fidȘ anž bent bež unbeftimmten integrálé mit 
4>iífe ber ®íeicf)itng

ÍP(«‘) = ір(а?) —

§ 29. Jntegralfnrntoltt.
Tie SSerte ber unbeftimmten integrate ber einfadȘften gitnttionen 

ergeben fid) auž ben Umťeljritngžformetn int § 17. fjiernad) ift, ioenn c 
eine gegebene Confiante, ® bie beliebige ¡gntegrationétonftante Ьедеіфпet :

(1) Ic • dx = cx + S

(2) Jcx ■ dx=֊^xi + Й

(3) fеж” • dx^—^֊¡- xn+1 + ®
J ” + 1

(4) ՛ ^x = n ՛x Vх ՜ւ*  ®

(5) fcosx ■ dx — sina: -f- ®

(6) У sin« ■ dx = — cosa՞ + Ո.

Sejeidjnet man irgenbeine ber unter bem gntegratjeidjen fteíjenben 
gunttionen mit f(x), bie entfprccí>enbe gunttion anf bér rechten Seite, 
bie nod) eine roiűtüríidje abbitiue Śonftante enthält, mit tp (ж), fo ergibt 
fid) ber æert einež beftimmten gntegraíž oon ber gonit (1) biž (6) 
jmifdjen ben ©renjen x0 unb x auž ber ©leidjung

dľ
J f (x) dx= tp (ж) — tp (я?0)
æo

§ 30. ©etlptelo.
■Jieíjmen mir junt ©djlitß junädjft baž im § 25 bepanbette Seifpieí 

mieber auf, fo merben mir ttodj beufíidjer aíž biéper ertennen, einen mie 
uberauž großen Sortéit bie 3urüclfüijrung bež urfprünglidjen gntegrat 
begriffž auf ben bež Tifferentiaíquotienten gemätjrt.

1. SBcijpicl: ©ž fotí ber gnpaít ber oon ber jarabel 
y = mx2, ben Drbinaten jmeier beliebigen Surbenpuníte Ao, A 
unb ber Stbfjiffenadife begrenzten gtädje beredjnet merben. 
(Sgt. gig. 17.)
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$aã unbeftiiunite integrat ір(ж) = /mx2 • dx í>at nad) ber 3«*

®er gefudjte gíädjeniuíjaít F = <p(x) ift gïeiclj bent SSerte be§ be« 
ftintntten integrálé

<p (ж) — ßnx2 ■ dx.
Xq

tegratformel (3) int § 29 ben SSert y«s + ®( alfo M baã beftiniinte 
integral <p (x) ben SSert ip (ж) — ip (ж0), b. Í). её ift

2. žBeifJtiel: Sine Яигое ift burd) bie Steidjung
10?/ = 12ж + ж2 — x3

gegeben. 3Jlan fotí bie ®urüe jeidfnen unb ben Snïjalt ber 
glädje berechnen, bie t>on ber Šttrbe unb ber Slbfjiffenadife 
begrenzt wirb unb bie fid) vont Soorbiuatenanfauggfjunfte 
big ju ber jur Slbfjiffe x = 3 gehörigen Drbinate erftredt.

2Iu§ ber ßetdinung ber ftitroe (bgt. gig. 19 ber gigurentafeí) getjt 
fieroor, baß bag ju beredjnenbe fdjraffierte giädjenftüd oberhalb ber 
Ślbfjtffenadife liegt. ®ie Śoorbinaten ber ju einer genauen .Qeidjuung 
erforberltdjen Sulminationgpunïte ber fòtrbe finb nad) § 10 ju be« 
ftintmen unb hefigen bie SSerte

1 4-1/37 ж=—F-

b. í). жх = 2,36; y-լ = 2,07; x¡¡ = — 1,69; y2 = — 1,26. 
Snbíid) ift ber gefudfte gíadjeniníjaít

3
F= J^f(x)dx, Wo f(a¡) = • (12ж + ж2 — ж3) 

o

ift. ®ag unbeftinttnte gntegrat
ip(x) = I f(x) dx

íjat nádi ben Qntegralfornteln (2) unb (3) int § 29 ben æert
Го • (<5®S + ț - í) + ® ¿ ՝ (72 + 4ж - ЗІ»2) + Ä; 

ntitljin ift baž beftiwmte gntegral

unb inžbefonbere 
F=Jf(x)dx = ^- = 4,275,

О

ein Söert, ber Ьигф bie Sigur mit großer ©enauigfeit betätigt Wirb.
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!ímk«í:
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3. Seiffnel: Шіап foil ben gíädjeniiiíjalt einež öon ber 
Sinuêturoe unb ber SIbfjiffenadjfe begrenzten Segmentă be*  
гефпеп.

Tas ín S3etrndjt fommenbe Segment ift in gig. 9 ber giguren» 
täfel fdjraffiert gejeidfnet. Ter glâdjenințiait biefeg Segments ift

Л

F= f sin® • dx.
о

Sinn íjat naâ) ber gntegralformeï (6) baž unbeftimmte integral 
ip (ж) = J1jinx • dx ben SBert — cos® + 

alfo ift
X

J'sin® • dx — [— cos® + — [— 1 + = 1 — cos®;
о

fomit ergibt fii, für ben յո beftimmenben gläcíjeniníjalt ber SBert
Ո

F= Сsin# - dx = 2.
o




