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Integrationsmöglichkeiten
der Hamiltonsehen partiellen Differentialgleichung

mit n Variabein.

Die Hamiltonsche partielle Differentialgleichung hat die allgemeine Form:
ÕW ÓW

Iх2 ¿ux — Í2 — h = 0 (1)

wo die ճ.Հձ die Eigenschaft haben, dass Ax¿ = A^z ist, und die Grössen A und Q Functionen der Variablen u¡ 
(i = 1, 2, . . n) sind. Die Grösse h ist eine Constante. In einer früheren Arbeit*)  hatte ich die Integrations­
möglichkeit der betreffenden Differentialgleichung mit drei Variablen untersucht, wobei noch die Bedingung 
gestellt wurde, dass eine Variable nicht explicite in der Gleichung enthalten sein sollte. In dieser Arbeit 
sollen die Integrationsmöglichkeiten für n Variable untersucht werden, was Herr Prof. Stäckel schon in seiner 
Habilitationsschrift**)  ausgeführt hat, wovon ich erst nach dem Erscheinen meiner früheren Arbeit durch Über­
sendung der Schrift von dem Herrn Verfasser Kenntnis erhielt. In meinen Untersuchungen gehe ich von der 
Jacobischen Methode zur Integration partieller Differentialgleichungen erster Ordnung aus und gelange zu den­
selben Ausdrücken für die Coefficienten A. Während jedoch Herr Stäckel die fernere Bedingung stellt, dass 
die Ausdrücke für die Grössen A von den willkürlichen Constanten unabhängig sein müssen, zeige ich, dass 
diese Bedingung gerade so wie die Bedingung Ax¿ = A/x von selbst erfüllt wird. Es ist hervorzuheben, dass 

w

*) Integrationsmöglichkeiten der Hamiltonsehen partiellen Differentialgleichung mit drei Variablen. Beilage zum Programm 
des Schiller-Realgymnasiums zu Stettin. Ostern 1898.

**) Uber die Integration der Hamilton-Jacobischen Differentialgleichung mittelst Separation der Variabein. Habilitationsschrift 
von Dr. Paul Stäckel. Halle a. S. 1891.

die Functionen p¡ = (ulz u2 . . unz at . . an) (i = 1, 2, . . n), wenn p¡ = — ist, nicht völlig beliebige Functionen 
ԺԱյ

sein können, sondern entsprechend der Jacobischen Methode müssen sich aus ihnen Functionen H (պ . . un, 
pt.. pn) = a¡ (i = 1,2,.. n) ableiten lassen, welche die Jacobische Bedingung (H, Hk) = 0 (i, к — 1,2 . . n) identisch 
erfüllen. Ich zeige ferner, dass die Kräftefunction Ճ in der Hamiltonsehen partiellen Differentialgleichung bei 
Anwendung der für die A geltenden Ausdrücke frei von den willkürlichen a sein muss, während Herr Stäckel 
diese Eigenschaft der Function Ձ zum Ausgangspunkt seiner Formeln macht.

Die specielle Bedingung, dass die Integration durch Trennung der Variablen möglich sein soll, liefert 
nur iüsofern eine Vereinfachung, dass die aus den n Functionen p, = wi (uiz alz a2 .. an) (i = 1, 2 . . n) sich er­
gebenden Functionen H, (պ .. unz p,. . pn) — a¡ (i = 1,2.. n) von selbst die Bedingung (H¡ Hk) — 0 (i, к — 1, 2 . . n) 
erfüllen.

Bevor ich die allgemeine Jacobische Methode anwende, will ich zunächst die Formen der partiellen 
Differentialgleichung aufsuchen, welche sich bei Trennung der Variablen aus der Anwendung der Cauchyschen 
Methode ergeben.

Setzen wir 2 Զ = Q' und lassen wir
Hamiltonsche partielle Differentialgleichung über

n 
f= Z AXÂ

z,/. 1

die Striche fort, setzen wir ferner պ = 2h, so geht die 
in:
aw ŐW _ ()_
cuz du¿

i = 0 (2)
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Das

3 Զ

wenn px =

Also ergiebt sich:

(3), wo cn eine willkürliche Constante ist.

dPn-i

2■“ ^iX Px
X

dp.

Soll
so muss die

dp„

Alsdann geht die totale Differentialgleichung über in: 
du,,  — dpn

¿Un-1 <4-1

¿u„-i

du„

Alsdann geht die Differentialgleichung, wenn wir noch den in (3) für pn gefundenen Wert einsetzen, 
über in:

dUn-i

Um die Gleichung: 
dUn-i

2 An-l'X Px
x = l

2- Atx px
X

j, ¿Ax, 2 

x, 2=1

integrierbar zu machen, muss zunächst sein:

An.vx = 0; für x = 1, 2 . . n—2, n.

2 A' Anx Px
X

4ť

-, sodass Ք = Թ(պ . . un.t) փ C'n (ut . . u,,^) ßn(un) ist. 
vun

SW .-R— ist.
oUx

die Integration durch Variabientrennung möglich sein ohne Elimination einer der Grössen p aus (2), 
totale Differentialgleichung

dun

¿Ax2 ô Զ¿Ax2
2 — Px P2 — Հ dU¡ ™ dU¡

т֊------ PxP2¿«n-l

(Un) 
au,,

Mithin erhalten wir durch Integration:

dPn-i_______________________________________________________________________

9Л n V aAx'2P 1 ¿An-1,n-l„, I ^c/n(u,,uä..u11_1)f , ՀՀ(սո' 
.   p"-‘ a,¿1K7few + ~<ГР “+-------ЧТ—'■<"">+T(i

Damit die px p¿ für x, 2=1, . . n —2 fortfallen, muss sein 
¿Ax 2-=-^֊ = 0 (x, 2 = 1, 2, . . n — 2).
üun-l

• շ C'„ (U1.. Հ*  j fn (un) c; (ux .. jPx p2 - ' W }

Nach Multiplication beider Seiten mit C'n (պ . . un.t) ergiebt sich:
— dpn__________
¿4 (Un) d2 _ ££'

¿Un P " ¿«ո

hierzu gehörende System totaler Differentialgleichungen ist 
dux  du¡ dun dp,

Z¿Ax2 öß
А -Д----Px P2 — д'x2 ¿u' ¿ui

dPn

оѵл ¿Ax2 ¿ß

integrierbar werden. Damit dieses möglich werde, muss sein 
¿ß _ C ZU u \ ¿ßn (Un)
=-֊ — նո լս1Հ . . սո.յ-----------
VUn

Ferner muss sein A„x = 0 für x = 1,2 . . n — 1 ; An/n= C'n (պ u, . . un.x) fn (un).
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Hiermit reduciert sich die Differentialgleichung auf:
dUn-i___________=

n-1 Pn-1

Damit in dem Nenner der rechten

An-i/n-i = C'n-i («i ■ ■ «n-շ) 4-i («ո-i)

C'n (Ul • • Un-1) = C'h.j (u, . . u,,.2) Cn.t (un֊1)

Alsdann geht die Differentialgleichung über in nach Multiplication beider Seiten mit C^.j (պ . . n—-2)
dun-i___  _ — dPn-i_________________ _________________

2 4-1 («ո-l) Pn-l Ч-i (Un-1) n, I „ dCn-l (Un-1)  ^n-l (Un-l) 
aun.t P"֊1 ՛ c“ aun.x aun.x

Hieraus ergiebt sich durch Integration:

4-1 (Un-1) P’4-1 = — cn Գ-1 (Un-1) + Վ-1 (un-1) + Cn-1, wo c„.j eine Integrationsconstante ist.

Für die А haben wir gefunden:

An/n = C'n-1 («i • • Աո-շ) Գ-1 K-i) 4 («n); An,x = 0 (x == 1, 2 . . n — 1) = 0 (x,2 = 1 . . n — 1)C Աո
aAx շ 

An.i,n-1 = С4.І (u, . . un.2) 4_! (UnJ; An.x, x = 0 (x = 1, 2 . . n — 2) ^—֊֊֊ = 0 (хД = 1, 2 . . n — 2)

Զ = Թո.2 (ux . . սհ.2) + C'n.x (u, . . սո.2) ßn.x (un.x) + C'n.x (պ . . սո.2) Cn.x (un.x) -Qn (սո)

ťn-1_________________________________________________________________
dAn-іл n-i n2 i _ ¿C՜.. (ui/u2 • • Աո-i) __ d£'(Ui • A-t) 

aun.i Pn-i + cn aiVi

Seite kein u„ vorkomme, muss sein

Fährt man so fort bis zur Integration der (n — i-f- l)ten Differentialgleichung, so wird sich ergeben: 
An,n — C n-i-pi (ux • ■ Un-i) ^n-i + l (^n-i + l) • • ■ • Cn.x (un-i) 4 («n)

An-lz n-1 ^J-i+l («1 ՚ ՜ -i) Qi-i+1 (Un-i + l) • • • • Cn.շ (սո.շ) 4-1 («n-1)

 (A)
Ац-і + і/ n-i+1 n-i + 1 (U1 • * Un-î) 4-i + l (Un-i + l)

Ax շ — 0 (x,Â — n — i -+ 1, n — i + 2 . . n); die übrigen AX/2 sind von u„ . . un_i+x unabhängig.

՜- = ii n. i (u, . . Աո .լ) C ո. լ-|-լ (Ալ • • Un-i) Ün - i+ 1 (Un-i+1) ՜՜է՜ n-i+1 (^1 • ՛ Un -i) Qi-i + 1 (Un-i + 1) ^n-i + 2 (^n -1+2) ՜է՜

. ^4-i+l (Ql- -un-i) Cn-i + 1 (un-i+l) Qi-i + 2 (Աո-1+շ) • • • Сд-i (Un-1) iin (Un)

^4-i + k (Un-i + k)____ fii-i + k+1 Qi-i+k (Un-i+k) ՜է՜ fit-i+k

4-i + k (un-i + k)

Die nächstfolgende zu integrierende Differentialgleichung ist:

du«-,
n

2 -^n-i/X Px
x = 1

— dpn_i
“ 5AX2 ՕԶ
А - „ ֊ p« P2 — -

x,2 1 ^n-i ^Un-i

Zunächst muss wiederum sein:
A„.¡,x = 0 für x = 1, 2 . . . n -— i — I, ferner 
aAx շ
-x—— — 0 für x, À == 1, 2 . . . n — i — 1
aun.i

Die Differentialgleichung geht dann über in:

dii
K-i
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Unter Berücksichtigung der in (A) gefundenen Ausdrücke werden die einzelnen Glieder des Nenners 
der Differentialgleichung:

n2P n-i + 1
dAn-i+i, n-i+i 

dUn-i+i
_  ffii-i+1 Oh-i + l) Cn-i + 2 Qi-i+1 Qhi-i+1) + Ղւ-i + l d Czn -¡4֊ լ (Uj • • Un. i)

^n-i+l Օն-i+l)
fn-i+l (un-i + l)

P2n-i + 2

2 Aizi p.

wenn wir schon berücksichtigen:

Setzen wir die für die p erhaltenen Werte ein, so ergiebt sich:
duj _  — dp,

9Д P ¿Ai'i p2 |paC'i(uö («Г)
2A1zlPj ԺԱւ p,+c2—£֊—-------- ^֊_

dAn-i+2,n-i+2

K-i + 2
__ ^n-i+2 ('hi-i+շ) ^n-i+ä C*n-i+2  (Աո-յ-Ւշ) + Cn-i4-2 °C n-i+1 Oh ■ • Un-i)

Cl-i + 2 (Un-i + 2) ժս
Qi-i + 1 (Un-i + lj Airi+2 (Чі'-і+г)

f>n) ’n

 — dPi

P 2

P"n-i + cn-i+l

dUn-iaUn-i

cn -i

<4-i dun-i
Die Differentialgleichung geht

<4-i

dUn-i

ո-ւ֊Ւ1
^n-i

*n - i/n - i 
dUn-i

r>2 d An-i-ł-k, n-i + k . ^n-i + k (un-i + k) Cn-i + k + l Qi-i + k (Un-i + k) 4՜ Cn-i+k
₽”-+*.  öun.i+k ֊ “ fn.i+k(u-Țy

Durch Zusainmenziehen wird der Nenner von dpn.¡ gleich

aAn-i'n-i„2 , „ dC'n.i+1 (ulzu3..un.i) ^'„.¡Oh .. U„.i) 
Дп Рп-і՜ГЧ-і + ւ

un - i

also über in:
_ ____ — dp„.i

Damit hier eine Integration möglich werde, muss sein:
An-iz ո-i C*  ո-i (U1 Հ u2 • • Un-i-l) ^n-i Ohi-i)

n-i + 1 C ո-i Oh • • ^n-i-l) ^n-i Oh-i)

£'n-i = C'n.i(u1 . . . un.¡.։) Վ.։(սո.։)

Alsdann erhalten wir nach Multiplication mit C'n.¡ (ut . . un.¡.։)
dUn.¡ --  dPn -¡

9.f .(11 Л p . dfn-i(Un-i) շ I ^Cn-i(u_n-i) ..... °~n-i (un-i)
"£Ո-1\ԱՈ-1/ Pn-i P ո-l Г ՆՈ-1 + 1 Դ---------------

0 hi - i

2 An - i t n - i Pi

dQ _a/zn.i(u1.
¿Ч-i ¿«n-l

dUn-i

Durch Integration ergiebt sich dann:
^n-iOh-i) P"n-i == ո-i (^n-i) Cn-i + l Cn-i(Un-i) 4՜ Cn.¡

Fahren wir so fort, so gelangen wir schliesslich zu der nten Differentialgleichung: 
dU չ
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Es muss also Alzl gleich einer Function von pL sein. Setzen wir also A1M = f1(u]), C\ (u։) = Ck (պ); 
P'i (ui) = ֊Հ (új, so erhalten wir durch Integration:

4 (ui) P2i = A («i) — Գ Գ (u,) + c,
Wir sind also zu folgendem Resultat gelangt:

Soll die partielle Hamiltonsche Differentialgleichung durch Trennung der Variabein möglich sein, und 
sollen sich die n Lösungen direct aus dem System der totalen Differentialgleichungen ergeben, so 
müssen in der Differentialgleichung

| 21 Ax 2 px p;֊ — Ձ — h — 0
x,2

die betreffenden Grössen von folgender Form sein:
An,n = Գ (պ) C2 (u2) . . . C,,.! (un.j) fn (un)
Ад-І/ Ո-l Գ Oh) Գ (Աշ) * ■ ■ Cn_2 (Աո.յ) քղ-է (Un-1)

An-i = Գ (պ) C2 (u2) . . . Cn.։ (и„.Ь1) fn.i (un_i) (B)

A, = Cj (պ) f2 (u2)
A, = fi (Ալ)
ß = (ui) + Ct (uj ß2 (u2) + C։ (u։) C2 (u2) £?3 (u3) + C։ (u։) փ C2 (u2) . . . Cn ֊1 (un_i) Pn (un)

Die n Lösungen werden dann:
_2 _ 2 4 (un) + Գ
Pn fn(un)
n2 _ 2ßn-i(Un-i) — c„ Cn(un.t) փ cn.t
Pn՜1 ГгКЗ (C)

2^2n-i(Un-i) Vn-i+1 Gn-i(un-i) + Cn-j 
fn-i(Un-i)

, 2&i (պ) — cä Գ (պ) + ct
1 fl (Ul)

Durch Einsetzen der Werte der p ergiebt sich, dass q = 2 h sein muss.

Für die Function W erhalten wir dann den Ausdruck: 

wobei zu beachten ist, dass cn+1 = 0; cx = 2h ist.

Die Integralgleichungen werden dann:

Գ («i) — c-շ Գ (u,) + c, J ft (új

Հ Լ <4______Г Ck.i (uk.i)_______________________ duk-i ___
J շ|/շ Pk (uk) — ck+l Ck(uk) + ck |/fk(uk) յշ՜յ/շՔէ.! (Ui.j) —ck Cka(uk.i) + ck.։ j/fk_i (ukJ 

für к = 2z 3 , . . n, wenn die у willkürliche Constante sind.
Um eine andere Form für die partielle Differentialgleichung zu erhalten, können wir annehmen, dass 

die Grössen A den Factor q> (ulzu2 . . . un) gemeinsam haben, sodass A^/Zi =y< B^ Nach Division der 
beiden Seiten der partiellen Differentialgleichung durch <p geht dieselbe über in:

n P h
i Հ Bx ; Px P2 = -- +
x,L 1

(3)
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Um die durch Trennung der Variablen integrable Form zu erhalten, können wir die voraufgegangenen 
_ Q h

Untersuchungen benutzen, wenn wir Q =---- ]֊’— setzen.Ç? ' cp
Nach dem System (B) wird dann Bx շ = 0 x § 2 

Bn/n — Cj (ft) C2 (Աշ) . . Сд-լ (Un-1) fn (Un)
Bn.i, n-i ՜ Cj (uj C2 (u2) . . Cn_2 (un.2) fn.t (un-i)

Bi = fi («i)
֊֊ = g! (պ) + Gj (պ) g2 (u,) + ... Ct (պ) C2 (u2) . . Cn_! (un.J gn (un)

1 = cpx (պ) + Ct (պ) (p.¿ (ս2) + ... Ct (պ) C2 (ս2) . . . C,,.! (սո.,) <pn (սո)

Es hat alsdann die vollständige Lösung W die Form:

2 gi (u¡) + 2h<Pi (u¡) — ci+1 C¡(u¡) + C; ֊— 
|/fi(u;)

wo cn4_1 = 0 zu setzen ist. Setzen wir die hieraus sich ergebenden Werte für px in die Gleichung (3), so 
muss c, = 0 sein, wenn die Gleichung (3) realisiert werden soll. Die Hamiltonsche partielle Differential­
gleichung hat dann die Form:

______________fi (u)________________ լ Գ(Աւ)- - -Գ-ւ^տ-ւ) Է(պ) , _
<P1 (սւ) + • • Գ (պ) • • • 9?ո(սո) ^ ՚ ՚ >ւ (պ) + • • • Գ(պ)... ç>n(un)

gi («i) + Ci (Ui) g-¿ (Աշ) + ■ ■ • + Ci (ui) ■ • • Գ-i (Աո-i) gn (Աո) _լ հ

9h (սւ) + • • • Ci (սւ) • • • Գ:ո («ո)

/ 2j/2gk-l (uk-l) + 2B 99k-l (uk-l)---- Ck (Ufc-1) + Ck-1 |/ ^k-1 (uk-l)

k = (2,3..n); cn+1^=0

Der Fall, in welchem mehrere Variable explicite in der partiellen Differentialgleichung nicht vor­
kommen, und die Ax2 den Bedingungen des Systems (B) entsprechen, erledigt sich ohne weiteres.

Ist ferner AX/ շ = 0 für x § 2; AZ/ z = Cz (ux) für x = 1, 2 . . n, so muss Ձ = ՀՀ (պ) փ Q2 (u2) . . 
Qn (un) sein, und die Hamiltonsche partielle Differentialgleichung nimmt die Form an:

Գ (պ) p? + C2 (u2) p2* + . • Cn (un) p2n - 2Ą (պ) + 2ß2 (u2) + 2£>n (un) + 2h

Die Integralgleichungen werden dementsprechend:
n Г 9h (Պ)

T ' i = l ]/2'4-

du¡

Das hierfür gültige Linienelement ist von der Form:

setzen, geht die Differentialgleichung über in:d2

7

dft2 + dft2 + . . d/i2nz denn, wenn wir ft —

für welche Gleichung das Linienelement die betreffende Form hat.
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Ո’

(A)

gehörende Unterdeterminate mit Jk/i; so; und bezeichnen erhalten wir, dal

(2)

(3)

die betr. Functionen

•^1/2 . 
»

(H, Hk) = 0 (i,k = l,2..n)

+ • • An/ty-

sich die p als Functionen der u und a, also Pi == co¡ (պ . . un, at . . an) 
duj + . . pn dun. Setzen wir diese für die P erhaltenen Functionen in

Durch Elimination ergeben 
(i = 1 . . n) und es wird dW = P1 
die Functionen H ein, so werden diese Gleichungen zu Identitäten und wenn wir dann nach a3 differentiieren, 
so erhalten wir das System:

Function Hx vorkommt, so 
Differentialquotienten von Hj 
J = |ÉPi

I dOk
nicht gleich null sein kann:

¿Pt i 
a Pi a as 
ан2 aP1 Լ 

a Pi a as

ан, аР, 
а Pi äas

Solcher Systeme erhalten wir n. Fassen wir sämtliche Gleichungen zusammen, in denen die 
sich die partiellen

ан, zh
ãp-շ ՜ ՜ձ 

Differentiation : 
a H, _ n

A' AizsPi
i=l

ан, zilzl .
ар, л ’

Aus Gleichung (1) ergiebt sich durch

erhalten wir ein System von n Gleichungen, aus dem 
nach den p bestimmen lassen. Setzen wir

• u- йРіwir die zu —
°«k

aPs

Alsdann geht das System (2) über in:

A A¡, 2 p, — B j, շ ; 
i=l

2.
Um noch allgemeinere Formen für die Ax շ zu erhalten, wenden wir die Jacobische Methode zur 

Integration partieller Differentialgleichungen erster Ordnung an. Um symmetrische Resultate zu erhalten, 
setzen wir die gegebene Hamiltonsche partielle Differentialgleichung:

i A՜ AX/ я px p2 — Q = h = «x = Hj (1)

Die n — 1 übrigen Lösungen seien H2 = a2, . . . Hn — a„. Gemäss der Jacobischen Methode haben 
diese die Bedingungen zu erfüllen:

Օսչ 
ан, ,t 
a a2

folgende System:
i л őPi _ 

ap,, _

A Aizj Pi — Bj ;
i=l

wenn wir noch Bi/k = -֊— setzen.

Da die Gleichungen des Systems (3) zu Identitäten werden, wenn wir für die p
°> einführen, so erhalten wir durch partielle Differentiation der tten Gleichung des Systems (3) nach Ein­
setzung der Functionen a> für die p nach den a das

A a-PA + A 0p¿A1/t¿ai + A2/t¿ai

A ÊP1 4 А
Ä1/ta«2 ] ֊Հէ а«..

ан, aP1 
äpx das

ÜH1 
ãp2

а p -շ 
a«s +. . + а Hx 

aPn
aPn = 
âas = 0

ан2 ар3 -1 I ан2 ap,. Û
аРй a «s "Г • • г apn da.

ан, 
а Ра

ар2
+ • • +

ан, 
apn

£Pn =
das = 1

анп
ар2

apż 
<9«տ

ľ • +
анп 
apn

aPn _ 
das = 0
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Aus diesem System ergiebt sich:

Führen wir noch die Grössen В ein, so wird:

(4')

(4)

Dies ist die Formel, welche der Formel (17) auf Seite 10 in der Abhandlung des Herrn Stückel 
entspricht.

Bei dem Beweis, dass Aszt = Atzs ist, geht Herr Stückel von einer Formel aus, die sich aus der 
Bedingung ergiebt, dass Ձ von den Constanten a unabhängig ist. Das Gleiche lüsst sich beweisen, ohne von 
dieser Bedingung Gebrauch zu machen, wenn man die Determinanteneigenschaft benutzt:

0 k§l
1 k= 1

Ebenso muss sein: j О к § 1 
I 1 k= 1

=0

Da diese Gleichungen nach Einsetzung der für die p erhaltenen Functionen Identitüten werden 
müssen, so erhalten wir durch Differentiation derselben nach afl und ak:

n
2’ Blzi

i=l
n 

Bui
i=l

Subtrahieren wir die zweite Gleichung von

+ 1 = о
i = l t

+ i ֊ 
i- 1 ó«k

der ersten, so erhalten wir:

d2Pi

d2Pi 
dak

v ¿Bi/i d Pi = շ- £BlzJ ¿p,
i = l ¿«u i~l ôuf<

Setzen wir der Reihe nach k= 1, 2 . . n, multiplicieren wir beide Seiten der Gleichung der Reihe nach 
mit B1/s, B2ZS . . Bnzs und addieren wir die erhaltenen Gleichungen, so ergiebt sich:

Setzen wir der Reihe nach
Bi,t, B2zt . . Bnztz und addieren, so

1
2 ßA 

/1 = 1

Hieraus ergiebt sich:
/i = l - ö«k

Also: AsZt=Atzs.

(5)

multiplicieren
wir:

<5p,
c>akк 1

<9 «к

Ո
2’ в

ո 
= z

n
= Հ

èl‘/i
dB։,i

да/i
wir diese Gleichung der Reihe nach mit

В

Ո
շ՛ в„ 1•5-„ Л ' За,, է=1 i"

ո
BkZ8 

i=l

ÔB1ZS

dBŁzs _ շ aBlzi ¿p;
Safi k=l il k/S

fi = 1, 2 . . n, 
erhalten

¿Blzs

Hieran möge sofort die Formel für As/S angeschlossen werden, wenn Ai/k = 0 für к i. Für-diesen
Fall gehen die Gleichungen (3) über in Alzl pj = Blzl; A2z2 p, = Blz2 . . . An/n pn = Blzn.

Führen wir die Determinante D ==

2n Ճ p, p2 . . P11 = D und

ein, so ist bekanntlich:

2Ո_1Հ,Տ Pl • • Ps-1 Ps + l • • Pn = Di/s

Aus beiden Formeln ergiebt sich durch Division:

Es ist B, zs 2 p» , wenn man Gleichung (6) berücksichtigt.

(6)
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T

n und multiplicieren wir die einzelnen Gleichungen mit

Demnach ergiebt sich:
(8)

die Werte:

n)

so geht die Hamiltonsche partielle Differential-

ar?
a «s

dass
aus

£Pt — 1

f Вма a«s

֊¿֊֊լ' und addieren die oa,

Werte für As,t aus den 
befriedigt werden. Wir

(s = 1, 2 • • h)

Ճ

t=l

die Kräftefunction Ք kein a enthalten kann. Thatsächlich 
den Formeln für die Coefficienten As,t. Es lässt sich nun 
erfüllt werden, Q auch kein a enthalten kann.

Berücksichtigen wir die Gleichungen des Systems (3), 
gleichung über in: ! n

V 2 p; B1/yi = Q + «լ
2 = 1

Diese Gleichung muss zu einer Identität werden, wenn wir die Functionen ю für die p einführen.
Differentiieren wir dann nach a, (s = 1, 2, 3 . . n), so erhalten wir:

v 1 ռ 2 ֊օ =— Впя
2=1 2

n i Р2
2=i2 оа*

<Դէ z £Р2 
a as a as

^p-B

v1֊ Pi = 0oa,
“ а в

i = l
ո 
շ՛

i = l

Diese Bedingungsgleichungen müssen bestehen, damit durch Einsetzen der 
Gleichungen (4) in die Gleichungen des Systems (3) diese Gleichungen identisch 
gelangen also zu dem folgenden Satz:

Wenn die Coefficienten А der Hamiltonschen partiellen Differentialgleichung
ո ¡jj)
2 -y— B(,s haben, so muss As,t = At,B sein, und es müssen die Bedingungsgleichungen erfüllt 

werden: Z 2 Pi = 0; ł Pi = 1 (s = 2, 3 . .
ւ— լ u i=l ժ«ւ

Erst mit Erfüllung dieser Bedingungsgleichungen werden die Gleichungen:

2Ai,tPi = B1,t (t^l,2..
i = l

nach Einsetzen der Werte für A;,t zu Identitäten.

Diese Formeln (8) leitet Herr Stäckel in seiner Habilitationsschrift ab aus der Bedingung, 
sind diese Bedingungen nur Folgerungen 
leicht zeigen, dass, wenn diese Bedingungen

1 Bi,.
t = l

n
r 2 B4,t v- 

t=i da,

Da nach (5) = AS/S ist, so folgt As,s = (7)

Aus den Formeln (3), (4) und der Bedingung As,t = At/S lassen sich auch Relationen ableiten, 
welche bestehen müssen, damit Զ frei von den willkürlichen Constanten а ist. Nach der tten Gleichung des 
Systems (3) muss sein: n

2’Ai,tPi = Bt,t
i=l

Setzen wir hierin den aus (4) sich ergebenden Wert für A¡,t ein, und beachten, dass Ai/t = At/i ist, so folgt: 
Ո n

b/z z t
i = l;u=l

Setzen wir jetzt der Reihe nach t = 1, 2 . .
so erhaltenen Gleichungen, so erhalten wir:

das
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Die ersten Glieder der linken Seite dieser beiden 
erhalten wir: Gleichungen werden gleich 1 resp. 0, also

Wenden wir jetzt unsere Formeln (8) an, so folgt aus diesen Gleichungen; 
a.Q ë Զ

ã^=°: färs = 2,3.. ո (9)

Wir haben also gezeigt, dass die Bedingungen (8) die Gleichungen (9) nach sich ziehen In Folge 
dieser Bedingungen (8) kann ii kein « enthalten. Der Wert für Ձ ergiebt sich ohne weiteres aus der 
Hamiltonschen Differentialgleichung, wenn man für die p die betreffenden Functionen co einführt.

Es ist ferner nachzuweisen, dass die sich aus (4) ergebenden Werte für die As,t von den a unab­
hängig sind. Herr Stückel macht dies in seiner Habilitationsschrift zu einer besonderen Bedingung. Es 
lässt sich zeigen, dass diese Bedingung ohne weiteres erfüllt ist.

Die Gleichungen (4) sind unter der Voraussetzung abgeleitet, dass die As,t von den a unabhängig sind, 
s muss sich also auch aus diesen Formeln (4) direct ergeben, dass die As,t von den a unabhängig sind, 

x ehmen wir zunächst an, die As,t enthielten a, so würde sich aus den Gleichungen (3) durch Differentiation 
nach a„ wenn wir uns die Functionen œ für die p eingesetzt denken, ergeben:

Es ist nun
folglich ist

(10)

für
Da pt § 0 ist, so muss sein zu

der Formel (4)

(s = 1, 2 . . n)Pi

wird

Pi

Führen

Pi = (U)

Functionen со eingeführt, diese zu

dieses 
den a 
i iS t. 
zeigen

(t,s = 1, 2 . . n)

so werdenDenken
Identitäten, und

sind, so folgt, wenn

n
= 2

i 1

Da AJ/t — At/i sein muss, so

wir die Differentiation 
n ¿A 

i=l da,

n ¿Av _Զւձէ 
i=l èn>

wenn Ai/t = 0 
-ètzt = 0, was 

c’a.

aiȘ 
= 1 -м 1ժ“ 

i=l

n ë\
i l ¿«S

ë շ в
u֊l da»

------- 5------- --- Pioa,

dB1/t
ë a.

ë 2 B/¿ ¡
/¿ida»

--------------- P¡

aus, so erhalten wir: 
¿Blzi £В^,Л 
daM ëa, ) P1

auf der rechten Seite 
ո n /а-’в1Н

wir uns in den Formeln (8) für die p die
durch Differentiation nach a„ ergiebt sich:

rĄ՜ P’ +
i=l c«/í da, i=1 CöM

y A aPj _ aB1/t 
i izt da, ~ ëa. ՝

n ëA^-y֊Pi = 0 (s,է = 1,2.. ո)
ո=1 's

Da kein p gleich null ist, und sämtliche p von einander unabhängig 
Gleichungssystem bestehen soll, dass = 0 (i = 1, 2 . . n), d. h. die Ai/t (i = 1, 2 . . n) sind von 
unabhängig. Dasselbe gilt von allen A*, t (i,t = 1, 2 . . n). Dasselbe gilt auch, 

Alsdann geht die Formel (10) über in p. = 0
oas 

war. Das gleiche gilt für alle At,t (t = 1, 2 . . n).

Es ist nun unter Anwendung

(12)



11

Pi in (11) ein, so erhalten wir:Setzen wir den sieh aus (12) ergebenden Wert für

լտs

1 1 в  

i=l /¿=1

Unter Benutzung der Formeln
¿Ai,t 

i֊l 4

, ¿Bi/i ÖBa,t

i й«« P1

(8) geht die Gleichung über in:

_ у у ^Bizi ¿Pi г> , дВі/t 
Pi՜ + Süs

Nach Formel (5) ist die rechte Seite gleich null. Mithin ist:

(s = 1, 2 . . n)

Also sind entsprechend unserer vorhergehenden Auseinandersetzung die Ausdrücke:

von den а unabhängig.
(i,t=l,2 .n)

Wir sind also zu dem Resultat gelangt, dass sämtliche Bedingungen, welche Herr Stacked in seiner 
Arbeit aufstellt, von selbst erfüllt werden, sobald nur die p durch Elimination aus der gegebenen Gleichung 
und ihren n—1 Lösungen hervorgegangen sind. Diese Ergebnisse unserer Untersuchuug können wir zu 
folgendem Satz zusammenfassen:

Sind die Coefficienten der Hamiltonschen 
Д  у dBjzt g P  л 

•“szt — WO “!»k — /I '
/Հ=1 °afl Л

ist und die p solche Functionen von պ, u2 . . . un, a¡ . . . an 
Form H¡ (uj . . . un, P1 • • • pn) = Պ (i = 1, 2 . 
(H¡Hk) = 0 (i,k =
gebenden Ausdruck, so ist stets eine Integration möglich, 
und für Ձ sind von den a unabhängig und es ist ferner As/t = «t,s.

partiellen Differentialgleichung von der Form: 
dpi 
öak und Jj,t die zu y- gehörende Unterdeterminante 

sind, dass sich aus ihnen Functionen von der 
. . n) ableiten lassen, welche die Jacobische Bedingung 

1, 2 . . . n) erfüllen, und hat die Kräftefunction Զ den aus der Form der As,t sich er- 
Die Ausdrücke für die As/t (s,t = 1, 2 . . . n) 
= А

3.
Soll die Integration durch Trennung der Variabein möglich sein, so sind die Grössen p Functionen 

von der Form p¡ = (u¡, օդ . . օդ) (i = 1, 2 . . n). Die sich aus dem System der p ergebenden Functionen 
H; (պ . . un pj . . pn) = օդ (i = 1, 2 . . n) erfüllen ohne weiteres die Jacobische Bedingung (H,Hk) = 0. Dem­
entsprechend gilt, wenn die Integration durch Trennung der Variabein möglich sein soll, folgender Satz:

und zt,k die zu —— gehörende Unterdeterminante ist dak
und p; = <w¡ (ս;,օդ, a2 . . a„) (i = 1, 2 . . n) und hat die Kräftefunction Ձ den aus der Form der As/t sich 
ergebenden Ausdruck, so ist stets eine Integration durch Trennung der Variablen möglich. Die Ausdrücke 
für die As,t (s,t — 1, 2 . . n) und für Q sind von deii a unabhängig und es ist ferner Aszt = At,s.

£P¡_ 
öak

Sind die Coefficienten der Hamiltonschen partiellen Differentialgleichung von der Form: 
A4,t = 1 ֊llW в» s, wo Bi/k = áp j =

(u¡, alr a2 . . an) (i = 1, 2 .

Besonders einfach wird die Elimination der a aus den Functionen ш, wenn sie folgende Form haben: 

P2i = 2<Pi,o (ui) + 2«1 9Ն1 («i) + 2«2 О’і/г (ui) + • ՛ 2 «n <Pi-n (ui) (i = 1, 2 . . n) 
in welchem Falle wir auf elliptische Functionen kommen.

Alsdann ergiebt sich:
J 2օդ = (p2! — 2ç91/0 (u,)) Jlzi + (p22 —2^,0 (Աշ)) 4г,i + • ■ ( P3n —2%/o («¡) )
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Es ist also:

Die gleichen Ausdrücke ergeben sich aus den Formeln (7) und die Function W wird:

Ferner sei hier auf den Fall hingewiesen, in welchem die Kräfte-Function Ձ nicht alle Variabein 
enthält. Es seien z. B. die Variabein u,^, ս,-|֊2 . . un in Ձ nicht enthalten. In diesem Falle sind dann 
Lösungen der Hamiltonschen partiellen Differentialgleichung p^x = а,.^; Pi+2 = a,_p2; • • pn = «n- Dem­
entsprechend ist Hj+չ — ai+1, Hi+2 = a¡+2; . . Hn = a„. Unter dieser Voraussetzung wird dann:

¿Pi dp¡

¿Pt ¿Pi 
da, ' ' ’ da.

und die Werte für As/t ergeben sich dann aus den Formeln (4).

4.
Es soll nun gezeigt werden, dass auch die directe Annahme der Trennung der Variabein zu den 

gleichen Formeln führt, wie in dem allgemeinen Fall, was ja auch zu erwarten ist, da ja auch die Aus­
drücke der A zurückgeführt sind auf die Functionen a>, auf diejenigen Functionen, vermittelst deren die p 
durch die u ausgedrückt werden.

(1)

Setzen
¿Pk ’

erhalten wir, da D nicht null sein

(2)— D

0

0

Denken
dieses identisch

dH¡

¿Hn ¿Pi , 
¿Pi ¿Uk '

und bezeichnen wir die entsprechenden Unterdeterminanten mit D,,k, so

Ist wiederum Нг = ar die gegebene Hamiltonsche partielle Differentialgleichung, so seien H2 — a2 . . 
Hn = dn die n—1 Lösungen dieser Differentialgleichung. Es seien ferner die aus diesen n Gleichungen er­
haltenen p, — co¡ (ulz U2 . . un, ar . . au) (i — 1, 2 . . n).

wir uns die für die p erhaltenen Functionen со in das System der H eingesetzt, so wird 
erfüllt, und durch Differentiation nach den Variabein u erhalten wir:

¿Ht dP1 
¿Pi ¿«k ‘ 
¿H2 dpx 
¿Pi ¿«k '

kann:

£pl _Æ ո -n n
3uk duk lzi duk ֊л

0
dHj dp2 4_ dH, ¿Pn 4_ dH,
dp2 duk 1 • • • г ¿Pn duk 1 ¿Uk
dH, 
dp.

¿Pa 
duk + • • ■ +

dH2
¿Pn

£Pn
¿uk + dH, _ 

¿Uk ~

¿нп ¿Pa _l_ _1_ ¿Hn ¿Pn -Ի ¿H„ _
dp. ¿uk • • * 1 ¿Pn ¿Uk 4 ¿Uk

(k 1, 2 . . . n).

Aus dem System (A) auf Seite 7 folgt:
dH, H¡/k

¿Pk Л

Dementsprechend wird:

Чтіli­
ci j Ч«/»*  j

Nach einem bekannten Determinantensatz ist j = J”֊1

/(Ո-l
Also ist D = ------— 1 Es wird ferner. D¡zk = 1 ¿Pk

d“ J Д da.
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Setzen wir diese erhaltenen Werte ein in (2),
Gleichung mit Ճ multiplicieren :

Ж aPi
<9uk das

so ergiebt sich, wenn wir noch beide Seiten der

(i,k = 1, 2 . . n) (3)

Jetzt machen wir die Annahme, dass die Integration nur durch Trennung der Variabein möglich sei.
Alsdann ist: ÉA = 0 für i § k.

Ж
Das System (3) geht dann über in:

s=l Ж Oa,
(i,k = 1, 2 . . n) (4)

_ dPk _ 1 Ж £pk 
duk s = l^Uk Ж

Unter der Voraussetzung der Variabeintrennung geht das System (1) über in:
Ж dpk dH, = о
dpk duk duk (i,k = l, 2. . n)

Also ist: ан; _ _ ан, ¿Pk 
duk ãpk ôuk

Setzen wir dies in (4) ein, und fassen wir die Gleichungen für (i — 1,2 . . n) zusammen, so erhalten 
wir nach Division durch — ('<— das System:

duk
О = d Pi i Ж £Pi_ i , ŐHn d Pi

dpk Ж <Эрк Ж ՚ ՜ ¿pk Ж

d Hl dPk-i i Ж dpk_! _ , aHn gpk.t 
аРк Ж Ж Ж ՜ ՚ é'Pk Ж
Ж Ж , Ж Ж , , Ջ -P֊k
¿Pk Ж : Ж da2 ՜ dpk õan
Ж Ж+і Ж_> dpk+1 , Ж dpk+i 
Ж Ж ՜1՜ Ж 8a2 ’ ՛ dpk Ж

0 = Ж Ж , Ж Ж , , Ж Êb.
Ж ôar Ж õa„ ' Ж dan

Hieraus ergiebt sich ohne weiteres: „тт
Ж = ձճէ 
aPk ձ (к =1,2.. ո)

Dies sind genau dieselben Gleichungen des Systems (2) auf Seite 7. Wir können dies Ergebnis 
in folgendem Satz aussprechen:

Wenn die Integration bei einer Hamiltonschen partiellen Differentialgleichung durch Trennung der 
Variabein möglich sein soll, müssen die Coefficienten die gleichen Bedingungsgleichungen erfüllen, welche zur 
Integration der Differentialgleichung ohne die Einschränkung notwendig sind. Umgekehrt lässt sich nicht 
schliessen, dass, wenn die Bedingungsgleichungen für die Coefficienten der Hamiltonschen partiellen Differential­
gleichung erfüllt sind, eine Integration durch Variabeintrennung möglich ist.

Eine Integration durch Trennung der Variabein ist dann und nur dann möglich, wenn die
Functionen p, (i = 1, 2 . . n), vermittelst deren die Coefficienten As/t (s,t = l..n) ausgedrückt werden,
von der Form sind: Pi = <W; (u¡, alz a2 . . an) (i = 1, 2 . . n).
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