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Durch F. Mertens ist in Crelle’s Journal Bd. 63 nachgewiesen worden, dafs das durch 
ein sechsfaches Integral ausdrückbare Potential zweier homogener Ellipsoide, die sich nach 
einer Potenz der Entfernung anziehen, mittelst der Methode des Dirichlet’schen Discontinuitäts- 
faktors zurückgeführt werden kann auf ein Doppelintegral über Kugeloberflächenstücke. Zugleich 
ist gezeigt worden, dafs das Potential eines Ellipsoids mit konzentrisch sich ändernder Dichtig
keit für einen Punkt sich gleichfalls durch ein Doppelintegral darstellen läfst, woran die 
Bemerkung geknüpft ist, dafs hieraus das Potential zweier solcher Ellipsoide durch ein vier
faches Integral sich finden lasse. Im Folgenden will ich nun dieses allgemeine Problem für 
getrennte Lage der Ellipsoide nach der gekennzeichneten Methode direkt in Angriff nehmen, 
aus dem sechsfachen Integral ein vierfaches wirklich ableiten, zeigen, dafs aus ihm für kon
stante Dichtigkeit das Mertens’sche Doppelintegral folgt, endlich eine konvergente Reihen
entwicklung für dasselbe aufstellen, in deren Gliedern für den Fall der Homogenität alle Inte
grationen vollständig durchgeführt sind. Indem ich zum Verständnis meiner Auseinandersetzung 
auf die genannte Abhandlung, sowie hinsichtlich der Litteratur über das wichtige Problem auf 
die grundlegenden Arbeiten von Laplace, Jvory, Gauss, Chasles, Dirichlet verweise, wie 
sie sich in Ostwald’s „Klassiker der Naturwissenschaften“ Bd. 19 zusammengestellt finden, 
bemerke ich zugleich, dafs mir die dort erwähnte Abhandlung von Laguerre über das Poten
tial heterogener Ellipsoide in den Comptes rendus zum Vergleich mit meinem Resultat nicht 
zugänglich gewesen ist.

L
Unter wesentlicher Beibehaltung der Mertens’schen Bezeichnung werde das Potential

(f). P'(Г) dx dy dz dx' dy' dz
Ո ?

J [(æ —æ')’+(ÿ —յՀ)։ + (« —տ')։]2

was für и = 1 dem Falle des Newton’schen Gravitationsgesetzes entspricht.
P(f), P'Çf'՝) sind die Dichtigkeiten, f = 1 und — 1 die Gleichungen der Ellipsoide. 

Die Grenzbedingungen für die Integration folgen aus

1-Հ^Օ 1—f>0.

Man bezieht nun die Gleichungen der Ellipsoide durch die Substitutionen

x— a — u, y — b — v, z— c — гѵ, x'— a'= — и, у'—Ъ'= — ѵ', z — z = — w
i*
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1)

Dann
ľP' du ăv dw du dv’ dw՛

2)

3)

1

n

i

WO ՜՜*

L = 4- 7JU + țW,

£ = sin г> COS V»

WO 

gesetzt

u՛, v՛, w' sieb von — oo bis 
Հ> 1 und f > 1 wird, ver֊

4-<» 1

5) PnW=(-¿pfdlfd9P^e֊^+^֊P

[(tí + tí' 4՜ а — а')2 4֊ (ï; 4- í/ 4- 6 — ¿Հ)2 4_ 4_ c _ c')2J շ
֊1- со

(^2 я j՛8"4՜ ^)’‘—^y։^6t’í+,7)(í+i'+։),

— со

4~co 1

֊ l‘dľ 11՝dç' P’ (p') е^'+։’<')(?'

֊|- «
՜(6) (du) (du') 

p՜’

auf ihre Mittelpunkte und setzt

f(u,v,w) — anu2 4- a22v2 4՜ «зз^2 4՜ 2«12tit> 4՜ 2«i3mw 4՜ 2«23t>w = 1 

f (и ,ѵ',иР) — alxu՛2 4՜ 4՜ а'ззгѵ'2 4՜ 2a12w'v 4՜ 2«Հւ3էՀէՀ 4՜ 2«տյ®4Հ — է

bleibt zu bestimmen

wJ [

Indem jetzt mittelst des Fourier’schen Theorems die Dichtigkeiten ausgedrückt werden durch
4-co 1

P«) = ± J’i/Zj‘dç P(p)e<*+»)<?-/) 

0

4-00

Р'(П = ;
— CO Ò

ergiebt sich, dafs die Grenzen der Integrationen nach w, v, w,
4՜ oo ausdehnen lassen, denn für alle Wertsysteme, für welche 
schwinden jene Darstellungen 3) der Funktionen P und P’.

Man hat also
4՜ 4՜œ i 4՜00

1 P(6)du dv dw du' dv dw' (՝-. i‘ ч (íiírtz„ л ľ-,4) Р«=^J ----------- ~n---------- J dl f dQP^+’^-Pj d
-—со —со o —oo o

r = [(tí 4՜ u՛ + а — ď)2 4֊ (y 4՜ v' 4՜ Ь — Ъ'У 4՜ (w + + c ~ C')2É

ist.

Nach Hinzufügung der Faktoren e~։p, e՜'*'1 unter dem Integralzeichen, in denen e 
unendlich kleine positive Gröfsen bedeuten, ist man in der Lage, die Reihenfolge derund s' 

Integrationen zu vertauschen. Man findet dann 
4՜ °° i 

"j'dlj'dç՛ P(q ') e֊'7 '*+(*'+«') (ď-pj
----CO õ ----CO 0 ---- 00

woraus für г = 0 und s' = 0 P„ hervorgehen mufs.

Nun ist für м ľ> 1 nach Lemma II der Mertens’schen Abhandlung
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und de das Element der Kugeloberfläche ist. Durch Einführung dieser Darstellung gelangt 
man mithin, falls man für die Integration nach Z noch einen Faktor e~‘ 21 unter dem Integral
zeichen hinzufügt und die Reihenfolge der Integrationen vertauscht, zu

f' = 1 auf die Hauptachsen durch die orthogonalen SubMan transformiert jetzt ք=ճ, 
stitutionen 

it = xu и + yu V + eu W

7) v — x„ U + y„ V + 0» W

w = xwU + ymV + ¡¡տ W 

Hierdurch wird
u. s. w.

Es sei Ճ > В > C und А' > В' > C'.

In den neuen Variabein erhält man dann

wo jetzt

(ГТ2 yi. J................ ľ+₽+«-•)+<■+'■«

в — 4՜ 4՜ (.УіЛ H՜ У”7! 4՜ շ/«>£) V 4՜ 4՜ Zt¡7i 4՜ W

zu setzen ist.
Die Integrationen nach U, V, W sind hiermit aber separiert und auch leicht auszu

führen mit Hülfe des Satzes 

Hierdurch resultiert

8)

wo
9) p2 = + icwg)2 + B2(yu% + yvi¡ 4- Уи£)2 4- Сг(ви% 4- 4՜ ^wO2

ist.
Ein entsprechender Wert ergiebt sich für Q’.
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Die hierin vorkommenden Gröfsen p und p' haben eine einfache geometrische Bedeu
tung, wie Mertens gezeigt hat. Sie sind die Abstände der Centra der Ellipsoide von den zum
Radius r¡, £ normalen Tangentenebenen. Setzt man nämlich die Determinante der a’s in 

der Gleichung 1) f(u, v,w) — 1 gleich D und ferner — «xi, so wird das Quadrat dieser

Entfernung bekanntlich

= cqj2 4- a22r¡2 + «33£2 + 2«12Ա + 2a13gg 4՜ 2«23rç£.

Die Identität dieses Ausdruckes mit dem obigen Werte von p2 kann aber leicht nachgewiesen 
werden, da mit Hülfe von 7) ohne Schwierigkeit hervorgeht, dafs

an = A2xu2 + B2yu2 + G2zu2

Պշ = A2x2 + B2y2 + 6'42
10) «33 = ճ2^2+Ք2^2 + <72^2

= A XUXV В yuyv 4՜ У 
u. s. w.

ist.
Bei Eintragung der Werte von Q und Q’ überzeugt man sich sehr bald, dafs die Inte

grationen nach q und p' sich mit denjenigen nach I und ľ vertauschen lassen und dafs ferner 
i = 0 und e’ — 0 gesetzt werden darf. Man hat dann zu behandeln

Nun läfst sich aber zeigen, dafs

wird. Dies ergiebt also
V™ Г 

» + a լ 
շ

__ e֊V(! (x +

und ebenso
Гdl' y® i У? (x + ityp'__ (x + «)շ/1

J я -4- ił , 
՜օ---- P

_ c J

U)

Man hat mithin die Integrationen nach Z und ľ ausgeführt und erhält

— CO 0 0

_ Г (2—n) ABC A’B'C’
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Die Integrationen nach p und б können jetzt wieder mit derjenigen nach A vertauscht 
werden und man darf auch s" = о setzen, da das Integral

12) J'w (r+;<)-■ <it -
— сю 

ist für 6>o, aber verschwindet für 6 < о bei beliebigem a, falls man nur die P-Funktion 
für ein beliebiges Argument durch die Gleichung

аГ(а) = Г(а + 1) 
definiert.

Man gelangt zu diesem Satze auf folgende Weise. Man denkt sich die Funktion 
wo z — x -J՜ iy und b>o ist, für die ganze a?,?/-Ebene bestimmt und integriert nun 

von z = — 00 auf einem Wege, der zunächst oberhalb der ж-Achse läuft, dann den Punkt о 
umschliefst und unterhalb der ж-Achse bis —oo zurückkehrt. Das Integral auf einem zweiten 
ähnlichen Wege mit demselben Anfangs- und Endpunkt mufs dann notwendigerweise dem
jenigen auf dem ersten gleich sein, wenn zwischen beiden Wegen kein Unstetigkeitspunkt 
liegt. Bestimmt man nun die Werte der Integrale für zwei besondere Wege, so müssen unter 
der obigen Bedingung auch diese gleich sein. Der erste dieser Wege soll fest gelegt sein 

1 • 7Гdurch 1) z — £֊eițp, ÇP von зг bis —— wo e und t¡ unendlich kleine Gröfsen sind,

2) z —r -}֊ it, t von -j- — bis---- —, 3) z — -—6% <p von — bis —л. Die Integrale

auf den Stücken des unendlich grofsen Kreises von л bis ֊ und — bis — л fallen für jedes 

beliebige a fort, denn da Ъ > о ist, wird der reelle Teil des Exponenten von e dann stets 
negativ und unendlich grofs. Es bleibt also das Integral auf dem gekennzeichneten Wege 

von 4՜ շ՜ bis —у übrig. Wenn o<a<l wäre, so fielen auch noch die Integrale auf den 

unendlich kleinen Stücken des unendlich grofsen Kreises von ֊- bis ~ und von — — n)

bis —® weg, und man erhielte auf einem der ?/-Achse parallelen Wege

+ 00

CO

Wird die Bedingung für a nicht erfüllt, so mufs man die Integrale von ~ bis — — r¡ und 

von — (y— f]) bis —֊ an den Grenzen des obigen Integrals noch hinzufügen, um den ge

samten Integralwert zu erhalten. Das Integral für diesen Fall mag der Kürze wegen durch 
dasselbe Symbol bezeichnet werden. Wir wissen dann, dafs wir für ein beliebiges a noch auf 

dem unendlich grofsen Kreise bis zu den Stellen 4՜ v und — y gehen müssen. Dieses durch 

das obige Symbol dargestellte Integral ist nun gleich dem Integral auf einem zweiten Wege, 

der bestimmt ist durch 1) г = eiTtt, t von -֊ bis sl} 2) z — ех№, <p von 4՜ я bis — л, 

3) z = te~in, t von Et bis — •
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Wenn nun a nicht negativ wird, verschwindet das Integral auf dem unendlich kleinen 
Kreise und es bleibt

CD

է?-4է+

Dies Integral wird aber mit Hülfe der Г- Funktion ausdrückbar. Man erhält dafür

— 2 jo
sin an . Г (а)

Ъа
2 n i

Г(1—а) Ъа’

wenn man nämlich setzt Г(«)Г(1— a) = 8-ц an֊

Wird a <Լ о, verschwindet also das Integral auf dem unendlich kleinen Kreise nicht, 
so können wir unser zweites Integral nicht direkt durch das obige Integral von 0 bis oo aus
drücken, wohl aber mit Hülfe teilweiser Integration durch ein anderes Integral, das durch die 
Г-Funktion darstellbar ist. Und wenn man nun die Г-Funktion für ein beliebiges Argument 
durch die Gleichung аГ(а) = Г(а-|-1) definiert, so findet man das Integral auf dem zweiten 

Weo-e stets = ■ --*---- Da nun die Integrale auf dem ersten und zweiten Wege überein-
° Г(1-а) ba

stimmen müssen, hat man also

+r 2nJfür b>0.
---- CD

Dafs dieses Integral für Ь < о verschwindet, ergiebt sich durch die Erwägung, dafs das Inte
gral für g = r it von t = bis t = -j- ֊j- gleich sein mufs dem Integral für s= — ef 

von <p = — — bis у = + ֊ , da zwischen beiden Wegen kein Unstetigkeitspunkt liegt. 

Weil nun das letzte Integral stets verschwindet, ist das Gleiche bei dem ersten der Fall.
Nach dieser Entwicklung benutzen wir jetzt das Integral 12) zur Ausführung einer 

Integration in 11). Man übersieht leicht, dafs man zu behandeln hat

/,S(*-Hb(s±i> Ve±p' Fe') (x -f- fZ)"՜3 dl.
----CD

Dies wird aber
= (h+pVq+p' V?)2՜“ •

Folglich findet man

13) p» J‘d?p'fr'p'f^№ +ľ'l/?)2"n -^-pVq +p V?)2՜”

wo die Integrationen in den einzelnen Integralen nach б über solche Stücke der Kugelober
fläche auszudehnen sind, für welche die Bedingungen erfüllt werden

q ±ľ'Vc' > °-
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Wir haben hienach das sechsfache Integral auf ein vierfaches zurückgeführt, ohne die 
Funktionen P und P' zu kennen.

Es läfst sich zeigen, dafs aus dem Wert 13) für P — 1 und P' == 1 der Mertens’sche 
Wert p„ hervorgeht. Man hat nämlich für diesen Fall in 11) das Integral nach ț>

1
: / (7p — ß—(x+ihp F?)
о

= (7Ț0p[e('! + "i)/' ((x + J) + + ((x + iÂ)/) 4- 1)]

2 d gf-x + '^P   g—(*+«’ l)P
(k4֊U)։ dp p

Daher wird

4 g» (g(r-+ifyp  g—(« + «'Հշ>) ^e(z + ։4p'  .g—(«+<*)₽') 

(у. +7Х/ др др pp'

und es geht 11) über in

(’î+î’-Xi+p+p')

Daraus findet man dann

(z + U)(î—p—p') (*+íã)(<z—p+p')

e(z + «?.)(<z+p—p')

P» = ±7 If if— ՏԼ . £ 
r\7—ri)JJ pp' др др' рр +P +#)c“n+(țZ - P —рУ~п — (q —p +ру-п — (q + p ֊ P)G՜”],

also genau den Mertens’schen Wert, weil

4C === Г(2—ո)ՃՏՇ’. ճ'Ք'էՀ == —
4 7 УШУ

ist.

IL
Es soll jetzt für das gefundene Potential eine Reihenentwicklung aufgestellt werden. 

Zu diesem Zwecke wird auf 11) zurückgegangen, C gleich dem angegebenen Werte und der 
Kürze halber pfo ~o, p"]/^' — o' gesetzt. Wenn man dann die Multiplikation unter dem 
Integralzeichen ausführt, ergiebt sich

+<» 11
e~s*’(x + 7A)n—МЯ /^iZp <7p' j/p.p' PP'J՝^ e(x+';D [с(х+‘7։(։,+°’) + е_^х+'Я)(о+<>'>

О 0 __ g(z +1 Z)(o — o') g—՛(* + ։Л) (о — o') J .

Setzt man für jede Exponentialgröfse in der Klammer die Reihenentwicklung ein, so wird

16) Рю(«) = /^£^+^)2''-+”֊1^^^y^PPj>602Xo^o'7e֊^ï+(x+՛-^.

О —оо О О
2
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2Ф„ (о2, ^2) = ^ + 0')2д + 2-(°-0')2м + а
2^4^/ Q Q

16)
= 2 p2ft + 2)o^ + (2քէ + 2)օ^֊2օ'2 + etc.j

Es bedeutet also Ф2м eine homogene ganze rationale Funktion Grades der Gröfsen o2 und o'2. 
Jetzt handelt es sich um die Bestimmung des allgemeinen Gliedes Р,(,и)(е) der Inte

gralreihe für P„(f). Dasselbe wird

Da die Lage des ursprünglichen Coordinatensystems eine willkürliche ist, so kann die г-Achse, 
mithin auch die w- Achse durch die Centra der beiden Ellipsoide gelegt werden. Dann wird 
а, а , Ъ, Ъ'—Q und q = (c— c')£ = E cos ft, wo E den Centralabstand der beiden Körper 
bedeutet.

Die Integrationsgrenzen sind nun о und n für ft, о und 2jr für ф. Bei der Integra
tion nach ф stöfst man auf keu.e weiteren Schwierigkeiten, da, wie aus den Werten für p‘¿ 
und p 2 resp. o2 und o'2 zu entnehmen ist, Ф2|Ц eine ganze rationale Funktion von y, 
bedeutet. Zur Bestimmung von

n

würden Ausdrücke von der Form

zu integrieren sein.

— /1՛) Հ2քւ'

Nun läfst sich schreiben statt

P2 = «uŠ2 + «22ť + «յյՏ2 + 2«ւշ^ + 2«isBS + 2«ззЧ? 

P2 == («зз — «u cos2 ф — а22 sin2 ф — 2а12 sin ф cos ф) g2 

+ 2 («13 cos + «зз sin Փ) ՏՀւ — g2 

+ «и cos2 ф 4՜ a22 sin2 Փ -j- 2 «12 síd Փ cos ф 

oder nach Multiplikation von p und Einführung von

Ai = (* («зз — «и c°s2 V — «շշ sin2 ф — 2a12 sin ф cos ф՝)
18) А12 = 2р («13 cos ф 4֊ а23 sin ф՝)

Аг ~ Չ«յյ Au

da о2 = çp2 ist,

o8== А!?2 +А2&УГ=Т24-A2-
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Ebenso wird
19) * о'2 = Л'і?2+Л'2^1֊£2 + ^2'2.
Daher hat man

2л 2ЛJ dtp о'2՛“՛
о о

Die zu integrierende Funktion läfst sich aber leicht in die Form bringen

(21 4֊ Տկ g ]/l^?) (T 4֊ T Š ]/Г=?) = SIT + T' ž2 (1 - Ž2) + (2121/ 4֊ 211 T) g ]/Г=Т, 

wo die Ts ganze rationale Funktionen von g2 sind. Das rationale Glied in obigem Ausdruck 
ist folglich auch eine ganze rationale Funktion von g2, deren Koeffizienten sich aus den 
Gröfsen Allf A22, AÚ, A22, A22, A12 zusammensetzen, daher ganze rationale Funktionen von 
sin2 էի, cos2 էի, sin էի cos tp sind. Der Koeffizient des irrationalen Gliedes schreitet aber, wie 
leicht zu ersehen ist, nach ungeraden Potenzen der Gröfsen A12 und Ai2 vor, wird also von 
der Form sein müssen

’F cos tp У?' sin tp ,

wo IP՛ und IP՛' ganze rationale Funktionen sind, die nur von sin2V>, cos2 էի und sin էի cos էի 
abhängen. Unschwer läfst sich aber zeigen, dafs für diese Annahme von ?F und ’F

շ л
’F cos էի 4֊ ’F' sin tp) dtp = 0

о
wird.

Daher fallen die in Bezug auf g irrationalen Glieder fort und es ergiebt sich
in

20) j‘dtp o՛^’ = C2fl 4- C2fi-2 g2^՜2 4- etc.

0

Von den C’s, welche Integrale nach էի von 0 bis 2 л sind, soll zu späterem Gebrauch nur C2 u 
bestimmt werden. Setzt man

=J'dtp (ճո g2 4֊ ¿12 SW ֊Հ2 4- ¿и)“՜*' (¿A Š2 + ¿A ^1-^4- ¿и/.

I = Atr' -(?֊ f4') ճրՀ_2 A212 4- f - Aî2 - etc.

II = (ŕ* Ț Aïr"'՜1 ¿12 ֊ f 7 A^'՜3 Ali 4- etc.

i II) (/' 4- Ul') dtp

und bildet sich I' und II', indem man An> A12 durch Aú und ճ/շ, ferner ți— ți durch p 
ersetzt, so wird der Koeffizient von g2՛“

C2fl =j\ir — IIII') dtp.

0

Dies ist aber der reelle Teil von

0
2*
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oder der reelle Teil von

21)
2 7t

0

Daher ist (72/t der reelle Teil dieses Integrals.
Jetzt hat man die Integration nach ö՛ von о bis л, oder nach von + 1 bis —- 1 

auszuführen. Bei Betrachtung von 16) und 17) ersieht man sofort, dafs man zu diesem Ende 
nur zu bestimmen hat

+ :
Cemi + a„_2 ^-2 + etc.)

wo der Kürze halber E (x 4֊ гЯ) — m gesetzt ist.
Dies Integral wird aber

= e«? (O2„ + • • • 4֊ O0)T

= em (O-2fi 4՜ Օշ/,—i 4՜ ’ ’ ‘ 4՜ Ц>) — e_m (^2,“ — O2/<—i 4՜ etc.)

Die O’s lassen sich linear durch die C’s ausdrücken durch die Gleichungen

22)

шО2д 
աՕշ,,-! 

m O2iíl-2 

mOi/,-3

= c2íl

4՜ 2 m Oífl — 0
4(2|í֊1) o2.(1_1 = ci
4- (2քւ -2) O2,,_2 = 0

mO0 4֊ 1 . Oj = Co -

bis auf

Faktor

Es bliebe nun nach Я zu integrieren. Ein Glied von Р^(г) wird nach 16) und 17) 
einen aus Ф2ц leicht zu bestimmenden konstanten Faktor (շՀ und den konstanten 

-7՜—■ • —тто wenn man zugleich wieder m durch E (x-i- iXY ersetzt2 u. 4՜2 ! ’ ki/

23)

4֊ »

= Г(2-п)у с/Я (z 4- гЯ)2^ + ’’~1 е-^+Ж*+.ч) (Օշ/է 4- О-2/.-І 4-... 4- o0)
— CO

Օշքւ֊i 4՜ •• • + Oo).

Da man nun e = 0 setzen und das Theorem 12) benutzen kann, so erkennt man, dafs das 
zweite dieser Integrale vollständig wegfällt, denn man hat immer Integrale von der Form

֊4՜ 00

—л’(х֊[-;Я) (x ¿Я)ас/Я .
---- 00
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denen m = E(кiÅ) ist, läfst sich

Е2',։ + 1(и + П)2‘“ + 1

Daher wird bei Anwendung von 12)

— <x

übergehen in
ßoГ(2-п)

^,2/í + n

Wie nun die Gleichungen 22) lehren, in 
O2fl + Օշս — ւ + • • • + Oo auf die Form bringen

Г (2 — 2 fi — и)

Bei wiederholter Benutzung des Satzes а Г (ci) = Г (а փ 1) hebt sich die Г-Funktion ganz 
heraus und man erhält das Integral 23)

ß0(2 — » — 1)(2 — n — 2) • • • (2 — n — 2[i)
4- ß2 (2 — n — 1) (2 ֊ n — 2) • • • (2 —n — 2ji + 2)----- H SlSft] '

Da nun in P»։ für den Fall des Newton’schen Gravitationsgesetzes n = 1 zu setzen ist, so 
reduziert sich bei dieser Annahme 24), oder, was dasselbe ist, 23) auf

Jg2/‘+1

Aus 22) bestimmt sich aber
<12„ = 2։ս! C2fl.

Also wird 24)
2 я . 2 Ц ! Օշ u 

= Քշ.“ + 1

C2fi ist hierin nach 21) bekannt.
Somit hätte man einen Term von Pw (d. i. P£ für n— 1), welcher aus dem o2G-a')o'2A 

enthaltenden Gliede der Funktion Փ311 hervorgeht, bestimmt (vergi. 16) und 17)). Bis auf die 
früher fortgelassenen konstanten Faktoren und die Integrationen nach p und p' wird derselbe 
gleich dem reellen Teile von

2 Ո
'Լ՜Հ + ¿AJ“՜՛1' (JA + UÚX .

О

Fügt man noch die Koeffizienten zu und summiert für alle Glieder der Funktion Ф2„, so folgt

1 2ji.2u! JA + í J12) •25)
1
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Mit Hinzufügung der Integrale nach p und p' findet man endlich P(u) gleich dem reellen 
Teile von

11 чл

ýDD' 2^ + 2! * ՓշՒ (Л11 ~ք՜ ¿-^12 , Ац ֊|՜ «4ւշ) •
օօ о

00

Demnach ist für das Potential d. h. p(i,) eine nach ungeraden Potenzen von ֊֊ fortschreitende
f) •

Reihenentwicklung ermittelt.

III.
Es läfst sich zeigen, dafs P’՛"’, das -J-lt0 Glied der Reihe für das Potential, eine 

homogene Funktion pten Grades der Differenzen der Halbachsenquadrate ist.
Mit Hülfe der Gleichungen 10) werden nämlich die Werte von ճս und A12 nach 18)

27) Ai = p (A2 — P2) [(«/a cos + y„ sin Հ)2 — yM2] + p (A2 — C2) [(zu cos + Հ, sin Հ)2 — V] 

ճւշ = — 2р (А2 — В2) ую (уи cos ip + у„ sin if) — 2р (Ճ2 — С2) sw {zu cos ip 4֊ г, sin if).

Daraus ergiebt sich

Ai + ¿Až = p (А — B2) (yu cos ip + y„ sin -ф — i у f2 փ p (ճ2 — С2) (гв cos + g, sin ip — й„)2. 

Analoge Werte erhält man für das zweite Ellipsoid. Man hat eben nur die gestrichenen 
Buchstaben einzuführen. Da nun Փշ^ (Atl-f iA12, Ań 4՜ ¿Аг) eine homogene Funktion 
fiten Grades von den beiden Argumenten Au -j-iAls, Ań 4՜ ¿Аг ist, so folgt mit Benutzung 
der Werte dieser Argumente, dafs sie auch eine homogene Funktion pten Grades von A2—B2, 
A2 — C2, A’2—B՛2, A'2—G՛2 sein mufs. Mithin wird auch P(|U) eine homogene Funktion 
uten Grades dieser Gröfsen. Der Koeffizient von

(Ճ2 - B2)P (A2 — C2f (A'2 — B’2y (A'2 - G'2y,

wo die positiven ganzen Exponenten der Bedingung ß-fy-fß'-ff = y genügen, wird in 
Փշ« bis auf einen leicht zu bestimmenden konstanten Faktor aufser einem Doppelintegral nach 
p und p' enthalten das Integral

2Л

28) I dip(yucosip-fyvsmip — iyw)2ß (^cos^ + ^sin^ —¿^№)2y (yu-cos ip-f уsin ip— iyw՛)2P.

0 (X'COS Ip-fgjsinif— iZyf)2^ .

Demnach mufs der Koeffizient des entsprechenden Gliedes in P(,i,) gleich dem reellen Teil dieses 
Integrals sein. Die Ausrechnung eines Integrals von der Form 28) kann aber jederzeit durch
geführt werden, demnach ist man auch im stände in dem ganzen Wert von P(|U) nach ip voll
ständig zu integrieren und es bleiben nur noch Doppelintegrale nach p und p' übrig, zu deren 
Bestimmung die Funktionen P(?) > P'(j') bekannt sein müfsten,
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IV.
Nunmehr schreiten wir zur Untersuchung der Konvergenzbedingung unserer Reihen

entwicklung. Setzen wir

29)
An + iAi2 = 

-4ц 4՜ ¿-dia — R el1 ,

so kann aus 26) der reelle Teil ausgesondert werden und es folgt dann mit Benutzung der 
Bedeutung von Փ2ս nach 16)

(V+2) J?"cosri’₽’+ (2%+2) RĄ_1R'cos (О -1) ФЧ- 

+ P + 2) tf‘~2R'2cos (0 -2) *₽■+ 2 ’И + etc.
2®.2g! \ ö / \ /

yDD'. 2 g + 2!

P« = fHpP’ y&У dę dy I dy

Da nun die Moduln R und R' positiv sind, wird der absolute Wert von P(i<) jedenfalls kleiner
als derjenige sein, den man erhält, wenn man unter dem Integralzeichen alle Cosinusse — 1 
setzt. Dann wird aber die zu integrierende Funktion = Фіи (R, R՛՝). Man erhält also P(/,) 
kleiner als das Integral

Nun wird die weitere Annahme gemacht, dafs für P, P', q, q', R, R’ die gröfsten auf dem 
Iutegrationswege überhaupt möglichen Werte gesetzt werden. Dann erhält man ein Integral, 
welches gröfser ist, als das zuletzt genannte, mithin um so mehr gröfser als das Integral Pw 
seinem absoluten Werte nach. Da die bezeichneten Funktionen beim Einsetzen der maximalen 
Werte Konstante werden, so gehen sie vor das Integrationszeichen, und man erhält, wenn man 
den den obigen Voraussetzungen entsprechenden Wert von P(,“> mit (P'“) bezeichnet und zu
gleich für die maximalen Werte von PP’, R, R' die bisherigen Zeichen gelten läfst

(p^) = F. 2я PP՛ Փ2ք1 (R, R՛՝).

Es läfst sich nun nachweisen, dafs die Reihe der Gröfsen (P,u) unter gewisser Bedingung 
konvergiert. Man hat

(p^+1) 
(!’■“)

_ (2^+1)(2^ + 2) 1 Ф2^+2(Д,Д') 
(2f*+3) (2ft+4) -E8 %(Д,Д')

Mit Benutzung von 16) folgt
Փ,. (B B') - l '- =

’ 1 2 ]/ДД'
mithin

%+2 = (ț/Д + ]/Z?)2"+4 - (]/Д ֊ уд')2^+4 
% ~ (уд+]/ir;2u+2 - (уд - уд')2/і+2

= (pR + ]/R')2 1 — ¡է2|“+4
1 _ Հ2/<+2 ’
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wo i = ։ л' ՜12í 
y r + ул՛ ein positiver echter Bruch ist, denn man kann ]/7i > ]/R' annehmen, weil 

man im umgekehrten Falle nur die Buchstaben zu vertauschen brauchte. Demnach wird

(pH՜1) _ (2+_1) (2« + 2) ÍVJR ֊1֊ УЛ'Ѵ 1 - Л2'' 4՜՛1
(ря) ՜(2թ + 3)-(շ^+4);Լ /■; 7 1_г2д+2՜

Nun liegt der Wert des Bruches
1- Я2^14՜1
1 — Â2i<4՜2

für 0 < Z < 1 zwischen den Grenzen 1 und

wie man sich sehr leicht überzeugt. Nehmen wir den gröfsten Wert dafür, so folgt

2^ + 4
2(1 փշ>

2a-|-l /ЦЛ -j-
2^ + 3 Լ R

Für ft — oo ergiebt sich
W“+]) „ /ул + ул7\2

(p.«) ■ < Լ E J ■

Daher ist ohne Zweifel für jedes ft
(pt֊+i) ¿уд+уку
(w) վ Լ я 7 ’

Wird also

=0)

so konvergiert die Reihe der Gröfsen (P՛“) stärker als eine geometrische Reihe mit dem Quo- 
(і/У> i i/jP'X 2

— ֊յՀ-- ) • Mithin konvergiert unter der Bedingung 30) auch die Reihe der Gröfsen

pW. Die Untersuchung hat sich also darauf zu richten, wann die Bedingung 30) erfüllt ist.
R und R' sind in 30), wie in dem Vorhergehenden gefordert wurde, die gröfsten Werte, 

welche die Moduln yA^-y Afs und ]/ճ ’2։ 4՜ M,2 (vergi. 29) auf dem Integrationswege über
haupt annehmen können. Es wird sich also darum handeln, festzustellen, welches diese 
gröfsten Werte von R und R' sind. Nach 18) ist

31) Au + Ми —R? — p2 [(«38— «ncos2V> — «22sin2^ — 2«։2 sin cos Հ/>)2֊|-4(էր13օօտ^ + «23տու^)2].

Um das Maximum hierfür zu suchen, haben wir neben dem gröfsten Wert p — 1 den gröfsten 
Wert der eckigen Klammer zu ermitteln. Hierzu nehmen wir die Geometrie zu Hülfe. Es 
ist nach 9)

ՊւՏ2+ a22ť+ «за£2+ 2«ւշ^ + 2«ізІС + 2«շ3^է

das Quadrat des Lotes vom Centrum des Ellipsoids auf eine Tangentenebene dieses Körpers. 
Die Richtung dieses Lotes ist durch t¡, g oder -Թ und ф bestimmt, die Koordinaten w, v, iv 
des Berührungspunktes folgen aus

pu = atl Հ + «12 p + «дз g

pv = a12 £ -f- <z22 rç 4֊ a23 g

pw = a13 £ -f- a23 łj 4- «33 g 
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Demnach wird unter Benutzung des Wertes von y։2 für & — 0 «33 das Quadrat des Stückes, 
welches von der w-Achse durch eine zu derselben normale Tangentenebene des Ellipsoids 
abgeschnitten wird. Setzt man ferner 9’—^-, so geht շ։2 über in Ժ2 == axl cos2^-j-2a12 sin 

cos Հի + a22 sin2 Հի, und es ist mithin Ժ2 das Quadrat des in der uv-Ebene liegenden, vom 
Centrum des Ellipsoids gezogenen Lotes zu einer der w-Achse parallelen Tangentenebene. 
Diese Tangentenebene berührt zugleich den auf der ««-Ebene senkrechten, das Ellipsoid um
hüllenden Cylinder. Für & hat man ferner nach den die Koordinaten des Berührungs
punktes bestimmenden Gleichungen, da dann p — ô wird,

dw0 — ari cos Հի -j- aä3 sin Հի,
d. հ. die Fläche eines Rechteckes.

Folglich wird nach 31)
Ջ2 = [(Պ3֊ձ2)2 + 4(ժ№0)2յ,

eine Gröfse, welche sieh für ein beliebiges Azimuth Հի in dem diesem Winkel entsprechenden 
Achsenschnitte des erwähnten Cylinders konstruieren läfst und welche für eine gewisse Schnitt
richtung ein Maximum erreichen wird. Da nun diese letztere Schnittrichtung offenbar in 
Bezug auf die Hauptachsen der in der ««-Ebene liegenden Grundfläche des Cylinders eine 
feste sein wird und keine Änderung erleiden kann, wenn sich die willkürlichen ««-Achsen in 
ihrer Ebene drehen, so steht es frei, diesen letzteren eine solche Richtung zu geben, welche 
für die Untersuchung des Maximums von R die gröfsten Vorteile bietet. Dies ist der Fall, 
wenn man die Projektion der Hauptachse W des Ellipsoids auf die «-Achse fallen läfst. Es 

ist dann ■$; v, W = y. Setzt man ferner w, W — v, Հհ v, V = l, so werden die in 7) 
vorkommenden Cosinusse

xu — COS V cos Z

yu — — COS V sin Z

Zu = sin v

xv — sin Z

yv = cos Z

= 0

xw — — sin V cos Z 

yw = sin V sin Z 

Zw — COS V .

Mit diesen Werten erhält man unter Benutzung von 27)

R2 — [[1 — (cos Հի cos Z -j- sin Հի sin Z cos v)2] 8ծ -j- (1 — sin2 v sin2 Հ>) 3cj

— 4 868c (sin Z cos Հի — cos Z sin Հի cos v)2,

wo der Kürze halber 8b => A2 — B2, 8C = Ճ2 — C2 gesetzt ist.
Untersucht man jetzt das Maximum der Funktion R, so findet man nach einigen 

Rechnungen dasselbe = 8C — A2— C2, und zwar sowohl für Հի — 0 und Z — 0 bei beliebigem 
v, als auch für v = 0 und Հի — Z. Daher hat man in der Bedingung 30) R — A2 — C2 und 
entsprechend R' = A'2—C'2 zu setzen.

Dadurch geht dieselbe über in

32) уЛг-С^ + УА'г-С'г
E <1.

Hieraus kann man nun folgende Schlüsse ziehen. Fallen die grofsen Achsen beider 
Ellipsoide auf die Centrale beider Körper, so wird bei der Berührung der Centralabstand 

3
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У = ճ + Å'- Für diesen Wert ist aber stets die Konvergenzbedingung 32) erfüllt, denn es 
ist unter allen Umständen

А + A' < 1 .

Es ist also für diesen Fall unsere Potentialreihe bis zur Berührung der Körper konvergent. 
Fallen ferner die kleinsten Achsen C und C mit der Centrale zusammen, so wird bei Berührung 
E = C + C' und es ergiebt sich nur so lange sicher eine Konvergenz der Potentialreihe, als 

/Л^С2 + уЛ’2 —C'2 < C + C'.

Da nun, wie früher nachgewiesen ist (III), die Glieder der Potentialreihe homogene Funktionen 
der Differenzen der Halbachsenquadrate sind, so ändern sie sich nicht, wenn man statt der 
gegebenen Ellipsoïde zwei mit ihnen confocale nimmt. Benutzt man dieses, so wird im 
letzteren Falle die Konvergenz vorhanden sein bis zur Berührung zweier mit den gegebenen 
confocaler Ellipsoide mit solchen Achsen, dafs die BedinoTino՜

У a2— c2 + ул՛2 — c՛2 < ус2 + в + ya֊՜p- ď 
erfüllt ist.

V.
Es mag jetzt unsere Aufgabe sein, in der Potentialreihe 26) die Integration nach ф, 

wenigstens für die ersten Glieder, thatsächlich durehzuführen. Es handelt sich dann vornehmlich 
um die Bestimmung des reellen Teils von

2ЛУ Փ2քէ (An + ¿A12, 
О

Л12 ֊|՜ i АУ) (Фф

für die von 0 an aufsteigenden Werte von u. Nach 16) ist

33) Ф2д= (** + 2) (Ли + iЛ12у + + 2) (Аи + іЛ12у֊1 (ճձ + քճձ)

+ (2“6+ 2) (Ai + ¿Д2У֊2 (ЛА + ¿ЛА)2 + etc. 
Nach 27) hat man

՜^-н 4* * Kžf« cos 4՜ У” ^)2 ÿw] -f՜ Ъ [(#« cos ф я „ sin ф)2 —•

^12 = ^4* fý»y<o(ž/u COS А 4՜ Уѵ sin ф) 4֊ Õcsw(g։i COS ф 4՜ #o sin ф)^

und entsprechende Werte für die gestrichenen Buchstaben. Denkt man sich nun die Entwick
lung von Փ2ք1 in 26) eingetragen, so erkennt man leicht, dafs die einzelnen Integrale nach ф 
zu multiplizieren sind mit Integralen nach p und pz von der Form

1

035)
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gehen wir zur wirklichen Bestimmung von

Ž7T

auf

36)

des

8*

1
ï’

2я АБС r0.

1 
շ

Nach diesen vorbereitenden Bemerkungen 
P(o), pto, p(2) über. Es ergiebt sich aus 26)

JE

mithin
p(2) = .2n:...

]/LD'

Чп 
ր0ր՚0 I d ý 

0

Nun ist —= = ABC A'B'C', wie man sich durch Transformation der Gleichungen 1) 

die Hauptachsen überzeugt. Die Masse des Ellipsoids
иг Г_2 W2 _ i
ճ։ "Г Ջ> Т Сг — 1

U2 V2 W2mit der Dichtigkeit P(p), wo p = 4՜ -j- ist, wird aber

= IJ'JjdUdVdW P(q) dQ.
0

Führt man die Polarkoordinaten

U — ]/p A cos б V — У q Б sin б cos g W = У q C sin б sin S

ein, so geht das die Masse ausdrückende Integral über in

2я АБСfР(У)Уё dQ =

0

Demnach wird das erste Glied der Potentialreihe

pW — ■

Ferner ist nach Aussonderung des reellen Teiles aus Ф2 für и — 1
11 S.4

pW = • n • ¿34 •fj ՛??' dQ dQ'ß[au + ճձ) d^ .
oo о

Bei Substitution nach 34), Ausführung der trigonometrischen Integrale und Benutzung 
Symbols 35) ergiebt sich dann nach einiger Rechnung

P(1) = ¿ խՀ & (1 - 3^) + ՏՀ1 - 34)] + rorí (1 ֊ 34Û + ՅՀ1 - 34')]] •

Für ft = 2 hat man den reellen Teil von Փէ

= 6 (Aii — Ah 4՜ Au — A'il) 4՜ 20 (ճսճււ — ճ12ճւշ),
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Hieraus ergiebt sich nach Durchführung der Integration nach ф

P(2) = іТда ' > + 2ді8^ +
+ -j- r^Çë^’Tyy՛ + dbdjTy,-Է- Sb'ScTy'^-^dcdc'Tzi՛՝)

+ + 2гУгс-т/։-+
Hierin ist gesetzt

Tyy = 3- ZQyi + 35 г/á,

Tyi = 1 — 5 (4 + 4) + 3544

Ту, = 1 + 2 cos^TT) ֊ 20 2MW. cos (Ę IF) ֊5(4 + 4-) + 354

u. s. w.

In ähnlicher Weise lassen sich die folgenden P’s successive berechnen.
Es mögen noch die Werte der P’s für die konstanten Dichtigkeiten _P= 1 und P'= 1 

beigefügt werden. Dann werden die Gröfsen r folgende Werte annehmen: r0=r¿ = —, 

ր1=ճ = ~, րշ = րշ = ֊, und man erhält, wenn auch ~л ABC = M, — n A'B'C = АС 
gesetzt wird:

p(0) —

P(1) = inSM -3^) + M1 ֊ 34) + Ml-34') + ac- (1 - 34-)]

P(2) == if<S [5<W, + + ax, + гьт.у + гад, + гад
+ 14 {гьг,Туу + дьг,Ту, + гУгс2>£ +

VI.

Das gewonnene Resultat soll endlich auf den besonderen Fall angewendet werden, 
dafs die Ellipsoide sich wenig von der Kugel unterscheiden, und dafs die Entfernung E gegen
über den Dimensionen der Körper grofs ist. Dann konvergiert die Potentialreihe sehr stark, 
denn sie konvergiert stärker als eine geometrische Reihe mit dem Quotienten Кл*~с'‘+Ѵ'^'і|— O'* 

(vergi. 321), der unter der gemachten Annahme eine sehr kleine Gröfse sein wird. Unter 
diesen Umständen hängt der Wert der Potentialreihe hauptsächlich von den Anfangsgliedern 
ab und zwar vorzugsweise von dem ersten, das ja auch bei grofsen Entfernungen einfach dafür 
gesetzt wird. In diesem Gliede tritt neben den Massen nur die Entfernung auf, die relative 
Achsenlage der Ellipsoide kommt darin nicht vor, und doch ist dieselbe von einem gewissen, 
wenngleich nur verhältnismäfsig geringen Einflüsse auf den Wert des Potentials, wie die Werte 
von pW und p(2> zeigen. Es mag unsere Aufgabe sein, zu untersuchen, unter welchen 
Bedingungen die Maxima und Minima wenigstens für pO) und P<2> auftreten, da p<3) unter den 
gemachten Voraussetzungen sicher zu vernachlässigen sein wird.



21

Um das Maximum resp. Minimum von pW aufzufinden, hat man zu variieren

39) րՀ0 [ՏՀ1 - 3ÿ2) + Sc(l — 34) + Ml ֊ 340 + 3c(l - 34՛)]

unter den Bedingungen

4 + 4 + 4 = 1, 4՛ + yl' + 4՛ = 1 •

Durch die Substitutionen xw — cos б, у։: = ша cos g, zw = sin б sin g, xw՛ = cos б , 
yw՛ == sin 6՛ cos g', zw՛ = sin б' sin g' erfüllen wir die Bedingungsgleichungen identisch und 
erhalten als erste Variation von 39)

— 6rM[Sdsin <? cos g(cos ocos gâö — sinOsin gdg)-p Scsin Osin g(cos o sin gdo-J-sinocos gdg)]

— 6r0r[[Sy sin о'cos g'(cos o'cos í,' 06՛— sin б' sin g'dg') + 3c'sin o' sin g'(cos o'sin g'do'+ sin о'cos g'dg )].

Wenn hierin die Koeffizienten von do u. s. w. = 0 gesetzt werden, ergeben sich die Gleichungen:

sin o cos б [ói, cos g2 + Se sin g2] = 0

sin2 0 sin g cos g [ёь — SJ = О

und zwei entsprechende Gleichungen für die gestrichenen Buchstaben.

Also ist entweder 1) 0 = 0, o'= 0 und g und g' beliebig, oder 2) б = ֊, о' = у, 

g = y; = oder 3) o = —-, o' = ֊-, g —0, g' = 0. Bildet man sich im ersten 

Falle die zweite Variation, so findet man dieselbe

= — 6դր0 [Sj cos2 g + Sc sin2 g] (do)2

— 6ron [Sy cos2g' + Sy sin2 g'] (do')2.

Da sie negativ ist, wird mithin der Ausdruck 39) ein Maximum, folglich auch P(1) ein Maximum. 
Für den zweiten Fall ergiebt sich die zweite Variation

= [Sc(do)2 + (Sc - S6) (dg)2] + 6ր0Հ [Sc֊(do')2 + (Sc - Sy) (dg')2].

Dies ist stets positiv, da stets Sc> S*, Sc > Sy. Mithin tritt für diesen Fall ein Minimum von 
p(O ein. Der dritte Fall führt auf kein Maximum oder Minimum, da die zweite Variation 
dann wird

= 6rM(36(do)2 + (3d-ac) (dg)2 + 6ror[ (Sy(do')2 + (Sy - Sc) (dg')2) ,

ein Ausdruck, der sowohl positiv als auch negativ sein kann.
Es ergiebt sich mithin, wenn

401 xw = 1, yw = 0, ßw = 0, Xw՛ = 1, yw ' == 0, zw ՛ 0,

d. h. wenn die grofsen Achsen der Ellipsoide mit der Centrale der beiden Körper zusammen
fallen, der gröfste Wert von pW. Der kleinste tritt ein für

41) xw = 0, yw = 0, gw = 1, хю՛ — 0, уш՛ = 0, Zu,՛ = 1, 

d. h. wenn die kleinsten Achsen in der Centrale liegen.
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Setzt man das Wertsystem 40) in P<s> ein, so resultiert nach 38)

P(2) == (3 + 2sb8e + за2) + (3a¿ + 2аУа, + за2-)

42) + Ș (з4 ցՀ1 + 2 cos2 (Ę Г)) + ад ас, (1 + 2 cos2 (ĘTK'))

+ Ѵс (1+2 COS2 (У',ТУ)) + ¿Л (1 + 2 cos2 (ТУ, ТУ')))]-

Da man sich nun die Richtungen der Achsen V, ТУ, У', ТУ' für den angenommenn Fall in 
eine Ebene verlegt denken kann, so folgt, falls man ^V,V' = cp setzt, cos (ТУ, ТУ') = cos <p, 
cos (У, ТУ) = — sin g?, cos (ТГ, TV) = sin cp. Nach Aussonderung des konstanten Teiles aus 42) 
und Weglassung der positiven Faktoren bleibt von p<2) als variabler Teil übrig

+ ^c^c') cos2 g? + (8bd¿ -]֊ ай,ас) sin2 ср.

Dieser erreicht bei cp = 0 sein Maximum, bei cp = — sein Minimum, denn die zweite Varia
tion wird

== — 2 cos շ հ> (Sj — ac) (ay — aď) (ժ^)2

und hierin sind a^ ac und d¡՛ — beides negative Gröfsen. Wenn mithin die grofsen Achsen 
auf die Centrale fallen, also pW sein Maximum hat, erreicht zugleich p<2> seinen gröfsten 
Wert, sobald die mittleren Achsen beider Körper untereinander parallel sind, seinen kleinsten 
Wert, sobald sie einen rechten Winkel bilden.

Berechnet man p<2> für das Wertsystem 41), so folgt

іо pw ՛ [րշր° + з а2) + րօրշ (за2- — 8aó-ac- + 8а?)

+ т Лn а, (1 + 2 cos2 (У, У')) + 8C8¿ (26 + 2 cos2( ТУ, ТУ') - 20 cos ( ТУ, ТУ'))

+ (-4 + 2 cos2 (У, ТУ')) + ёь֊Зс (—4 + 2 cos2 (У', ТУ)))] •

Weil nun die Achsen ТУ und TV' mit der Centrale zusammenfallen sollen, ist cos ( ТУ, ТУ') = 1, 
cos (У, TT ) = 0, cos (У ,TT ) = 0. У,У' werde = ср gesetzt. Der Klammerausdruck besteht 
jetzt aus einem konstanten Teil und dem variabeln

20 - а я շу ր։ г у оьдь, cos2 ср.

Das Maximum hiervon tritt aber ein bei 99 = 0, das Minimum bei cp = —, das erstere, wenn 

die mittleren Axen parallel sind, das letztere, wenn sie auf einander senkrecht stehen.
Die gröfsten und kleinsten Werte von pW und p<2) zusammengestellt lauten folgender- 

mafsen :

Für P(1)max-==i3^-¿M(^ + aí) + r0’'í(^ + ^)]
wird
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Haben wir es mit Rotationsellipsoiden zu thun, so vereinfachen sich die Resultate. Sind 
nämlich die kleinsten Achsen die Rotationsachsen, so werden und Sy beide = 0.

p։ > max. — yÿjÿ ' e6 իշրօ(32* 4՜ 22¿2c 4՜ 38c) 4- ^շ>՞օ(3^'4՜ 22y2c'4՜ 32y)

4՜ у riri (%()bfå 4՜ 32c2y 4՜ 2*2c' 4՜ 2y2c)J,

P( ։ min. — xoVÏTD7 ՛ Ей [ł2’o(32* 4՜ 22*2c4- 32с) 4՜ ^շ^օ(32ծ' 4՜ 22*'ЭС' 4՜ 32y)

4՜ у riri (2б2у 4՜ 2c2ժ 4՜ 32í2C' -p 38y2c)J •

Für Р(1) min. = • Е, իլ>0 (2í - 22с) 4- Tlr0 (2y 2Sy)]

ergiebt sich
P(2>max. — 10|/д2)7‘^6 Er2ro(3^* 8242с4-82с)4-’’2»'о(32б' 8fåfå 4֊ 8få)

4- у г1Г; (38¿8y + 8202у — 42ó2y — 42y2c)J, 

p® min. — Հ ¡Հ2ր0(38ծ2 8242c+ 88c2) 4֊ ror2(3få 8fåfå-}-8få)

4- у րճր[ (868y + 8 2c2y — 42d2y - 4 2y2c)] •

Marienwerder, Dezember 1892.

H. v. Schaewen.




