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V. Die Ellipse.
§ 33. Definition und Gleichung der Ellipse.

Die Ellipse ist der geometrische Ort aller Punkte, 
für welche die Summe der Entfernungen von zwei 
festen Punkten F und Fx konstant ist.

Bewegt sich also ein Punkt so, dass in jedem Augenblick seiner 
Bewegung die Summe seiner Entfernung'en von zwei festen Punkten 
F und F{ dieselbe ist, so beschreibt er eine Ellipse.

Die beiden festen Punkte F und heissen die Brennpunkte 
(foci) der Ellipse, die von irgend einem Punkte F der letzteren nach 
ihnen gezogenen Geraden B r e n n s t r a h 1 e n (Radien - vectoren.)

Um tür die Ellipse eine Gleichung abzuleiten, wählen wir die 
Mitte О von FF\ als Coordin aten anfang, die durch FFX bestimmte 
Gerade als A-Achse., die Senkrechte darauf in О als F-Achse und 
bezeichnen die constante Summe PFPFX, (r 4- rx), zweier Brenn
strahlen durch 2¿z, die Entfernung AZyj der Brennpunkte durch 2^. 
(Dann ist r + 7'լ > 2 ą also а > c}.

Ist nun P (Fig. XXXI) ein beliebiger Punkt der Ellipse, so ist, 
wenn von P aut die X-Achse das Lot PQ gefällt wird, OQ = x, 
PQ — у, QF — c — x, QFX e -j- x, also PF2 = r2 ~y2 4՜՜ (^ — ^)3, 
PFX2 — — jr2 ֊|֊ (e4՜x)2, demnach

2a = t + — J/y2 +(¿? — X)2 + ¡/y2 P (e + x)2.
Daraus ergiebt sich : 2a — |/y2 4՜ \e — x)2 ~ |/>’2 + + ^)2,

4¿z2 — 4<? ]/У* + (ď — + У1 + e<i՝ — ^сх + х'2 =у'2 + Р + 2ех 4՜ х2,

x ±4|/Հ^֊՜7, y ~ ± 4՜Ս*2 4k2,

4¿z2 — 4ех = 4а ¡Sýty- (е — х)2, ах — 2а2ех 4֊ с2х2 == а2у2 4֊ ¿z2ď2 — 
2¿z2¿jv 4- а2х2, (а2 — е2)х2 4֊ а2у2 — а\а2 — е2\

Setzen wir nun noch ¿z2 — e2 = b2 und dividieren die Gleichung 
durch ¿z2Æ2, so erhalten wir endlich ֊4֊ 4՜ = 1.a- ձ>՜

Unter Zugrundelegung unseres Coordina! ensystems gilt diese 
Gleichung für jeden Punkt der Ellipse und, wie sich leicht nachweisen 
lässt, tür keinen andern, es ist also :

die Gleichung der Ellipse und zwar die sogenannte Mittel - 
pun k t s g 1 e i c h u n g.

Aus dieser Gleichung ergeben sich leicht die beiden neuen : 
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d. h., es giebt nur so lange zusammengehörige reelle Werte von x 
und y, als y zwischen 4֊ b und — Հ x zwischen 4՜ a und — a liegt. 
Die grössten (absoluten) Werte, welche ' x und y annehmen können, 
sind bezw. + a, + b, d. h., die Ellipse liegt ganz innerhalb des Recht
ecks, das durch die Parallelen x = + a, y = + b zu den Achsen 
begrenzt wird. Da ferner zu jedem Werte von x zwei gleiche, aber 
entgegengesetzte von y gehören und umgekehrt, so ist die Ellipse in 
Bezug auf jede der beiden Achsen symmetrisch. Da endlich mit 
stetig sich änderndem Werte der einen Unbekannten auch die an
dere Unbekannte sich stetig ändert, so ist die Ellipse eine ge
schlossene Curve.

AAt == 2a nennt man die grosse, BBY = 2b die kleine 
Achse, OF = OFV — e die lineare Exc entri cit ät, A, Av 
B, Bv die Scheitel, О den Mittelpunkt, jede durch ihn hin
durchgehende Sehne einen Durchmesser der Ellipse. (O halbiert 
nämlich nicht nur die beiden Achsen der Ellipse, sondern jede durch 
ihn hindurchgehende Sehne; denn aus der Gleichung der Ellipse

+ ¿7՜ ~ f un(i der Gleichung der Geraden у = mx ergeben sich 
ab 

als Coordinaten der Schnittpunkte leicht jc = + =-,====== , 
mab . V 1)2 +

у — + i/7^ , ■ ’ wobei die oberen, bezw. untern Vorzeichen
|/ ձ2 4- a2m2

einander entsprechen; die Schnittpunkte liegen also symmetrisch zum 
Coordinatenanfang).

Die Scheitel В und BY sind wegen a2 = b2 4՜ von jedem 
der beiden Brennpunkte um die halbe grosse Achse entfernt, während 
AF — AiFi = а — e, AFÏ AXF = а 4՜ e ist.

Je kleiner e wird, umsomehr nähert sich die Ellipse dem Kreise, 
den wir also als einen Special fall der Ellipse ansehen können.

Für x = + e erhalten wir die zu den Brennpunkten gehörigen 
Ordinaten у = + —. Man bezeichnet die doppelte Brennpunkts- 

ordinate 2 — durch 2p und nennt sie den Parameter der Ellipse 
(Für den Kreis ist wegen e — o, b = a, also 2p — 2a — 2r).

§ 34. Konstruktionen der Ellipse.
Aus der Gleichung der Ellipse, bezw. aus der grossen (kleinen) Achse 

und der Excentrität der Ellipse ergiebt sich eine Anzahl von Kon
struktionen, von denen hier die folgenden aufgeführt werden mögen.

1 ; Bringen wir die Gleichung der Ellipse auf die Form у =' +֊՜|/Ղ2 — r 
und setzen kurz J/ <a2 — x2 = rj, so ist die zur Abscisse x des 
Kreises a gehörige Ordinate und а,:Ь = у:у, also y vierte Pro
portionale za a, b, Yj, Daraus ergiebt sich folgende Konstruktion : 
Man beschreibt über 2a als Â-Achse den Kreis und verkürzt 
jede Ordinate desselben im Verhältnis b : a, dann bestimmen die 
gefundenen Punkte die Ellipse. Analog: Kreis über 2b als 
K-Achse und Verlängerung jeder Abcisse im Verhältnis a՝.b. 
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Durch Verbindung beider Konstruktionen ergiebt sich endlich 
folgende (Fig. XXXII). Man zeichnet die concentrischen Kreise, 
welche die Achsen zu Durchmessern haben, zieht in ihnen irgend 
einen Durchmesser und durch die Endpunkte je eine Parallele 
zu d e r Achse der Ellipse, welche Durchmesser des andern Krei
ses ist. Die Schnittpunkte P und P* sind dann Punkte der Ellipse. 
Bew. einfach.

2 ; Da PF 4՜ PFr — 2a, so erhält man beliebig viele Punkte der
Ellipse, wenn man 2a in 2 Teile teilt, von denen der kleinere 
mindestens = a — e sein muss, und mit diesen Teilen Kreise 
um die Brennpunkte schlägt. (Jede Teilung giebt 4 Ellipsen
punkte).

3 ; Schlägt man um einen der Brennpunkte einen Kreis mit der
grossen Achse, zieht in ihm irgend einen Radius, verbindet den 
Endpunkt desselben mit dem andern Brennpunkt, so ist der 
Schnittpunkt der Mittelsenkrechten dieser Verbindungslinie und 
des Radius ein Punkt der Ellipse. (Bew. sehr leicht.) „Die El
lipse ist der geometrische Ort der Mittelpunkte aller Kreise, 
welche einen gegebenen Kreis innerlich berühren und durch einen 
gegebenen Punkt gehen.“

4; Schlingt man um die beiden Brennpunkte einen in sich zurück
laufenden Faden von der Länge 2a + 2e, spannt denselben durch 
einen Schreibstift und führt diesen dann in einer durch die Brenn
punkte gehenden Ebene herum, so beschreibt er die Ellipse. 
(Vgl. § 23 No. 5.).

§ 35. Aufgaben zu §33 und § 34.
1; Für die Punkte der Ellipse, deren Achse mit den Coordinatenachsen 

X5 V2 . X2 y2zusammenfallen ist = 1, für welche Punke ist 4֊ հ 1?
2 ; Wie heisst die Gleichung der Ellipse, deren Hauptachse 34, deren 

lineare Excentricität 15 ist und deren Achsen die Coordinaten
achsen sind ?

3; Die Gleichung einer Ellipse unter der vorigen Bedingung aus 
Hauptachse 2a und Parameter 2p zu bestimmen. (Պ, 4- ֊հ֊ — 1).

4 ; Die Coordinaten des Mittelpunktes einer Ellipse mit den Halb
achsen a und b sind c und d\ wie lautet ihre Gleichung? 
(•* - d2 . G - ä)2

a2 ՜ր՜ b2
5; Wie heissen die Gleichungen der zum Punkt (xif yj der Ellipse 

~ 4- —1 gehörigen Brenn strahlen? Setzen wir in die all
gemeine Gleichung der durch zwei Punkte bestimmten Geraden 
(§ 12) für x2, die Brennpunktscoordinaten e, o, bezw. — e, о 
ein, so erhalten wir leicht У = % - ---- - , bezw. у = yx x

--- e ՜է՜ e 
Beispiel: = Xl = f>, У1 =4—, giebtjy = -^(лг—12)

und У — (* + 12)-
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Wie lang sind diese Brennstrahlen ? Aus r2 — le — x^2 + ^2, 
Ղ2՜ ՜է՜ յրւ)2՜Ւ?/ւ2 folg* Ղ2— “ 4#պ, ferner ist րճ + r — 2a,
also r< — r = 1, demnach r = a —— xA, z, = a + —x-,. —1 a a 1 a 1
Für obiges Zahlenbeispiel: r — 8-~-, ~ 17-pr-

Welchen Winkel schliessen diese beiden Brenn strahlen ein ?
Setzen wir in die allgemeine Gleichung für tgcp ~ — m-- für

° ° 1 mi.m9
tnt und ihre Werte---- und — ein, so erhalten wir
y = 142° 23' 21".

6; Die Ellipsen -A_+ = 1, ֊|֊+ = 1, A__|_ A . — i zu con-
struieren.

§36. Ellipse und Gerade.
у

2

wieder die ge-
Wir finden für sie die Weite:

erm* ֊փ֊ ’

+ b2
Punkt gemein-

e2, so geht die

b2n + mab \Հa2m2 + b2 — n2 
a2m2 + b2 ’ y . a2m2

Die beiden Linien haben also zwei, einen, keinen 
sam, jen ach dem a2m2 + b2 n2 ist.

Setzen wir nun noch für b2 seinen Wert a2 — 
vorige Bedingung über in ¿z2(l +/7z2) > e2 + n2 oder а2 (1 + tg2a^ О е2-\~гі* 

oder a2 ձ- (e2 + zz2) c os'a.
<

Fällen wir nun (Fig. XXXIII) von О und F die Lote OL und 
TW auf die Gerade, OE auf FN und ziehen ON, so ist EN — OL = нс osa 
OE= ec osa, also ĆW2—(£2 + 7z2) ces2a. Hieraus gewinnen wir den Satz:

Eine Gerade schneidet eine Ellipse in zwei Punkten, 
berührt sie, trifft sie nicht, jenachdem der Radius a des 
Umkreises (die grosse Halbachse) grösser, gleich oder klei
ner ist, als die Verbindungslinie des Mittelpunktes der 
Ellipse mit dem Fusspunkt des von einem Brennpunkt 
auf die Gerade gefällten Lotes oder jenachdem der 
Fusspunkt des von einem Brennpunkt auf die Gerade ge
fällten Lotes innerhalb de s Um k r eis e s, auf diesem oder 
ausserhalb liegt. „Die Fusspunkte der von den Brenn
punkten auf eine Tangente der Ellipse gefällten Lote 
liegen auf dem Umkreise/'

Die Coordinaten des Mittelpunktes der durch die Ellipse aus 
der Geraden у = mx + zz herausgeschnittenen Sehne sind bezw. 
x = У = '-'‘-՜է л- — 2 f” -i . Daraus folgt:

ձ2

г2 у 2Gegeben ist eine Ellipse—¿-֊֊f- ֊֊■ — 1 und eine Gerade jy = mx~h n, 
zu untersuchen, unter welchen Bedingungen Ellipse und Gerade Punkte 
gemeinsam haben.

Die Coordinaten der Schnittpunkte sind offenbar 
meinsamen Wurzeln beider Gleichungen.

_ ~а2тпУ-аЬ\/ a2m2 + b2 — n2x------------ -—. —֊—-——------------ ý у —

У - a. m x = m Լ x.
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Da diese Gleichung von n unabhängig ist und selbst einen Durch
messer darstellt, so erhalten wir den Satz:

Die Mittelpunkte paralleler Sehnen einer Ellipse 
liegen a u f e i n e m Durchmesser.

Aus mx — — -.v֊֊ folgt: Diese Gleichung ist sym
metrisch in Bezug auf m und mv , d. h., sie bleibt ungeändert, wenn 
man m durch тл und umgekehrt ersetzt. Daraus folgt : die Mittel
punkte der zum Durchmesser y — ~ -^x parallelen Sehnen liegen
auf dem Durchmesser y =■ mx.

Zwei Durchmesser, von denen jeder die zum andern parallelen 
Sehnen halbiert, heissen konjugierte Durchmesser.

Trifft ein Durchmesser y — mx die Ellipse in einem Punkte 
y¡), so trifft der konjugierte Durchmesser sie in den Punkten 

x2 — + ֊֊ y,, y2 — 4. ~~xt ; denn wegen 77z = lautet die Glei- 
â'2x 1chung des zweiten Durchmessers у = — Հ֊-x und aus ihr und der0

•>

9 <Z“

Պ2

*i2

X՜ ~ 1 ; beide Seiten
о 9

x -

Ellipsengleichung ergeben sich als gemeinsame Wurzeln obige Werte. 

Լ а2 b2 ’ íz-ľj
mit ֊— multiplieiert :

Nennen wir diese beiden Durchmesser bezw. 2¿z und 2^ 
т Ą2 = x,2 4֊ у/2 + x22+y.,2 
֊Xľ + 2՜ ^֊֊ = («* +

u. s. w.^
so ist

Ž2 , x^ =-_;
֊) = (zz2 + b2).

Die Summe der Quadrate irgend zweier konjugier
te r D u r c h m e s s e r e i n e r E11 i p s e ist gleich der Summe 
der Quadrate der Achsen.

о

cr

xr
b2 
a՛2} շ

T demnach m2 + 277ZxIVt + a- b- 1 c i
0. Hieraus ergiebt sich m = — ֊֊֊,'՛ ֊ ծ a2vt

.՜շ՜
,2л.~2

rade у 
es ist also у 
Ellipse in
У\

Aus

§ 37. Tangente und Normale der Ellipse.
1 ; Im vorigen § ergab sich als Bedingung dafür, dass die Ge- 
/ — mx + n Tangente derEllipse sei, die Gleichung a2m2 + b2 — n* ; 

eine Tangente. Soll diese die 
(յպ, yj berühren, so muss auch

sich der für die bestimmte 
unbestimmte Wert von m.

— iiinxïyï + m2x2 — a2m2 + b2 oder m\a2 — xt2) + 
x 2 V 2+ (b2 — y/2) = 0; nun ist aber auch ~ + ֊- ~ 1, also 

a2 — xL2 — ֊—■ , b2 — yt2  ֊—֊, demnach m2 
b2x 2 , / , bx. x 2—7- oder (//z-֊ d----er \ b а /

= J/«2»«2 1/Հ4 + ¿2 = ֊V a2?!2՜I a2v,~ ¿/г. 1
b2

und ո

—V՜^ ֊ v"Л '

= m x + \Հ a2m2 + bŁ 
einem bestimmten Punkte

= mxY + a2m2 + b2 sein, 
dieser Gleichung ergiebt 

Tangente geltende bisher noch 
Es ist jyL2 — 2w^;1y1 + m2x2 — 
2/;zxiyi ■
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Die Gleichung* der Tangente im Punkte (xt, jVi) der Ellipse 
lautet somit: y — —- ֊1 x + — oder ֊—(- ՜֊~֊ = 1.a-yi yL a- b-

Es ist demnach:

E11ip s e

eine

dieо

b2.

El-
die

__ __ ծ2(-*ւ՜Ւտ) 

«Ѵі+л) ’
----- -1 folgt.a2yv &
- ֊:~ oder au c h: íz-ji
1..гл՞,

хх XX
+ Т2՜ ~ 

erhalten
— = 1 die Gleichung der Tangente im Punkte
wenn

laufenden

die Gleichung der
Ellipse

Wir
хя XX
՜ժ՜ + TT
(л\, >’r), wenn wir in der Ellipsengleichung je 
der laufenden Coordinaten x, у durch die des Be
rührungspunktes ersetzen. (Vgl. § 19, § 26).

Die Normale der Ellipse im Punkte (xt, yL) hat demnach 
Gleichung: у — y< ~ (x — x/) oder — л֊7֊т՜—•

2; Die Gleichung der durch 2 Punkte (նպ, j\), (x2, jy2) der 
lipse gehenden Sekante lautet: ՜՜՛1 = ՜֊---- — ; lassen wir nun1 ° X -- Xt -- X։J
beiden Punkte einander unendlich nahe rücken, die Sekante zur Tan
gente werden, so ergiebt sich als Gleichung der letzteren --- ֊7 = •

Diesen Wert — bestimmen wir analog wie früher. Da beide Punkte der 
Ellipse angehören, gelten die beiden Gleichungen b2xt'2 + ^2Ті2 = a2b2, 
b2x22 + a*y22 = a2b2. Aus ihnen ergiebt sich durch Subtraction 
b2(xr2 — x22') = — a2(yt2 — y22) und hieraus:'———

Պ x2 
woraus beim Zusammenfallen der beiden Punkte — =

Die Gleichung der Tangente lautet also : —— = —
x — ֊V,

~xi » XXx _
a2 ՜1՜ b'2 ~

§ 38.
Die Coordinaten (xL, yľ) des Berührungspunktes 

я?® у"2der durch den Punkt (£, ?;) an die Ellipse ՜շ՜ + ^г — 1 geleg- 
ten Tangente zu bestimmen.

Analog wie beim Kreise (§ 20) erhalten wir hier die beiden 
Gleichungen: = 1 und T + T = Ն aus welchen sich

ö a2 b2 a2 b2
für die Unbekannten x¡ und у die W
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wobei einander die oberen, bezw. unteren Wurzelzeichen entsprechen. 
Daraus geht hervor, dass man von einem Punkt an die Ellipse zwei, 

f2 >eine, keine Tangenten legen kann, jenachdem —— -j- 1 ist, d. h„
jenachdem der Punkt ausserhalb, auf, innerhalb der Ellipse liegt.

1

42

hat also die Länge

1*

e2Xy2)Ղ

в'Ху2

der
3,2, 
231. 
ծ5 ’

— 1

9,6,
3

x շ — —

Ху — x9

Ellipsen
Ti

J'2 
з2՜

У ՜-
133

= 3,
Wie lauten die Gleichungen der Tangenten, welche an die о 2 — 2 -4.2x՜
4*

= 2,4,
9 i Չ ° у--------- Ï6 + 3“T

Wie lauten die Gleichungen der zugehörigen Normalen? 
3;

= 6,
X2

der Ellipse, 
x2 i v2
52 Ւ 32

- — 1 und
= 3, yL

36
17՜’ ~

о оx- , ľ“
շշ 

Antwort : bezw. x y 
'շ՜ — 205 ՜ î Ti 2’4, x2 —
Уі ՜~= Уъ = ІА

», also — yr = 
x у folgt. Die 

ъ2xx — ֊֊ x

- Ճ ֊

1 ; 
X2 I v2 
V 1 "ï2՜

und der
Geraden

b2Xy '
Für N ist in der Gleichung der 

ah'. , \ b-xt-֊-i (x — Xi), woraus x — Xi — ֊֊г b-xt ' լ- 1 a2
Länge der Subnormalen ist also Xy —

Ferner ist TP- = ~~ 1 л՛ 2
У i ՜ . Հ zy4

’i ՜
r о о
ü"J'í ՜

x2 ľ2—֊֊ + —= 1 bezw. in den Punkten xs = 2,4, 122 o2 1
у у — 3 gelegt werden können? Antwort: 

г՛ у = — 4՜х + 8Т

Normalen у ֊ 
а2 - & 
--------- õ— Ху<г

е2 а2 —
а2 1 а2

, 9 9 аЬТ ++ Л՜ = 7Г
aWXi2 + {а4 — {а* — ¿Ղղ2) = (а4

(ö2 = ägt; ,Ąj also Tangente 77>‘=

- 1 /—- бху "1-

§ 39. Aufgaben zu § 37 und § 38.
Welche Coordinaten haben die Schnittpunkte
— 1 und der Geraden у — x + , der Ellipseо

Geraden у = x----- —, der Ellipse + ՜շ

— 0,3x + 2,5?
1954

In welchen Punkten berühren die durch die Punkte £ = — 4, 
bezw. £ = 6, ?; = 5 gehenden Tangenten die Ellipse 

T2 1 к i y2 1 9fr = 1, bezw. —շ + — = 1 ?
Im Punkte P(xv Jä) (Fig. XXXIV) ist an eine Ellipse eine 

Tangente gelegt; die Längen der Subtangente, der Subnormalen, der 
Tangente, der Normalen und des zwischen den Achsen gelegenen 
Tangentenstückes TS zu berechnen.

Für den Punkt 7' ist in der Gleichung der Tangente у = 0, wir 
erhalten also zur Bestimmung der Abscisse dieses Punktes ֊֊֊ = Լ 

somit x — ОТ — ֊֊. Die Subtangente TR
a2 a2 — Xy2

՜
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7/

NP 169’

շcr
Շ

,2

Analog ist NP-

40.
շ

ց'Դ
'> A- 2•ѴЛ *1Л

Zahlenbeispiel hierzu:

b'
•»

Ä

10 I/ o 9

r՜

und Tangente halbieren 
den beiden zum Berührungspunkte gehörigen 

լ լ ՜ “ ՝. ,,Wellen in einem
punkt einer Ellipse erzeugt, kreuzen sich sämtlich

Entsprechend ОТ =-■
Հր,2 + &Ч2 __ _ťľ. թշ

— еЛ\
чX X

fn =
d. h., die 4 Punkte F, T\ , N, 

Im harmonischen Strahlenbüschel

¿42 + Հր,2 = Ь2( 
ÍZ1 ՜

7> « '

J ''֊•
demnach 7U2 =

|/ ¿Z4 — ď2JT2

ծ2
л Д

- ДД , гтѵ also TS — — \/ ո 
֊ր,֊?,2 Խ ֊Դրւ

= 1 , = 10, 71 =
595 Тр = 1191/09

ю. із ’

= -±֊^, лтѵ = 
daraus folgt: FN\FrN ~ FT՝.F\T, 
T sind 4 harmonische Punkte. L. 
j°(7s Fy , Ar, T,) stehen aber die beiden Strahlen PN und PT auf 
einander senkrecht, also : N o r m ale i 
die von 
Brenn տէր ah len gebildeten W i n k e 1. 
Brennt 
in zweiten.‘։

demnach Normale NP —-
a'2 ist OS ֊ 

՛ W"
E +

dann ist : 77? = 6.9 ЛѴ? = ,

§
Aus der Gleichung ОТ = —, welche die Unabhängigkeit der 

Lage des Punktes T von b ergiebt, folgt noch der interessante 
Satz: Alle Tangenten, welche die über einer und der
selben (grossen) Achse konstruierten Ellipsen in Punk
ten von gleicher Abscisse berühren, schneiden ein
ander in demselben Punkt dieser Achse.

Es ist ferner (Fig. (XXXIV) J\ T ~

§ 41. Tangentenkonstruktionen.
Unter Benutzung der gefundenen Eigenschaften der Ellipse 

lassen sich nun leicht folgende Aufgaben lösen :
a; In einem Punkte P an eine Ellipse eine Tangente zu ziehen.

1 ; Halbiere den Nebenwinkel von FPFX.
2; Konstruiere den Umkreis der Ellipse, lege an ihn in 

seinem Schnittpunkt Q mit der Ordinate von P die tangente, 
welche die grosse Ache in T schneidet, ziehe TP.

3; (Fig. XXXIV.) Verlängere FP um F\P bis ď, dann ist 
die Mittelsenkrechte PH aut A] Ć? Tangente der Ellipse, 
denn zieht man OH, so ist FO\ T\ О = GH\ FVH ~ 1:Լ 

also OIT // FG und ֊֊֊ FG -֊ a, Ո liegt auf dem 
Umkreis (Vgl. §36), oderauch (weil PN // GT\) HP ± PN. 

b; Von einem Punkte Q an eine Ellipse eine Tangente zu legen. 
(Fig. XXXIV).
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1; Örter für H\ Umkreis der Ellipse, Halbkreis über OQ.
2 ; Örter für G : Kreis mit 2a um F, Kreis mit QFk um Q, 

H Mitte von G.

§42. Flächeninhalt der Ellipse.
Denken wir uns die Flächen der Ellipse und ihres Umkreises durch 

Parallelen zur Y-Achse in sehr schmale Streifen zerschnitten, so müssen 
je zwei einander entsprechende Streifen der Ellipse und des Kreises 
sich zu einander wie b : a verhalten, da sich jede Ordinate der Ellipse 
zur entsprechenden des Kreises wie b : a verhält (§ 34,1), somit muss sich 
auch die ganze Ellipsenfläche zur ganzen Kreisfläche wie b : a verhal- 

ъten, also = а֊л- — = abn sein. Die Fläche einer Ellipse ist a 1
das geometrische Mittel zwischen den Flächen des Um- 
und des Inkreises.

VI. Die Hyperbel.
§ 43. Definition und Gleichung der Hyperbel.

Die Hyperbel ist der geometrische Ort aller Punkte, 
für welche die (absolute) Differenz der Entfernungen von 
zwei testen Punkten Fund Aj unveränderlich ist.

Bewegt sich also ein Punkt so, dass der Unterschied seiner 
Entfernungen von 2 festen Punkten unverändert bleibt, so beschreibt 
er eine Hyperbel.

Die beiden festen Punkte F und Aj heissen die Brennpunkte 
der Hyperbel, die von einem Punkte P der letzteren nach ihnen ge
zogenen Geraden Brennstrahlen.

Wir wählen nun als X-Achse die Verbindungsgerade der beiden 
Brennpunkte F und Fv als Y-Achse die Mittelsenkrechte aut FFľ und 
bezeichnen die konstante Differenz PFt — PF, (rt — г), durch 2a, 
die Entfernung der beiden Brennpunkte durch 2ժ. (Aus der Figur 
ergiebt sich dann sofort 2a < 2ď.)

Ist nun P (Fig. XXXV) ein beliebiger Punkt der Hyperbel, so 
ist, wenn FF _L XX‘, OR = x, PR — y, FR = x — e, 1\R — x + e, 
also PA¡2 = г* = (x + e)2 + y* , PF2 — r2 = (x — e}2 + у2,
demnach 2a = րճ — г = \Հ (x + e)2 + y2 — |/(л; — é)2 + y2,
4¿r + 4¿z ]/*(x — ej2 + y2 Y x2 — 2ex + ժ2 + y2 — x2 + 2ex 
+ ď2 + y2, 4¿z2 — ±ex = — 4¿z ՜\Հ(x — e)2 + y2, ¿z4 — 2а2ех
+ e2x2 — a2x2 — 2a2 ex֊}֊ a2e2 ֊¡֊ a2y2, (e2— a2)x2— a2y2 = a2(e2— a2\

Setzen wir nun noch e2 — a2 = b2 und dividieren die Glei
chung durch a2b2, so erhalten wir endlich -- ------ -֊ = 1.аг Խ

Unter Zugrundelegung unseres Coordinatensystems gilt diese 
Gleichung für jeden Punkt der Hyperbel und, wie sich leicht nach
weisen lässt, für keinen andern, es ist also:

Ճ _ Ճ - 1 
a2 ծ2 1 
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die Gleichung der Hyperbel und zwar die sogenannte Mittel
punk tsgleic hung.

Aus dieser Gleichung ergeben sich leicht die beiden neuen: 
x — ± -y-pjy’ + ¿2, y — + ~p-X2 — a2-

Für y = 0 ist x ~ + a, die Hyperbel schneidet die X֊Achse 
in den Entfernungen + a vom Coordinatenanfang ; für jeden andern 
Wert von у ist (absolut) x > + a, d. h., in dem Streifen, welcher 
durch die beiden Geraden x — 4֊ a und x ~ — a begrenzt wird, 
liegt kein Punkt der Hyperbel; zu jedem Wert у gehören zwei gleiche 
aber entgegengesetzte Werte von x, die Hyperbel ist also symmetrisch 
zur Y֊Achse und besteht aus 2 vollständig getrennten Teilen (Asten) ; 
zu jedem Wert von x gehören zwei gleiche, aber entgegengesetzte 
Werte von y, die X-Achse ist ebenfalls eine Symmetrieachse; mit 
wachsendem Werte der einen Unbekannten nimmt auch der der an
dern zu, die Hyperbel erstreckt sich (nach beiden Seiten) bis ins Un
endliche und ist eine offene Curve.

1'*^ bAus ~ -----1> folgt (absolut) у < + — x. Es ist also
die Ordinate eines Hyperbelpunktes mit der Abscisse x absolut stets 
kleiner als die entsprechende der Geraden y' — +— x, die Hyperbel 
liegt also ganz innerhalb der durch die beiden Geraden y' — ±֊x 
aus der Ebene herausgeschnittenen Flächenstücke, welche durch die 
W-Achse halbiert werden. Schreiben wir ferner die Gleichung der 
Hyperbel in der Form y — + -^֊jvj/1 — so ersehen wir, dass 

die Differenz y* — y ~ +֊—-jv (1 — J/l — JL-) der beiden Ordinatcn 
ÿ und y, die zu demselben x gehören, mit wachsendem x kleiner und 
kleiner wird, ohne jedoch für endliche Werte von x zu verschwinden. 
Die Hyperbel nähert sich also mit wachsendem x diesen Geraden 
mehr und mehr, bis letztere im Unendlichen ihre Tangenten werden. 
Man nennt diese beiden Geraden Asymptoten (öv/ztwtitco, dtw/zTmoToę).’

Wir nennen = 2a die Hauptachse, BBY =■ 2Æ die 
Nebenachse, (die Konstruktion ergiebt sich aus der Figur), e die 
lineare Excentricita t, A und Ar die Scheitel, die Tangenten in ihnen 
Scheiteltangenten, jede durch О gehende Gerade (bis zu den 
Ästen der Hyperbel) einen Durchmesser (Vgl. § 33). (AtF == AFX 
֊ e + a, AF = ArFL — e — a).

Ist e = а |/՜2 , also b — a, so stehen die beiden Asymptoten auf 
einander senkrecht und die Hyperbel heisst in diesem Falle g 1 eich- 
s e i t i g.

Für л; — + e erhalten wir die zu den Brennpunkten ge
hörigen Ordinaten у — ֊է ---. Man bezeichnet auch hier die doppelte 

Brennpunktsordinate ֊я՜ durch 2/ und nennt sie den Parameter 
der Hyperbel.

§ 44. Konstruktionen der Hyperbel.
Aus der Gleichung der Hyperbel, bezw. aus der Hauptachse
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(Nebenachse) und der Excentricität ergeben sich leicht folgende 
Konstruktionen.

1 ; Aus b : a — ] Py2 + b2 : x sind Punkte der Hyperbel auf
folgende Art zu finden: (Fig. XXXVI) ОС = OB — b, 
OA = a, OD - y, AE // OD, OB: OA DB:DE oder 
b : a = ]/ y2 + b2 : DE, also DE = x. Der Kreis mit DE 
um D trifft die durch D zur X-Achse gezogene Parallele in 
einem Punkt P der Hyperbel.

2 ; Wird um Fr mit 2¿z ein Kreis beschrieben, so ist, wenn der
Schnittpunkt von FXP mit diesem Kreise durch A bezeichnet 
wird, PF = PS, P liegt also auf der Mittelsenkrechten von 
FS. Durch Vertauschung von F± und F erhält man den 
andern Hyperbelast.

3 ; Schlägt man um den einen Brennpunkt mit 2a -f Գ um den
andern mit z Kreise, so geben deren Schnittpunkte zwei 
Punkte der Hyperbel. Durch Vertauschung der Kreise erhält 
man den andern Ast. z muss mindestens == e — a sein, weil 
sonst die Summe der Radien kleiner als 2e ist, die Kreise 
einander also nicht schneiden.

§ 43 und § 44.

1;

9 •““ >

3;

¿Z,r

6;

4;
5;

9

welche die
1,

Coordin atenachsen 
für welche Punkte ist

32

- 5).

Ղ = H֊«;

Ihr Winkel cp

zu Achsen hat, ist —
_ 21 > na2 ծ2 <

Wie heisst die Gleichung der Hyperbel, deren Hauptachse 8, 
deren lineare Excentricität 10 ist und deren Achsen die Coor- 
dinatenachsen sind ?
Die Gleichung einer Hyperbel aus ihrer Nebenachse 2b und 
ihrem Parameter 2/ unter der vorigen Bedingung zu bestimmen. 
(PA _ P = -A
\ ô3 / ’
Analogon zu § 35, 4.
Wie heissen die Gleichungen der zum Punkte {xx, yj der Hyper- 
bel -Հ- — = 1 gehörigen Brennstrahlen ? y = yt -- ----h- л-յ e

x + e ZS. Uoicnw! • —---- P =1,

§ 45. Aufgaben zu

Für die Punkte der Hyperbel, 
л P -

b2

also ср — 21°51'15”.
X3 V2 __ 1 Х2_   v _ չ
53 ~՜ 122 ՜ 1 ’ lö2 82

a2 b' 
bezw. у = у, —+ e xo 

*ւ = 8-շ֊, y\ = 5— ; у ~ - 

Wie lang sind die Brennstrahlen?
5 fürs Zahlenbeispiel : r ~ 6-—-,
75 ist bestimmt durch tgcp — ,

X2 V2Die Hyperbeln֊^---- --- — 1 , -
zu zeichnen.
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a2m2

x

x

+ ֊, also die Gleichung der Geraden 

ist diese einer der beiden Asymptoten 
Asymptote parallele Gerade

------ 26n > -2------ > ----------- ---------- -ZI շ„
Die Gerade hat also mit der Hyperbel auch in diesem Falle zwei

<52 + n2 — a2m2 === 0 ist. Setzen wir wieder ¿2 = e2 — a2 

tga, so geht diese Gleichung über in e2 + n2 a\tg2a 4՜ 1) 

լ ť?2 + nF)cos2a. Fällen wir nun (Fig. XXXVII) von О und

a2mn ab |/n2 + b2 —
Zählers) und setzen dann b2 = 

a2(b2 Л- n2}
a2mn 4- abn 

a(b2 + n2)

b2
sich x = o¿mn
diesem Falle mit der Hyperbel im Endlichen nur einen (nicht 2 
zusammenfallende) Punkte gemeinsam, ist also nicht Tangente. Da 
aber in diesem Falle m —

у = + — x + n ist, so
parallel. Jede einer
schneidet die Hyperbel nur in einem Punkte im End
lich en.

Bringen wir die Gleichung für x auf die Form 
a\b2 + n2}— ' —-------- (durch Rationalmachung des

a2m2, so folgt:
a\b2 + ^2) а„L + ain ’

n2 — b2cc, demnach =  ——, y2 = oo.

§ 46. Hyperbel und Gerade.

Aus den Gleichungen ---- — = 1 einer Hyperbel und у —
n einer Geraden ergeben sich als Coordinaten der Schnittpunkte 

atm + ab\/b2 4՜ n2 — a2m2 ,, bbz + ab\/bl + n2 ֊
T ------------- 7 2 Õ 2 ’ У   7շ 9 շb2 — а2ѵг- b- — a2m2

Hyperbel und Gerade haben also zwei, einen, keinen Schnittpunkt, 
jenachdem 

und m = 

oder a2 >
F" auf die Gerade у = mx 4՜ n die Lote OL und FN, ziehen OE //LNy 
und verbinden О mit N, so ist ON2 = OE2 4֊ EN2 — OE2 4- OL2 
— (ճ2 + n2}cos2a. Nennen wir noch den Kreis über der Hauptachse 
AAt der Hyperbel ihren Haupt kreis, so lautet das Ergebnis unserer 
Untersuchung: Jenachdem die Entfernung des Fusspunk
tes des von einem Brennpunkte der Hyperbel aut eine 
Gerade gefällten Lotes vom Mittelpunkt des Haupt
kreises grösser, gleich, kleiner ist, als dessen Radius, 
oder jenachdem der Fusspunkt dieses Lotes ausserhalb 
des Hauptkreises, auf diesem, innerhalb desselben 
liegt, hat die Gerade mit der Hyperbel zwei, einen, 
keinen Punkt gemeinsam. Der Fusspunkt des von 
einem Brennpunkt der Hyperbel aut eine Tangente ge
fällten Lotes liegt auf dem Hauptkreis.

Ist in der zur Bestimmung von x dienenden quadratischen Gleichung 
a2m2, so geht sie über in — 2a2mnx = a2(b2 4- ;z2), woraus 

I ո' ոՂ _  b- .r , у = ----—----ergiebt; die Gerade hat also in
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Schnittpunkte gemeinsam, von denen aber einer im Unendlichen liegt. 
(Für die Asymptote ist tz = 0, also auch xv ~ yl ~ co).

§ 47. Tangente und Normale der Hyperbel.
Genau auf dieselbe Weise, wie in § 37 für die Ellipse, 

ergiebt sich für die Tangente im Punkte (յղ, jyJ der Hyperbel die 
Gleichung Ջ — -Tp = ]. Die beiden dort gegebenen Ableitungen 
lassen sich fast wörtlich wiederholen, die Gedächtnisregel bleibt 
wörtlich dieselbe. Aus der Gleichung der Tangente e'rgiebt sich als 
Richtungsbestimmende der Wert ֊^~ , demnach lautet die Gleichung 

der Normalen : у - = - ^(X — XJ oder

§ 48.

Die Coord inaten (x^ 
durch den Punkt (f, rj) an die 
legten Tangente zu finden.

Aus den beiden Gleichungen —~
ergiebt sich :

Zähler und

?;2 —

wobei einander die oberen, bezw. unteren Wurzelvorzeichen entsprechen. 
\ £2

Jenachdem also ֊(֊ 1 =? — ist, d. h., jenachdem der Punkt 
ausserhalb, auf, innerhalb der Hyperbel liegt, sind von ihm an sie zwei, 
eine, keine Tangenten möglich.

Ist— = + —d. h., liegt der Punkt (f, w) auf einer Asymp- a b
tote, so wird der Nenner = 0 und die Werte von xA und Vj sind 
scheinbar unbestimmt. Machen wir aber (wie oben) die Zähler rational 

f2 ri2und heben dann den gemeinsamen Faktor — — — aus
Nenner fort, so erhalten wir:

F2 + a2 — a2)
* = oo, x,= Уг ֊-= оо, y2 = —-

Von einem Punkte der Asymptote lässt sich im Endlichen nur 
eine Tangente an die Hyperbel legen. (Die andere ist die Asymp
tote selbst.)

§ 49. Aufgaben zu § 46 — § 48.
1 ; Wie heissen die Coordinaten der Schnittpunkte der Hyperbel
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> ^1,2 =*1,2

У 2

§ 50.

== i
- íoo + i6z'V'Tiir

X՜
T

/ = -^x -
A ո է w o r է :

9
der Tangenten , welche 

den Punkten xY — — 5, 
I R о Ջ Г о 3*ւ = + 5, Уі = — 3֊¿-, хі = — 5, 0'1 ֊֊= — 3-Ț-

= 5, Уі = У2
64 + 16z J/ÏÏ3՜

¿2
—rxL und als Längen obiger Strecken bezw.

- =

= -¿Հ"< ■J

. . Л՞2Zahlenbeispiel : —-
1,8, WÆ = 7,8125,

9
2 ; Wie lauten die Gleichungen

an die vorige Hyperbel in
Զ 3

Ո — 4 '
gelegt werden können ?

Wie lauten die Gleichungen der zugehörigen Normalen?
3 ; In welchen Punkten wird die Hyperbel von den durch die

Punkte £ = 8, ?) = 10, bezw. f = 4, = — 35 gehenden
Tangenten berührt?

4; Im Punkte Fxi, (Fig. XXXV) ist an eine Hyperbel eine 
Tangente gelegt, die Längen der Subtangente, der Subnor
malen, der Tangente und der Normalen zu berechnen.

Ganz analog wie in § 39 erhalten wir für T und N bezw. 
dieAbscissen — , 
y՝Д)   X\Q a'2

X.

֊.a 1
TR
0,31251/769

• CI ՜Aus der Gleichung ОТ — — folgt wieder der Satz: Alle 
Tangenten, welche die über einer und derselben Haupt
achse konstruierten Hyperbeln in Punkten von gleicher 
Abscisse berühren, schneiden einander in demselben 
Punkt dieser Achse.

Da ferner FtT = e -r — , TT e — FN = —Л a x
FN — — c ist, so folgt wieder 7հ7" : FT ~ T\N : TN und
daraus wie bei der Ellipse: Normale und Tangente einer Hy
perbel halbieren die von den Brenn strahlen gebildeten 
W inkel. Ein von einem Brennpunkte kommender Strahl 
w ird von der Hyperbel so reflektiert, als ob er von an
dern ausginge.

§ 51.
Ziehen wir (Fig. XXXVIII) eine zur Hauptachse senkrechte
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9 J

ab2

c : 2¿, LP — e

Sehne PP1 der Hyperbel, welche die Asymptoten bezw. in Q und Q' 
schneidet, so ist, wenn wir die in § 43 eingerührte Bezeichnung bei
behalten, PQ = y‘ — % PQ' — y' + T» also PQ . PQ' ~ у2 — y2 = 
Լ-Ճ-xy-— фЕ —- ¿2) = ¿2. Das Rechteck aus den beiden 
Stücken, in welche eine von den Asymptoten begrenzte, 
zur Hauptachse senkrechte Strecke durch die Hyperbel 
geteilt wird, ist gleich dem Quadrat der halben Neben-

Ziehen wir ferner PK // QO, PL // Q‘O, so ist Д KPQ'
OQQ' OEE, also OE .ЕЕ — KP.PQ oder e : 2b = КР\у՝+у, 
also KP = e ' ; ebenso ist Л L QP О EE, also : ZP : ZÇ ==

y ՜՜ 1, demnach KP . LP = e^ y ՜՜՜Հ^ ' ֊1֊ 
2b 1 .... ..... ՜՜ ~ 4F ՜ 4 6 *

Zieht man durch einen Hype rb el p un kt zu jeder Asymptote 
eine Parallele bis zur andern, so ist das Rechteck aus die
sen Parallelen gleich dem vierten Teil des Quadrates 
der Excentri citât.

Ist PPU (Fig. XXXVIII) eine beliebige Sekante, welche die 
Asymptoten in S und А" schneidet, und P"N // QO, M der 
Schnittpunkt von TW und P"N, so ist: PK . NM — Ր՝ N. KM oder 
(ZW + QP"M + NM)KM, tisaPM. NM = P^M.KM
oder PM : KM = P"M՝. NM. Nun ist aber ferner PM : KM — 
PP"\P"Sa und P'M'.NM = PP '\ PS, woraus sich/ЗУ = Z)1'ó՜’", also 
auch PSa == P,lS ergiebt. Der Abschnitt einer Sekante 
von dem e i n e n S ch n i 11 p u n к t mit der Hyperbel bis 
zu einem Schnittpunkt mit einer Asymptote ist 
gleich dem von den beiden andern entsprechenden 
Schnittpunkten begrenzten Abschnitte.

Ist der Berührungspunkt einer Tangente und schneidet
sie die Asymptoten in den Punkten (jr', y'), (x”, y“), so ergiebt sich 
leicht aus den Gleichungen der Tangente und der Asymptoten: 

a2b ab2 tX՛ = ----------- , V = - ---------  , Xйbxt — ayt bxt — ayt ՝ t
und daraus als Mittelpunkt des zwischen den Asymptoten liegenden 
Stückes der Tangente xm — —-------  — xt, y'" = -----— — Уі-
Das von den Asymptoten begrenzte Stück einer 
Hyperbel tangente wird durch den Berührungspunkt 
h al b ie r t.

§ 52. Tangentenkonstruktionen.
Unter Berücksichtigung der Eigenschaften der Hyperbel lassen 

sich analog wie bei den übrigen Curven die Aufgaben lösen :
a; In einem Punkte P an eine Hyperbel eine Tangente zu legen. 

1; Halbierung des Winkels EPPV
2; Konstruktion der Strecke zwischen den Asymptoten, 

welche in diesem Punkt halbiert wird.
3; Konstruktion des Punktes T, in welchem die Hauptachse 

geschnitten wird, aus ОТ : а — а : xt
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4; (Fig. XXXVII) Örter für N : Hauptkreis und Halbkreis 
über FP.

b; Von einem Punkte Q an eine Hyperbel eine Tangente zu legen;
1 ; Örter für JV: Hauptkreis und Halbkreis über FQ.
2 ; Kreis mit 2a um Fv , mit QF um Q ; Schnittpunkt beider

77. QG __L FP ist die gesuchte Tangente.

§ 53. Die Scheitelgleichungen.
Als Scheitelgleichung der Parabel haben wir bereits gefunden 

y2 = 2px. Verlegen wir nun auch bei Ellipse und Hyperbel die 
K-Achse soweit nach links bezw. rechts, dass sie Scheiteltangente 
dieser Curven wird, und bezeichnen die Coordinaten für das neue 
Achsensystem vorläufig durch £ rj, so ist für die Ellipse x = f — a, 
У = Պ, für die Hyperbel j = £ + ö, y — r¡ und die Gleichungen 
gehen demnach über in

— *)2 _ i + ^)2 r¡2 _
a2 ՜1՜ ’ a2 b'1

woraus sich als Scheit el gl eic hunge n leicht ergeben, wenn wir 
wieder — = 7 setzen:a L

y]2 = 2/f---- ~f2, bezw. y]2 = 2/£ + ՜ք՜^2’

= 2p x +

unserer vier Curven : 
(ла^а/ШЬг = gleich sein).

(ѵлф/ММ^у = grösser sein).

(¿Шжу kleiner sein).

= 2px
— 2p x —
= 2rx —

(Für den Kreis ist b = а = r, also ~ — 1.)
Setzen wir nun noch für £ und y] wieder x und y, so erhalten 

wir endlich als Scheitelgleichungen
Parabel :
Ellipse :
Kreis :

jv2
r2

jy2

Hyperbel \y2
Aus der Vergleichung der Scheitelgleichungen der Ellipse und 

der Hyperbel mit der jener Parabel ergiebt sich sofort, dass erstere in 
letztere übergehen, sobald man а bei endlichem p unendlich gross 
werden lässt, d. h., sobald bei endlichem Werte des Parameters 
der Mittelpunkt der Ellipse, bezw. Hyperbel ins Unend
liche rückt.

ď •Nennen wir schliesslich noch — — г die numerische Exen- a
tri citât der Ellipse, bezw. Hyperbel, so ist diese bezw. = ] fl2 + 1յՂ — 

a2
fi + 4 = -j- ֊֊֊ . Wächst daher a bei endlichem p ins Unend
liche, so wird e =• 1. „Je mehr sich die numerische Excen- 
tricität einer Ellipse oder Hyperbel der Einheit nähert, 
umsomehr nähert sich die Curve selbst einer Parabel.“
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