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Wstep

Ksigzka ma charakter podrecznika akademickiego i jest przeznaczona dla studentow stu-
diow licencjackich i inzynierskich Panstwowej Uczelni Zawodowej we Wioctawku. Podrecz-
nik moze by¢ przydatny zaréwno praktykom, jak i studentom innych uczelni zglebiajacych
wiedze ze statystyki opisowe;.

Celem proponowanej publikacji pt. ,,Statystyka opisowa. Teoria i przykiady” jest przeka-
zanie studentom podstawowej wiedzy i umiej¢tnos$ci z zakresu stosowanych metod staty-
stycznych. Zawarte tre$ci programowe w ksiazce sg niezbedne i pomocne w trakcie studiow
podczas przeprowadzanych zaliczen, projektdow czy egzamindw. Popularyzatorski charakter
podrecznika ma zacheci¢ studentéw do samodzielnego poznawania bardziej ztoZzonych i wy-
rafinowanych metod analizy statystycznej.

Na rynku wydawniczym znajduje si¢ wiele interesujacych pozycji, ktore czesto napisane
sg jezykiem wysoce specjalistycznym, niekiedy mato zrozumiatym dla przecigtnego studenta.
W niniejszej pracy starano si¢ w sposob przystepny i syntetyczny ujaé podstawowe wiadomo-
$ci z zakresu statystyki opisowej ograniczajac si¢ do niezb¢dnego minimum.

W ksigzce znalazto si¢ 5 rozdzialow z zakresu: podstawowych zagadnien statystycznych,
analizy struktury zjawisk masowych (parametry klasyczne i pozycyjne), analizy wspéizalez-
nosci (dla cech ilosciowych i jako$ciowych), analizy regresji liniowej dwdch zmiennych oraz
statystycznych metod analizy zjawisk w czasie.

Konstrukcja i uktad tresci w ksigzce zostat podporzadkowany wyktadom i ¢wiczeniom
prowadzonym dla studentéw studiow I stopnia. Kazdy z wyr6znionych rozdziatow sktada si¢
z czgsci teoretycznej i praktycznej. Cze$¢ teoretyczna sktada si¢ z definicji, wzorow, obja-
$nien do omowionych metod statystycznych. W czeSci praktycznej przedstawiono liczne
przyktady z rozwigzaniami. Dane statystyczne prezentowano na licznych wykresach a obli-
czenia matematyczne zestawiono w dodatkowych tabelach. Otrzymane parametry statystycz-
ne zostaly opatrzone wlasciwg interpretacja opisowa.

Podstawowym zrodiem danych statystycznych wykorzystanych w podrgczniku byly in-
formacje pochodzace ze strony internetowej Banku Danych Lokalnych (BDL) Glownego
Urzedu Statystycznego, jak rowniez z publikacji ksigzkowych tj.: Badanie Aktywnosci Eko-
nomicznej Ludno$ci (BAEL). W zaprezentowanych przyktadach wykorzystano w miar¢ moz-
liwosci jak najnowsze dostepne dane statystyczne GUS, dotyczace sytuacji na rynku pracy

w Polsce.
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1. Podstawowe zagadnienia

1.1. Przedmiot statystyki

Poczatki statystyki mozna odnalez¢ juz w czasach biblijnych. W starozytnej Grecji, Rzy-
mie byly przeprowadzane spisy ludnosci dajace bogate zrodto informacji jego wiadcom
o stanie danego spoteczenstwa. W Cesarstwie Rzymskim spisy ludno$ci byly prowadzone

»

systematycznie co 5 lat (tzn. cenzusy, fac. ,,census ”: oszacowanie majatku).

W czasach $redniowiecznych zapotrzebowanie na dane statystyczne jeszcze wzrosto.
Moznowtadzcy, jak i wladze koScielne potrzebowaly réznorodnych danych dotyczacych wie-
lu dziedzin Zycia spoteczno-gospodarczego m.in. ludno$ci, handlu, rolnictwa. Juz woéwczas
dane statystyczne odgrywaty istotng rolg we wlasciwym zarzgdzaniu i planowaniu posiada-
nych bogactw. Dane najczgéciej zestawiano w postaci tabelarycznej. Taki ,tradycyjny” spo-
sob gromadzenia i interpretacji danych liczbowych w miar¢ uptywu czasu byt dalece niewy-
starczajacy.

Statystyka pochodzi od tacinskiego stowa: ,,status”, ktore oznacza: panstwo, stan rzeczy.
W literaturze przedmiotu mozemy spotkac si¢ z réznymi definicjami ,,Statystyki”. Najczesciej
wymienianymi s3:

1. Statystyka jest nauka o metodach badania zjawisk masowych.
2. Statystyka jest naukg o metodach zbierania, analizy i interpretacji danych liczbowych.
3. Statystyka jest naukg o ilo§ciowych metodach badania zjawisk (procesdéw) masowych.

4. Statystyka jest nauka traktujaca o specyficznych metodach ilosciowych dostosowa-

nych do badania prawidtowosci zjawisk masowych.

Z definicji statystyki mozna zauwazy¢, ze jest to nauka, ktora posiada swoj wlasny przed-
miot badania. W centrum zainteresowania statystyki sa zjawiska masowe. Zjawiska masowe
to takie, ktore czesto si¢ powtarzaja. Charakteryzujg si¢ one duzym natgzeniem wystgpowania
tworzac tym samym liczne zbiorowosci. Zaliczy¢ mozna do nich procesy demograficzne np.
urodzenia, zgony. W duzej ich masie poddane wtasciwej procedurze badawczej w zjawiskach
masowych mozna zaobserwowac pewne zaleznoS$ci, prawa, reguly czyli tzw. prawidlowosci.
Prawidlowosci nie da si¢ wychwyci¢ na podstawie obserwacji pojedynczego przypadku. Aby
bylo to mozliwe, nalezy dysponowa¢ dostatecznie liczng zbiorowoscia. Woéwczas mozemy
zauwazy¢ oddziatywanie dwoch podstawowych przyczyn (czynnikdéw): glownych i ubocz-
nych (przypadkowych o charakterze losowym). W zjawiskach masowych oddzialywanie

przyczyn gtéwnych staje si¢ bardziej wyraziste, a tym samym prawidtowosci sg lepiej zau-
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wazalne. Z kolei, r6znokierunkowy charakter czynnika przypadkowego powoduje si¢ jego
znoszenie. Oznacza to, ze minimalizuje si¢ wptyw czynnika ubocznego w danej zbiorowosci.
W badaniach ilosciowych, do ktorych zalicza si¢ metody statystyczne, istniejace prawidlowo-
$ci mozemy poszukiwaé badajac:

o strukture (np. plci, wieku, wyksztalcenia, miejsca zamieszkania),

e szeregi czasowe (np. badania nad identyfikacja determinant ksztattujgcych dany proces),

e dane przestrzenne (np. badania nad zréznicowaniem danego zjawiska wedtug jednostek

administracyjnych).

Rozwdj statystyki zawdzigczamy arytmetykom politycznym a zwlaszcza pracy matematy-
kéw od momentu pojawienia si¢ tzw. teorii rachunku prawdopodobienstwa w XVII wieku. Za
tworcow tego nurtu uwaza si¢ dwom francuskim matematykéw B. Pascala i P. Fermata. Teo-
ria rachunku prawdopodobienstwa zajmuje si¢ tzw. zdarzeniami losowymi. Definicje¢ praw-
dopodobienstwa w postaci matematycznej zaprezentowatl P. S. Laplace’a na poczatku XVIII

wieku. Formuta w zapisie jest nastepujaca:

k (1.1.1)

gdzie: P(4) oznacza prawdopodobienstwo wystapienia zdarzenia A, k oznacza liczb¢ zdarzen elemen-

tarnych sprzyjajacych zajsciu zdarzenia 4, n oznacza wszystkie zdarzenia elementarne.

Statystyke dzielimy na: opisowa i matematyczna. Teoria rachunku prawdopodobienstwa,
ktora stala si¢ podstawa do powstania statystyki matematycznej (wnioskowania statystycz-
nego) umozliwita rozwoj metod statystycznych w zakresie m.in.: testowania parametrycznych
i nieparametrycznych hipotez badawczych, estymacji przedziatowej (konstrukcji nieznanego
przedziatu ufnoéci) czy tez schematow losowania proby w badaniach reprezentacyjnych.

Statystyka zajmujaca si¢ gromadzeniem, opracowaniem i prezentacja danych liczbowych
tacznie z ich opisem, przy wykorzystaniu dostepnych narzedzi statystycznych nosi nazwe
statystyki opisowej. Na podstawie gotowych wzorow obliczone parametry statystyczne dla
badanej cechy nazywane sa wowczas statystykami opisowymi. Parametry opisowe charakte-
ryzujg badang zbiorowo$¢. Do statystyk opisowych zaliczamy m.in.: §rednig arytmetyczna,
dominantg, mediang, wariancj¢, odchylenie standardowe.

Zbiorowoscia statystyczna nazywamy zbior elementow (jednostek) objetych badaniem
statystycznym (tab. 1.1). Jednostka statystyczna stanowi pojedynczy element zbiorowos$ci

statystycznej (np. student, pracownik). Zbiorowos$¢ statystyczng mozna podzieli¢ na: general-

10
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ng i prébng. Zbiorowos¢ generalna (populacja) sktada si¢ ze zbioru elementéw objetych ba-
daniem, co do ktorej formuluje si¢ wnioski na podstawie uogdlnionych wynikéw z proby.
Zbiorowos$¢ probna (proba) losowana jest z populacji generalnej z zastosowaniem odpo-
wiednich metod reprezentacyjnych. Proba dobierana moze by¢ takze w sposob celowy (nie-

losowy). Zaklada si¢, ze liczba jednostek w matej probie wynosi n < 30, z kolei duzej

n > 30.
Tabela 1.1.Przyklady zbiorowosci i jednostki statystycznej
Zbiorowos¢ statystyczna Jednostka statystyczna

Studenci na kierunku Zarzadzanie w PUZ we Wioctawku student
Wyktadowcy PUZ we Wioctawku wyktadowca
Pracownicy w firmie X pracownik
Podmioty gospodarcze zatrudniajace powyzej 9 pracujacych podmiot gospodarczy
Gospodarstwa rolne w miejscowosci Y gospodarstwa rolne

Zroédlo: opracowanie wlasne.

Jednostki statystyczne mozna opisa¢ zestawem roznorodnych cech. Cechami statystycz-
nymi nazywamy wiasciwosci jednostek statystycznych. Wyrdznia si¢ cechy: stale i zmienne.
Cechy stale umozliwiaja wytacznie zakwalifikowanie danej jednostki do badania statystycz-
nego. Sa to cechy wspdlne dla wszystkich jednostek badanej zbiorowosci (np. tworzymy
zbiorowo$¢ tylko ze studentéw na kierunku Zarzadzanie). Spelnienie tego warunku jest klu-
czowe z punktu widzenia zachowania jednorodnosci populacji statystycznej. Z kolei, cechy
zmienne roznicujg badane jednostki w zbiorowosci pomigdzy sobg. Wowczas te cechy sta-
nowig przedmiot analizy badawczej, ktore poddaje si¢ dalszej obserwacji statystycznej z wy-
korzystaniem roznorodnych narzgdzi statystycznych. Wazng kwestiag w badaniach statystycz-
nych jest okreslenie zbiorowos$ci pod wzgledem rzeczowym, czasowym i przestrzennym.
Cechy podlegaja dalszemu podziatowi na:

e cechy mierzalne (iloSciowe):
— skokowe,
— ciagle
— quasi stale.

e cechy niemierzalne (jako$ciowe).

1
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Cechy mierzalne (ilosciowe) sa to cechy (wlasciwosci), ktore mozna zmierzy¢é wyrazajac
je w Scisle okreslonych jednostkach np. miary (wzrost w cm), masy (waga w kg), powierzchni
(km?, ha), monetarnych (wynagrodzenie w zlotych) czy czasu (wiek w latach). Wartosci sa
liczbami mianowanymi.

Cechy mierzalne skokowe (dyskretne) przyjmuja wartosci liczbowe ze skonczonych
i przeliczalnych zbioréw wartosci catkowitych. Cecha zmienia si¢ skokowo bez wartosci po-
Srednich (np. liczba studentow w grupie, liczba 0s6b w rodzinie).

Cechy mierzalne ciagle przyjmuja kazda warto$¢ z danego przedziatu liczbowego. Jest to
zbior warto$ci nieskonczony i nieprzeliczalny. Cecha przyjmuje wartoSci posrednie
(np. wzrost, waga, wiek, wynagrodzenia, temperatura).

Cechy quasi-ilosciowe wyrazaja nat¢zenie badanej cechy w sposob opisowy. Taka cecha
nazywana jest cechg quasi-porzadkowa. Ze wzgledu na status materialny studentéw mozemy
przyporzadkowa¢ do odpowiednich wariantow tj.: niski, Sredni, wysoki.

Cechy jakos$ciowe (niemierzalne) to takie, ktorych nie jesteSmy w stanie zmierzy¢ licz-
bowo, a jedynie mozemy stwierdzi¢ natgzenie (liczebno$¢) okreslonego wariantu, do ktorego
przyporzadkowane sg jednostki zbiorowos$ci. Przyktadem cechy jakosciowej jest ple¢ sktada-
jaca si¢ dwoch wariantow odpowiedzi tj.: mezczyzna, kobieta, czy miejsce zamieszkania:

miasto, wies.

1.2. Skale pomiarowe

Badajac zachodzace relacje pomiedzy zjawiskami dokonuje si¢ ich pomiaru. Wyro6znia si¢
4 podstawowe skale pomiarowe (tab. 1.2):

e nominalna,

e porzadkowa (rangowa),

e przedzialowa (interwatowa),

e oraz stosunkowa (ilorazowa).
Skale nominalna, porzadkowa (tzw. skale stabe) dotycza cech jakosciowych, z kolei skale

przedzialowa i ilorazowa (tzw. skale mocne) odnoszg si¢ do cech ilosciowych.
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Tabela 1.2. Skale pomiarowe i ich charakterystyka

Rodzaj skali

Opis

Przyklady

Wybrane operacje
arytmetyczne

1. Nominalna
(nominal scale)

Relacja:
Rowne lub rozne

Umozliwia jedynie przyporzadko-
wanie jednostek zbiorowosci do
wiasciwych kategorii ze wzgledu na
charakteryzujace je cechy. Szcze-
g6lnymi przypadkami tej skali sa:

— skale dwudzielne (dychotomicz-
ne) gdy wystgpuja dwa warianty
cechy (np. ple¢: megzczyzna, kobie-
ta, miejsce zamieszkania: miasto,
wies);

— wielodzielne politomiczne (np.
trychotomiczne), gdy wystgpuja
trzy warianty cechy (np. odpowiedz
na pytanie: tak, nie lub nie wiem).

— ple¢, wyksztalcenie,
zawdd, stan cywilny,
miejsce zamieszkania
itp.

— zliczanie jednostek w danych
wariantach (okreslenie czgstosci
wystepowania),

— wskazniki struktury,

— dominanta,

— miary korelacji:

(np. C-Pearsona, V-Cramera),

— testy nieparametryczne (np.
test niezaleznosci, chi-kwadrat).

2. Porzadkowa
(ordinal scale)

Relacja:
Wigkszy lub mniejszy

Umozliwia przyporzadkowanie
jednostek zbiorowosci w ramach
wyréznionych kategorii ze wzgledu
na nat¢zenie badanej cechy. Upo-
rzadkowanie moze by¢ wykonane w
porzadku rosnagcym lub malejacym.

— wyksztalcenie,
stopnie wojskowe,
oceny, skala IQ, itp.

— mediana,

— kwartyle, decyle,

— rozstep ¢wiartkowy,

— rozstgp,

— miary korelacji (np. tau-
Kendalla, rang Spearmana).

3. Przedzialowa
(interwal scale)

Relacja:
Wigksze o tyle

W skali tej brak jest zera absolutne-
go (wystepuje tzw. zero wzglgdne).
Mozliwe jest porownywanie anali-
zowanych jednostek statystycznych
przez okreslenie pomig¢dzy nimi
roznicy.

— temperatura Celsju-
sza, Farenheita, rok
urodzenia itp.

— §rednia arytmetyczna,

— odchylenie standardowe,
wspotczynnik zmiennosci,
miary asymetrii, koncentracji,
— miary korelacji (np. wspot-
czynnik korelacji liniowej Pear-
sona).

4. Stosunkowa
(relative scale)

Relacja:
Tyle razy wigksze

W skali tej wystepuje naturalny
poziom zerowy (zero bezwzgledne).
Oproécz podania roznicy (odlegto-
§ci) pomigdzy pomiarami mozna
poda¢ krotno$ci wynikajace ze
stosunku dwodch pomiarow.

— wiek, waga, wzrost,
wynagrodzenia, ceny
wielko$¢ sprzedazy
itp.

— wszystkie operacje i dodatko-
wo dzielenie.

Zrodo: opracowane na podstawie: M., Walesiak, Metody analizy danych marketingowych, PWN, Warszawa, 1996. W.,

Ignatczyk, M., Chrominska, Statystyka. Teoria i zastosowanie, WSB, Poznan 2004. M., Sobczyk, Statystyka, PWN, Warsza-

wa 2016.

1.3. Badania statystyczne

Badaniem statystycznym nazywamy szereg prac zwigzanych m.in. ze zbieraniem, prze-

twarzaniem i analizowaniem danych statystycznych opisujacych badang zbiorowosci pod

wzgledem okre$lonych cech zgodnie z wyznaczonym celem badania. Proces badania staty-

stycznego sktada si¢ z 4 podstawowych etapow:

1. Przygotowanie badania (zawiera szereg prac metodologicznych, do ktorych

w  szczeg6lnosci

mozemy

zaliczy¢:

okres$lenie

zakresu  podmiotowe-

go/przedmiotowego, opis podstawowych poje¢ i definicji, tworzenie algorytmu dobo-

ru jednostek do operatu i schematu losowania kartoteki, projektowanie formularza sta-

13
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tystycznego wraz z objasnieniami, opracowanie i wysytka powiadomien — monitow —
0 obowigzku sprawozdawczym, tworzenie harmonogramow zbierania i przetwarzania,
podzial i przypisanie czgsci kartoteki statystykom itp.).

Zbieranie danych (obserwacja statystyczna za posrednictwem okreslonej metody np.
forma papierowa, forma elektroniczna).

Weryfikacja danych (kontrola kompletnosci badania i kontrola merytoryczna danych
statystycznych, poprzez analiz¢ i poprawe bledow o charakterze przypadkowym lub
systematycznym).

Opracowanie i publikacja wynikow (udostepnianie i rozpowszechnianie informacji

statystycznych z danego badania w formie drukowanej lub elektronicznej).

Ze wzgledu na zakres obserwacji (liczebnos¢) badania statystyczne dzielimy na pelne

i czeSciowe. W badaniu pelnym wszystkie jednostki zbiorowosci podlegaja obserwacji staty-

stycznej. Badanie petne nosi nazwg badania catkowitego, wyczerpujacego lub generalnego.

Moze mie¢ charakter ciagly, okresowy lub dorazny. Do badan pelnych zalicza si¢:

spisy statystyczne — dostarczaja niezbednych informacji o stanie i strukturze badane;j
zbiorowosci na dany okreslony moment (wyrdznia si¢: Powszechne Spisy Rolne, Na-
rodowe Spisy Powszechne Ludno$ci i Mieszkan, ktore odbywajg si¢ na ogoét co 10 lat.
Ostatni spis w Polsce miat miejsce w 2011 r., nastgpny planowany jest na 2021 r.),
rejestracje biezaca — przeprowadzajg do tego powotane organy administracji pu-
blicznej. Rejestracja biezaca polega na biezacej i systematycznej ewidencji (rejestra-
¢ji) zachodzacych zdarzen (np. urodzen, zgondw, matzenstw). W Polsce wyrdznia si¢
m.in. rejestry: Krajowy Rejestr Urzgdowy Podmiotow Gospodarki Narodowej (RE-
GON), Krajowy Rejestr Urzgdowy Podzialu Terytorialnego Kraju (TERYT), Krajo-
wy Rejestr Sadowy (KRS),

sprawozdawczos$¢ statystyczng — realizuja podmioty gospodarcze zobowigzane do
przekazywania informacji i danych statystycznych dotyczacych prowadzonej dziatal-
no$ci wlasciwym organom administracji rzagdowej. Udziat w badaniu ma charakter

obowigzkowy. Dane uzyskane w badaniu obj¢te sg tajemnicg statystyczng.

W badaniu czeSciowym obserwacji statystycznej podlega tylko pewna czg¢$¢ zbiorowosci

generalnej, ktora nazywana jest proba. Dobdr jednostek do proby ma charakter losowy lub

celowy. Przeprowadzenie badan czg¢$ciowych powoduje wiele korzysci tj.: obnizenie kosz-

tow badania, szybsze zebranie danych, mniejszg pracochtonno$¢ nad przygotowaniem da-

nych, szybsze prezentowanie wynikow. Badania cze$ciowe dzielg si¢ na:
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a)

b)

badanie ankietowe polega na zbieraniu informacji o zbiorowosci za pomocg przygo-
towanej ankiety (tzw. kwestionariusza ankietowego),

badanie monograficzne polega na wszechstronnej i wyczerpujacej obserwacji typo-
wej jednostki statystycznej (np. jednej wsi, miasta). Takie badanie umozliwia pozy-
skanie informacji o badanej zbiorowosci w zakresie ilosciowym 1 jakosciowym. Jed-
nostke badania zwykle wybiera si¢ celowo.

badanie reprezentacyjne opiera si¢ na probie losowej uzyskanej z populacji general-
nej (na podstawie wcze$niej przygotowanego operatu badania, w ktéorym znajduja za-
kwalifikowane jednostki zgodnie z zakresem podmiotowym badania) wedtug odpo-
wiednio przyjetego schematu losowania. Otrzymane wyniki z proby losowej uogdlnia
si¢ z pewnym prawdopodobienstwem na catg populacj¢. Proba losowa powinna by¢

dostatecznie liczna, aby formutowane wnioski miaty charakter reprezentatywny.

1.4. Zrédia i bazy danych

Centralnym urzgdem administracji rzagdowej zajmujacym si¢ zbieraniem i udostgpnianiem

informacji statystycznych jest Glowny Urzad Statystyczny (GUS) oraz podleglte Urzgdy Sta-

tystyczne. Do przekazywania danych jednostki gospodarcze obliguje ustawa o statystyce pu-

blicznej art. 30 ust. 1 pkt 3 ustawy z dnia 29 czerwca 1995 r. oraz oglaszany corocznie Pro-

gram Badan Statystycznych (PBSSP). Oficjalna strona GUS znajduje si¢ pod adresem inter-

netowym: https://stat.gov.pl (rys.1.4.1).

s @
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Zrodlo: https://stat.gov.pl/
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Od 1 stycznia 2009 roku GUS wprowadzit elektroniczng form¢ przekazywania danych
statystycznych poprzez Portal Sprawozdawczy (PS).

Portal Sprawozdawczy jest zintegrowanym narzedziem elektronicznym przeznaczonym
do obstugi sprawozdawczosci GUS. System przeznaczony jest dla sprawozdawcow czyli jed-
nostek z zarejestrowang dziatalnoscig gospodarczg, przekazujacych dane statystyczne w ra-
mach realizacji obowigzkow sprawozdawczych. Obowiazki sprawozdawcze mogg by¢ reali-
zowane za pomoca:

e aplikacji on-line — po uprzedniej aktywacji konta i zalogowaniu si¢ na Portalu
Sprawozdawczym (rys. 1.4.2),

o aplikacji off-line — opracowany w java lub jako ,,aktywnym pdf.”, ktory wystar-
czy pobrac ze strony internetowej GUS. Program instalowany jest na komputerze
sprawozdawcy, bez koniecznosci bezposredniego, statego potaczenia z internetem,

e w szczegblnych sytuacjach, dla podmiotéw o liczbie pracujacych 5 i mniej, do-

puszczalna jest forma papierowa.

PPORTAL
SPRAWOZDAWCZY

Logowanie

Wpisz swé) identyfikator i haslo dostepu do Portalu Sprawozdswczego. Pamigtai, 7e dla systemu ma naczenie, czy wpisujesz male, czy tez wielkie litery
(sprawd, czy nie masz whaczone) funkeji Caps Lock na Klawiaturze). W przypadku powtarzajacych sig prablemow 2 lgowaniem skontaktu] sic 2
administratorem

Informacje dodatkowe

ia na temat ia przez Glowny Urzad danych

ie w danych uwi iaj do Portalu

+ Dane ini 6w oraz bictace i ic dotyczace Portaly

+ Portal — krétki przewodnik. 20 grudnia 2013 r.)

+ Sprawd? i dostosui srodowisko dyiatania aplikacil Portaly Sor

Zalecana rordrielcrodé: 1024768 lub wytsza

Rysunek 1.4.2. Logowanie do Portalu Sprawozdawczego
Zrodto: https://stat.gov.pl/
Mozliwosci Portalu Sprawozdawczego w zakresie sprawozdawczo$ci sg nastepujgce
(http://form.stat.gov.pl/formularze/ Portal Sprawozdawczy przewodnik 1312.pdf):
e pozwala sprawozdawcom na sktadanie sprawozdan on-line,
e umozliwia wydruk formularza z wprowadzonymi danymi,

e zawiera informacje o jednostce sprawozdawczej,
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wyswietla jednostce sprawozdawczej list¢ aktualnych obowigzkow sprawozdaw-
czych, a statystykom list¢ przypisanych badan,

wyswietla informacje o statusie sprawozdania (nierozpoczgte, wypelniane, za-
twierdzone),

pozwala na korespondencj¢ pomigdzy jednostkami sprawozdawczymi i statysty-
kami,

pozwala na podglad danych wprowadzonych przez jednostki sprawozdawcze do
formularzy,

umozliwia kontrolg¢ poprawnosci danych podczas ich wprowadzania — wyswietla

btedy i wskazuje miejsca ich wystepowania.

W przypadku rynku pracy zrédtami danych jednostkowych sg nastgpujace badania statystycz-
ne (GUS, 2008; PBSSP na rok 2018):

[

Z-02 — Sprawozdanie kosztow pracy (cykliczne, co 4 lata reprezentacyjne),

Z-03 — Sprawozdanie o zatrudnieniu i wynagrodzeniach (kwartalne, peine),

Z-05 — Badanie popytu na pracg (kwartalne, reprezentacyjne),

Z-06 — Sprawozdanie o pracujacych, wynagrodzeniach i czasie pracy (roczne, pelne),
Z-10 — Sprawozdanie o warunkach pracy (roczne, peine),

Z-12 — Sprawozdanie o strukturze wynagrodzen wedlug zawodow (cykliczne, co 2
lata, reprezentacyjne),

Z-14 — Sprawozdanie o zatrudnieniu i wynagrodzeniach w administracji publicznej
(cykliczne, co 2 lata, pelne),

MRPiPS-01 — Sprawozdanie o rynku pracy (miesi¢gczne i peine),

MRPiPS-02 — Sprawozdanie o przychodach i wydatkach Funduszu Pracy (mie-
sigczne i petne),

MRPiPS-04 — Sprawozdanie o wydawanych zezwoleniach na pracg cudzoziem-
com w RP (potroczne, peine),

MRPiPS-07 — Sprawozdanie o osobach niepetnosprawnych bezrobotnych i poszu-
kujacych pracy niepozostajacych w zatrudnieniu (pdtroczne, petne),

Z-KW — Statystyczna Karta Wypadku,

Z-KS — Karta Statystyczna Strajku,

DG-1 — Meldunek o dziatalno$ci gospodarczej (miesigczne, peine),

SP-3 — Sprawozdanie o dziatalno$ci gospodarczej przedsigbiorstw (reprezentacyj-

ne, roczne),
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Badanie Aktywnos$ci Ekonomicznej Ludnosci (BAEL),

Narodowy Spis Powszechny Ludnos$ci i Mieszkan.

Na stronie GUS znajduje si¢ zaktadka ,,Bazy danych” (rys. 1.4.3). Po jej rozwinigciu wyswie-

tli si¢ wykaz aktualnych baz danych statystycznych.

Glowny

Urzad Statystyczny

Stw

Badania hirolnicze ~ Spr 205¢ podmiotow ~ Dla mediow

w B E " 0 ® =2 © g =B
g = [ 1] - = =
123 = H = ] Q@
B 8ank Danych By
Podstawowe  Opracowania Publikaci Bank Danych ik Bany = Driedzinowe RETE Portal TR TERYT REGON
dane ygnalne ublikace Lokalnych gy onamiCinven S STRATE Geostatystyczny ortal E E:
4 v Bazy danych Aktualnosci

* Atlas Regionow

+ Bank Danych Lokalnych
Bank Danych
Makroekonomicznych

+ Bank Danych Polska

* Baza organizacji oraz
instytucji polskich i
polonijnych za granicg

* Demografia
Handel zagraniczny

* Platforma Analityczna

Sytuacja spoteczno-gospodarcza kraju w maju
2009

Konferencja naukowa

MET2019

Biuletyn Statystyczny Nr 5/2019

Metodologia Badan Statystycznych
3-5 lipca 2019 r., Warszawa

Rocznik Statystyczny Rzeczypospolitej Polskiej
2018

Badan

@cus

CPI PKB Kalendarium

SWAID - Bazy ja naukowa

Wiedzy Statystycznych” 3-5 lipca 2019 r., Warszawa
* SDDS

SDG - Cele Zréwnowazonego

Rozwoju 6US zwyciezca Big Data Hackathon
* STRATEG

Stopa bezrobocia

Rysunek 1.4.3. Bazy danych GUS
Zrodto: https:/stat.gov.pl/

Wsrdd nich znajduje si¢ Bank Danych Lokalnych (BDL), ktory jest najwigksza w Polsce

baza danych o gospodarce, spoteczenstwie i srodowisku (rys. 1.4.4). BDL oferuje ponad 40

tys. cech statystycznych pogrupowanych tematycznie (GUS, https://stat.gov.pl/).

£ 6Us - Bank Danych Lokainy.

Dane Wg stanu na 2019.09.19

Uzytkownik: Go5E

METADANE v APl ARCHIWUM v POMOC v

. GUS | HEBDL oae v Szukaj cechy Ql @ m = B » = @
[ stan zasienia danycn & Dane wedtug dziedzin Dane dla jednostki terytorialnej Interfejs API
Dane dla roku 2018
Dane dla roky 2019
Komunikaty
L) 2 E
-
——
%
Zapraszamy do wypetnienia anklety. Pafistwa ———
opinla jest dla nas bardzo waznat -
Ostatnio aktualizowane v

‘¥ Popularne podgrupy
& Pobrane podgrupy
& Linki

Dane roczne i krotkookresowe z wybrane] dziedziny
tematycznej dla wielu jednostek terytorianycn
(administracyjnych i statystyeznyeh). Informacje
mo#na prezentowaé w tablicach | na wykresach

Dane dia wybrane] jednostki administracyjnej
(miejscowosci, gminy, powiatu, wojewdaztwa, kraju)
ub statystyczne] (makroregionu, regionu,
podregionu) z wielu dziecizin tematycznych.

Dostep do danych Banku poprzez interfejs REST API w
formacie Json | XmL. AP do BDL zrealizowano w
ramach partnerskiego projektu _Otwarte dane -

dostep, standard, edukacia®, ktrego Liderem jest
Ministerstwo Cyfryzacji. Projekt jest
wspétfinansowany ze Srodkaw Unii Europejskiej 2
Programu Operacyjnego Polska Cyfrowa.

Rysunek 1.4.4. Strona internetowa Banku Danych Lokalnych

Zrodio: Zrédto: https:/bdl.stat.gov.pl/
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Po otworzeniu okna BDL mamy do wyboru trzy opcje:

e dane wedhug dziedzin,
e dane dla jednostki terytorialne;j,
e interfejs APL

Klikamy kursorem myszki na ,,.Dane wedlug dziedzin” woéwczas w oknie pojawia uporzad-

kowane tematycznie do wyboru dziedziny (rys. 1.4.5):

22 GUS - Bank Danych Lokalny.,
Dane wg stanu na 2019.09.19

.GUS HEBDL DANE v METADANE v APl ARCHIWUM v

Start | Danewedtug dziedzin

> CENY

> FINANSE PRZEDSIEBIORSTW (DANE KWARTALNE)

FINANSE PUBLICZNE

FUNDUSZE UNIJNE (DANE POEROCZNE)

GOSPODARKA MIESZKANIOWA | KOMUNALNA
> HANDEL | GASTRONOMIA

> INWESTYCJE | SRODKI TRWALE

* KULTURA FIZYCZNA, SPORT | REKREACIA

» KULTURAI SZTUKA

» LUDNOSC

> NARODOWE SPISY POWSZECHNE

> NAUKA I TECHNIKA

» OCHRONA ZDROWIA, GPIEKA SPOLECZNA | SWIADCZENIA NA RZECZ RODZINY

ORGANIZACJA PAISTWA | WYMIAR SPRAWIEDLIWOSCI

Utytkownik: GoSE

Szukaj cecny Ql @ = = B » = 8

A | Kategoria

Grupa

Podgrupa

Lata

Poziom udostepniania danych

Rysunek 1.4.5. Dane wedlug dziedzin
Zrédto: https://bdl.stat.gov.pl/

Z listy dziedzin wybieramy ta, ktora nas interesuje. A wigc klikamy np. ,,RYNEK PRACY”

(rys. 1.4.6):

RYNEK PRACY — BEZROBOCIE REJESTROWANE — Bezrobotni zarejestrowani wg pfci i typu — Dalej

> ROLNICTWO, LESNICTWO | EOWIECTWO
> RYNEK MATERIALOWY | PALIWOWO-ENERGETYCZNY
» RYNEK NIERUCHOMOSCI
¥ RYNEK PRACY - &
> AKTYWNOSC EKONOMICZNA LUDNOSCI (DANE KWARTALNE)
»- AKTYWNOSC EKONOMICZNA LUDNOSCI (DANE SREDNIOROCZNE)
@ BEZROBOCIE REIESTROWANE 2
BesroBOTT ETEestrowani pozostajacy bez pracy dtutej nit 1 rok
Bezrobotn| zarelestrowani wedtug gmin (dane pétroczne)
Bezrobotni zarejestrowani wg czasu pozostawania bez pracy (dane kwartaine)
Bezrobotni zarejestrowani wg czasu pozostawania bez pracy | picl
Bezrobotni zarejestrowani w pici (dane miesigczne)
:
Bezrobotni zarejestrowani wg ptci w gminach
Bezrobotni zarejestrowani wg poziomu wyksztatcenia (dane kwartalne)
Bezrobotni zarejestrowani g poziomu wyksztaicenia i pici
Bezrobotni zarejestrowani we stazu pracy (dane kwartalne)
Bezrobotni zarejestrowani we stazu pracy | pici
Bezrobotni zarejestrowani we typu (dane miesigczne)

Bezrobotni zarejestrowani wg wieku (dane kwartaine)

& .

BEZROBOCIE REJESTROWANE (612)

Podgrupa

Lata
1998-2019

Poziom udostepniania danych

Gminy
Opis kategorii v
opis grupy =

Dane o liczbie bezrobotnych
zarejestrowanych, zgodnie 7 ustawa 2
dnia 20 IV 2006 r. 0 promogji zatrudnienia
i instytucjach rynku pracy, obowiazujaca
00 1V1 2004 1. (D2 U. 2 2017 1. poz. 1065 2

-~

B metadane

Rysunek 1.4.6. Wybor dziedziny danych
Zrédto: https://bdl.stat.gov.pl/



MAREK REKLEWSKI

Nastepnie definiujemy pozostate kryteria: lata, ptec i grupy osob bezrobotnych (rys. 1.4.7):

2017 — ogétem, meiczyini, kobiety — ogétem — Dalej

Kategoria Ke RYNEK PRACY €

Grupa G12  BEZROBOCIE REJESTROWANE €

Podgrupa P1364 i j iwg piciitypu @ B ¢
Wymiary Pteg; Grupy osobd; Lata

Ostatnia aktualizacja 2019-07-15

wybrano 3 informacji (limit 3500)

Lata 1 Grupy 0s6b € 3
a < ogbtem N
o0soby poprzedni Fj3ce ogorem
2 0s0by poprzednio pracujgce zwolnieni z
2015 przyczyn dotyczacych zaktadu
016 osoby dotychczas niepracujace ogotem
2013 zamieszkali na wsi

2012 v zamieszkali w miescie o

7 nrawam e Tacibin

Zaznaczonych: 1/21 [  zazaczonych: 3/3 [0  zaznaczonych: 1/13 [}

4

Copyright © 2019 Gkowny Urzad Statystyczny. 0190909.095
Rysunek 1.4.7. Wybér kryteriéw danych
Zrédto: https://bdl.stat.gov.pl/

W kolejnym oknie dokonujemy wyboru jednostek terytorialnych. Do wyboru mamy woje-
wodztwa, powiaty i gminy. Wybieramy wojewodztwa (rys. 1.4.8):

Zaznacz — Zaznacz wojewodztwa — ,,— ” — Dalej

@ Zaznacz Wybrane
Zaznacz wszystkie

¢ o0dznacz wszystkie 2

(# Zzaznacz powiaty >

(# zaznacz gminy >

Uktad administracyjny -

- Podziat terytorialny  Q Znajd? jednostke

Poziom:| POLSKA - 1 wybrane
3
POLSKA ~ @ DOLNOSLASKIE
B[ «

DOLNOSLASKIE KUJAWSKO-POMORSKIE

Powiat bolestawiecki LUBELSKIE

Bolestawiec (1) ad LUBUSKIE

Bolestawiec (2) | +ODZKIE

Gromadka (2) MALOPOLSKIE
Nowogrodziec (3) MAZOWIECKIE
Nowogroaziec - miasto (4) OPOLSKIE
Nowogrodziec - obszar wiejski (5) PODKARPACKIE
Osiecznica (2) PODLASKIE

Warta Bolestawiecka (z) POMORSKIE

Powiat dzierzoniowski SLASKIE

Bielawa (1) SWIETOKRZYSKIE
Drierzoniow (1) WARMINSKO-MAZURSKIE
Pieszyce (3) ‘WIELKOPOLSKIE
Pieszyce - miasto (4) ZACHODNIOPOMORSKIE

Rysunek 1.4.8. Wybér jednostek terytorialnych
Zrédto: https://bdl.stat.gov.pl/

20
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W ostatnim oknie pojawig si¢ zdefiniowane dane statystyczne, ktore eksportujemy do pliku
w formacie ,,xIsx” (lub ,,csv”). Plik z danymi zapisujemy we wskazanym miejscu na dysku

wlasnego komputera (rys. 1.4.9):

Export — XLS - tablica wielowymiarowa — otwoérz — zapisz jako — podaé miejsce docelowe — zapisz

EHTablica | gy Wykres | (0 Mapa i

- Wybor jednostek terytorialnych 3 Kod @ (2 Objagnienia

XLS - tablica wielowymiarowa 7
ogotem mezczyini

B XLS - tablica relacyjna (zip)

e e B XLS-tablica przestawna ogdtem ogdtem

@ CsV - tablica wielowymiarowa 2017 2007

@ Csv - tablica relacyjna (zip) [osoba] [osoba]
DOLNOSLASKIE 68 813 31508
KUJAWSKO-POMORSKIE 81543 3278
LUBELSKIE 8121 39766
LUBUSKIE 24 605 101Mm
tODZKIE 72 662 35028
MAEOPOLSKIE@) 79 430 34709
MAZOWIECKIE 154 068 75250
OPOLSKIE 26 066 11060

Znak - 6znacza brak informacji 2 powodu: zmiany poziomu prezentacjl, zmian 0 wykazu jednostek tery Lub maayfikacji listy coch w danym okresic sprawozaawezym

®cus

Rysunek 1.4.9. Eksport danych
Zrodto: https://bdl.stat.gov.pl/

Zapisany plik otwieramy w programie MS Excel. Znajduja si¢ w nim dwie zaktadki.
W pierwszej zawarte sg podstawowe informacje o wygenerowanych danych (tzw. metadane)

a w drugiej gotowa tabela z danymi statystycznymi (rys. 1.4.10):

A B G D E

Q ogotem |meiczyini [kobiety

2 |Kod Nazwa ogolem |ogdtem |ogdtem

3 2017 2017 2017

4 [osoba] |[osoba] |[osoba]

5 0200000 DDLNDéLASK\E 68 813 31508 37305
6 '0400000 KUJAWSKO-POMORSKIE 81543 32718 48 825
7 'DGODDDO LUBELSKIE 81221 39766 41 455
8 'DSODDDO LUBUSKIE 24605 10111 14 494
9 '1000000 tODZKIE 72 662 35028 37634
10 '1200000 MALOPOLSKIE 79430 34709 44721
11 '1400000 MAZOWIECKIE 154 068 75250 78818
12 '1600000 OPOLSKIE 26 066 11 060 15006
13 'IEUUUUU PODKARPACKIE 90972 42353 48 619
14 'ZUUUUUU PODLASKIE 39 997 21136 18 861
15 'ZZUUUUU POMORSKIE 49 653 18744 30909
16 '2400000 éLASK\E 94 687 40 189 54498
17 'ZGUUUUU SWI ETOKRZYSKIE 46570 22345 24225
18 'ZEUUUUU WARMINSKO-MAZURSKIE 60 003 26 186 33817
19 '3000000 WIELKOPOLSKIE 58 857 23001 35766

20 /3200000 ZACHODNIOPOMORSKIE 52599 22022 30577

Rysunek 1.4.10. Dane w pliku xIsx.
Zrodto: opracowanie wiasne

21
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1.5. Prezentacja danych statystycznych
Szeregi statystyczne stanowig formg prezentacji danych statystycznych. Ze wzgledu na
form¢ wyrodznia si¢ nastepujace szeregi:
e proste, czyli wyliczajace (szczegotowe),
e rozdzielcze (jednopunktowe i wielopunktowe).
Szereg prosty to uporzadkowane (rosngco lub malejaco) wartosci liczbowe badanej cechy x;.
Przyktadem takiego szeregu moga stanowi¢ np. wydatki zwigzane z dojazdami do szkoly 10

studentow w ciggu miesiaca (w zt):

65, 73,79, 80, 82, 95, 100, 109, 112, 120

Szereg rozdzielczy to zarowno uporzadkowana, jak i pogrupowana badana cecha x; wedlug

okreslonych wariantoéw wystgpowania (tab. 1.5.1 — 1.5.2).

Tabela 1.5.1. Oceny studentéw z zaliczenia ze statystyki na kierunku Zarzadzanie
— przyklad szeregu rozdzielczego jednopunktowego

Badana
zmienna (cecha)
jakosciowa Liczebnos¢
Oceny z zaliczenia Liczba studentow
ze statystyki n;
Xi
( 2,0 5 )
3,0 50
Warianty NG, 35 90 \ LiczebnoSci
zmiennej E—l/ 3\ 4.0 30 ( \.—:l czastkowe
9
4,5 15
\. 5,0 10/
Ogolem N=200

Zrodto: opracowanie wiasne. Dane umowne.
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Tabela 1.5.2. Pracujacy wedlug wieku w firmie X
— przyklad szeregu rozdzielczego z przedzialami klasowymi

Badana
zmienna (cecha)
ilosciowa Liczebno$é
Wiek (w latach) Liczba pracownikow
x; n;
f 20-24 10 \
25-29 14
30-34 28
35-39 44
Warianty LiczebnoSci
micnneg > £ 40-44 2 <O eamstkowe
45-49 20
50-54 5
55-59 3
\ 60-64 2 )
Ogolem N=150

Zrodto: opracowanie wiasne. Dane umowne.

Liczebnosci czastkowe (n;) inaczej absolutne lub bezwzgledne przedstawiajg liczbg obser-
wacji (czegstosci) wystepowania danego wariantu cechy x;. Liczebnosci n; sumuje si¢ do sie-

bie otrzymujac liczebnos¢ calej badanej zbiorowosci NV:
K

ng+n,+ .1y =Zni =N
i=1
gdzie:
k — liczba wariantow cechy x;,
N — liczebno$¢ catej zbiorowosci.

Oprécz liczebnosci absolutnych wyrdzniamy liczebnosci wzgledne (stosunkowe) tzw.
wskazniki struktury (wy) — tab. 1.5.3. Przedstawiaja udziat czesci zbiorowosci statystycznej

do jej catosci i najczesciej wyrazone sg w procentach:
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gdzie:

n;
ws=ﬁ-100

n; — liczebnos$¢ danej klasy cechy x;.

N — liczebno$¢ calej zbiorowosci.

Suma wskaznikow struktury (wg) powinna wynosi¢ 100%:

k
Wy +wy + Ly =Zwi = 100%

i=1

Wskazniki struktury sg liczbami wzglednymi (niemianowanymi).

Tabela 1.5.3. Struktura pracujacych wedlug wieku w firmie X

Badana
zmienna (cecha) Liczebnosci Liczebnos$ci
jakoSciowa bezwzgledne wzgledne
Wiek (w latach ) Liczba Wskazniki
X; pracownikéw Struktury
n; (%)
20-24 10 ™. 100 = 2. 100 = 67
) N 150 -
n, 14
25-29 14 2. 100 = =% . 100 —
100 ==5-100 =93
ns 28
30-34 28 —.100 = —-100 = 18,7
00 = =5-100 =18
Ny 44
35-39 44 ™ 60 = 2% 100 =
100 ==+ 100 = 29,3
40-44 24 "5 100 = 2. 100 = 16,0
) N 150 T
45-49 20 6. 100 = 2> . 100 = 133
) N 150 T
50-54 5 "7 100 = ——-100 = 34
) N ~ 150 -
55-59 3 "8 100 = ——. 100 = 2,0
) N 150 -
60-64 2 ™. 100 = 100 = 13
) N ~ 150 -
Ogélem N=150 100,0

Zrodto: opracowanie wiasne. Dane umowne.
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W szeregach rozdzielczych mozemy wyr6zni¢ dwie sytuacje, kiedy:

a) gorna granica przedziatu klasowego jest jednoczesnie dolng granicg nastgpnego prze-
dziatu tzn.: 20-25, 25-30, 30-35, 35-40, 40-45 lat itd. (dla cechy ilo$ciowej ciaglej),

b) gobrna granica przedziatu klasowego nie pokrywa si¢ z dolng granicg nastepnego
przedziatu tzn.: 20-24, 25-29, 30-34, 35-39, 40-44 lat itd. (dla cechy ilo§ciowej sko-
kowej).

W pkt. a) nalezy okresli¢ zasad¢ zliczania jednostek statystycznych do danego przedziatu
a mianowicie: czy do przedziatu 20-25 lat kwalifikujemy pracownikéw w wieku od 20 lat do

mniej niz 25 lat. Wowczas przedziaty klasowe mozemy zapisa¢ w nastgpujacej postaci:

[20-25), [25-30), [30-35), [35-40), [40-45)

a moze osoby od 20 lat do 25 lat wlacznie wtedy przedzialy mozemy przedstawic:

(20-251, (25-30], (30-35], (35-40], (40-45]

Gdzie nawiasy oznaczaja: ,,( )” przedzial niedomknigty, ,,[ ]” przedzial domknigty.

Stosuje si¢ takze szeregi statystyczne otwarte dotem i gorg np.:

ponizej 20, 20-25, 25-30, 30-35, 35-40, 40-45, 45 lat i wiccej

Szeregi klasyfikuje si¢ ponadto ze wzgledu na tre§¢ wowczas wyrdznia si¢ szeregi:
e strukturalne,
e przestrzenne
e iczasowe.

Materiat statystyczny poddany badaniu statystycznemu mozemy pogrupowaé w zalezno-
$ci od rodzaju badanej cechy. W przypadku cechy jako$ciowej mamy do czynienia z tzw.
grupowaniem typologicznym. Tworzymy wowczas jednorodne podzbiory jednostek sta-
tycznych przyporzadkowanych do znanych wcze$niej wariantow badanej cechy. Z kolei gru-
powanie wariancyjne stosuje si¢ dla cechy ilosciowej. Liczbe przedziatdéw klasowych i ich

rozpigtos¢ (rozstep, interwatl), wyznacza si¢ stosujgc nastgpujace wzory:
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e liczba przedzialow klasowych (k):

k=1+3322logn (1.5.2)

k<5logn (1.5.3)

k~+vn (1.5.4)

gdzie:
n — liczebnos$¢ zbiorowosci.
e rozpietosé przedziatlu (h):
h= Xmax ~ Xmin (1.5.5)
D —

gdzie:
Xmin— Warto$§¢ minimalna uporzadkowanego szeregu,
Xmax — Warto$¢ maksymalna uporzadkowanego szeregu,
k — liczba przedzialow klasowych obliczona wedlug wzoréw 1.5.2-1.5.4.

Rozpigto§¢ przedziatdéw klasowych i (wzor 1.5.5) stanowi roéznice pomiedzy wartoSciami
maksymalng i minimalng uporzadkowanego szeregu statystycznego dzielong przez liczbe
przedziatow klasowych k. Dzigki tej metodzie rozpigto$¢ przedziatow klasowych jest taka
sama. Liczba przedziatéw dla badanej cechy zaleznie od zastosowanego wzoru moze si¢ 16z-
ni¢. Wazne jest, aby zagregowana cecha charakteryzowala si¢ tzw. rozkladem jednomodal-
nym (ktory posiada tylko jedno maksimum — rys. 1.5.1) oraz brakiem pustych przedzialow

klasowych.

a) rozktad jednomodalny b) rozktad wielomodalny

Y A max 1 Y a max 1

max 2

max 3

»
»

v

X X

Rysunek 1.5.1. Przyklady rozkladéw jednomodalnych i wielomodalnych
Zrodto: opracowanie wiasne.
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Wazng rolg odgrywa sposob przedstawiania danych. Dane statystyczne prezentuje si¢
z wykorzystaniem tablic statystycznych lub w postaci graficznej. Zaleznie od stopnia szcze-
golowosci danych wyrdznia si¢ tablice proste i zlozone. Tablica prosta przedstawia jedna
badang ceche statystyczng np. poziom wyksztalcenia (tab. 1.5.4). W tablicy wystepuje tylko
jeden szereg danych liczbowych.

Tabela 1.5.4. Pracujacy wedlug poziomu wyksztalcenia w firmie X
— przyklad tablicy prostej

Poziom ukonczonego Liczba pracownikow
wyksztalcenia w firmie X

Wyzsze 20
Policealne i §rednie zawodowe 25

Srednie ogdlnoksztatcace 34
Zasadnicze zawodowe 15
Gimnazjalne, podstawowe i niepetne podstawowe 6

Ogoétem 100

Zrodto: opracowanie wiasne. Dane umowne.

Tablica zloZzona zestawia dane statystyczne ze wzgledu na dwie lub wigcej cech np.: poziom
wyksztalcenia i miejsce zamieszkania (tab. 1.5.5). Wyr6znia si¢ tablice ztozone: zbiorcze
i kombinowane. W tablicy ztozonej nie powinno by¢ prezentowane zbyt duzo danych staty-

stycznych co moze wptywac negatywnie na ich analizg.

Tabela 1.5.5. Pracujacy wedlug poziomu wyksztalcenia i miejsca zamieszkania w firmie X
— przyklad tablicy zloZonej

Poziom ukoficzonego Miejsce zamieszkania
wyksztalcenia razem miasto wie$
Wyzsze 20 12 8
Policealne i $rednie zawodowe 25 20 5
Srednie ogdlnoksztalcace 34 30 4
Zasadnicze zawodowe 15 10 5
Gimnazjalne, podstawowe i niepetne podstawowe 6 3 3
Ogolem 100 75 25

Zrédto: opracowanie wlasne. Dane umowne.
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W tablicach statystycznych czesto stosuje si¢ znaki umowne (tab. 1.5.6).

Tabela 1.5.6. Zestawienie wybranych znakéw umownych stosowany w tablicach statystycznych

Oznaczenia znakéw Objasnienie

Kreska (-) dane zjawisko nie wystapito

Zero (0) dane zjawisko wystepuje ale nie mozna go wyrazi¢ w jednostkach miary sto-
sowanych w tablicach

Kropka (.) zjawisko istnieje, lecz brak o nim informacji lub wiarygodnych informacji

Krzyzyk (x) wypehienie niecelowe lub niemozliwe ze wzgledu na uktad tablicy

Wykrzyknik (!) rzadko stosowany znak, oznacza, ze liczba podana jest poprawniejsza od po-
przedniej podanej

Znak (#) oznacza, ze dane nie moga by¢ opublikowane ze wzgledu na konieczno$é
zachowania tajemnicy statystycznej w rozumieniu ustawy o statystyce pu-
blicznej

»W tym” nie podaje si¢ wszystkich sktadnikéw sumy

»Z tego” podaje si¢ wszystkie sktadniki sumy

7rodto: Rocznik Statystyczny Rzeczpospolitej Polski 2018 r., GUS, Warszawa, 2018 1., s. 29.

Wykres to graficzne narzedzie analizy i prezentacji danych statystycznych. Taki spo-

sob wizualizacji danych z wykorzystaniem r6znorodnych barw, ksztaltow jest bardziej czytel-

ny i przyjazny dla odbiorcy. Wykres poprawnie zbudowany sktada si¢: tytutu wykresu, pola

wykresu, skali, legendy, zrodta danych statystycznych. Uwzgledniajac ksztalt obrazu wyrdz-

nia si¢ wykresy: punktowe, liniowe, stupkowe, kotowe, warstwowe, powierzchniowe, bryto-

we, radarowe mapowe, obrazkowe, korelacyjne itd. Przykladowa prezentacje¢ danych za-

mieszczono narys. 1.5.2-1.5.7.

zt

o

100 000

99 703,2

zt

8000
6004 2069
95000 95.255,2 7000 6167 6516
.
6000 - "37
90000 s0ss 5000 - 3703 a081 4433
/.‘.-' 3569 / /_; /
85000 84'695,3 4000 1 ..-'"’?r / ﬁ /
3000 4 ﬁz; x// {_,,.-f 7
80000 1 79'597,2 2000 4
75000 - 74°687,5 1000 - g
0 W\
70000 . . . . . ) 2014 2015 2016 2017

2012 2013 2014 2015 2016

Rysunek 1.5.2.

2017

lata

Wartos¢ brutto $rodkéw trwalych

w gospodarce narodowej na 1 mieszkaica w Polsce

w latach 2012-2017
Zrodlo: Bank Danych Lokalnych GUS.
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lata

Rysunek 1.5.3. Naklady inwestycyjne na 1 mieszkanca
w Polsce w latach 2014-2017
Zr6dto: Bank Danych Lokalnych GUS.
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24,69% 34,56%

OWyisze DOPolicealne oraz srednie zawodowe

DSrednie

OGimnazjalne, podstawowe i nizsze

Rysunek 1.5.4. Struktura pracujacych wedlug poziomu
wyksztalcenia na podstawie BAEL w Polsce w 2017 r.
Zrodto: Bank Danych Lokalnych GUS.

wzt
DOLNOSLASKIE
ZACHODNIOPOMO 6 000, KUJAWSKO-
'/ POMORSKIE

RSKIE

WARMINSKO-
MAZURSKIE

. MAZOWIECKIE
552365

PODKARPACKIE

q

Rysunek 1.5.6. Przecigtne ¢czne wynagri
brutto wedlug wojewédztw w 2017 r.
Zrodto: Bank Danych Lokalnych GUS.

2015

2016 2017

lata

DOPOLSKA D KUJAWSKO-POMORSKIE

Rysunek 1.5.5. Wskaznik cen towaréow i uslug konsump-
cyjnych w Polsce i w wojewodztwie kujawsko-pomorskim

w2017 r.
Zrodto: Bank Danych Lokalnych GUS.

Dolnoslaskie

Stopa bezrobocia
rejestrowanego (%)
172216 0)
127-1710)
52 126(9)
37-8.1(6)

Malopolskie

Rysunek 1.5.7. Stopa bezrobocia rejestrowanego w Polsce

w2016 r.
Zrodto: Bank Danych Lokalnych GUS.
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Przyklady

Przyklad 1.1.
Oblicz wskazniki struktury na podstawie danych przedstawiajacych liczbe bezrobotnych po-

zostajacych bez pracy wedlug ptci w Polsce w 2017 r. Prosze zaprezentowaé otrzymane wy-

niki metodg graficzng.

Czas pozostawienia Bezrobotni
bez pracy mezcezyzni kobiety
3 miesigce i mniej 171642 151579
3 - 6 miesigcy 71280 88507
6 - 12 miesigcy 70285 90049
powyzej12 miesigcy 173009 265395
Ogoélem 486216 595530

Zrodto: Bank Danych Lokalnych GUS.

Rozwiazanie

1. Obliczam wskazniki struktury (wzér 1.5.1):

Obliczenia pomocnicze:
Mezczyzni Kobiety
n; 171642 n; 151579
Wy :ﬁ' 100 = 486216.100 =35,3% Ws =ﬁ-100 :m- 100 = 25,5%
wy =100 = 72289 400 = 14,70 we = 2100 = 385970 4 50— 14,0%
SN 486216 ’ SN 595530 ’
n; 70285 n; 90049
Wy =N- 100 = 4-86216.100 = 14,5% Ws zﬁ-100 = 595530-100 =151%
w = 20100 = 273999 460 = 35,60 wy = 2100 = 209395 100 — 44,6%
* N 486216 ’ * N 595530 ’
Zrodto: opracowanie wlasne.
Bezrobotni
Czas pozostawienia mezezyzni _ kobiety _
bez pracy liczba wskazniki liczba wskazniki
(w osobach) struktury (w osobach) struktury
(%) (%)
3 miesigce i mniej 171642 35,3 151579 25,5
3 - 6 miesigcy 71280 14,7 88507 14,9
6 - 12 miesigcy 70285 14,5 90049 15,1
powyzej12 miesigcy 173009 35,6 265395 44,6
Ogolem 486216 100,0 595530 100,0

Zrodto: opracowanie whasne.
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2. Prezentacja graficzna:

Struktura bezrobotnych pozostajacych bez pracy wedlug plci w Polsce w 2017 r.

Meiczyzni Kobiety

44,6%

03 miesigce i mniej 03 miesigce i mniej

E13 - 6 miesiecy E33 - 6 miesiecy

06 - 12 miesiecy 06 - 12 miesigcy

DOpowyzej 12 miesigey B powyzej 12 miesigcy

Zrodto: opracowanie wlasne.

Interpretacja: Najwickszy udzial bezrobotnych w Polsce w 2017 r. zarbwno wsrod mez-
czyzn, jak i kobiet stanowily osoby pozostajace bez pracy powyzej 12 miesigcy. Odsetek ten
wynosit odpowiednio: mezczyzni — 35,6% 1 kobiety — 44,6%. Najmniej liczng grupe bezro-
botnych wérdéd mezezyzn stanowity osoby pozostajace bez pracy 6-12 miesigcy (14,5%),
a wérod kobiet 3-6 miesiecy (14,9%).

Przyklad 1.2.
W pewnej firmie ,,A” z branzy elektronicznej zatrudnionych jest 28 pracownikéw z nastepu-

jacym stazem pracy (cecha ciagta) — dane umowne:
5,0; 1,05 2,1; 4,0; 5,0; 7,0; 6,2; 10,0; 6,0; 19,0; 6,5; 7,0; 8,4; 7,0;
10,0; 10,0; 1,0; 10,0; 7,0; 10,0; 12,5; 12,0; 6,3; 13,0; 14,0 15,1; 12,3; 16,0
Na podstawie informacji o stazu pracy pracownikow:
a) przeprowadz agregacj¢ danych poprzez budowe szeregu rozdzielczego (grupowanie
wariancyjne),

b) przedstaw otrzymane wyniki agregacji w postaci graficzne;j.
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Rozwiazanie
Przed przystapieniem obliczen nalezy uporzadkowac rosnaco szereg statystyczny.
a) grupowanie wariancyjne:
1,0; 1,0; 2,1; 4,0; 5,0; 5,0; 6,0; 6,2; 6,3; 6,5; 7,0; 7,0; 7,0; 7,0;
T 8,4;10,0; 10,0; 10,0; 10,0; 10,0; 12,0; 12,3; 12,5; 13,0; 14,0; 15,1; 16,0; 19,0

Xmin n= 28

Xmax

e grupowanie I (wzor 1.5.2):

k=1+3,322logn =1+ 3,322log28 = 5,81 = 6,0

_ Xmax — Xmin 19-1 _

h= = =30
k 6,0
Staz pracy (w latach) Liczba pracownikow
Xi n;
1-4 4
4-7 10 6
7-10 6 przedziatow
10-13 4 klasowych
13-16 3
16-19 1
Ogolem 28
Zrédto: opracowanie whasne.
e grupowanie II (wzér 1.5.3):
k <5logn=>5log28=7,24~=7,0
Xmax — Xmin 19-1
h= = =2,57=30
k 7,0
Staz pracy (w latach) Liczba pracownikow
X n;
1-4 4
4-7 10
7-10 6 7
10-13 4 przedziatéw
13-16 3 klasowych
16-19 1
19-22 przedziat pusty
Ogélem 28

Zrodlo: opracowanie wiasne.
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e grupowanie III (wzor 1.5.4):

k~+vn=+28=529=%5,0

Xmax — Xmin 19-1
h = B 50 3,6 4,0
Staz pracy (w latach) Liczba pracownikoéw
Xi n;
1-5 6
5-9 9
9-13 9
13-17 3
17-21 1
Ogélem 28

Zrodto: opracowanie wlasne.

Wiyniki agregacji pracownikéw wedtug stazu pracy zestawiono w tabeli ponizej:
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5
przedziatéw
klasowych

P Grupowanie
Wyszczegélnienie I I T
Liczba klas k=6 k=17 k=5
Rozpigtosc h=3 h=3 h=4

Zrddto: opracowanie wlasne.

b) prezentacja graficzna wynikow agregacji:

Histogramy liczebnosci pracownikow wedlug stazu pracy

Liczba pracownikoéw (ni)

12
10

Grupowanie |

10-13 13-16 16-19
Staz pracy (xi)
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Grupowanie Il Grupowanie lll
Liczba pracownikow (ni) Liczba pracownikéw (ni)
12
10
8 przedziat
6 zerowy
6
4
2 1
0
0
1-4 4-7 7-10 10-13 13-16 16-19 19-22 1-5 5-9 9-13 13-17 17-21
Staz pracy (xi) Staz pracy (xi)

Zrodto: opracowanie wiasne.

Interpretacja: Na podstawie otrzymanych wynikow, najlepsze rezultaty otrzymalismy
w grupowaniu I. Wystepuje jedno maksimum przypadajace w przedziale 4-7 lat (10 pracow-
nikéw). Uporzadkowany i zagregowany szereg statystyczny posiada cechy rozktadu jedno-
modalnego. Nie wystepuja puste przedziaty klasowe (tak jak w grupowaniu II, gdzie ostatni

przedzial ma zerowa liczebnosc).

Przyklad 1.3.
W 20 bankach spotdzielczych w wojewddztwie Y odnotowano na koniec grudnia 2019 r. na-

stepujaca liczbe pracujacych (cecha skokowa) — dane umowne:
25;22;23; 27, 24, 25, 29; 26; 27, 27; 28; 26; 29; 25; 30; 31; 32; 36; 28; 33
Na podstawie informacji o liczbie pracownikow:
a) przeprowadz agregacj¢ danych poprzez budowe szeregu rozdzielczego (grupowanie

wariancyjne),

b) przedstaw otrzymane wyniki agregacji w postaci graficzne;j.
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Rozwigzanie

Przed przystapieniem obliczen nalezy uporzadkowac rosnaco szereg statystyczny.

a) grupowanie wariancyjne:

22; 23; 24; 25; 25; 25; 26; 26; 27; 27; 27, 28; 28; 29; 29; 30; 31; 32; 33; 36

T

Xmin n=20 Xmax
e grupowanie I (wzor 1.5.2):
k=1+43,322logn =1+ 3,322log20 =5,32 = 5,0
x — Ximi 36 — 22
h — max min — — 2,8 ~ 3‘0
k 50
Liczba pracownikow Liczba bankow
Xi n;
22-24 3 5
25-27 8 przedziatéw
28-30 5 klasowych
31-33 3
34-36 1
Ogolem 20
Zrodlo: opracowanie whasne.
e grupowanie II (wzér 1.5.3):
k <5logn =5log20 =6,51~=7,0
b= Xmax ~ Xmin _ 36 — 22 —20
k 7,0
Liczba pracownikow Liczba bankow
Xi n;
22-23 2
24-25 4
2627 5 d7_ y
przedziatéow
28-29 4 klasowych
30-31 2
32-33 2
34-35 przedzial pusty
19
Ogélem Nie zakwalifikowat si¢
20 bank

Zrodto: opracowanie wlasne.
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e grupowanie II1

(wzor 1.5.4):

k~+n

=+/20 = 4,47 = 4,0

b= Xmax — Xmin _ 36 —22 35~ 4.0
k 4,0

Liczba pracownikoéw Liczba bankow
Xi n;
22-25 6
26-29 9
30-33 4
34-37 1
Ogélem 20

Wiyniki agregacji wedtug liczby pracownikow zestawiono w tabeli ponizej:

Zrédto: opracowanie wlasne.

4
przedziatow
klasowych

G -
Wyszczegélnienie rupowante
1 11
Liczba klas k=5 k=1 k=4
Rozpigtose h=3 h=2 h=4

Zrodto: opracowanie wlasne.

¢) prezentacja graficzna wynikow agregacji:

Histogramy liczebnosci bankow wedlug liczby pracownikow

Liczba bankéw (ni)

O B N W b U1 O N 0O O

36
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Grupowanie Il Grupowanie Il
Liczba bankdéw (ni) Liczba bankdw (ni)

a
=
o

9
5 9
5
4 4 dziat 8
rzedzia
4 pzerowy ’ 6
6
3
5 4
2 2 2 4
2
3
1 2 1
0 1
o o =
22-23 24-25 26-27 28-29 30-31 32-33 34-35 22-25 26-29 30-33 34-37
Liczba pracownikdéw (xi) Liczba pracownikéw (xi)

Interpretacja: Na podstawie otrzymanych wynikow, najlepsze rezultaty otrzymaliSmy

w grupowaniu .
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2. Analiza struktury zbiorowosci

2.1. Miary tendencji centralnej (Srednie)
Miary opisu statystycznego stosujemy w odniesieniu do pojedynczych zmiennych, kiedy chcemy
obliczy¢ typowe warto$ci zmiennej, wewngtrzne rozproszenie badanej zbiorowosci, czy okresli¢
ocen¢ rozktadu. Metody analizy struktury charakteryzujg badang zbiorowo$¢ statystyczng. Wy-
rézniamy miary klasyczne i pozycyjne, ktore dzielimy dodatkowo na miary: przecigtne ($rednie),
zroznicowania (zmiennosci, dyspersji), asymetrii (sko$nosci) i koncentracji (skupienia).
Do podstawowych miar tendencji centralnej zalicza sig:

a) miary klasyczne:

— $rednia arytmetyczna,

Srednia geometryczna,

— $rednia harmoniczna,

$rednia chronologiczna.
b) miary pozycyjne:
— dominanta,
—mediana,
— kwartyle,
— decyle, percentyle.

Srednia arytmetyczna (%) to suma wartosci zmiennej (x;) wszystkich jednostek badanej
zbiorowosci podzielona przez liczbe jednostek zbiorowosci (). Zaleznie od analizowanego
szeregu $rednia arytmetyczna moze by¢ prosta (2.1.1) lub wazona (2.1.211 2.1.3).

o dla szeregu prostego (szczegdtowego):

xl +x2 +x3 + ... +xN _ évzlxi (211)
N N

X =

gdzie: x; — warianty cechy mierzalnej X,
N — liczebnos¢ calej zbiorowosci statystyczne;.

e dla szeregu rozdzielczego jednopunktowego:

XNy + XNy + X3Ng + oo + XNy Y (2.1.2)
Ny +n, +ng3+ .+ - N

X =

gdzie: n;— wagi (liczebnosci czastkowe) odpowiadajace poszczegdlnym wariantom zmiennej X.

38



e dla szeregu rozdzielczego z przedziatami klasowymi:

}E:

gdzie:

J.Cinl + J.Cinz + J.Cin3 + ... + J.Cink Zi’czl x,-n,-

ny+n,; +nsg+ ...+n N

X; — §rodek przedzialu klasowego.

STATYSTYKA OPISOWA. TEORIA | PRZYKLADY

(2.13)

W przypadku szeregu rozdzielczego wielopunktowego $rodki przedziatow liczbowych obli-

cza si¢ ze wzoroOw zamieszczonych w tab. 2.1.1.

Tabela 2.1.1. Metody obliczania Srodkéw przedzialéw klasowych

Gorna granica pokrywa

Gorna granica nie

sie z dolng granicq prze- pokrywa sie z dolng
dziatu Srodek przedziatu granicq Srodek przedziatu
X; . X4 + Xg X . X4 + Xdan
Wiek pracownikow X = 2 Wiek pracownikow X = 2
(w latach) (w latach)
xq 20 - 25 x, 20;25 =225 xq20-24 20+25 =225
25-30 27,5 Xan 25 -29 27,5
30-35 32,5 30-34 32,5
35-40 37,5 35-39 37,5

gdzie: x4 — dolna granica przedziatu klasowego, x4, - dolna granica nastgpnego przedziatu klasowego, x,; - gorna granica

przedziatu klasowego.

Zrodto: opracowanie whasne.

Srednia geometryczna (X,) ma zastosowanie do obliczania $redniego tempa zmian

w analizie szeregdw czasowych. Wyrdznia si¢ $rednig prosta dla szeregdéw wyliczajacych

i wazong dla szeregow rozdzielczych. Srednia geometryczna prosta jest n-tym pierwiastkiem

z iloczynu wszystkich wartosci badanej zmiennej (x;):

Xg="/X1 X2 X3 " Xp

(2.1.4)

gdzie: xq " X5 * X3 ... X, sa iloczynami wartoéci indekséw tancuchowych, ktére mozna zapisac

w postaci [T7L, x;.

Z uwagi na trudnos$ci obliczeniowe pierwiastkow n-tego stopnia wzor (2.1.4) mozna prze-

ksztatci¢ do postaci logarytmicznej:
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1 1< (2.1.5)
logx, = o (logx; +log x, + log x5 + -+ log x,) = EZ log x;
i=1
Srednig geometryczna wazona mozemy zapisa¢ w postaci wzoru:
- N[ n n n n (2.1.6)
Xy = \/xll Xy Xyt e Xy
lub jako rachunek logarytmiczny:
1 1< 2.1.7)
logxy = - (nqlog x4 + nylog x, + n3log x3 + -+ nylog x,) = EZ n;log x;
i=1

We wzorach (2.1.5) i (2.1.7) zamiast logarytmu dziesigtnego (log) stosuje si¢ logarytm na-
turalny (/n, dla ktérego podstawa wynosi e = 2,718 ... ) — patrz przyktad 5.4.

Srednia chronologiczna (X, oblicza si¢ jako sume wszystkich wartosci zmiennej (x;)
dzielonych przez N — 1 jednostek zbiorowosci, przy czym pierwszy i ostatni wyraz stanowi

potowe warto$ci:

05-x +x,+x3+ ... +0,5-x, (2.1.8)
N-1

Xch =

Srednig stosuje si¢ dla okreslonych momentéw czasowych tzn. kiedy dane dotycza stanu na
koniec lub poczatku dnia, miesigca, roku.

Srednia harmoniczna (Xp,g,) rowna jest odwrotnosci sredniej arytmetycznej z odwrotno-
$ci warto$ci badanej zmiennej (x;). Zaleznie od analizowanego szeregu $rednig harmoniczng
mozemy zapisac:

e dla szeregu prostego:

S N N 2.1.9)
har = =
e dla szeregu rozdzielczego:

o _Mmtmtmstednm N (2.1.10)

Dominanta (D) jest to warto$§¢ zmiennej, ktéra w badanej zbiorowosci powtarza si¢ naj-

czesdciej (dominujaca, typowa). Dominanta nazywana jest warto$cia modalng lub moda.
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W szeregu prostym warto$ci zmiennej nalezy uporzadkowac od warto$ci najmniejszej do naj-
wigkszej tzn. od x,;, do x4, @ nastgpnie zliczamy wartosci, ktore si¢ powtarzaja. Na poniz-
szym przykladzie analizujac oceny studenta ze statystyki:

3,3,4,5,5,5 N=6
dominujaca oceng jest 5 (D = 5), poniewaz wystgpila ona najczgsciej bo, az 3 krotnie.

Dominante w szeregu rozdzielczym wyznaczamy wedlug wzoru interpolacyjnego:

(np —np_1) " ho (2.1.11)

(np —np_q) + (np —npyq)

D=x0+

gdzie:
Xo — dolna granica przedziatu klasowego dominanty,
np — liczebnos¢ przedziatu klasowego dominanty,
np_1— liczebnos¢ przedziatu klasowego poprzedzajacego przedziat dominanty,
np41— liczebnos¢ przedziatu klasowego nastepujacego przedziat dominanty,
hg — rozpigtos¢ przedziatu klasowego, w ktorym znajduje si¢ dominanta.

Dominanta wystgpuje w najliczniejszym przedziale klasowym (gdzie liczebnos$¢ czastkowa
n; = max). Warto§¢ dominanty mozna wyznaczy¢ w sposob graficzny na podstawie histogra-
mu liczebnosci (rys. 2.1.1).

n; max
A

A .

Xi

Rysunek 2.1.1. Graficzna metoda wyznaczenia dominanty
Zrodlo: opracowane na podstawie A. Zelia$, B. Pawelek, S. Wanat, Metody statystyczne. Zadania i sprawdziany,
PWE, Warszawa 2002, s. 73.

Wykreslamy dwie przekatne z sasiednich przedzialow klasowych laczac je z gérnymi

wierzchotkami najwyzszego prostokata. Przekatne przecinajac si¢ tworzac punkt, z ktorego

wykres§lamy prostopadta wzgledem osi X wskazujac tym samym warto§¢ dominanty.
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Mediana (M,) to warto$¢ zmiennej, ktora dzieli badang zbiorowo$¢ na dwie rowne czesci.
Mediana jako miara pozycyjna uzalezniona jest od pozycji jaka zajmuje w szeregu statystycz-
nym, tak wiec przed jej wyznaczeniem nalezy uporzadkowac badang zbiorowos¢ np. rosnaco
od Xpin do Xpmex. Mediana nazywana jest wartoscig srodkowa lub kwartylem drugim — Q..
Interpretacja mediany jest nast¢pujaca: 50% jednostek zbiorowosci statystycznej ma war-
tosci cechy nizsze lub réwne medianie — (nie wigksze od M,) a druga polowa jednostek

ma warto$ci wieksze lub rowne medianie — (nie mniejsze od M,).

Xmin Me Xmax
| ] |
L T 1

Zrodto: opracowanie wiasne.

W szeregu prostym mediang¢ wyznaczamy w zalezno$ci czy liczba obserwacji N jest parzysta
lub nieparzysta:

e N —nieparzyste:

M, = xn+1 (2.1.12)
2
e N —parzyste:
x¥+x%+1 (2.1.13)
Me=———

W szeregu rozdzielczym jednopunktowym (cecha skokowa) median¢ wyznacza si¢ na pod-
stawie warto$ci skumulowanych (cum). Mediana jest tg warto$cig zmiennej, ktorej liczebnosé

skumulowana zawiera numer jednostki Ny, wyliczonej wedtug wzorow:

e N —parzyste: Nr = (2.1.14)
. = —
e 2
e N —nieparzyste: S N+1 (2.1.15)
= ——
€ 2
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Dla szeregu rozdzielczego z przedziatami klasowymi stosuje si¢ wzor interpolacyjny:

N ho (2.1.16)
M, = xo + (E - cumni_l)m

gdzie:
Xo — dolna granica przedziatu klasowego mediany,
%, potowa liczebnos$ci badanej zbiorowoS$ci zawarta w przedziale skumulowanym cum,
cumy,,_,— liczebno$¢ skumulowana (kumulacyjna) poprzedzajaca przedziat klasowy mediany,
ho —rozpigtos¢ przedziatu klasowego, w ktérym znajduje si¢ mediana,
Ny, — liczebno$¢ przedziatu klasowego mediany.

Mediang réwniez mozna wyznaczy¢ metoda graficzng (rys. 2.1.2). Wykreslamy tzw. krzywa
ogiwalng na podstawie warto$ci skumulowanych liczebnosci (cum). Na osi Y zaznaczamy
numer mediany N7y, z ktérego prowadzimy réwnolegle do osi X prostg taczac go z grzywa
skumulowang. W punkcie przecigcia prostej z krzywa ogiwalng wykreslamy prosta prostopa-

dtg wzgledem osi X wyznaczajac w ten sposob wartos¢ mediany.

cumy,

A

Nry, ==

krzywa
ogiwalna

>
>

Xi

Rysunek 2.1.2. Graficzna metoda wyznaczenia mediany
Zrédto: opracowane na podstawie W. Ignatczyk, M. Chrominska, Statystyka. Teoria i zastosowanie,
WSB, Poznan 2004, s. 89.

Kwartyl pierwszy (Q;) inaczej kwartyl dolny to warto$¢ zmiennej, ktora dzieli uporzad-
kowang zbiorowo$¢ na dwie czgsci tzn. na 25% 1 75%. Interpretacja kwartyla pierwszego jest
nastgpujaca: 25% jednostek zbiorowosci ma wartosci cechy nizsze lub réwne Q; — (nie

wigksze od Q;), a 75% jednostek ma wartoSci wyzsze lub rowne Q; — (nie mniejsze od Q).
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o L] . Dol ™
' 1 1 1 '
- 25% : 75%

— _/

zbiorowos¢

Zrodto: opracowanie wlasne.

Kwartyl trzeci (Q;) inaczej kwartyl gorny to warto§¢ zmiennej, ktora dzieli uporzadkowa-
na zbiorowo$¢ na dwie czesci tzn. na 75% 1 25%. Interpretacja kwartyla trzeciego jest naste-
pujaca: 75% jednostek zbiorowosci ma wartosci cechy nizsze lub rowne Q; — (nie wigksze

od Q53), a 25% jednostek ma wartosci wyzsze lub réwne Q; — (nie mniejsze od Q3).

! l | ]
! I 1 1 1

— _/
Y

zbiorowos¢

Zrodlo: opracowanie wiasne.

W szeregu prostym kwartyle Q; 1 O3 oblicza si¢ w dwoch etapach. W pierwszej kolejnosci
badang zbiorowo$¢ dzielimy si¢ na dwie potowy wyznaczajac median¢ korzystajac ze wzo-
row (2.1.12) 1 (2.1.13), a nastepnie kazdg potowg dodatkowo dzielimy na dwie rowne czgsci.
Wowczas otrzymujemy zbiorowo$¢ podzielong na cztery czesci. Kazda czgs¢ zawiera 25%
zbiorowosci.

W szeregu rozdzielczym jednopunktowym w pierwszej kolejnosci oblicza si¢ numery jed-

nostek analizowanej zbiorowosci Nry, i Nrp, wedtug nastgpujgcych wzorow:

e N - parzyste: N (2.1.17)
Nry =—
Q1 4
e N -—nieparzyste: Nr = N+1 (2.1.18)
Q™ 4
e N - parzyste: 3N (2.1.19)
Nry, = —
Q3 4
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e N —nieparzyste: _3(N+1) (2.1.20)
T4

Nastepnie obliczone numery jednostek zbiorowos$ci przyporzadkowuje si¢ do przedzialow

Nry

wartosci skumulowanych. W przypadku szeregdéw rozdzielczych warto$ci kwartyli wyznacza

si¢ na podstawie wzorow:

N ho (2.1.21)
Q1 =%+ (Z - cumni_l)n—
1
3N hg (2.1.22)
Qs =0+ (S —cum )2

gdzie:
X — dolna granica przedziatu klasowego Q, i Q;,
cumy,_,— liczebnos$¢ skumulowana (kumulacyjna) poprzedzajaca przedziat klasowy Q; i Os,
ho — rozpigtos¢ przedziatu klasowego, w ktorym znajduja si¢ O, 1 O3,
ng, — liczebno$¢ przedziatu klasowego O,
ng, — liczebno$¢ przedziatu klasowego Q;.

Decyle dziela zbiorowos$¢ na 10 réwnych czesci. Decyl pierwszy (D;) dzieli uporzadko-
wang zbiorowo$¢ na dwie czesci w ten sposob, ze: 10% jednostek zbiorowosci ma wartosci

cechy nizsze lub réwne D; — (nie wigksze od D;), a 90% jednostek ma wartosci wyzsze

lub rowne D; — (nie mniejsze od D).

Xmin Dl Xmax
—t |
<110% »le 90% .

NG - U

zbiorowos¢

Zrodto: opracowanie wiasne.

Decyl dziewiaty (Dy) dzieli uporzadkowana zbiorowos¢ na dwie czg§ci w ten sposob, ze:
90% jednostek zbiorowosci ma wartosSci cechy nizsze lub réwne Dy — (nie wigksze od D,),

a 10% jednostek ma wartoSci wyzsze lub réwne Dy — (nie mniejsze od Dy).
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Xmin D9 Xmax

1

< 90%

—

[
_

Zrodlo: opracowanie wiasne.

W szeregu rozdzielczym jednopunktowym obliczamy si¢ numery jednostek analizowanej

zbiorowosci Nrp, i Nrp, wedtug nastgpujgcych wzorow:

e N —parzyste: N (2.1.23)
Nrp, = —
10

e N —nieparzyste: Y N+1 (2.1.24)
P17 10

e N - parzyste: 9N (2.1.25)
Nrp, = —
10

e N —nieparzyste: Nr = 9N +1) (2.1.26)
Po™ 10

Nastepnie obliczone numery jednostek zbiorowo$ci przyporzadkowuje si¢ do przedzialow
skumulowanych.

W szeregu rozdzielczym z przedziatami klasowymi stosuje si¢ wzory:

N ho (2.1.27)
D1 =Xy + (E - Cumni_l)n—Dl

9N ho (2.1.28)
D9 = X + <E - CuTI’lni_l)n—D9

gdzie:
xo — dolna granica przedziatu klasowego D; i Dy,
cumy,_,— liczebno$¢ skumulowana (kumulacyjna) poprzedzajaca przedziat klasowy D; i Dy,
ho — rozpigtos¢ przedziatu klasowego, w ktorym znajduja si¢ D; i Dy,
np, — liczebno$¢ przedziatu klasowego Dy,
np, — liczebno$¢ przedziatu klasowego Dy.

Percentyle dzielg zbiorowo$¢ na 100 rownych cze$ci.
Pomiedzy miarami klasycznymi i pozycyjnymi tendencji centralnej wystepuje szereg

réznic wynikajacych z konstrukeji i sposobu liczenia co ostatecznie przeklada si¢ na interpre-

tacje (tab. 2.5.1).
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Tabela 2.5.1. Wlasciwo$ci matematyczne miar tendencji centralnej

Parametr Wiasciwosci
opisowy

Zalety:

— parametr tatwy do obliczenia, prosty w interpretacji,

— liczba zawsze mianowana, a wigc jest wyrazona w takich samych
jednostkach co badana cecha,

— dobrze oddaje ksztaltowanie si¢ poziomu badanego zjawisku, kiedy
zbiorowos¢ jest jednorodna o stabym zréznicowaniu.

Wady:

— na wynik maja wptyw wartosci skrajne (ekstremalne), ktore moga
znieksztalci¢ otrzymany wynik, przy czym silniejszy wptyw na wynik
maja wysokie wartosci cechy,

Srednia arytmetyczna (X) — $redniej arytmetycznej nie nalezy stosowa¢ w przypadku rozktadow
bimodalnych, wielomodalnych oraz silnie asymetrycznych.
Dodatkowe:

— $rednia arytmetyczna jest wypadkowa wszystkich wartosci i znajduje
si¢ pomiedzy najmniejsza a najwigksza wartoscia cechy,

— §rednia arytmetyczna pomnozona przez ogolng liczebnos$¢ daje sume
wszystkich jednostek zbiorowosci,

— suma odchylen poszczegélnych wartosci cechy od sredniej arytme-
tycznej rowna si¢ zero,

— suma kwadratow odchylen poszczegdlnych wartosci cechy od $redniej
wynosi minimum.

Zalety:
— dominanta jest miarg najbardziej zrozumiata wéréd miar przecigtnych,
— nalezy do miar tendencji centralne;j,
—na jej wielko$¢ nie maja wptywu wartosci skrajne,
— do jej wyznaczenia wystarcza znajomos¢ 3 przedziatow klasowych.
. Wady:
Dominanta (D) — dominanty nie nalezy stosowaé, kiedy wystepuje skrajna asymetria
i nierdwne rozpigtosci przedziatoéw klasowych,
— doktadne wyznaczenie modalnej nie jest mozliwe w szeregach roz-
dzielczych wielostopniowych,
— znaczenie dominanty maleje, gdy liczba obserwacji jest mata,
— nie nadaje si¢ do przeksztalcen algebraicznych.

Zalety:

— tatwa do obliczenia,

— niezalezna od wartosci krancowych szeregu,

— mozna jg ustali¢ w szeregu otwartym,

— mozna jg obliczy¢ gdy szereg zbudowano na podstawie cechy jako-
Sciowe;j.

Wady:

— mozna ja wyznaczy¢ tylko z szeregu uporzadkowanego,

— nie jest reprezentatywna dla szeregu bardzo nieregularnego,

— nie nadaje si¢ do przeksztalcen algebraicznych.

Mediana (M,)

Zrodto: opracowane na podstawie: W. Ignatczyk, M. Chrominska, Statystyka. Teoria i zastosowanie, WSB, Poznan 2004, s.
68-70, 83, 88. M. Sobczyk, Statystyka, PWN, Warszawa 216, s. 38-39. E., Dolny, Osinska M., Statystyka opisowa, WSG,
Bydgoszcz 2009, s. 42, 47.
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2.2. Miary zréznicowania (zmiennosci)

Miary dyspersji stuza do oceny wewnetrznego zréznicowania zbiorowosci pod wzgledem

badanej cechy. Najczesciej stosowanymi miarami zroznicowania sg:

a) miary klasyczne:

— wariancja,

— odchylenie standardowe,

— klasyczny wspotczynnik zmiennosci,
b) miary pozycyjne:

— odchylenie ¢wiartkowe,

— pozycyjny wspotczynnik zmiennosci.

Analizujgc parametry klasyczne, miar¢ zréznicowania oblicza si¢ poprzez wyliczenie réznic

pomiedzy wartosciami cechy od ich wartos$ci centralnej — najczesciej $redniej arytmetyczne;.

Miary klasyczne odnoszg si¢ do zmiennych wyrazonych w skali interwatowej. W przypadku

miar pozycyjnym takim parametrem centralnym zwykle jest mediana.

Wariancja (52) jest $rednig arytmetyczng kwadratow odchylen (réznic) poszczegdlnych

wartos$ci jednostek zbiorowosci statystycznej od $redniej arytmetycznej. Wariancja nie ma

interpretacji statystycznej i jest wykorzystywana do budowy innych parametréow tj.: momen-

tow centralnych, odchylenia standardowego. Zaleznie od szeregu statystycznego wariancje

oblicza si¢ na podstawie wzorow:

e szereg prosty (szczegblowy):

sp =2

e szereg rozdzielczy jednopunktowy:

sz = _

e szereg rozdzielczy z przedziatami klasowymi:

25:1(551‘ - Jz)Zni

s2 = =
gdzie:

x; — warlanty cechy mierzalnej X,

X; — $rodek przedziatu klasowego,

X — $rednia arytmetyczna,

it (n —%)?

T (g =)y

(2.2.1)

(2.22)

(2.2.3)

n; — wagi (liczebnosci czastkowe) odpowiadajace poszczegdlnym wariantom zmiennej X,

N — liczebnos¢ catej zbiorowosci statystycznej.
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Odchylenie standardowe (S,) jest to pierwiastek drugiego stopnia z obliczonej wariancji
—S% (wzbr: 2.2.1 — 2.2.3). Odchylenie standardowe informuje, o ile przeci¢tnie (Srednio)
warto$ci badanej zmiennej w zbiorowosci statystycznej roznia si¢ (odchylaja sie) in + (in
plus lub in minus) od $redniej arytmetycznej. Odchylenie standardowe oblicza si¢ wedtug
WZorow:

e szereg prosty (szczegdtowy):

(2.2.4)

(2.2.5)

(2.2.6)

N

gdzie:
x; — warianty cechy mierzalnej X,
X; — srodek przedziatu klasowego,
X — $rednia arytmetyczna,
n; — wagi (liczebnosci czastkowe) odpowiadajace poszczegdlnym wariantom zmiennej X,
N — liczebnos¢ calej zbiorowosci statystyczne;j.

W tym miejscu nalezy wspomnieé¢ o rozkladzie normalnym Gaussa (rys. 2.2.1). Srednia
arytmetyczna i odchylenie standardowe sg parametrami rozkladu normalnego i decydujg
o jego ksztalcie. Funkcja gestosci prawdopodobienistwa dla zmiennej losowej X, wyrazona

jest wzorem:

1 —(x —m)? 2.2.7)
f(x) =am€xP< 252 >

gdzie:
X —zmienna losowa,
m — warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej ($rednia),
o — odchylenie standardowe,
m = 3,1416,
exp = 2,1718 — podstawa logarytmu naturalnego.

49



MAREK REKLEWSKI

fix) 4

m —$rednia
— odchylenie standardowe

liczebnos¢ (czestosé) ni

»
»

m=X zmienna x

Rysunek 2.2.1. Rozklad normalny
Zrodto: opracowanie wiasne.
Standaryzowany rozktad normalny z warto$cig oczekiwang 0 i wariancja rowna 1, tj. N(0, 1)
mozemy zapisa¢ dla zmiennej standaryzowanej u w postaci:

f) = Z=exp (- “72) (2.2.8)

gdzie:

u — zmienna standaryzowana.
Dla obliczenia wartosci gestosci zmiennej losowej X o rozktadzie N(m, o) stosuje si¢ prze-
ksztalcenie zwane standaryzacja:

X-m (2.2.9)

Z odchyleniem standardowym wiaze si¢ tzw. reguta 3 sigm.

Reguta 3 sigm
a) okoto 68,3% jednostek zbiorowosci miesci si¢ w granicach 1 odchylenia standardowego:
X—8, <X<x-S5,=0,6826,
b) okoto 95,5% jednostek zbiorowos$ci miesci si¢ w granicach 2 odchylen standardowych:
X —25, <X <x-—25,=0,9545,
c¢) okoto 99,7% jednostek zbiorowosci miesci si¢ w granicach 3 odchylen standardowych:

% —3S, <X < ¥—3S, =0,9973.

Zrodto: Pitatowska M., Repetytorium ze statystyki, PWN, Warszawa 2016, s. 26.
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c)

99,7%

Rysunek 2.2.2. Regula 3 sigm
Zrodto: opracowanie wiasne.

Wowcezas typowy obszar zmiennoSci X, bedzie znajdowat sie¢ w przedziale:

X =Sy < Xpyp <E+S, (2.2.10)

Moze zdarzy¢ si¢ sytuacja, kiedy obliczone odchylenie standardowe w szeregu rozdzielczym
o rownych przedziatach klasowych (k) moze by¢ obcigzone bledem grupowania, wowczas
stosuje si¢ tzw. poprawke Shepparda. Wzoér na skorygowane odchylenie standardowe
przyjmuje postac:

(2.2.11)

gdzie:
Sy — odchylenie standardowe.
h — stata rozpigtos¢ przedziatow klasowych.

Poprawke Shepparda zaleca si¢ w przypadku cech ciaglych, kiedy liczba klas jest mniejsza
niz 12 (k< 12) a liczebnos$¢ N jest duza.

Odchylenie ¢wiartkowe (Q,) jest to potowa obszaru zmiennos$ci, w ktorym znajduje si¢
50% s$rodkowych jednostek zbiorowosci (druga i trzecia ¢wiartka). Oznacza to, ze 50% jed-
nostek przyjmuje wartosci pomiedzy Q; i O3 (pomijane jest 25% jednostek z warto$ciami
najnizszymi i 25% jednostek z warto$ciami najwyzszymi cechy tzn. z pierwszej i czwartej
¢wiartki). Jest to miara pozycyjna, tak wigc do opisu tendencji centralnej zastosowano media-
n¢. Odchylenie ¢wiartkowe informuje o ile wartosci zmiennej badanych jednostek zbioro-
wosci statystycznej réznia si¢ od mediany (ale dotyczy to 50% $rodkowych jednostek zbio-

rowosci).
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x'm,.,, Q.l n:r Q.3 Xmax

- :.-S%L

I
50% L »|
L

zbiorowos¢

|<

Zrédto: opracowanie wlasne.

Roéznica pomiedzy Q3 — Q; nazywa si¢ rozstgpem miedzykwartylowym. Wzor na odchylenie
¢wiartkowe jest nastepujacy:

_ (M= Q)+ (@ —Mo) _ 05— (22.12)
2 2

Qx

gdzie:
Q1 — kwartyl pierwszy,
Q5 — kwartyl trzeci,
M, — mediana.

Obserwacje typowe Xy, znajduja si¢ w przedziale:

My — Qy < Xpyp < M, + Q, (2.2.13)

Wzgledna miary zréznicowania (wspolczynnik zmiennoS$ci) stosowana jest do oceny
stopnia intensywnosci zroéznicowania (zmienno$ci) pomigdzy poréwnywanymi zbiorowo-
Sciami statystycznymi pod wzgledem badanej cechy. Wspotczynnik zmiennoéci informuje
o procentowym udziale bezwzglednej miary zréznicowania (odchylenia standardowego
lub odchylenia ¢wiartkowego) w wartosci centralnej (Sredniej arytmetycznej lub media-
nie). Wspodtczynnik zmiennosci przyjmuje postaé:

e Kklasyczna (V,):

S 2.2.14
Ve =—=-100 (22.14)
X
gdzie:
S, — odchylenie standardowe,
X — $rednia arytmetyczna.
e pozycyjng (Vo):
Qx (2.2.15)
Vo =—-100
Q M,

gdzie:
Q, — odchylenie ¢wiartkowe,
M, — mediana.
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Przyjmuje sie, ze jezeli:

® Vi < 35% — mata zmienno$¢,

* 35% < Vy/q < 60% — umiarkowana zmiennosc¢,

e 60% < Vy/o < 75% — duza zmienno$¢,

e 75% < Vy,o < 100% — bardzo duza zmiennos¢.
Im wyzsza warto§¢ wspotczynnika zmiennos$ci tym jednostki statystyczne bardziej r6znig si¢
od siebie pod wzgledem wartosci cechy i odwrotnie, im nizsza warto$¢ wspotczynnika
zmiennos$ci tym jednostki statystyczne sg bardziej do siebie podobne (mniej r6znig si¢ pomig-

dzy sobg).

2.3. Miary asymetrii (sko$nosci)

Wspolczynnik asymetrii (4;) okresla zarowno kierunek, jak i sile asymetrii empirycznego
rozktadu. Im wyzsza warto$¢ wspotczynnika asymetrii tym rozktad badanej cechy bardziej
rozni si¢ od rozktadu symetrycznego.

Klasyczny wspélczynnik asymetrii (4, ) jest to iloraz trzeciego momentu centralnego

przez szescian odchylenia standardowego:

= H3 (2.3.1)
x SJ?
gdzie:
U3 — trzeci moment centralny (u = mi),
S, — odchylenie standardowe.
Trzeci moment centralny oblicza sig:
e szereg prosty (szczegdtowy):
XNk (2.3.2)
H3 - N
e szereg rozdzielczy jednopunktowy:
- D, (233)
U3 - N
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e szereg rozdzielczy z przedziatami klasowymi:

_ X G =Dy 2.3.4)
Hz = N
gdzie:
x; — warlanty cechy mierzalnej X,
X; — $rodek przedziatu klasowego,
X — $rednia arytmetyczna,
n; — wagi (liczebnosci czastkowe) odpowiadajace poszczegdlnym wariantom zmiennej X,
N — liczebnos¢ calej zbiorowosci statystyczne;.

Rozktady cechy mogg by¢ symetryczne lub asymetryczne (rys. 2.3.1):
a) As; =0 — rozklad symetryczny, tzn. potlowa jednostek zbiorowos$ci ma wartosci ce-
chy nizsze od $redniej a druga potowa jednostek ma wartosci wyzsze od $redniej,
b) As > 0 — rozklad asymetryczny o asymetrii prawostronnej (dodatnia), tzn. dominuja
jednostki w zbiorowosci o warto$ciach cechy nizszych od $redniej arytmetycznej,
¢) A; <0 — rozklad asymetryczny o asymetrii lewostronnej (ujemna), tzn. dominuja

jednostki w zbiorowosci o wartosciach cechy wyzszych od $redniej arytmetyczne;.

ni A a) rozktad symetryczny
Xx=M,=D xi
ni 4 b) asymetria prawostronna ni 4 c) asymetria lewostronna

\4

Xi

Rysunek 2.3.1. Charakterystyka rozkladow
Zrédto: opracowanie whasne.
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Wspblezynnik asymetrii zwykle znajduje si¢ w przedziale [-1; 1], rzadko przyjmuje warto$¢

spoza przedziahu [-2; 2].

Pozycyjny wspélczynnik asymetrii (4, ) oblicza si¢ wedlug wzoru:

4 = Q3 + Q1 — 2M, (2.3.5)
Qx — 20,

gdzie:
Q1 — kwartyl pierwszy,
Qs — kwartyl trzeci,
M, — mediana,
Q, — odchylenie ¢wiartkowe.

Pozycyjny wspotczynnik asymetrii dotyczy jednostek znajdujacych si¢ pomigdzy pierwszym
i trzecim kwartylem (tj. 50% $rodkowych jednostek).

Klasyczno-pozycyjny wspolczynnik asymetrii:

F ) (2.3.6)

A. =
S Sx

gdzie:
X — $rednia arytmetyczna,
D — dominanta,
S, — odchylenie standardowe.
Najczesciej do okreslenia sity 4 przyjmuje si¢ nastgpujace przedziaty:
o 0 < |44 <£0,3 —staba,
e 0,3 < |A | < 0,6 — umiarkowana,

e |A] > 0,6 —silna.
Warto podkresli¢, ze miary asymetrii Ag , Ag,, As, sa nieporownywalne.
2.4. Miary koncentracji (skupienia)
Miara koncentracji okresla stopien skupienia jednostek statystycznych pod wzgledem

wartosci badanej cechy wokot $redniej. Koncentracje nazywa si¢ kurtoza lub ekscesem. Punk-

tem odniesienia do identyfikacji rozktadu badanej cechy jest rozktad normalny.
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Klasyczny wspolczynnik skupienia (W) oblicza sig¢:

Ha
W, =—
k S;(l
gdzie:
U4 — czwarty moment centralny (4 = mi),
Sy — odchylenie standardowe.
Czwarty moment centralny oblicza sig:
e  szereg prosty (szczegdtowy):
R CLos
* N

e szereg rozdzielczy jednopunktowy:

Hy = N
e szereg rozdzielczy z przedziatami klasowymi:

_ Zf:l(x.'l. - x_)4nl
Ha - N
gdzie:
x; — warianty cechy mierzalnej X,
x; — Srodek przedzialu klasowego,
X — $rednia arytmetyczna,

25:1(3% - f)4ni

(2.4.1)

(2.4.2)

(2.4.3)

(2.4.4)

n; — wagi (liczebnosci czastkowe) odpowiadajace poszczegdlnym wariantom zmiennej X,

N — liczebnos¢ catej zbiorowosci statystyczne;j.
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Jezeli wspotczynnik koncentracji spetnia relacje (rys. 2.3.2):

n; T a) rozktad normalny

\4

Xi

n; A b) rozktad wysmukty n; A c) rozktad sptaszczony

Rysunek 2.3.2. Rozklady: normalny, wysmukly i splaszczony
Zrodto: opracowanie wiasne.

a) W, = 3 rozklad jest normalny (mezokurtyczny), tzn. koncentracja jednostek zbiorowosci
pod wzgledem badanej cechy jest jak w rozktadzie normalnym,

b) W, > 3 rozklad jest wysmukly (leptokurtyczny), tzn. koncentracja jednostek zbiorowosci
pod wzgledem badanej cechy wokot sredniej jest silniejsza od rozktadu normalnego,

c) Wy < 3 rozklad jest splaszczony (platokurtyczny), tzn. koncentracja jednostek zbiorowo-
$ci pod wzgledem badanej cechy wokot sredniej jest stabsza od rozktadu normalnego.

Pozycyjny wspoélczynnik skupienia (W) oblicza si¢ wedtug wzoru:

W = Dy — D, (2.4.5)
T
gdzie:
Q4 — kwartyl pierwszy,
Q3 — kwartyl trzeci,
Dy — decyl pierwszy,
Dg — decyl dziewiaty,

57



MAREK REKLEWSKI

Wzér (2.4.5) stosuje si¢ wylacznie, kiedy mamy do czynienia z rozktadem symetrycznym lub
co najwyzej stabo asymetrycznym. Jezeli wspolezynnik koncentracji (W) spehia relacje:
a) Wy, = 2 to rozklad jest normalny,
b) W, > 2 to rozktad jest wysmukly,
¢) Wy, < 2 to rozklad jest splaszczony.
Wspolezynnik koncentracji Lorenza (W, ) jest to udziat pola powierzchni (P,) zawartego
pomigdzy linig rownomiernego rozdziatu a krzywa koncentracji do pola powierzchni trojkata
OBC lub P, + Py, (rys. 2.3.3):

P, 5000 —P, (2.4.6)

Wer = =
K=p +p, 5000

Pole P, oblicza si¢ jako sume pole trojkata i pol trapezow:

n
Pb=PA+ZPtrap.

i=2

(2.4.7)

Bok powstatego kwadratu OBCD wynosi 100, a wigc pole rowne jest 10000. Potowa pola
kwadratu stanowi pole trojkata OBC, ktore wynosi 5000.
Wspotczynnik koncentracji Lorenza miesci si¢ w przedziale:

0< W <1

Jezeli Wy = 0 to koncentracja nie wystepuje, kiedy Wy;= 1 mamy do czynienia z koncentra-

cja absolutng (zupeing).

cum Y (%)
D 4 C

linia
réwnomiernego
podziatu

Py

»
|

(o] B cum X (%)

Rysunek 2.3.3. Krzywa koncentracji Lorenza
Zrodlo: opracowane na podstawie, Podstawy Statystyki, red. naukowa W. Starzynska, Difin, Warszawa 2015, s. 150.
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Wspolezynnik Giniego (W) okresla rozktad badanej cechy ze wzgledu na liczebno$é

zbiorowosci:

k k (2.4.8)
n;_q n; xin;
W, = cum——) + (cum=) | =—"——1= z;—1
= 2 ((om )+ (am ) 1= 2

i=1 i=1

Wspbélczynnik Giniego przyjmuje wartosci z przedziatu [0; 1]. Im wyzszy poziom wspot-

czynnika Giniego tym koncentracja (stopien nierownosci) jest wigksza.

Przyklady

Przyklad 2.1.
Wsrod pracownikow firmy Z zatrudniajacej 5 pracownikoéw zebrano informacje o wysokos$ci

wyptaconych wynagrodzen brutto za czerwiec, ktore byty nastepujace:
2601,28, 2705,32, 2705,32, 3091,23, 3136,62 [z1]

Przeprowadz kompleksowa analize wynagrodzen z wykorzystaniem miar klasycznych

1 pozycyjnych a nastgpnie zinterpretuj otrzymane parametry.

Rozwiazanie
Typ szeregu: szereg prosty (szczegétowy).

Zmienna badana x;: wynagrodzenia.

I. Analiza wynagrodzen z wykorzystaniem miar klasycznych

1. Srednia arytmetyczna (wzor 2.1.1):

_YN.x;  2601,28+2705,32 +2705,32 + 3091,23 + 3136,62
F =2 - = 2847,95 zt

Interpretacja: Wsro6d pracownikow firmy Z $rednie wyptacone wynagrodzenia za czerwiec

wynosito 2847,95 zt.
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2. Wariancja (wzor 2.2.1):

Obliczenia pomocnicze:

Wynagrodzenia (z}) X — % (x; — %)?
Xi
2601,28 -246,67 60846,09
2705,32 -142,63 20343,32
2705,32 -142,63 20343,32
3091,23 243,28 59185,16
3136,62 288,67 83330,37
Ogélem - 244048,26

Zrodto: opracowanie whasne.

YN (i — %)% 24404826
N - s

3. Odchylenie standardowe (wzor 2.2.4):

sz =

= 48809,65

YN (- %2 24404826
Sx —J N = = = 220,93 zt
Interpretacja: Wynagrodzenia wyptacone pracownikom w czerwcu roznig si¢ (odchylaja si¢)

od séredniej arytmetycznej (X = 2847,95 zt.) przecigtnie o £+ 220,93 zt.

4. Typowy obszar zmiennoS$ci (wzor 2.2.10):

X =Sy < Xgyp <X+ Sy
2847,95 — 220,93 < x¢yp < 2847,95 + 220,93
2627,02 zt < xy,, < 3068,88 zt

Interpretacja: W obliczonym przedziale wynagrodzen (2627,02-3068,88 zl) znalazlo si¢

okoto 68% pracownikow.

5. Klasyczny wspolczynnik zmiennosci (wzor 2.2.14):

S, 220,93
Vv, ==2-.100 =

% ~ 284795

Ve = 7,8% < 35% — mata zmienno$¢,

100 = 7,8%

Interpretacja: Zbiorowos$¢ pracownikéw w firmie Z charakteryzuje si¢ matym zréznicowa-

niem (zmienno$cig) pod wzgledem wyptaconych wynagrodzen.
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6. Miara asymetrii (wzory 2.3.2i2.3.1):

Obliczenia pomocnicze:

X — X (x; — )3
-246,67 -15008904,75
-142,63 -2901567,29
-142,63 -2901567,29
243,28 14398565,34
288,67 24054977,59

- Suma = 17641503,60

Zrodto: opracowanie wlasne.

_ Iy —0)° _ 17641503,60

= 3528300,72
253 N 5 ’

_ 5352830072 .,
ST 37220938

As, > 0 —rozktad asymetryczny o asymetrii prawostronnej

0,3 < 10,33] < 0,6 — umiarkowana asymetria

Interpretacja: Rozklad wynagrodzen wskazuje na umiarkowang asymetri¢ prawostronna.
Oznacza to, ze w badanej zbiorowosci dominujg pracownicy z wynagrodzeniami nizszymi od

sredniej arytmetycznej (X = 2847,95 zt.).

7. Miara koncentracji (wzory 2.4.2 i 2.4.1):

Obliczenia pomocnicze:

X — X (x; — 0)*
-246,67 3702246534,43
-142,63 413850542,49
-142,63 413850542,49
243,28 3502882974,83
288,67 6943950381,01

- Suma = 14976780975,25

Zrédlo: opracowanie wiasne.

N (x; —%)* 14976780975,25
_ Lm0 = 2995356195,05

Ug = N 5
WM _ 2995356195,05 126
k=ss™ 22093 7
W, <3

1,26 < 3 —rozktad jest sptaszczony (platokurtyczny)
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Interpretacja: Rozktad wynagrodzen jest sptaszczony. Oznacza to, ze koncentracja zbioro-
wosci pracownikow pod wzgledem wynagrodzen wokot sredniej arytmetycznej jest stabsze

od rozktadu normalnego.

II. Analiza wynagrodzen z wykorzystaniem miar pozycyjnych

1. Dominanta:

2601,28, 2705,32, 2705,32, 3091,23, 3136,62 [zl]

H_/

D = 2705,32 zt

Interpretacja: Wsréd badanej zbiorowosci dominujg pracownicy z wynagrodzeniem

2705,32 zt.

2. Mediana (wzor 2.1.12):
N=5 — szereg nieparzysty

M, = XN+1 = X5+1 = X6 = X3

2 2 2
X3 Xz X3 X4 X5
2601,28, 2705,32, 2705,32, 3091,23, 3136,62 [zl]
H_/

M, = x5 = 2705,32 zt

Interpretacja: Mediana informuje, ze 50% pracownikéw otrzymala wynagrodzenie 2705,32

7t i nizsze, a druga potowa pracownikow otrzymala wynagrodzenie 2705,32 zt i wyzsze.

3. Kwartyle:
N=35 — szereg nieparzysty

M, = XN+1 = X541 = X6 = X3

2 2 2
X X2 X3 X4 X5
2601,28, 2705,32, 2705,32, 3091,23, 3136,62 [zl]
——
M,
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e kwartyl1(Q,):
N=3 — szereg nieparzysty

Q1 = XN+1 = X3+1 = X4 = X;
2 2 2

X1 X2 X3
2601,28,2705,32, 2705,32 [zt]
H_/

Q; = x, = 2705,32 zk

Interpretacja: Kwartyl 1 informuje, ze 25% pracownikow otrzymala wynagrodzenie 2705,32

zt 1 nizsze, a 75% pracownikow otrzymata wynagrodzenie 2705,32 zt i wyzsze.

e kwartyl 3 (Q3):
N=3 — szereg nieparzysty

Q1 = XN+1 = X341 = X4 = X3 = Xy
2

2 2
X3 Xq Xs
2705,32, 3091,23, 3136,62 [1]
H_/

Qs = x, = 3091,23 7t

Interpretacja: Kwartyl 3 informuje, ze 75% pracownikéw otrzymata wynagrodzenie 3091,23

zt 1 nizsze, a 25% pracownikow otrzymata wynagrodzenie 3091,23 zt i wyzsze.
4. Odchylenie ¢wiartkowe (wzér 2.2.12):

Qz —Q; 3091,23 —2705,32
Qx = 2 = 2

= 192,96 z1

Interpretacja: Wynagrodzenia wyplacone pracownikom w czerwcu roznig si¢ (odchylajg sig)
od mediany (M, = 2705,32 zt) przecigtnie o + 192,96 zt. (ale dotyczy to tylko 50% pracowni-

koéw znajdujacych sie w drugiej i trzeciej ¢wiartce).
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5. Typowy obszar zmiennoS$ci (wzor 2.2.13):
M, — Qx < Xgyp < Mg + Qy
2705,32 — 192,96 < x4, < 2705,32 + 192,96
2512,36 zt < x4, < 2898,28 zt

6. Wspolczynnik zmiennoSci (wzor 2.2.15):

Q0 192,96

~Z. - . = 0,
M, 270532 100 ="7.1%

Vo = 7,1% < 35% — mata zmiennos¢,

Interpretacja: Zbiorowos$¢ pracownikéw w firmie Z charakteryzuje si¢ matym zréznicowa-

niem (zmienno$cig) pod wzgledem wyptaconych wynagrodzen.

7. Miara asymetrii (wzor 2.3.5):

_ Qs+Q, —2M, _3091,23 +2705,32 — 2 - 2705,32

A, =
Qx 20, 2-192,96

=0,999 = +1,0

Ag > 0 — rozklad asymetryczny o asymetrii prawostronne;j

1,0>0

Interpretacja: Rozklad wynagrodzen wskazuje na silng asymetri¢ prawostronng w obszarze

50% $rodkowych pracownikow tzn. pomigdzy 1 i 3 kwartylem.

Dodatkowo obliczymy klasyczno-pozycyjny wspotczynnik asymetrii (wzor 2.3.6):

x—D 284795 —2705,32

A —
ST, 220,93

= +0,65

Ag > 0 — rozklad asymetryczny o asymetrii prawostronne;j

[0,65] > 0,6 - silna asymetria
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Zestawienie podstawowych statystyk opisowych wynagrodzen pracownikow w firmie Z

Miary Wartosé
Nr
klasyczne
1. Srednia arytmetyczna — X 2847,95
2. Wariancja — S2 48809,65
3. Odchylenie standardowe — S, 220,93
4. Typowy obszar zmiennosci 2627,02 < x,, <3068,88
5. Wspotezynnik zmiennosci — Vy 7,8%
6. Miara asymetrii — Ag,, 0,33
7. Miara koncentracji — W, 1,26
pozycyjne

L. Dominanta — D 2705,32
2. Mediana — M, 2705,32
N Kwartyl 1 — Q4 2705,32

Kwartyl 3 — Q3 3091,23
5. Odchylenie ¢wiartkowe — Q,, 192,96
6. Typowy obszar zmiennosci 2512,36 < x,,, <2898,28
7. Wspotczynnik zmiennosci — V, 7,1%
N Miara asymetrii — Ag, 1,0

Miara asymetrii (klasyczno-pozycyjna) — Ag 0,65

Zrodlo: opracowanie wiasne.

Przyklad 2.2.

Wsrod studentow 1 roku w grupie pracujacej na kierunku Zarzadzanie PUZ we Wioctawku
przeprowadzono obserwacj¢ ze wzgledu na otrzymane oceny z zaliczenia ze statystyki. Re-

zultaty obserwacji pogrupowano w szereg:

Oceny Liczba studentéw
ze statystyki n;

X

2

3
35

4
4,5
5
Ogoélem N=34
Zrédto: Dane umowne.

oo| &

—_
—_

| W N
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Przeprowadz kompleksowa analiz¢ ocen studentéw z wykorzystaniem miar klasycznych

i pozycyjnych a nastgpnie zinterpretuj otrzymane parametry.

Rozwiazanie
Typ szeregu: szereg rozdzielczy jednopunktowy.

Zmienna badana x;: oceny z zaliczenia ze statystyki.

L. Analiza ocen ze statystyki z wykorzystaniem miar klasycznych
Obliczenia pomocnicze:
Oceny Liczba
ze statystyki studentow Xt X — X -0 | (g —%)1°n
Xi n;
2 4 8 -1,47 2,161 8,644
3 8 24 -0,47 0,221 1,768
3,5 11 38,5 0,03 0,001 0,011
4 6 24 0,53 0,281 1,686
4,5 3 13,5 1,03 1,061 3,183
5 2 10 1,53 2,341 4,682
Ogoélem N=34 118 - - 19,974
Zrodlo: opracowanie wiasne.
1. Srednia arytmetyczna (wzér 2.1.2):
x= Ziaxm 118 3,47

N 34

Interpretacja: Srednia ocen z zaliczenia ze statystyki wérod studentow wynosi 3,47.

2. Wariancja (wzor 2.2.2):

G2 YE (g — %)%y _ 19974 _ 059
* N 34 ’
3. Odchylenie standardowe (wzor 2.2.5):
Yk (g — %)y 19,974
Sy = N = Y 0,77

Interpretacja: Oceny z zaliczenia ze statystki r6znig si¢ (odchylajg si¢) od $redniej arytme-

tycznej (X = 3,47) przeci¢tnie o + 0,77 oceny.

4. Typowy obszar zmiennoSci (wzér 2.2.10):

X =Sy < Xpyp <X+ Sy
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3,47 = 0,77 < Xpyp < 3,47 + 0,77
2,7 < Xpyp < 4,24

Interpretacja: W obliczonym przedziale ocen (2,7-4,24) znajduje si¢ okoto 68% studentow.

5. Klasyczny wspolczynnik zmiennoSci (wzor 2.2.14):

V—S" 100—0‘77 100 = 22,2%
* T x T 347 T aasn

Ve = 22,2% < 35% — mala zmiennos¢,

Interpretacja: Zbiorowos¢ studentow charakteryzuje si¢ matym zréznicowaniem (zmienno-

scig) pod wzgledem otrzymanych ocen ze statystyki.

6. Miara asymetrii (wzory 2.3.3 i 2.3.1):

Obliczenia pomocnicze:

X —Xx (x; — x)° (x; = 2’0
-1,47 -3,17652 -12,70608
-0,47 -0,10382 -0,83056
0,03 0,00003 0,00033
0,53 0,14888 0,89328
1,03 1,09273 3,27819
1,53 3,58158 7,16316

- - Suma =-2,20168

Zré6dto: opracowanie wlasne.

Yh (o — %)% —2,20168

= = - —0,06
Hs N 34
1 —0,06
Ay =2 = = -013
Sx 7§37 0,773

As, <0 —rozklad asymetryczny o asymetrii lewostronnej

0 < |—-0,13| < 0,3 - staba sita asymetrii
Interpretacja: Rozkltad ocen ze statystyki wskazuje na stabg asymetri¢ lewostronng. Oznacza

to, ze w zbiorowosci dominuja studenci z wyzszymi ocenami od $redniej arytmetycznej

(x = 3,47).
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7. Miara koncentracji (wzory 2.4.3i2.4.1):

Obliczenia pomocnicze:

X — X (=) (e = B)*ny
-1,47 4,669489 18,67796
-0,47 0,048797 0,39038
0,03 0,000001 0,00001
0,53 0,078905 0,47343

1,03 1,125509 3,37653
1,53 5,479813 10,95963
- - Suma = 33,87794

Zrodlo: opracowanie wiasne.

Yk (x; —%)*n; 33,87794

e = T =—5;— =099%~10
Uy 1'0
W = —= = 2’8
k= ga™ 0,774

2,8 < 3 —rozklad jest sptaszczony (platokurtyczny)

Interpretacja: Rozklad ocen ze statystyki jest sptaszczony. Oznacza to, ze koncentracja zbio-
rowosci studentéw pod wzgledem ocen ze statystyki wokot §redniej arytmetycznej jest stab-

sza od rozktadu normalnego.

II. Analiza ocen ze statystyki z wykorzystaniem miar pozycyjnych

1. Dominanta:

Oceny Liczba
ze statystyki studentow
Xi n;
4
Domi 3 8
ominanta I 35D T || Wartos¢
b=35 2 6 max =11
4,5 3
5 2
Ogélem N=34

Zrodto: opracowanie wiasne.

D =35

Interpretacja: Wsrod badanej zbiorowosci dominuja studenci z oceng 3,5 (n; = 11).
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Rozklad ocen ze statystyki wsréd studentow

max

!

Liczba studentéw (ni)

11
10 o
8
8 -
6
6 -
4
41 3
2
N I
0 - T T T T T l
2 3 3,5 4 4,5 5
Oceny (xi)
Zrodto: opracowanie whasne.
2. Mediana:
Obliczamy liczebnosci skumulowane cum:
Liczba Wartosci
studentow skumulowane Przedzialty
n; cum
4 4 ng — Ny
8 4+8=12 ns — an
11 4+8+11=23 N3 — Ny3
6 4+8+11+6=29 Ny — Nyo
3 4+8+11+6+3=32 N3g — N3y
2 4+8+11+6+3+2=34 N33 — Ngs

Zrodto: opracowanie whasne.

Jezeli kazdego studenta ponumerujemy od 1 do 34 to otrzymamy:

Ny, Ny, N3, Ny, N5, Ng -.., N3y
Wartosci skumulowane mozemy zapisa¢ w posta¢ przedziatlow np. wartos¢ skumulowana 4
mozemy przedstawi¢ jako przedzial: n; —n,. Oznacza to, Zze w tym przedziale znajduje si¢

4 studentéw o numerach porzadkowych: ny, n,, ns i ny.
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Oceny Liczba Wartos$ci
ze statystyki studentow skumulowane
X; n; cum
2 4 4 np—n,
Mediana 3 8 12 ns—ny, Tl1:7 st.udc?nt
M, =35 » 35M, 11 23 n;3—ny,; < znajduje su? w
4 6 29 nys—Nyg tym przedziale
4,5 3 32 n3p—ns;
5 2 34 n;3—ny
Ogolem N=34 -

Zrodto: opracowanie wlasne.

N =34 — szereg parzysty i obliczamy numer mediany (wzér 2.1.14):

N 34
NTM9=5=7=17=1117

n,, — oznacza 17-go studenta
Student n,, miesci si¢ w przedziale n,3 — n,3. Tak, wigc mediana wynosi 3,5.
M, =3,5
Interpretacja: Mediana informuje, ze 50% studentéw otrzymata ocene 3,5 i nizszg, a druga

potowa studentéw otrzymata ocen¢ 3,5 i wyzsza.

3. Kwartyle:

Oceny Liczba Wartosci
ze statystyki studentow skumulowane
X; n; cum
Kwartyl 1 2 4 4 n-n, n? styde.nt
Q, =30 > 3Q, 8 12 ns-n;, <« znajduje sie w
3,5 11 23 nyi3—nys tym przedziale
4 6 29 nys— Ny
4,5 3 32 nyp—ns;
5 2 34 ny3—ny,
Ogoélem N=34 -

Zrodto: opracowanie wiasne.

N =34 — szereg parzysty i obliczamy numer kwartyla 1 (wzor 2.1.17):
Nrg, =E=ﬁ=8,5:9=n9
4 4
ng — oznacza 9-go studenta
Student ng miesci si¢ w przedziale ns — nq,. Tak, wigc kwartyl 1 wynosi 3.
1=30
Interpretacja: Kwartyl 1 informuje, ze 25% studentéw otrzymata oceng 3,0 i nizsza, a 75%

studentow otrzymata oceng 3,0 i wyzsza.
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Oceny Liczba Warto$ci
ze statystyki studentow skumulowane
X; n; cum
2 4 4 n—n,
3 8 12 ns—ny,
Kwartyl 3 3,3 1 23 Mz =ngs — N26 st.udgnt
_ > 40Q; 6 29ny-nyp < znajduje sie w
Q=40
45 3 32 ngp-ns, tym przedziale
5 2 34 ny3—nyy
Ogoélem N=34 -

N =34 — szereg parzysty i obliczamy numer kwartyla 3 (wzor 2.1.19):
3N 3-34

qung_—4 =25,5z26=n26

N, — 0znacza 26-go studenta
Student n,¢ miesci si¢ w przedziale ny, — n,q9. Tak, wigc kwartyl 3 wynosi 4.
Q3 =40
Interpretacja: Kwartyl 3 informuje, ze 75% studentéw otrzymata oceng 4,0 i nizsza, a 25%

studentow otrzymata ocen¢ 4,0 i wyzsza.

4. Decyle:
Oceny Liczba Warto$ci
ze statystyki studentow skumulowane
i i cum
Decyl 1 — 23;; r: 2 — ns student
D, =20 > 1 m-n, < znajduje sie w
3 8 12 ns—ny tym przedziale
3,5 11 23 nj3—ny;
4 6 29 nys—nyg
4.5 3 32 nyp—ns,
5 2 34 n33—na,
Ogoélem N=34 -

Zrédto: opracowanie wlasne.

N =34 — szereg parzysty i obliczamy numer decyla 1 (wzér 2.1.23):
_ 34
10 10

ns — oznacza 3-go studenta

Nrp, = =3,4=3=n3
Student n; miesci si¢ w przedziale n, — n,. Tak, wigc decyl 1 wynosi 2.
D, =2,0
Interpretacja: Decyl 1 informuje, ze 10% studentéw otrzymata ocene 2,0 i nizsza, a 90%

studentow otrzymata oceng 2,0 1 wyzszg.
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Oceny Liczba Wartos$ci
ze statystyki studentow skumulowane
Xi n; cum
2 4 4 n—n,
3 8 12 ns—nyp
3,5 11 23 ny3—nys
_ nz, student
Decyl 9 — 4 6 29 Ny~ _ 3'1d fude
Dy = 4,5 > 45Dy 3 32 nyp—n;, € znajduje sig w
5 2 34 ngs— sy tym przedziale
Ogolem N=34 -

N =34 — szereg parzysty i obliczamy numer decyla 9 (wzor 2.1.25):

9N 9-34
Noy, =10 = 10~

nz; — oznacza 31-go studenta

= 30,6z 31 =nszq

Student nz;, miesci si¢ w przedziale nzy — n3,. Tak, wiec decyl 9 wynosi 4,5.
Dy = 4,5
Interpretacja: Decyl 9 informuje, ze 90% studentéw otrzymata ocene 4,5 i nizsza, a 10%

studentow otrzymata oceng 4,5 1 wyzsza.

5. Odchylenie ¢wiartkowe (wzoér 2.2.12):

_Q3_Ql_4'0_3'0_
=" =77 =

0,5

Interpretacja: Oceny z zaliczenia ze statystki r6znig si¢ (odchylaja si¢) od mediany (M, =
3,5) przecietnie o £ 0,5 oceny (ale dotyczy to tylko 50% studentdow znajdujacych si¢ w dru-
giej 1 trzeciej ¢wiartce).
6. Typowy obszar zmiennoS$ci (wzér 2.2.13):
Me_Qx<xtyp<Me+Qx
35—-05<x4, <35+0,5

3,0 < Xy < 4,0
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7. Wspolczynnik zmiennoSci (wzor 2.2.15):

0. 05

Vo = 14,3% < 35% — mata zmienno$¢,

Interpretacja: Zbiorowos¢ studentdow charakteryzuje si¢ matym zréznicowaniem (zmienno-

$cig) pod wzgledem otrzymanych ocen ze statystyki.

8. Miara asymetrii (wzor 2.3.5):

_(23+Q1—2Me_4,0+3,0—2-3,5_0O
* 20, - 2-0,5 =Y

Aq

Interpretacja: Rozklad ocen ze statystyki jest symetryczny. Oznacza to, ze potowa studen-
tow ma oceny nizsze od mediany (M, = 3,5), a druga potowa wyzsze.
Dodatkowo obliczymy wspotczynnik asymetrii (wzor 2.3.6):

4 _x—D 347-35
STS, 077

=-0,04

Ag < 0 —rozktad asymetryczny o asymetrii lewostronne;j

0 < |—0,04| < 0,3 — staba sita asymetrii

9. Wspoélczynnik skupienia (wzor 2.4.5):

Dy — D 4,5 —-2,0
9 1 —25

WSk=Q3—Ql_4,O—3,O_

2,5 > 2 to rozklad jest wysmukty
Interpretacja: Rozklad ocen ze statystyki jest wysmukty. Koncentracja zbiorowosci pod

wzgledem badanej cechy wokdt mediany jest silniejszy w porownaniu z rozktadem normal-

nym.
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Zestawienie podstawowych statystyk opisowych ocen studentéw ze statystyki

Miary Warto$é
Nr
klasyczne
1. Srednia arytmetyczna — X 3,47
2. Wariancja — S2 0,59
3. Odchylenie standardowe - S, 0,77
4. Typowy obszar zmiennos$ci 2,7 <Xy <4,24
5. Wspolczynnik zmiennosei -V 22,2%
6. Miara asymetrii — Ag, -0,13
7. Miara koncentracji — W, 2,8
pozycyjne
1. Dominanta — D 3,5
2. Mediana — M, 3,5
Kwartyl 1 — Q, 3,0
> Kwartyl 3 — Q, 4,0
Decyl 1 — D, 2,0
+ Decyl 9 — D 45
5. Odchylenie ¢wiartkowe — Q, 0,5
6. Typowy obszar zmienno$ci 3,0 <xpyp <40
7. Wspotczynnik zmiennosci -V, 14,3%
g Miara asymetrii — A, 0,0
Miara asymetrii (klasyczno-pozycyjna) - A 0,04
9. Miara koncentracji — W, 2,5

Zrédto: opracowanie wlasne.

Przyklad 2.3.
Na podstawie zagregowanych danych z przyktadu 1.1. (wedlug grupowania I) przeprowadz

kompleksowa analiz¢ stazu pracy pracownikdw z wykorzystaniem miar klasycznych

i pozycyjnych a nastgpnie zinterpretuj otrzymane parametry:

Staz pracy Liczba pracownikow
(w latach) n;
Xi
1-4 4
4-7 10
7-10 6
10-13 4
13-16 3
16-19 1
Ogélem N=28

Zrédto: Dane umowne.

74



STATYSTYKA OPISOWA. TEORIA | PRZYKLAD

Rozwigzanie
Typ szeregu: szereg rozdzielczy z przedziatami klasowymi.

Zmienna badana x;: staz pracy pracownikow w firmie ,,A”.

L. Analiza stazu pracy z wykorzystaniem miar klasycznych
Obliczenia pomocnicze:
Staz pracy Liczba Srodek
(w lit.ach) pracovnv-nlkow przeg.maku P P Gi—%)? | (i —0)n,
L L 13
1-4 4 2,5 10,0 -5,5 30,3 121,2
4-7 10 55 55,0 2,5 6,3 63,0
7-10 6 8,5 51,0 0,5 0,3 1,8
10-13 4 11,5 46,0 3,5 12,3 49,2
13-16 3 14,5 43,5 6,5 42,3 126,9
16-19 1 17,5 17,5 9,5 90,3 90,3
Ogolem N=28 - 223,0 - - 452,4

Zrdto: opracowanie whasne.
1. Srednia arytmetyczna (wzor 2.1.3):
Yk xm; 2230

SR AT

7,96 =~ 8,0 lat

Interpretacja: Sredni staz pracy wéréd pracownikow w firmie ,,A” wynosi 8 lat.

2. Wariancja (wzor 2.2.3):
i, — )% 4524

2= = 16,2
Sx N 28 6
3. Odchylenie standardowe (wzor 2.2.6):
K Gi—%)%n;  |452,4
Sy = 2oy (h =0 = 4,0 lata

N ~ . 28

Interpretacja: Staz pracy wsérod pracownikow w firmie ,,A” rdzni si¢ (odchyla si¢) od $red-

niej arytmetycznej (X = 8 lat) przecietnie o + 4 lata.

Y
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4. Typowy obszar zmiennoS$ci (wzor 2.2.10):

f_Sx <xtyp <f+5x
8,0 — 4,0 < x¢p < 8,0+ 4,0
4,0 < x4y < 12,0
Interpretacja: W obliczonym przedziale stazu pracy (4—12 lat) znajduje si¢ okoto 68% pra-

cownikéw z firmy ,,A”.

5. Klasyczny wspolczynnik zmiennosci (wzor 2.2.14):

V—Sx 100—4'0 100 = 50,0%
* T x 8,0 R

)y

35% <V, = 50% < 60% — umiarkowana zmienno$¢

Interpretacja: Zbiorowo$¢ pracownikéw w firmie ,,A” charakteryzuje sie umiarkowanym
) p yzuje sig y

zroznicowaniem (zmienno$cig) pod wzgledem stazu pracy.

6. Miara asymetrii (wzory 2.3.41i2.3.1):

Obliczenia pomocnicze:

X=X (% —x)° % = 2)°n

-5,5 -166,4 -665,6
-2,5 -15,6 -156,0
0,5 0,1 0,6

3,5 42,9 171,6
6,5 274,6 823,8
9,5 857,4 857,4

- - Suma =1031,8

Zrédto: opracowanie wlasne.

YK (k- %)3n; 10318
= = = 36,9
U3 N o8 ,

us 369
As, = — =—==+0,58
T30 T

Ag, > 0 —rozklad asymetryczny o asymetrii prawostronne;

0,3 < |+0,58| < 0,6 — umiarkowana sita asymetrii
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Interpretacja: Rozktad stazu pracy wskazuje na umiarkowang asymetri¢ prawostronng.

Oznacza to, ze w zbiorowosci dominujg pracownicy o stazu pracy nizszym od $redniej aryt-

metycznej (X = 8,0).

7. Miara koncentracji (wzory 2.4.4 i 2.4.1):

Obliczenia pomocnicze:

X —x (% —®)* (% — %)*ny

-5,5 915,1 3660,4
-2,5 39,1 391,0
0,5 0,1 0,6

3,5 150,1 600,4
6,5 1785,1 53553
9,5 8145,1 8145,1

- - Suma = 18152,8

Zrodto: opracowanie wiasne.

Y (G —%)*n; 181528

" N 64=8 3 2 o
HUa y
We=sa=70r =%
Wi <3

2,5 < 3 —rozklad jest sptaszczony (platokurtyczny)

Interpretacja: Rozklad stazu pracy jest splaszczony. Oznacza to, ze koncentracja zbiorowo-

$ci pracujacych pod wzgledem stazu pracy wokot sredniej arytmetycznej jest stabsza od roz-

ktadu normalnego.

II. Analiza stazu pracy z wykorzystaniem miar pozycyjnych

1. Dominanta (wzér 2.1.11):

Staz pracy Liczba
(w latach) pracownikow
X; n;

W tym przedziale 1-4 4npy Wartosé
znajduje sie —> 4-7D Wn, < max = 10
dominanta 7-10 6npyq

10-13 4
13-16 3
16-19

Ogoélem N=28

Zrbdtlo: opracowanie whasne.
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Rozpigtos¢ przedziatu: hy = Xpgy — Xmin =7 —4 =13
Poczatek przedziatu: x, = 4

—np_q)h 10—-4)-3
(np —mp_q) - hy — 44 ( ) = 581at
(np —np_1) + (p —Np4q) (10-4)+ (10-#6)

D=x0+

Interpretacja: W firmie ,,A” wsréd badanej zbiorowosci dominujg pracownicy ze stazem
pracy réwnym 5,8 lat.

Wyznaczenie dominanty D metoda graficzna
Histogram liczebnoSci cechy x;.

n;

1-4 7-10 10-13 13-16 16-19 X;

Zrodto: opracowanie whasne.

2. Mediana (wzor 2.1.16):

Obliczamy liczebnosci skumulowane cum:

Liczba Wartosci

pracownikow skumulowane Przedzialy
n; cum
4 4 Ny — Ny
10 4+10=14 Ng — Nyg
6 4+10+6=20 Nys — Ny
4 4+10+6+4=24 Ny — Ny
3 4+10+6+4+3=27 Nys — Ny
1 4+10+6+4+3+1=28 Nyg

Zrodto: opracowanie wlasne.

Jezeli kazdego pracownika ponumerujemy od 1 do 28 to otrzymamy:

ny, Ny, N3, Ny, N5, Ng ..., Nyg
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Wartosci skumulowane mozemy zapisa¢ w posta¢ przedzialow np. warto§¢ skumulowang 4

mozemy przedstawi¢ jako przedzial: n; — n,. Oznacza to, ze w tym przedziale znajduje si¢ 4

pracownikéw o numerach porzadkowych: nq, n,, nz i ny.

Staz pracy Liczba Wartos$ci
(w latach) pracownikow skumulowane
X; n; cum
Wtym.pr?ed.ziale 14 4 4 n-n, — CUMy,,
Z”;de‘:;:'e —  47M, 10y, 14 ng—nqe
7-10 6 20 nys—ny
10-13 4 24 ny—ny,
13-16 3 27 nys—ny;
16-19 1 28  ny
Ogolem N=28 -

Zrodlo: opracowanie whasne.
Obliczamy numer pracownika:
N 28

nMe=?—7—14‘=n14_

nq4 — 0znacza 14-go pracownika

Pracownik n,, miesci si¢ w przedziale wartosci skumulowanych ng — ny,. Mediana stazu

pracy znajduje si¢ w przedziale klasowym 4 — 7 lat.

Rozpiegtos¢ przedziatu: hy = Xpgy — Xpin =7 —4=3
Poczatek przedziatu: x, = 4

nMe = 10

N ho 3
M, = x, + (7— cumni_1>n—Me =44+ (14 - 4)1—0 = 7,0 lat

Interpretacja: Mediana informuje, ze 50% pracownikéw ma staz pracy 7 lat i nizszy, a druga

potowa pracownikoéw ma staz pracy 7 lat i wyzszy.
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Wyznaczenie mediany M, metoda graficzna

cum
n; 30 1

25 27 28
20 A
15 A

10 A

13 16 19

Xi
Zrodto: opracowanie whasne.
3. Kwartyle (wzory 2.1.21 i 2.1.22):
Staz pracy Liczba Wartosci
(w latach) pracownikéw skumulowane
X n; cum
W tym przedziale 1-4 4 4 n—n, «— cumy, |
znajduje sie
— ! -
kwartyl 1 4-7 Q4 10ny, 14 ns-ny
7-10 6 20 nys—nyo
10-13 4 24 ny;—ny,
13-16 3 27 nys—nyy
16-19 1 28  ny
Ogélem N=28 -

Zrodlo: opracowanie wiasne.

Obliczamy numer pracownika:
N 28
ng, :Z:T:7:n7
n, —oznacza 7-go pracownika
Pracownik n, miesci si¢ w przedziale warto$ci skumulowanych ng — nqy.
Rozpigtos¢ przedziatu: hy = Xpgy — Xmin =7 —4 =3
Poczatek przedziatu: x, = 4

an =10

= +(N )h°—4+(7 B> = 491at
Q1 =xg 2 cumy, an— 0= 4 a

Interpretacja: Kwartyl 1 informuje, ze 25% pracownikow ma staz pracy 4,9 lata i nizszy,

a 75% pracownikow ma staz pracy 4,9 lata i wyzszy.
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Staz pracy Liczba Wartosci
(w latach) pracownikow skumulowane
X; n; cum
1-4 4 4 ni—ng
4-7 10 14 ng—ny,
W tym przedziale 7-10 6 W0ns-ny $— CUn,,
znajduje sie —» 10-13 Q3 4 ng, 24 ny —ny,
kwartyl 3 13-16 3 27 nys—nyy
16-19 1 28 ny
Ogélem N=28 -

Zrodto: opracowanie wiasne.

Obliczamy numer pracownika:
3N  3-28
3 =T=T=21=n21

n,, — oznacza 21-go pracownika

Mg

Pracownik n,; miesci si¢ w przedziale warto$ci skumulowanych ny; — 1,4.
Rozpigtos¢ przedzialu: hy = Xay — Xmin = 13 —10 =3
Poczatek przedziatu: x, = 10
ng, =4

3N ko 3
Qs =x + (— - cumnH)— =10+ (21—-20)- = 10,75 =~ 10,8 lat
4 Ng, 4

Interpretacja: Kwartyl 3 informuje, ze 75% pracownikow ma staz pracy 10,8 lat i nizszy,

a 25% pracownikdéw ma staz pracy 10,8 lat i wyzszy.
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Wyznaczenie kwartyli Qi Q3 metoda graficzna

cum A
n; 30 1
25 27 28
24
20 20
15
14
10 1
5 ]
4
0 t t t t >
4 7 10 13 16 19
Xi
| a=29 | [ 0=1038 |
Zrodto: opracowanie wiasne.
4. Decyle (wzory 2.1.27 i 2.1.28):
Staz pracy Liczba Wartosci
(w latach) pracownikow skumulowane
W tym przedziale i i cum
znajduje sig —T > 14D, anp, 4 n;-n,
decyl 1 4-7 10 14 ns—ny,
7-10 6 20 nis—nyo
10-13 4 24 ny—ny
13-16 3 27 nys—nyy
16-19 1 28  ny
Ogélem N=28 -

Zrodto: opracowanie whasne.

Obliczamy numer pracownika:

N 28
np, =E=E=2'8=n3
ns — oznacza 3-go pracownika
Pracownik n; miesci si¢ w przedziale wartosci skumulowanych ny — ny,.
Rozpigtos¢ przedziatu: hy = Xpgy — Xmin =4 —1=3
Poczatek przedziatu: x, =1

nD1=4

N ho 3
Dy =x+ (1—0—cumni_1>a= 1+ (2'8_0)Z= 3,11at

1
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Interpretacja: Decyl 1 informuje, ze 10% pracownikéw ma staz pracy 3,1 lata i nizszy, a

90% pracownikow ma staz pracy 3,1 lata i wyzszy.

Staz pracy Liczba Warto$ci
(w latach) pracownikow skumulowane
X; n; cum
1-4 4 4 ni—n,
4-7 10 14 ng—ny,
7-10 6 20 ny5—nyo
w tym- pr?ed‘ziale 10-13 4 24 ny—ny, < cumy,_,
znajdujesie  ——»  13.16 D, 3 np, 27 nys—ny
decyl 9 16-19 1 28 ny
Ogélem N=28 -

Zrodlo: opracowanie wiasne.

Obliczamy numer pracownika:
_9N_9-28_252_
v =70 10 T

n,5 — oznacza 25-go pracownika

np,

Pracownik n,s miesci si¢ w przedziale warto$ci skumulowanych n,s — n,;.
Rozpigtos¢ przedzialu: hy = xXpqy — Xmin = 16 —13 =3
Poczatek przedziatu: x, = 13

nD9=3

- cumnH)n— =13+ (25,2 — 24)§ = 14,2 lat

Do

Dy =0+ (22
9 = Xo 10

Interpretacja: Decyl 9 informuje, ze 90% pracownikéw ma staz pracy 14,2 lata i nizszy,

a 10% pracownikéw ma staz pracy 14,2 lata i wyzszy.

5. Odchylenie ¢wiartkowe (wzor 2.2.12):

05— 0Q;  108-49
Qx = > = >

= 2,95 ~ 3,0 lata
Interpretacja: Staz pracy wérdd pracownikéw w firmie ,,A” r6zni si¢ (odchyla si¢) od me-

diany ( M, = 7 lat) przeci¢tnie o + 3 lata (ale dotyczy to tylko 50% zbiorowosci znajdujacej

si¢ w drugiej i trzeciej ¢wiartce).
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6. Typowy obszar zmiennoS$ci (wzor 2.2.13):
Me_Qx<xtyp<Me+Qx
7,0 =3,0 < x4yp < 7,0+ 3,0

4,0 < X1y, < 10,0

7. Wspolezynnik zmiennoSci (wzér 2.2.15):

vy = 22100 =22 100 = 42,0%
CT M, 7,0 70

35% <V, = 42,5% < 60% — umiarkowana zmiennos$¢

Interpretacja: Zbiorowo$¢ pracownikéw w firmie ,,A” charakteryzuje si¢ umiarkowanym

zréznicowaniem (zmiennos$cig) pod wzgledem stazu pracy.

8. Miara asymetrii (wzor 2.3.5):

_Q3+Q,—2M, 108+49-2-70
T 20, 2-3,0

Ag, > 0—rozklad asymetryczny o asymetrii prawostronnej

0 < |+0,28] < 0,3 — staba sita asymetrii

Interpretacja: Rozklad stazu pracy wskazuje na staba asymetri¢ prawostronng w obszarze
50% srodkowych jednostek tzn. pomigdzy kwartylem 11 3.
Dodatkowo obliczymy wspo6lczynnik asymetrii (wzor 2.3.6):

4 _%x-D 80-58
T8, 40

= +0,55

Ag > 0 —rozktad asymetryczny o asymetrii prawostronne;j

0,3 < |4+0,55| < 0,6 — umiarkowana sita asymetrii

84



STATYSTYKA OPISOWA. TEORIA | PRZYKLADY

9. Wspélczynnik skupienia (wzor 2.4.5):

Rozktad jest stabo symetryczny A, = +0,28, tak wigc mozemy obliczy¢ wspotczynnik sku-
pienia:
Dy—D; 142-31

W, = = =188~ 19
sk~ 0;—0Q, 108—49

1,9 < 2 —rozktad jest sptaszczony (platokurtyczny)

Interpretacja: Rozklad stazu pracy jest splaszczony. Oznacza to, ze koncentracja zbiorowo-
$ci pracujacych pod wzgledem stazu pracy wokol mediany jest stabsza od rozktadu normal-

nego.

Zestawienie podstawowych statystyk opisowych stazu pracy pracownikow

Miary Wartosé
Nr
klasyczne
1. Srednia arytmetyczna — X 8,0
2. Wariancja— S? 16,2
3. Odchylenie standardowe - S, 4,0
4. Typowy obszar zmiennosci 4,0 <Xty < 12,0
5. Wspotczynnik zmiennoscei -V 50,0%
6. Miara asymetrii — Ag,, +0,58
7. Miara koncentracji — W 2,5
pozycyjne
1. Dominanta — D 5,8
2. Mediana — M, 7,0
Kwartyl 1 — Q, 4,9
> Kwartyl 3 — Qs 10,8
Decyl 1 — Dy 3,1
+ Decyl 9 — Dy 14,2
5. Odchylenie ¢wiartkowe — Q, 3,0
6. Typowy obszar zmiennosci 4,0 <x¢yp < 10,0
7. Wspotczynnik zmiennosci -V, 42,9%
Miara asymetrii — Ag, +0,28
5 Miara asymetrii (klasyczno-pozycyjna) - A +0,55
9. Miara koncentracji — Wy, 1,9

Zrédto: opracowanie wlasne.

85



MAREK REKLEWSKI

Przyklad 2.4.
Liczba ofert pracy w Polsce wedtug miesigcy w 2018 r. byta nastepujaca:

Miesiace (staLnl Cvifoggirtnrljireascigca)
styczen 103341
luty 102401
marzec 99699
kwiecien 113686
maj 112086
czerwiec 110601
lipiec 106021
sierpien 107592
wrzesien 98042
pazdziernik 99128
listopad 90314
grudziefi 62711

Zr6dto: Bank Danych Lokalnych GUS.

Oblicz $rednig chronologiczna.

Rozwiazanie

Obliczam $rednig chronologiczna (wzér 2.1.8):

05-x1 +x,+x3+ ... +0,5-x,

Xcn =

N-—-1
0,5-103341 + 102401 + 99699 + 113686 + 112086 + 110601 +
Xch =
12-1
+106021 + 107592 + 98042 + 99128 + 90314 + 0,5+ 62711

= 102054,2

12-1

Interpretacja: Srednia liczba ofert pracy w 2018 r. wynosita 102054,2.
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Przyklad 2.5.
W pewnym zakladzie pracy w ciagu 1 godziny poddano obserwacji 10 pracownikow ze

wzgledu na liczbe produkowanych detali. Dane zestawiono w tabeli:

Produkcja Liczba pracownikow
(w szt.) n;
X
2 3
4 5
6 2
Suma N=10

Zrodto: dane umowne.

Oblicz $rednig harmoniczna.

Rozwigzanie

Obliczam Srednig harmoniczng (wzér 2.1.10):

_ nt+ny+ng+--+n, 3+5+2
= - = =3,2 szt
Far =y Ty Ty T w3 5 2 0
X1 Xz X3 n 2%t2%%

Interpretacja: Srednio w ciagu godziny kazdy pracownik produkowat 3,2 szt.

Przyklad 2.6.
Wysokos¢ godzinowych stawek pracownikow zestawiono w tabeli:

Stawka Liczba
godzinowa pracownikow

(wzh)

15-20 50
20-25 30
25-30 20
30-35 10
35-40 5

Zrodto: dane umowne.

Oblicz poprawke Shepparda.
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Rozwiazanie
Obliczenia pomocnicze:
Stawka Liczba Srodek
go?;lr;lo)wa pracm:l/imkow prze;iizla’(u i P G- | (4 —0)n,
Xi

15-20 50 17,5 875,0 -5,22 27,25 1362,50
20-25 30 22,5 675,0 -0,22 0,05 1,50
25-30 20 27,5 550,0 4,78 22,85 457,00
30-35 10 32,5 325,0 9,78 95,65 956,50
35-40 5 37,5 187,5 14,78 218,45 1092,25

Ogélem N=115 - 2612,5 - - 3869,75

Zrédto: opracowanie wlhasne.
1. Srednia arytmetyczna (wzor 2.1.3):
Yk xm; 26125

X = N = 115 = 22,72 71

Interpretacja: Sredni stawka godzinowa wynagrodzenia wsrdd pracownikow wynosi
22,72 zt.
2. Odchylenie standardowe (wzor 2.2.6):

e, G — )% [3869,75

N = 115 = 5,80 zt

Sy =

Interpretacja: Stawki godzinowe wsrdd pracownikow réznig si¢ (odchylaja si¢) od $redniej

arytmetycznej (X = 22,72 z}) przecig¢tnie o = 5,80 zt.

3. Poprawka Shepparda (wzér 2.2.11):

2 2

5
- 2 — 2 —
Sxor = |SE=15 = [5802 =5 =562

Interpretacja: Warto$¢ skorygowanego odchylenia wynosi 5,62 zt i jest nizsza o0 0,18 zt, od

odchylenia standardowego S, = 5,80 zt.
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Przyklad 2.7.

Oblicz wspoétczynnik koncentracji Lorenza liczby pracownikéw w firmach:

Wielkos¢ firmy wedtug Liczba Liczba pracownikow
liczby pracownikoéw firm w firmach
ponizej 9 25 125
10 - 49 20 600
50 - 249 16 2400
250 i wigcej 9 3500
Suma 70 6625
Dane umowne.
Rozwiazanie
Obliczenia pomocnicze:
Wielkos¢ firmy . Liczba Odsetek Odsetek Skumulowane Skumulowane
wedtug Liczba o o - odsetki
. pracownikow firm pracownikow odsetki P
liczby firm w firmach %) (%) firm (X) pracownikow
pracownikow 0 § (V)
ponizej 9 25 125 35,71 1,89 35,71 1,89
10 -49 20 600 28,57 9,06 64,28 10,95
50 - 249 16 2400 22,86 36,23 87,14 47,18
250 i wigcej 9 3500 12,86 52,82 100,00 100,00
Suma 70 6625 100,00 100,00 X X
Zrodto: opracowanie wiasne.

1. Obliczam pola tréojkata i trapezow (wzor 2.4.7):

Graficzne wyznaczenie krzywej koncentracji Lorenza

Skumulowany odsetek pracownikéw (%) =Y

100,00
Krzywa koncentracji
Lorenza
47,18
Py
10,95 P,
/ ;
+ - P.
1,89 v ! !
35,71 64,28 87,14 100,00

Skumulowany odsetek firm (%) — X

Zrédto: opracowanie wlasne.
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e pole trojkata:

1,89 - 35,71
Py = — = 33,7
e pole trapezéw:
1,89 + 10,95
P, = — 28,57 =183,4
10,95 + 47,18
= 22,86 = 664,4
47,18 + 100
3= 12,86 = 946,4

n
P, =P, + Z Prap. = 33,7 +183,4 + 664,4 + 946,4 = 1827,9
i=2

2. Obliczam wspolczynnik koncentracji Lorenza (wzor 2.4.6):

W = 5000 — P, 5000 — 1827,9
KL= 5000 5000

=0,63

Interpretacja: Obliczona warto$¢ (Wg; = 0,63) wskazuje na duzy stopien koncentracji pra-

cownikow w firmach.
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Przyklad 2.8.

Na podstawie danych przedstawiajacych liczbe nowo utworzonych miejsc pracy wedtug wo-

jewodztw w 2018 1:
Liczba nowo
Wojewodztwo utwgrzonych
miejsc pracy
(w tys.)
Lubuskie 11,2
Podlaskie 11,6
Opolskie 14,0
Warminsko-mazurskie 16,8
Swietokrzyskie 18,5
Lubelskie 28,2
Zachodniopomorskie 29,1
Podkarpackie 30,5
Kujawsko-pomorskie 31,2
Lodzkie 39,5
Pomorskie 43,5
Dolnoslaskie 47,6
Matopolskie 68,9
Wielkopolskie 79,4
Slaskie 96,1
Mazowieckie 151,7
Zrodto: Bank Danych Lokalnych GUS.
Oblicz wspoétczynnik Giniego.
Rozwiazanie
Obliczenia pomocnicze:
Liczba nowo
utworzonych Liczba n; X n;
Wojewodztwo miejsc pracy | wojewodztw — Sk L | cum— Z;
(W tys.) n N Xiiaxin N
Xi
Lubuskie 11,2 1 0,0625 0,016 0,063 0,001
Podlaskie 11,6 1 0,0625 0,016 0,125 0,003
Opolskie 14,0 1 0,0625 0,020 0,188 0,006
Warminsko-mazurskie 16,8 1 0,0625 0,023 0,250 0,010
Swietokrzyskie 18,5 1 0,0625 0,026 0,313 0,014
Lubelskie 28,2 1 0,0625 0,039 0,375 0,027
Zachodniopomorskie 29,1 1 0,0625 0,041 0,438 0,033
Podkarpackie 30,5 1 0,0625 0,042 0,500 0,040
Kujawsko-pomorskie 31,2 1 0,0625 0,043 0,563 0,046
Lodzkie 39,5 1 0,0625 0,055 0,625 0,065
Pomorskie 43,5 1 0,0625 0,061 0,688 0,080
Dolno$laskie 47,6 1 0,0625 0,066 0,750 0,095
Matopolskie 68,9 1 0,0625 0,096 0,813 0,150
Wielkopolskie 79,4 1 0,0625 0,111 0,875 0,187
Slaskie 96,1 1 0,0625 0,134 0,938 0,243
Mazowieckie 151,7 1 0,0625 0,211 1,000 0,410
Ogolem N=7178 N=16 1,000 1,000 X 1,410

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Obliczam wspoélczynnik Giniego (wzér 2.4.8):

k
We = Z ((cum n;;l) + (cum%)) % -1=

=Zzi—1=1,41—1=0,41

i=1

Interpretacja: Obliczona warto$¢ (W; = 0,41) wskazuje na umiarkowany stopien koncen-
tracji (nier6wno$ci) liczby nowo utworzonych miejsc pracy wedlug wojewodztw w Polsce

w2018 r.
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3. Analiza wspolzaleznosci

3.1. Podstawowe pojecia
Badaniem zwiazkow pomigdzy cechami statystycznymi zajmuje si¢ dzial statystyki nazy-
wanej teorig wspolzalezno$ci. Celem analizy wspotzaleznosci jest poznawanie wystepujacych
zwigzkoéw przyczynowo - skutkowych pomiedzy cechami. Zalezno$¢ korelacyjna (szczegolny
przypadek zaleznoS$ci stochastycznej) wystepuje wtedy, gdy warto$ciom jednej cechy przypo-
rzadkowane sg §rednie drugiej cechy. Istnienie wiele roznorodnych miar korelacji zarowno
dla cech ilo$ciowych, jak i jakosciowych. Do najwazniejszych miar mozna zaliczy¢:
a) wspoélczynnik korelacji liniowej Pearsona,
b) wspolczynnik zbieznoséci Czuprowa,
¢) wspdtczynnik kolejno§ciowy rang Spearmana,
d) wspodtczynnik korelacji rang Kendalla,
e) wspotczynnik kontyngencji C-Pearsona.
Analiza korelacji w sposob liczbowy zajmuje si¢ badaniem sily i kierunku wplywu, pomiedzy
cecha X'i Y. Kazda z tych cech ma swoja okreslong nazwe¢ a mianowicie:
e cecha X — jest przyczyna, zmienng objasniajaca (niezalezng),
e cecha Y —jest to skutkiem, zmienng objasniang (zalezng).
Ze wzgledu na kierunek zaleznosci wyr6znia si¢ nastepujace korelacje (rys. 3.1.1):
a) liniowa dodatnig (+), tzn. wzrostowi wartosci cechy X towarzyszy jednoczesny wzrost
wartosci cechy 7Y, sg to zmiany jednokierunkowe,
b) liniowa ujemng (-), tzn. wzrostowi warto$ci cechy X towarzyszy jednoczesny spadek
wartosci cechy Y, s to zmiany réznokierunkowe,
¢) krzywoliniowg (nieliniowa), tzn. tutaj wystepuje zarowno zalezno$¢ korelacyjna do-
datnia, jak i ujemna,
d) brak korelacji, tzn. nie wystepuje zaleznos¢ korelacyjna cech.
Zalezno$¢ dodatnia i ujemna pomiedzy cechami X i Y mozna przedstawi¢ za pomoca dwoch

szeregow danych zestawionych obok siebie:
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Tabela 3.1.1. Przyklad korelacji dodatniej (+)

Cecha X — rosnie 4 7 10 12 16 20
Cecha Y — ro$nie 2 5 8 10 14 18
Zrodto: opracowanie whasne.
Tabela 3.1.2. Przyklad korelacji ujemnej (-)
Cecha X — rosnie 4 7 10 12 16 20
Cecha Y — maleje 23 20 15 11 9 5
Zrodto: opracowanie whasne.
Y A a) korelacja dodatnia (+) A b) korelacja ujemna (-)
X X
Y oa c) korelacja nieliniowa R d) brak korelacji cech
° [ ]
° [ ]
° [ ]
° [ ]
X X

Rysunek 3.1.1. Zalezno$ci korelacyjne pomigdzy cechami Xi ¥
Zrédto: opracowanie wlasne.
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3.2. Wspolezynnik korelacji Pearsona

Wspolezynnik korelacji liniowej Pearsona (r,,) jest miarg opisowa, ktora okresla za-
réwno sitg, jak i1 kierunek zalezno$ci korelacyjnej pomigdzy dwoma cechami ilosciowymi X
1 Y gdy zwiazek pomiedzy nimi jest liniowy. Wspotczynnik korelacji Pearsona oparty jest na

tzw. kowariancji cech — cov(xy), ktdrg mozemy zapisa¢ w postaci:

i1 (i = X))y — ) (3.2.1)
N

cov(xy) =

gdzie:
x; — warto$¢ cechy X,
y; — warto$¢ cechy Y,
X — $rednia arytmetyczna cechy X,
y — $rednia arytmetyczna cechy Y,
N — liczba obserwacji.

Wspolczynnik korelacji Pearsona oblicza si¢ wedlug wzoru:

g = cov(xy) _ =1 (i =) (y;i = ¥) (32.2)
WTYET 5(x0)S(y) SEE G — 02 2 (i — )2

gdzie:
S(x) — odchylenie standardowe cechy X,
S(y) — odchylenie standardowe cechy Y.

Wspbdtezynnik korelacji liniowej Pearsona jest miarg unormowang, ktora przyjmuje warto$¢
z przedziahu:

-1<rn,<+L

Kierunek wspotzaleznosci okresla znak wspotczynnika korelacji: znak (—) oznacza korelacje
ujemna, z kolei znak (+) korelacj¢ dodatnig. Im warto$¢ wspotczynnika jest blizsza 1 (lub -1)
tym zalezno$c¢ korelacyjna cech jest silniejsza, natomiast im warto§¢ wspotczynnika zbliza si¢
do 0 wowczas sila korelacji jest coraz stabsza. W przypadku braku zaleznosci wspotczynnik
Tyy = 0. W sytuacji, kiedy pomigdzy cechami 7y, = 1lub — 1 méwimy o tzw. zalezno$ci
doskonatej. Orientacyjnie sit¢ korelacji pomigdzy cechami X'i ¥ mozna zdefiniowa¢, jako:

e 0,0< |rxy| < 0,2 — bardzo staba,

e 0,2 <|ry| < 0,4 staba,

e 04< |rxy| < 0,6 — umiarkowana,

e 0,6 <|ry| < 08-silna,

e 08< |rxy| < 1,0 — bardzo silna.
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Kwadrat wspotczynnika korelacji liniowej Pearsona 1,3, — nazywamy wspélczynnikiem de-
terminacji. Wspolczynnik determinacji informuje o tym jaka cze$¢ zmiennosci cechy X zo-
stala wyjasniona przez zmiennos$¢ cechy Y. Z kolei 100% - rxzy umozliwia okreslenie zmien-

nos$ci cech w ujgciu procentowym.

3.3. Wspotezynnik zbieznosci Czuprowa
Wspolczynnik zbieznos$ci Czuprowa (T,) stosuje si¢ w badaniu zaleznosci cech ilo-

$ciowych, jak i jako$ciowych. Miara ta wykorzystuje statystyke chi-kwadrat (x?) o postaci:

poy S et 5 S ()

i= i=1j=

(3.3.1)

gdzie:

n;; — liczebno$ci rzeczywiste (empiryczne),
f;; — liczebnoSci teoretyczne (oczekiwane),
n; — suma liczebnosci i-tego wiersza,

n j — suma liczebnosci j-tej kolumny,

n — taczna suma liczebnosci,

r — liczba wierszy,

k — liczba kolumn.

Statystyke x? wedtug wzoru 3.3.1 stosujemy w tablicach prostokatnych. W tablica kwadra-
towych 2 x 2 jezeli N > 40 i wszystkie liczebnosci oczekiwane wigksze od 10 stosujemy

WzOr:

. (ad + bc)?-n (3.3.3)
Y= @+bh)c+da+tod+d

Jezeli 20 <N < 40 i ktorakolwiek z czgstosci jest mniejsza od 5 to stosujemy poprawke Yatesa:

- (lad — be| —%)2 ‘n (3-34)

= @+hcrdat+ob+d
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Wspolczynnik zbieznosci oblicza si¢ wedlug wzoru:

7 (3.3.5)
Ty = |——Le——
Y Jn,/(r —Dk-1)

Wartosci wspotczynnika korelacji Czuprowa znajduja si¢ w przedziale [0, 1]. Ten wspotczyn-
nik nie wskazuje kierunku korelacji (jest zawsze dodatni) co jest jego najwickszag wadg. Jezeli
Tyy= 0, wowczas zmienne sg stochastycznie niezalezne. Im wspotczynnik zbieznosci jest

blizszy zeru tym zalezno$¢ migdzy cechami jest stabsza.

3.4. Wspolczynnik rang Spearmana
Wspolezynnik korelacji rang Spearmana (rg) stuzy do opisu sity korelacji zarowno
cech ilosciowych, jak i jako$ciowych w sytuacji, kiedy mamy mozliwo$¢ uporzadkowania ich
wariantow. Wzor na obliczenie wspotczynnika kolejnosciowego rang Spearmana mozemy
zapisa¢ w postaci:
6y, d? (34.1)

=1 _—&=t7
s nnz -1)

gdzie:

d; — roznica pomigdzy rangami cechy Xi Y tzn. d; = x; — y;,

n — liczba par cech X1 Y.
Rangowanie polega na uporzadkowaniu wartosci cech X'i ¥ w kolejnosci rosngcej lub maleja-
cej. Nastepnie nadaje si¢ im tzw. rangi: 1, 2, 3 ..., n. W sytuacji, kiedy w uporzagdkowanym
szeregu wystapig identyczne warto§ci wowczas obliczamy $rednig arytmetyczng z ich kolej-
nych numeréw i przyporzadkowujemy im otrzymang warto$§¢. Wspotczynnik korelacji rang
przyjmuje wartosci z przedziatu:

—1<r<+1.
Im wspodtczynnik 7 jest blizszy 1 (lub -1) zwigzek jest silniejszy, z kolei, kiedy jest blizszy 0

zwigzek korelacyjny jest coraz stabszy. Wspotczynnik korelacji rang Spearmana stosuje sig,

kiedy liczba obserwacji wynosi n < 30.
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3.5. Wspolezynnik rang Kendalla

Warto§¢ wspolezynnika korelacji rang Kendalla () oblicza si¢ wedtug wzoru:

S (3.5.1)

e = m=1)
2

gdzie:
S —réznica wartosci Wi M,
W — suma liczb wigkszych na prawo od danej rangi,
M — suma liczb mniejszych na prawo od danej rangi,
n — liczba par.

Alternatywnie warto$¢ wspotczynnika rang Kendalla mozna obliczy¢:

2R (3.5.2)
e = ntn—1) 1

gdzie:
R — suma not +1,
n — liczba par.

Wspotczynnik rang Kendalla (wzor 3.5.1) oblicza si¢ w ten sposob, ze w pierwszej kolejnosci
porzadkujemy nadane rangi wartosciom cechy X w kolejnosci rosngcej, natomiast rangi dla
cechy Y pozostawiamy w kolejnosci naturalnej. Wowczas analizujac rangi dla cechy Y usta-
lamy ile liczb jest wigkszych (W) i mniejszych (M) na prawo od danej rangi dokonujac ich

zsumowania. Wspotczynnik korelacji rang Kendalla przyjmuje wartosci z przedziatu:
-1<n <+1

Procedura obliczenia rang Kendalla wedlug wzoru (3.5.2) polega na nadaniu wartosciom cech
X i Y zaleznie od natgzenia odpowiednich rang. Rangi cechy X porzadkuje si¢
w kolejnosci rosngcej, natomiast rangi cechy Y pozostawia si¢ w kolejnosci naturalnej. Rangi
cechy Y taczy si¢ w pary. Jezeli warto$¢ rangi poprzedzajacej w parze jest wyzsza od wartosci
rangi nastgpnej nadaje si¢ note (-1) a w odwrotnej sytuacji not¢ +1. Ostatnim krokiem jest

zsumowanie not +1.
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3.6. Korelacja cech niemierzalnych
Badanie zaleznosci cech jakosciowych odbywa si¢ za pomocg tzw. tablic wielodzielnych
(kontyngencji, krzyzowych, asocjacji). Tablice wielodzielne mogg by¢ kwadratowe lub pro-

stokatne zaleznie od liczby pdl. Wartoéci liczbowe badanych cech X i Y zestawia si¢ w naste-

pujacy sposob:
! 2 -
Y Y Y Ogélem
X
X a b a+b
X c d c+d
Ogélem a+c b+d n=a+b+c+d

gdzie: X’ i X’ — warianty cechy X; Y7 i ¥° — warianty cechy X; a — liczba jednostek wystepujaca w wariancie X” i Y’ dla cech X
i Y; b — liczba jednostek wystepujaca w wariancie X' i ¥° dla cech X i ¥; ¢ — liczba jednostek wystepujaca w wariancie X° i ¥/
dla cech X i Y; d — liczba jednostek wystepujaca w wariancie X% ¥* dla cech X i Y; n — liczebnosé proby.

Rysunek 3.1.1. Przyklad tablicy wielodzielnej kwadratowej — czteropolowej (2 x 2)

Zrbdto: opracowane na podstawie: M., Sobczyk, Statystyka, PWN, Warszawa 2016, s. 245;
H., Augustyniak, Statystyka opisowa z elementami demografii, Poznaf 2002, s. 115.

Dla tablic dwudzielnych (2 x 2 — czteropolowych) maja zastosowanie nastepujace wspot-

czynniki korelacji cech jako$ciowych:

e wspolczynnik Pearsona (¢):
ad — bc (3.6.1)
J@+b)-(c+d)-(a+c) (b+d)

e wspolczynnik Bykowskiego (W):
_(a+d)=(b+0) (3.6.2)
" a+b+c+d

e wspolczynnik Yule’a-Kendalla (Q):

_ad—bc (3.6.3)
~ad + bc

Wspolczynniki te przyjmuja wartosci z przedziatu — 1 do + 1. Znak wspodtczynnika cech jako-

$ciowych nie informuje o kierunku zaleznos$ci — nie ma on znaczenia. Znak wspodtczynnika

zalezy od uktadu warto$ci liczbowych w tabeli wielodzielne;.
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Wspéltezynnik kontyngencji (zbiezno$ci) C-Pearsona ( C,,) moze by¢ stosowany w ta-
blicach wielodzielnych o dowolnej liczbie pol. Wspdtczynnik kontyngencji oblicza si¢ w sy-
tuacji, kiedy zalezno$¢ pomiedzy badanymi cechami jest istotna statystycznie. Wzor jest na-
stgpujacy:

(3.6.4)

gdzie:
n — liczebno$¢ proby,
x?% — oblicza si¢ ze wzoru (3.3.1) dla tablicy prostokatnej lub ze wzordw (3.3.3 - 3.3.4) dla tabli-
cy kwadratowe;.

Ze wzgledu na nieskonczony wzrost wartosci Cy,, wraz ze wzrostem liczy kolumn i wierszy
ustala si¢ tzw. kres gorny (Cpqay)- W przypadku tablicy kwadratowej maksymalna wartos$¢

wspotczynnika C wynosi:

3.6.5
k-1 (3.6.5)
Crnax = Tk
gdzie:
k — liczba kolumn.
W przypadku tablicy prostokatnej Cy,q, Wynosi:
k;1Jr r—1 (3.6.6)
c _ T
max 2

gdzie:
k — liczba kolumn,
r — liczba wierszy.

Skorygowana wartos¢ wspotczynnika Ckory, oblicza si¢ jako iloraz wartosci wspotczynnik

kontyngencji C-Pearsona Cy,, przez warto$¢ Cpqy:
Cxy (3.6.7)

Ckorxy = C
max

Warto$ci wspotczynnika Cy,,- mieszczg si¢ teoretyczne w przedziale:
0 < Cyor,, =1
Zwykle jest tak, ze wspotczynnik Cy,, przyjmuje wartosci z przedziatu:

0< Ckorxy = Cmax
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Przyklady

Przyklad 3.1.
Na podstawie danych dotyczacych liczby pracujacych na 1000 ludnosci i przecigtnego mie-

sigcznym wynagrodzenia w gospodarce narodowej wedtug wojewodztw w 2017 r.:

Liczba pracujacych Przecie;.tne miesigczne wyna-
o na 1000 Tudnosci (w %o) grodzenia brutto w gospodarce
Wojewoddztwa i narodowej (w zt)
Xi
2017 r.
Dolnoslaskie 391,2 4400,05
Kujawsko-pomorskie 354,5 3717,21
Lubelskie 396,3 3824,28
lubuskie 345,9 3754,54
Lodzkie 405,8 3925,97
Matopolskie 417,0 4097,35
Mazowieckie 486,2 5219,09
Opolskie 335,8 3923,58
Podkarpackie 400,3 3684,71
Podlaskie 364,8 3815,23
Pomorskie 376,2 4211,69
Slaskie 383,6 4247 44
Swietokrzyskie 385,7 3705,65
‘Warminsko-mazurskie 315,8 3641,32
Wielkopolskie 4419 3937,81
Zachodniopomorskie 330,4 3890,86

Zrodto: Bank Danych Lokalnych GUS.

Okresdl sife i kierunek zalezno$ci pomigdzy badanymi cechami z wykorzystaniem wspotczyn-

nika korelacji Pearsona.

Rozwigzanie
Srednie arytmetyczne cech x; i y; wynosza odpowiednio:
X =3999,80 zt
¥y = 383,2%.
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Obliczenia pomocnicze:

X Vi X —X yi—y (i =)y = ¥) (x; — %)? i = »)?
4400,05 391,2 400,25 8,0 3202,0 160200, 1 64,0
3717,21 354,5 -282,59 -28,7 8110,3 79857,1 823,7
3824,28 396,3 -175,52 13,1 -2299,3 30807,3 171,6
3754,54 3459 -245.26 -37,3 9148,2 60152,5 1391,3
392597 405,8 -73,83 22,6 -1668,6 5450,9 510,8
4097,35 417,0 97,55 33,8 32972 9516,0 11424
5219,09 486,2 1219,29 103,0 125586,9 1486668,1 10609,0
3923,58 3358 -76,22 -47.4 3612,8 5809,5 2246,8
3684,71 400,3 -315,09 17,1 -5388,0 99281,7 2924
3815,23 364,8 -184,57 -18,4 3396,1 34066,1 338,6
4211,69 376,2 211,89 -7,0 -1483,2 448974 49,0
424744 383,6 247,64 0,4 99,1 61325,6 0,2
3705,65 385,7 -294,15 2,5 -735,4 86524,2 6,3
3641,32 315,8 -358,48 -67,4 24161,6 128507,9 4542,8
3937,81 441,9 -61,99 58,7 -3638,8 3842,8 3445,7
3890,86 330,4 -108,94 -52.8 5752,0 11867,9 2787,8

- - - - 171152,9 2308775,1 284224

Zrodto: opracowanie wlasne.
Diagram Korelacyjny (rozrzutu) cech x; i y;
Liczba pracujacych
na 1000 ludnosci
500
*
450 Py
400 s
-3
8 X R e
350 L
<
*
300
250 T T T T !
3000 3500 4000 4500 5000 5500
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Txy = \/Zn

i=1

Zrédto: opracowanie wlasne.

Yiei(xi =) —y)

171152,9

1. Obliczam wspélczynnik korelacji liniowej Pearsona (wzoér 3.2.2):

Gt — 222, —y)? /23087751-28422,4

0,6 < |0,67| < 0,8 — silna zalezno$¢

Wynagrodzenia (w zt)
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Interpretacja: Pomi¢dzy badanymi cechami zachodzi dodatnia i silna zalezno$¢ korelacyjna
(rxy = 0,67). Oznacza to, Ze wzrost przecigtnego miesigcznego wynagrodzenia brutto w go-
spodarce narodowej powoduje wzrost liczby pracujacych na 1000 ludnosci wedlug woje-

wodztw w 2017 r.

2. Obliczam wspotczynnik determinacji:

rxzy +100% = 0,672 - 100% = 44,89%

Interpretacja: Wspoiczynnik determinacji wynosi 73, = 44,89%. Oznacza to, ze okoto 45%

zmiennos$ci cechy y; zostalo wyjasnione zmiennoscia cechy x;.

Przyklad 3.2.
Na podstawie liczby pracujacych w Polsce za IV kwartat w 2017 r., zbadaj czy wystepuje

zalezno$¢ pomigdzy plcig pracujacych a poziomem wyksztalcenia. Do obliczen zastosuj

wspolczynnik zbieznosci Czuprowa.

Poziom wyksztalcenia
(w tys.)
Ple¢ gimnazjalne | Razem
. . $rednie $rednie zasadnicze L
WyZsze policealne X i niepetne
zawodowe ogolnoksztatcace zawodowe
podstawowe
mezczyZzni 2466 169 2319 743 2864 529 9090
kobiety 3273 377 1493 716 1177 278 7314
Razem 5739 546 3812 1459 4041 807 16404
Zrodto: Aktywnos¢ ekonomiczna ludnosci Polski 1V kwartat 2017 r., GUS, Warszawa 2018, s.115.
Rozwigzanie
1. Obliczam warto$ci teoretyczne 71;; (wzor 3.3.2):
Poziom wyksztalcenia
(w tys.)
Ple¢ . . . gimnazjalne .
. . $rednie $rednie zasadnicze S
wyzsze | policealne . iniepelne
zawodowe | ogolnoksztalcace | zawodowe
podstawowe
mezezyzni 11 iy, i3 s s My 9090
kobiety flyq iy 3 o s e 7314
n; 5739 546 3812 1459 4041 807 16404

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Mezczyzni
s _mmy 9090 5739 _ 3180 o _mny 9090 546 _ 203
1 N 16404 12 N 16404
A = noony 9090 - 3812 = 2112 A= nny 9090 - 1459 = 808
N 16404 “ N 16404
P ng - n; _ 9090 - 4041 — 2239 P nn _ 9090 - 807 — 447
15 N 16404 16 N 16404
Kobiety
A My 73145739 _ 2559 QoM 7314546 _ 243
z N 16404 = N 16404
 n.-n; 7314-3812 _ n.-n; 7314-1459
M3 =N =" 1ea0a 7% L T TV
e = ngn; _ 73144041 _ 1802 e = n,n; _ 7314807 _ 260
N 16404 6 N 16404
Zrodto: opracowanie wiasne.
Poziom wyksztatcenia
(w tys.)
Ple¢ . . . gimnazjalne | Razem
wyzsze | policealne $rednie ) $rednie zasadnicze i niepelne
zawodowe | ogolnoksztatlcace | zawodowe
podstawowe
mezezyzni | 3180 303 2112 808 2239 447 9089
kobiety 2559 243 1700 651 1802 360 7315
Razem 5739 546 3812 1459 4041 807 16404
Zrodto: opracowanie wiasne.
2. Obliczam statystyke chi-kwadrat (wzor 3.3.1):
Obliczenia pomocnicze:
A A " (ny —y)°
nyj 7, nj — Ay (nij — ) Ay
2466 3180 714 509796 160,3
169 303 -134 17956 59,3
2319 2112 207 42849 20,3
743 808 -65 4225 5,2
2864 2239 625 390625 174,5
529 447 82 6724 15,0
3273 2559 714 509796 199,2
377 243 134 17956 73,9
1493 1700 207 42849 25,2
716 651 65 4225 6,5
1177 1802 -625 390625 216,8
278 360 -82 6724 18,7
1604 1604 X X 974,9

Zrédto: opracowanie wlasne.
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3. Obliczam wspotczynnik zbiezno$ci Czuprowa (wzor 3.3.5):

x> 974,9

Ty nr—Dk-1 |16404/(2—-D(6-1)

10,16| < 0,2 — bardzo staba zalezno$¢

Interpretacja: Wsrod pracujacych pomigdzy picig i poziomem wyksztatcenia zachodzi bar-

dzo staba zalezno$¢ korelacyjna (T, = 0,16).

Przyklad 3.3.

Okresl za pomoca wspotczynnika korelacji rang Spearmana sitg i kierunek zaleznosci pomig-

dzy liczbg ofert pracy na 1000 ludnosci a stopa bezrobocia, jezeli uzyskano nastgpujace dane:

Liczba ofert pracy Stopa bezrobocia
na 1000 ludnosci rejestrowanego
Wojewddztwa (w 9%0) (w %)
X Vi
2017r.

Dolnoslaskie 2,8 5,7
Kujawsko-pomorskie 1,5 9,9
Lubelskie 0,9 8,8
lubuskie 2,6 6,5
Lodzkie 2,2 6,7
Matopolskie 1,5 5,3
Mazowieckie 1,5 5,6
Opolskie 34 73

Podkarpackie 0,9 9,6
Podlaskie 1,1 8.5

Pomorskie 1,8 5,4
Slaskie 2,5 5,1

Swictokrzyskie 1,0 8,8
‘Warminsko-mazurskie 1,3 11,7
Wielkopolskie 1,2 3,7
Zachodniopomorskie 2,0 8,5

Zrodio: Bank Danych Lokalnych GUS.
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Rozwiazanie
Obliczenia pomocnicze:

Wojewodztwa X v Rir; gi Re;r; gi dy = %, — d 12
Dolnoslaskie 2,8 5,7 15 6 9 81,00
Kujawsko-pomorskie 1,5 9,9 8 15 -7 49,00
Lubelskie 0,9 8,8 1,5 12,5 -11 121,00
lubuskie 2,6 6,5 14 7 7 49,00
Lodzkie 2,2 6,7 12 8 4 16,00
Matopolskie 1,5 5,3 8 3 5 25,00
Mazowieckie 1,5 5,6 8 5 3 9,00
Opolskie 34 7,3 16 9 7 49,00
Podkarpackie 0,9 9,6 1,5 14 -12,5 156,25
Podlaskie 1,1 8,5 4 10,5 -6,5 42,25
Pomorskie 1,8 5,4 10 4 6 36,00
Slaskie 2,5 5,1 13 2 11 121,00
Swigtokrzyskie 1,0 8,8 3 12,5 9,5 90,25
Warminsko-mazurskie 1,3 11,7 6 16 -10 100,00
Wielkopolskie 1,2 3,7 5 1 4 16,00
Zachodniopomorskie 2,0 8,5 11 10,5 0,5 0,25

- - - - - 961,00

Zrodlo: opracowanie wiasne.

Obliczam wspolczynnik korelacji rang Spearmana (wzér 3.4.1):

6, df

6961

s =

T n(mz-1)

T16(162—1)

-0,41

0,4 < |-0,41] < 0,6 — umiarkowana zalezno$¢

Interpretacja: Wystepuje umiarkowany i ujemny zwiazek korelacyjny pomigdzy liczba ofert

pracy na 1000 ludnosci a stopa bezrobocia (r; = —0,41). Oznacza to, ze wzrost liczby ofert

pracy na 1000 ludnosci powoduje spadek stopy bezrobocia.

Przyklad 3.4.

Za pomoca wspoélczynnika korelacji rang Kendalla, nalezy zbada¢ czy istnieje zalezno$¢ kore-

lacyjna pomigdzy przecigtnym miesigcznym wynagrodzeniem brutto a wskaznikiem zatrud-

nienia wedlug poziomu wyksztalcenia na podstawie nastepujacych danych:

Przecigtne Wskaznik zatrudnienia
Poziom wynagrodzenie brutto' wedtug BAEL?
wyksztalcenia (w zh) (W %)
Xi Vi
Wyzsze 432521 78,2
Policealne i srednie zawodowe 4125,36 60,6
Srednie ogolnoksztalcace 3945,68 47,5
Zasadnicze zawodowe 4289,11 54,7
Gimnazjalne i niepetne podstawowe 3421,59 14,8

- Dane umowne, > — Dane $rednioroczne
Zrédto: Bank Danych Lokalnych GUS.
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Rozwigzanie
Obliczam warto$¢ wspolczynnika korelacji rang Kendalla (wzér 3.5.1):

e nadajemy rangi dla cech:

Poziom Rangi Rangi

wyksztatcenia Xi Vi X; Vi
Wyzsze 432521 78,2 5 5
Policealne i §rednie 412536 60.6 3 4
zawodowe
Srednie 3945,68 475 2 2
ogodlnoksztalcace
Zasadnicze zawodowe 4289,11 54,7 4 3
Gimnazjalne 3421,59 14,8 1 1

i niepelne podstawowe
Zrédto: opracowanie wiasne.

e porzadkujemy rosnaco ceche x; wedlug rang:

Rangi x; 1 2 3 4 5
Rangi y; 1 2 4 3 5

Zrodlo: opracowanie wiasne.

Rangi wieksze od liczb: 1, 2, 4, 3, 5 po prawej stronie cechy y;:

W=4+3+1+1+0=9

Rangi mniejsze od liczb: 1, 2, 4, 3, 5 po prawej stronie cechy y;:
M=0+0+1+0+0=1
S=W-M=9-1=8

e = m-1) 5G-1
2 2

0,8

0,6 < 10,8| < 0,8 — silna zalezno$¢

1. Obliczam warto$¢ wspolczynnika Korelacji rang Kendalla (wzér 3.5.2):

e tworzymy pary z rang dla cechy y;:

Rangi y; | 1 | 2 ‘ 4 3 5
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Pary dla rang:
1: (1,2), (1,4),(1,3),(L,5),
2:(2,4), (2,3),(2,9),
4:(4,3),(4,9),
3:(3,5).
e wstawiamy noty dla poszczegdlnych par:
Jezeli w danej parze pierwsza ranga jest mniejsza od drugiej to dla tej pary wstawiamy note

+1 1 odwrotnie, jezeli pierwsza ranga jest wigcksza od drugiej to wowczas wstawiamy notg -1.

1 (1,2), (1,4), (1,3), (1,5),
Nota +1 +1 +1 +1

2: 0 (2,4), (2,3), (2,9),

Nota +1 +1 +1

4. 4,3), 4)5),

Nota -1 +1

3 (3,)5).

Nota +1

Suma dodatnich not rowna si¢ R = 9.

_ 2R 29
= hm=-1) "~ 5G-1
2

1=08

Interpretacja: Wystepuje silna i dodatnia zalezno$¢ korelacyjna pomig¢dzy przecigtnym mie-
sigcznym wynagrodzeniem brutto a wskaznikiem zatrudnienia (1, = 0,8). Oznacza to, ze
wzrost przecigtnego miesigcznego wynagrodzenia powoduje wzrost wskaznika zatrudnienia

wedlug poziomu wyksztalcenia.

Przyklad 3.5.

Na podstawie danych oblicz zwigzek korelacyjny pomig¢dzy plcig a miejscem zamieszkania

z wykorzystaniem wspotczynnika Pearsona, Bykowskiego i Yule’a-Kendalla.

Pte¢
Miejsce zamieszkania Ogélem
mezczyzni kobiety
miasto 35a 38b 73
wie$ 45¢ 22d 67
Ogoélem 80 60 140

Dane umowne.
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Rozwigzanie

e wspolczynnik Pearsona (wzér 3.6.1):

ad — bc _
Ja+b) -c+d)-@+o)-b+d

35-22 — 3845 ~
J(35+38)- (45 + 22) - (35 + 45) - (38 + 22)

-0,19

Interpretacja: Pomig¢dzy plcia a miejscem zamieszkania zachodzi bardzo staba zalezno$é

korelacyjna (W = —0,19).
e wspolczynnik Bykowskiego (wzor 3.6.2):

_(at+d)—(b+c) (35+22)-(38+45) _
" a+4+b+4+c+d = 354+38+45+22

Interpretacja: Pomig¢dzy plcia a miejscem zamieszkania zachodzi bardzo staba zalezno$é

korelacyjna (W = —0,19).
e wspolezynnik Yule’a-Kendalla (wzor 3.6.3):

_ad—bc_35-22—38-45_ 038
T ad+bc 35-22+438-45

Interpretacja: Pomigdzy plcia a miejscem zamieszkania zachodzi staba zalezno$¢ korelacyj-

na (Q = —0,38).

Przyklad 3.6.
Na podstawie danych (Przyktad 3.2) oblicz wspodtczynnik kontyngencji C-Pearsona.

Rozwiazanie

x? wynosi:

2 _
X N

i

o N\2
("ij jnij) = 9749
ij

k r
=1 j=1
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1. Obliczam wspélczynnik kontyngencji C-Pearsona (wzor 3.6.4):

€= | = 024
¥t +n T 9749 + 16404

2. Obliczam C,,,, dla tablicy wielodzielnej prostokatnej o wymiarach 2 x 6

(wzor 3.6.6):

Cmax -

k—1 r—1 6—1 2—1
J 5 +J 7 _\/ 6 +J 2
_ _

=081
2

3. Obliczam skorygowana warto$¢ wspélczynnika C Koryy (wzor 3.6.7):

Coy 024

Ckorxy = Cmax 0,81

0,30

0,2 < |0,30] < 0,4 — staba zalezno$¢,

Interpretacja: Pomigdzy picia i poziomem wyksztalcenia zachodzi staba zalezno$¢ korela-

cyjna (Cxor,, = 0,30).
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4. Analiza regresji liniowej

4.1. Podstawowe pojecia

Badanie zalezno$ci korelacyjnej pozwala na okreslenie kierunku i sity pomig¢dzy badany-
mi cechami. Celem regresji jest obliczenie wartosci $rednich zmiennej zaleznej (Y) na pod-
stawie ksztaltowania si¢ $rednich wielko$ci zmiennych niezaleznych (X). Najpopularniej-
szym réwnaniem matematycznym stosowanym w analizie regresji jest funkcja liniowa o po-

staci:

Yi=a+pX;+¢, i=(12,..,n) “4.1.1)
gdzie:
Y; — zmienna zalezna (objasniana),
a — wyraz wolny,
B — wspoélczynnik regresji (parametr strukturalny),
X; — zmienna niezalezna (objasniajaca),
&; — sktadnik losowy (przypadkowy, resztowy).

W badaniach statystycznych parametry 8 stojace przy zmiennych X sg nieznane i nalezy je
oszacowac. Parametry [ okreslajg o ile przecigtnie zmieni si¢ warto$¢ zmiennej zaleznej ¥,
gdy zmienna niezalezna X wzroénie o jednostke przy zatozeniu stato$ci pozostatych zmien-
nych objasniajacych. Parametr a, jest interpretowany jako $redni poziom zmiennej Y gdy po-
zostale zmienne objasniajgce X przyjmuja wartos¢ zero. Graficzng prezentacje funkcji regresji
zaprezentowano na rys. 4.1.1.

Sktadnik losowy ¢ petni rolg btedu przypadkowego, zaktocajacego. Sktadnik losowy w re-
gresji wystepuje ze wzgledu na zbyt skomplikowane zalezno$ci wystepujace w rzeczywistym
swiecie. Nie jesteSmy w stanie uwzgledni¢ w rownaniu wszystkich zmiennych objasniajacych
X. Wynika to, czgsto z braku dostgpnosci danych statystycznych, jak rowniez ze wzgledu na
nieprzewidywalny charakter roznorodnych zjawisk np.: warunki pogodowe.

W analizie regresji sktadnik losowy jest wyrazony poprzez przypadkowe odchylenia — e
(reszty), pomiedzy warto$ciami empirycznymi (warto§ciami rzeczywistymi) — ¥, od warto$ci
teoretycznych obliczonych na podstawie regresji — V.

Procedura postgpowania w analizie regresji liniowej jest nastepujaca:

a) badanie zaleznos$ci korelacyjnej pomigdzy Xi Y,

b) oszacowanie nieznanych parametrow rOwnania regresji,

1
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¢) weryfikacja regresji (badanie stopnia dopasowania regresji do danych rzeczywi-

stych).

punkty
y rzeczywiste — Y °

\

Y=a+pX+¢

\ reszta —e {
powoduje

wazrost { / } wspétezynnik regresji stojacy
zmiennej e przy zmiennej X - f8

Y 'y

wyraz wolny — « A=1

v

wzrost zmiennej X
o jednostke

) Rysunek 4.1.1. Interpretacja graficzna regresji liniowej
Zrodto: opracowane na podstawie M. Pitatowska., Repetytorium ze statystyki, PWN, Warszawa 2016, s. 108.

4.2. Estymacja parametrow

Parametry regresji liniowe]j szacuje si¢ klasyczng metoda najmniejszych kwadratéw
(KMNK). W metodzie KMNK zaktada si¢, ze suma kwadratow odchylen wartosci zmiennej
objasnianej — y; od jej warto$ci teoretycznych — §; obliczonych na podstawie regresji byta jak

najmniejsza, a wigc dazy do minimum:

n n
S5 =Y et mn
i=1 1

im

4.2.1)

gdzie:
y; — warto$ci empiryczne (rzeczywiste) zmiennej objasnianej Y,
¥; — warto$ci teoretyczne (wyznaczone na podstawie regresji) zmiennej objasnianej 7,
e; — reszty regresji obliczone wedtug wzoru:
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e, =y —Ji 4.2.2)

Dla funkgc;ji liniowej o postaci:
y=a+ bx (4.2.3)
Warunek (wzor 4.2.1) mozna zapisa¢ w postaci funkcji kryterium:

n (4.2.4)
Z(yi —a— bx)? > min
i=1

Znalezienie minimum dla funkcji kwadratowej (wzor 4.2.4) wymaga obliczenia pochodnych
czastkowych otrzymujac tym samym nastepujacy uktad rownan:
L (4.2.5)

Zyl —na+b2xl,

i=1

z X Vi —a2x1+b2xl

Po dokonaniu odpowiednich przeksztalcen otrzymujemy oceny parametrow regresji b i a:

ie1 (i =) —¥) (4.2.6)

b=""5r o2

a=7—bx 4.2.7)

gdzie:
x; — warto$¢ zmiennej X,
y; — warto$¢ zmiennej Y,
X — $rednia arytmetyczna zmiennej X,
y — $rednia arytmetyczna zmiennej Y.

Oceng parametru b regresji liniowej mozna obliczy¢ rowniez metodg posrednia, wykorzystu-
jac relacje wspotczynnika korelacji i odchylen standardowych dla zmiennych X'i Y:

S (4.2.8)
b=r, S_y
X

Wspoélczynniki regresji b moze przyjmowac¢ dowolne wartosci, wowczas zmienia si¢ jego
interpretacja (rys. 4.2.1):
e dodatni (+) wspotczynnik regresji b informuje, ze wzrost zmiennej X o jednostke, powo-

duje $redni wzrost zmiennej Y (o tyle ile wynosi wartos¢ bezwzgledna parametru b),

jest to funkcja rosnaca (b > 0),
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e ujemny (—) wspotczynnik regresji b informuje, ze wzrost zmiennej X o jednostke, powo-
duje sredni spadek zmiennej Y (o tyle ile wynosi wartos¢ bezwzgledna parametru b), jest
to funkcja malejaca (b <0),

e wspodtczynnik b rowny zero informuje, Ze zmienna X nie ma zadnego wptywu na zmienna
Y, jest to funkcja stata (b = 0).

Dodatnia korelacja liniowa Pearsona migdzy zmiennymi X i ¥ powinna by¢ odzwierciedlona
w dodatnim wspotczynniku regresji. I odwrotnie, ujemna zalezno$¢ ujemnym wspoétczynni-

kiem.

a) funkcja rosnaca b) funkcja malejaca

b>0

b<0

v
v

X X

c) funkcja stata

Y b=0

=
I

v

Rysunek 4.2.1. Regresja liniowa
Zrodto: opracowanie wiasne.

Bledy standardowe parametrow regresji obliczamy z nastgpujacych wzorow:

(4.2.9)

2.yn 2
S& " Xieq X

S@= [T =)
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S, 4.2.1
Sb) = ¢ (4.2.10)
oy xf —nx?

gdzie:
n — liczebno$¢ proby losowej,
S.— blad standardowy reszt (wzor 4.3.1),
x; — warto$¢ zmiennej X,
X — $rednia arytmetyczna zmiennej X,
Srednie btedy ocen informuja, o ile §rednio () wahaja si¢ (odchylaja sie) oceny parame-

trow strukturalnych regresji od ich wartos$ci prawdziwych (rys. 4.2.2).

S(b)

linia regres;ji

v

Rysunek 4.2.2. Graficzna interpretacja $redniego bledu oceny — S(b)
Zrodto: opracowane na podstawie D. Strahl, E. Sobczak, M. Markowska, B. Bal-Domanska, Modelowanie ekonometryczne
z Excelem. Materialy pomocnicze do laboratoriow z ekonometrii, UE, Wroctaw 2015, s. 112.

Zmiana warto$ci oceny parametru b decyduje o kacie nachylenia linii regresji wzglgdem osi
X. Czgsto wyraz wolny a przyjmuje wartosci ujemne, co rzadko daje si¢ merytorycznie zin-

terpretowac.

4.3. Miary dopasowania

Po oszacowaniu regresji liniowej nalezy poddaé ja ocenie dopasowania (doktadnosci) do
danych rzeczywistych. W tym celu obliczamy parametry struktury stochastyczne;j:

a) odchylenie standardowe sktadnika resztowego — S,

b) wspolczynnik zmiennos$ci resztowej — V,,
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¢) wspotczynnik zbieznosci — @2,

d) wspotczynnik determinacji — R?.

Odchylenie standardowe skladnika resztowego (S,) jest pierwiastkiem kwadratowym

ze $redniej arytmetycznej kwadratéw odchylen danych empirycznych od teoretycznych:

n 2
t=1€i

n—2

gdzie:
n — liczebno$¢ proby losowej,
e; — reszty regresji (wzor 4.2.2).

Warto$¢ odchylenia S, mozna réwniez obliczy¢ wedlug wzoru:

Se =S, /1 -3
gdzie:

Sy — odchylenie standardowe zmiennej ¥,

rxzy — kwadrat wspotczynnika korelacji zmiennych X1 Y.

4.3.1)

4.3.2)

Odchylenie standardowe skladnika resztowego informuje, o ile Srednio (+) odchylaja sie

wartosci rzeczywiste zmiennej objasnianej od teoretycznych obliczonych na podstawie

regresji (rys. 4.3.1). Im mniejszy jest btad skladnika resztowego, tym lepsze dopasowanie

modelu do danych rzeczywistych.

............. linia regresji

v

X

Rysunek 4.3.1. Graficzna interpretacja odchylenia standardowego skladnika resztowego — S,
Zrédto: opracowane na podstawie H. Augustyniak, Statystyka opisowa z elementami demografii,

Poznan 2002 s. 89.
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Wspolczynnik zmiennosci resztowej (V,) jest to udziat odchylenie standardowe sktadni-
ka resztowego S, w warto$ci Sredniej zmiennej objasnianej y :
S 433
V,==-100 (4.3.3)

y
Wspotczynnik zmiennos$ci resztowej informuje o tym, jaka cze$¢ Sredniej warto$ci zmien-
nej objasnianej stanowi jej odchylenie standardowe reszt. W praktyce zalezy nam, aby
wspolczynnik zmienno$ci byt mozliwie jak najmniejszy. Regresj¢ przyjmuje si¢ za dopusz-
czalng, jesli V, < V,. Warto$¢ graniczna Vj ustalana jest w sposob umowny. Najczg$ciej

przyjmuje si¢ poziom 10% lub 15%.

Wspélcezynnik zbieznosci — zgodnosci (@2) mozna zapisa¢ w postaci:

p?=1-R? (4.3.4)
lub:
o Zhab — 902 “35)
Y= (i —y)?
gdzie:

R?— wspétczynnik determinacji (wzory 4.3.6 lub 4.3.7),
y; — warto$¢ rzeczywista zmiennej Y,

9; — warto$¢ teoretyczna zmiennej Y,

y — §rednia arytmetyczna zmiennej Y.

Wspotezynnik zbieznosécei ¢? - 100% informuje ile % zmienno$ci zmiennej Y nie zostala
wyjasniona przez zmienne regresji czyli jaka cze$¢ zmiennoSci zmiennej Y stanowi
zmienno$¢ odchylen losowych. Im warto$¢ wspolczynnika zbieznosci jest blizsza 0, tym
szacowana regresja jest lepiej dopasowana do wartosci rzeczywistych zmiennej Y. Przyjmuje
on warto$¢ z przedziatu [0, 1] lub [0%, 100%].

Wspélezynnik determinacji (R?) jest najwazniejsza miara dopasowania regresji i ob-

licza si¢ go nastepujaco:

R2=1-¢? (4.3.6)
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lub:

po L0 =3 “3.7)
ENCEE

gdzie:

@?— wspotczynnik zbieznosci (wzory 4.3.4 lub 4.3.5),

y; — warto$¢ rzeczywista zmiennej Y,

¥; — warto$¢ teoretyczna zmiennej Y,

y— $rednia arytmetyczna zmiennej Y.
Wspotezynnik determinacji R? - 100% informuje ile % zmienno$ci zmiennej Y zostala
wyjasniona przez zmienne regresji. Im jego warto$¢ blizsza 1 tym dopasowanie regresji jest
lepsze. Przyjmuje on warto$¢ z przedziatu [0, 1] lub [0%, 100%]. Kwadrat wspotczynnika
korelacji 13, daje nam warto$¢ wspotezynnika determinacji R?:

R* =13 (4.3.8)

Catkowita zmienno§¢ zmiennej ¥ stanowi sume zmienno$ci niewyjasnionej — ¢? i wyjasnionej

— R? na podstawie oszacowanej regresji liniowej i mozemy ja zapisa¢ w postaci (rys. 4.3.1):

P2 +R:=1 (4.3.9)

Y s
2
Vi Aqr==-----mmmssmmmssoss------- '(p »
zmiennosé
zmiennosc ! niewyjasniona
ogblna=1 '
\ R2
1
2 ot G KPS i-__ zmiennos¢
H : | wyjasniona
1
H i i
1 1 1
1 1 1
: 1 1 [l
.. 1
\ H linia | i
: I .. I '
! i regresji ! !
1 I I 1
1 1 1 ! »
1 1 T >
Xmin X Xi Xmax X

Rysunek 4.3.1. Graficzna interpretacja zmiennos$ci ogélnej zmiennej Y oraz zmiennosci wyjasnionej
i niewyjasnionej funkcja regresji liniowej ¥ od X
Zroédlo: opracowane na podstawie M., Sobezyk, Statystyka, PWN, Warszawa 2016, s. 265.
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Przyklady

Przyklad 4.1.

Wyznacz wspotczynniki liniowej funkcji regresji na podstawie danych z przyktadu 3.1.

Oblicz i zinterpretuj miary dopasowania ,,dobroci” do danych rzeczywistych.

Rozwiazanie
y; — liczba pracujacych na 1000 ludnosci (w %),
X; — przecigtne miesi¢czne wynagrodzenia brutto w gospodarce narodowej (w zt).
Srednie arytmetyczne cech x; i y; wynosza odpowiednio:
X; = 3999,8 zt,
¥; = 383,2%o.

Obliczenia pomocnicze:

Zmienna Zmienna
objasniana | objasniajaca X — X Vi—y =0 =) (x; — %)
Yi Xi
391,2 4400,05 400,25 8,0 3202,0 160200,1
354,5 371721 -282,59 -28,7 8110,3 79857,1
396,3 3824,28 -175,52 13,1 -2299,3 30807,3
3459 3754,54 -245,26 -37,3 9148,2 60152,5
405,8 3925,97 -73,83 22,6 -1668,6 5450,9
417,0 4097,35 97,55 33,8 32972 9516,0
486,2 5219,09 1219,29 103,0 125586,9 1486668,1
335,8 3923,58 -76,22 -47.4 3612,8 5809,5
400,3 3684,71 -315,09 17,1 -5388,0 99281,7
364,8 3815,23 -184,57 -18,4 3396,1 34066,1
376,2 4211,69 211,89 -7,0 -1483,2 44897,4
383,6 4247,44 247,64 0,4 99,1 61325,6
385,7 3705,65 -294,15 2,5 -735,4 86524,2
315,8 3641,32 -358,48 -67,4 24161,6 128507,9
441,9 3937,81 -61,99 58,7 -3638,8 3842,8
3304 3890,86 -108,94 -52,8 5752,0 11867,9
- - - - 171152,9 2308775,1

Zrodlo: opracowanie whasne.
1. Obliczam wspélczynniki regresji liniowej (wzory 4.2.6 i 4.2.7):

}7i=a+bxi

_ I G- ® @i —y) _ 1711529

b = -
2 (x —x)? 2308775,1

0,074

a=y—bx=13832-0,074-3999,8 = 87,215
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Oceng parametru b regresji liniowej mozna obliczy¢ rowniez metodg posrednig (wzor 4.2.8).
Wspoétezynnik korelacji Pearsona pomigdzy zmiennymi X i Y wynosi 7y, = 0,67 (przyktad
3.1). Odchylenia standardowe Sy i S, obliczymy ponizej:

Obliczenia pomocnicze:

X Vi X —X Yi—y (x; — %)? i —5)?
4400,05 391,2 400,25 8,0 160200, 1 64,0
3717,21 354,5 -282,59 -28,7 79857,1 823,7
3824,28 396,3 -175,52 13,1 30807,3 171,6
3754,54 3459 -245,26 -37.3 60152,5 13913
392597 405,8 -73,83 22,6 5450,9 510,8
4097,35 417,0 97,55 33,8 9516,0 11424
5219,09 486,2 1219,29 103,0 1486668,1 10609,0
3923,58 335,8 -76,22 -47.4 5809,5 2246,8
3684,71 400,3 -315,09 17,1 99281,7 2924
3815,23 364,8 -184,57 -18.4 34066,1 338.,6
4211,69 376,2 211,89 -7,0 44897,4 49,0
4247.,44 383,6 247,64 0,4 61325,6 0,2
3705,65 385,7 -294,15 2,5 86524,2 6,3
3641,32 315,8 -358,48 -67,4 128507,9 4542 8
3937,81 441,9 -61,99 58,7 3842.8 34457
3890,86 330,4 -108,94 -52,8 11867,9 2787,8

- - - - 2308775,1 28422.,4

Zrodto: opracowanie whasne.

(= x)? _ [2308775,.1

S, = 1v e = 37987
T (-9 [284224
S, = N = o =4215
b= Sy—067 42,15 = 0,074
Thy g T U8 397 T

Regresja liniowa przyjmuje postac:

_')7[ = 87,215 + 0,074xi
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Zalezno$¢ miedzy liczba pracujacych na 1000 ludnoSci a przeci¢tnymi miesigcznymi wynagrodzeniami

brutto w gospodarce narodowej wedlug wojewodztw w 2017 r.

Liczba pracujacych na
1000 ludnosci

500
*
450 s
y; = 87,215+0,074x
3
400 TS R%=44,6%
*
* ’0
4
350 L
’0
*
300
250 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
3000 3500 4000 4500 5000 5500

, Wynagrodzenia (w zt)
Zrodlo: opracowanie wlasne.

Interpretacja wspétczynnikéw regresji a i b:

e a =87,215 — wspodlczynnik a informuje o $rednim poziomie liczby pracujacych na
1000 ludnosci w 2017 r. pod warunkiem, ze zmienna objasniajaca x; przyjmuje war-
tos¢ zero,

e b =0,074 — wspoélczynnik b jest dodatni oznacza to, ze jezeli zmienna x; wzros$nie

o jednostke (o 1 zt), to nastapi wzrost zmiennej y; Srednio o 0,074%eo.

Wspdtczynnik b stojacy przy zmiennej x; potwierdza dodatnia zalezno$¢ korelacyjna pomig-

dzy cechami x; i y;.

2. Obliczam bledy standardowe parametrow regresji (wzory 4.2.9 i 4.2.10):

S = 33,5 — wartos$¢ obliczona w cze¢$ci miary dopasowania regresji pkt a).

§% =33,52 =1122,25

SZ- ¥t xf 1122,25 - 258283015,5
S(a) = — — = — 886
n- YL, (x —x%) 16 - 2308775,1

] 33,5 _

S
S(b) = = =
Jzn X2 — ni? \/258283015,5 — 16 - 3999,82
i=1"%
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Obliczenia pomocnicze:

x; x? X — % (x; — x)?
4400,05 19360440,0 400,25 160200, 1
3717,21 13817650,2 -282,59 79857,1
3824,28 14625117,5 -175,52 30807,3
3754,54 14096570,6 -245,26 60152,5
3925,97 154132404 -73,83 5450,9
4097,35 16788277,0 97,55 9516,0
5219,09 27238900,4 1219,29 1486668,1
3923,58 15394480,0 -76,22 5809,5
3684,71 13577087,8 -315,09 99281,7
3815,23 14555980,0 -184,57 34066,1
4211,69 177383327 211,89 448974
424744 18040746,6 247,64 61325,6
3705,65 13731841,9 -294,15 86524,2
3641,32 13259211,3 -358,48 128507,9
3937,81 15506347,6 -61,99 3842,8
3890,86 15138791,5 -108,94 11867,9

- 258283015,5 - 2308775,1

Zrodto: opracowanie whasne.
Bledy standardowe parametrow pokazujemy w nawiasach pod parametrami:

$; = 87,215 + 0,074x;
(+88,6)  (+0,02)

Interpretacja bledow standardowych ocen wspoélczynnikéw regresji a i b:

e S(a) = 88,6 — wspolczynnik a = 87,215 odchyla si¢ srednio o + 88,6,
e S(b) = 0,02 — wspodtczynnik b = 0,074 odchyla si¢ $rednio o + 0,02.

Miary dopasowania regresji liniowej:

a) odchylenie standardowe skladnika resztowego (wzér 4.3.1):

ne? (157437

Se= |5—2 = [Te=2 = 33°
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Obliczenia pomocnicze:

Wartos'f:i Z.m,ie.m_‘la Wartosci Reszty
rzeczywiste objasniajaca teoretyczne: B N o2
vi X 9, = 87,215 + 0,074x; &=~ ‘
391,2 4400,05 87,215+(0,074 - 4400,05) = 412,8 -21,6 466,6
354,5 3717,21 87,215+(0,074 - 3717,21) = 362,3 -7.8 60,8
396,3 3824,28 87,215+(0,074 - 3824,28) =370,2 26,1 681,2
3459 3754,54 87,215+(0,074 - 3754,54) = 365,1 -19,2 368,6
405,8 3925,97 87,215+(0,074 - 3925,97) =377,7 28,1 789.6
417,0 4097,35 87,215+(0,074 - 4097,35) = 390,4 26,6 707.6
486,2 5219,09 87,215+(0,074 - 5219,09) = 473,4 12,8 163,8
335,8 3923,58 87,215+(0,074 - 3923,58) = 377,6 41,8 17472
400,3 3684,71 87,215+(0,074 - 3684,71) =359,9 40,4 1632,2
364,8 3815,23 87,215+(0,074 - 3815,23) =369,5 -4,7 22,1
376,2 4211,69 87,215+(0,074 - 4211,69) = 398,9 -22,7 5153
383,6 4247 44 87,215+(0,074 - 4247,44) = 401,5 17,9 3204
385,7 3705,65 87,215+(0,074 - 3705,65) = 361,4 243 590,5
315,8 3641,32 87,215+(0,074 - 3641,32) = 356,7 -40,9 1672,8
441,9 3937,81 87,215+(0,074 - 3937.81) =378,6 63,3 4006,9
3304 3890,86 87,215+(0,074 - 3890,86) = 375,1 -44,7 1998,1
- - - - 15743,7

Zrédto: opracowanie wlasne.

Interpretacja: Odchylenie standardowe sktadnika resztowego informuje, ze liczba pracuja-
cych na 1000 ludno$ci wedlug wojewddztw odchyla si¢ od wartosci teoretycznych obliczo-

nych na podstawie regresji §rednio o = 33,5%o.

b) wspélczynnik zmiennoSci resztowej (wzor 4.3.3):

v, = Se 100 = 33,5 100 = 8,7%
e~y T 3832 o
8,7% < 10,0%

V. <V,

Interpretacja: Odchylenie standardowe sktadnika resztowego stanowi 8,7% $redniej arytme-
tycznej liczby pracujacych na 1000 ludnoéci co $wiadczy o dobrym dopasowaniu regresji do

danych rzeczywistych.
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¢) wspolczynnik zbieznos$ci (wzor 4.3.5):

Obliczenia pomocnicze:

Vi Vi Yi— ¥ i = 9)? Yi—y b = ¥)?
391,2 412,8 -21,6 466,6 8,0 64,0
354,5 362,3 -7,8 60,8 -28,7 823,7
396,3 370,2 26,1 681,2 13,1 171,6
345,9 365,1 -19,2 368,6 -37,3 1391,3
405,8 3717,7 28,1 789,6 22,6 510,8
417,0 3904 26,6 707,6 33,8 11424
486,2 473.4 12,8 163,8 103,0 10609,0
335,8 377,6 -41,8 17472 -47.4 2246,8
400,3 359,9 40,4 1632,2 17,1 2924
364,8 369,5 -4,7 22,1 -18,4 338,6
376,2 3989 =227 5153 -7,0 49,0
383,6 401,5 -17,9 3204 0,4 0,2
385,7 3614 243 590,5 2,5 6,3
315,8 356,7 -40,9 1672.8 -67,4 45428
441,9 378,6 63,3 4006,9 58,7 34457
330,4 375,1 -44.7 1998,1 -52,8 2787,8

_ _ - 15743,7 - 284224

Zrodlo: opracowanie wiasne.

o _ 2=y — 9 157437
Yo (i —¥)? 284224

= 0,554

»?-100% = 0,554 -100% = 55,4%
Interpretacja: Okoto 55,0% zmiennosci liczby pracujacych na 1000 ludno$ci nie zostato
wyjasnione na podstawie regresji (przez zmienng x;). Powyzsza zmienno$¢ jest efektem po-

zostatych czynnikéw o charakterze losowymi i nielosowym.

d) wspolczynnik determinacji (wzér 4.3.6):

R?=1-—¢?=1-0,554 = 0,446
R?-100% = 0,446 - 100% = 44,6%

Interpretacja: Okoto 45,0% zmiennoSci liczby pracujacych na 1000 ludnosci zostalo wyja-

$nione na podstawie regresji (przez zmienng x;).

124



STATYSTYKA OPISOWA. TEORIA | PRZYKLADY

Przyklad 4.2.
Wyznacz wspotczynniki liniowej funkcji regresji na podstawie danych przedstawiajacych
zalezno$¢ pomigdzy przecigtnymi miesigcznymi wynagrodzeniami brutto a stopa bezrobocia

rejestrowanego wedtug wojewodztw w 2017 1.

Stopa bezrobocia Przecif;.tne miesigczne wyna-
. o grodzenia brutto w gospodarce
Wojewbdztwa rejestrowanego (w %) narodowej (w z1)
Vi x;
2017 r.
Dolnoslaskie 5,7 4400,05
Kujawsko-pomorskie 9,9 371721
Lubelskie 8,8 3824,28
lubuskie 6,5 3754,54
Lodzkie 6,7 3925,97
Matopolskie 53 4097,35
Mazowieckie 5,6 5219,09
Opolskie 7,3 3923,58
Podkarpackie 9,6 3684,71
Podlaskie 8,5 3815,23
Pomorskie 5,4 4211,69
Slaskie 5,1 424744
Swietokrzyskie 8,8 3705,65
‘Warminsko-mazurskie 11,7 3641,32
Wielkopolskie 3,7 3937,81
Zachodniopomorskie 8,5 3890,86

Zrodto: Bank Danych Lokalnych GUS.

Oblicz i zinterpretuj miary dopasowania ,,dobroci” do danych rzeczywistych.

Rozwiazanie
y; — stopa bezrobocia rejestrowanego (w %),

X; — przecigtne miesi¢czne wynagrodzenia brutto w gospodarce narodowej (w zt).

Srednie arytmetyczne cech x; i y; wynosza odpowiednio:
X; = 3999,8 zi,
Vi = 7,3%.

1. Obliczam wspékczynniki regresji liniowej (wzory 4.2.6 i 4.2.7):

37i=a+bxi
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p (i =D —3) 74854

= = —0,003242
L (x — x)? 2308775,1

a=y—bx=173-(-0,003242-3999,8) = 20,26735

Obliczenia pomocnicze:

Zmienna Zmienna

objasniana | objasniajaca xX;— X Vi—¥ ;i =0 —y) (x; — %)?
Yi X
5,7 4400,05 400,25 -1,6 -640,4 160200, 1
9,9 3717,21 -282,59 2,6 -734,7 79857,1
8.8 3824,28 -175,52 1,5 -263,3 30807,3
6,5 3754,54 -245,26 -0,8 196,2 60152,5
6,7 3925,97 -73,83 -0,6 44,3 5450,9
53 4097,35 97,55 -2,0 -195,1 9516,0
5,6 5219,09 1219,29 -1,7 -2072,8 1486668,1
73 3923,58 -76,22 0,0 0,0 5809,5
9,6 3684,71 -315,09 2,3 -724,7 99281,7
8,5 3815,23 -184,57 1,2 -221,5 34066,1
5,4 4211,69 211,89 -1,9 -402,6 448974
5,1 424744 247,64 -2,2 -544,8 61325,6
8,8 3705,65 -294,15 1,5 -441,2 86524,2
11,7 3641,32 -358,48 4,4 -1577,3 128507,9
3,7 393781 -61,99 -3,6 2232 3842,8
8,5 3890,86 -108,94 1,2 -130,7 118679

R - - - -7485,4 2308775,1

Zrédto: opracowanie whasne.

Ocen¢ parametru b regresji liniowej mozna obliczy¢ rowniez metoda posrednig (wzor 4.2.8)
ale najpierw nalezy obliczy¢ wspotczynnik korelacji Pearsona pomigdzy zmiennymi X i YV

oraz odchylenia standardowe S, i85,

oo e - Di-y) 74854
VB — 023, (i — )2 |/2308775,1-70,8

= —0,5855

0,4 < |-0,5855| < 0,6 — zalezno$¢ umiarkowana

Interpretacja: Pomi¢dzy badanymi cechami zachodzi umiarkowana i ujemna zalezno$¢ kore-
lacyjna (ry,, = —0,5855). Oznacza to, ze wzrost przecigtnego miesigcznego wynagrodzenia

brutto w gospodarce narodowej powoduje spadek stopy bezrobocia w wojewodztwach

w2017 .
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Obliczenia pomocnicze:

X; Vi X —X Yi—y (i =0 =9 (x; — %)? i —7)?
4400,05 5,7 400,25 -1,6 -640,4 160200,1 2,6
3717,21 9,9 -282,59 2,6 -734,7 79857,1 6,8
382428 8,8 -175,52 1,5 -263,3 30807,3 2,3
3754,54 6,5 -245,26 -0,8 196,2 60152,5 0,6
392597 6,7 -73,83 -0,6 443 5450,9 0,4
4097,35 5,3 97,55 -2,0 -195,1 9516,0 4,0
5219,09 5,6 1219,29 -1,7 -2072,8 1486668,1 2,9
3923,58 7,3 -76,22 0,0 0,0 5809,5 0,0
3684,71 9,6 -315,09 2.3 -724,7 99281,7 5,3
3815,23 8,5 -184,57 1,2 -221.5 34066,1 1,4
4211,69 5.4 211,89 -1,9 -402,6 44897.,4 3,6
4247 44 5,1 247,64 -2,2 -544.8 61325,6 4.8
3705,65 8,8 -294,15 1,5 -441,2 86524,2 2.3
3641,32 11,7 -358,48 4.4 -1577,3 128507,9 19,4
3937,81 3,7 -61,99 -3,6 2232 3842,8 13,0
3890,86 8,5 -108,94 1,2 -130,7 11867,9 1.4

- - - - -7485,4 2308775,1 70,8

Zrodto: opracowanie wlasne.

Diagram korelacyjny (rozrzutu) cech x; i y;

Stopa bezrobocia
(w %)

14,0

12,0 P

10,0

8,0

60 ”

4,0 ¢

2,0

0,0 T T T T !
3000,00 3500,00 4 000,00 4500,00 5 000,00 5500,00

Wynagrodzenia (w zt)

Zrédto: opracowanie wlasne.
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YN (g — x)? _ [2308775,1

= = 379,87
S, m T 379,8
N (y;—9)2 [708
Sy — 21_1(}’1 ¥) _ —21
N 16
b= Sy _ 0,5855 21 _ 0,003242
“hy g T 37987

Regresja liniowa przyjmuje postac:
¥; = 20,26735 — 0,003242x;
Zalezno$¢ miedzy stopa bezrobocia rejestrowanego a przeci¢tnymi miesi¢gcznymi wynagrodzeniami brutto

w gospodarce narodowej wedlug wojewodztw w 2017 r.

Stopa bezrobocia
(w %)

14,0

12,0

y. =20,26735 - 0,003242x

10,0
*° R? = 34,7%

8,0

6,0 r

4,0

2,0

0,0 T T T ]
3 500,00 4 000,00 4500,00 5000,00 5 500,00

Wynagrodzenia (w zt)

Zrodto: opracowanie wiasne.

Interpretacja wspoétczynnikéw regresji a i b:
e a=20,26735 — wspotczynnik « informuje o $rednim poziomie stopy bezrobocia
w 2017 r. pod warunkiem, Ze zmienna objasniajgca x; przyjmuje warto$¢ zero,
e b =-0,003242 — wspoélczynnik b jest ujemny oznacza to, ze jezeli zmienna x; wzro-

$nie o jednostke (o 1 zt), to nastapi spadek zmiennej y; srednio o 0,003242%.
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Wspoblezynnik b stojacy przy zmiennej x; potwierdza ujemng zalezno$¢ korelacyjng pomigdzy

cechami x; i y;.

3. Obliczam bledy standardowe parametrow regresji (wzory 4.2.9 i 4.2.10):

Se = 1,8 — warto$¢ obliczona w cze¢$ci miary dopasowania regresji pkt a).

§2=1,8%=324

Obliczenia pomocnicze:

X x? X — X (x; — %)
4400,05 19360440,0 400,25 160200,1
3717,21 13817650,2 -282,59 79857,1
3824,28 14625117,5 -175,52 30807,3
3754,54 14096570,6 -245,26 60152,5
3925,97 15413240,4 -73,83 5450,9
4097,35 16788277,0 97,55 9516,0
5219,09 27238900,4 1219,29 1486668,1
3923,58 15394480,0 -76,22 5809,5
3684,71 13577087,8 -315,09 99281,7
3815,23 14555980,0 -184,57 34066,1
4211,69 17738332,7 211,89 44897 .4
4247 .44 18040746,6 247,64 61325,6
3705,65 13731841,9 -294,15 86524,2
3641,32 13259211,3 -358,48 128507,9
3937,81 15506347,6 -61,99 38428
3890,86 15138791,5 -108,94 11867,9

- 258283015,5 - 2308775,1

Zrédto: opracowanie wlasne.

(@) = S-Ylaxr 3242582830155 _
v n-Yr o (x; —x2) 16-23087751
Se 1,8
S(b) = =0,0012

JZ” 3 — ~ /258283015,5 — 16 - 3999,82
= L

Bledy standardowe parametrow pokazujemy w nawiasach pod parametrami:

$; = 20,26735 — 0,003242x;
(+4,7596)  (+0,0012)
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Interpretacja bledow standardowych ocen wspolczynnikow regresji a i b:
o S(a) = 4,7596 — wspotczynnik a = 20,26735 odchyla si¢ $rednio o + 4,7596,
e S(b) =0,0012 — wspolczynnik b = 0,03242 odchyla si¢ $rednio o + 0,0012.

Miary dopasowania regresji liniowej:

a) odchylenie standardowe skladnika resztowego (wzér 4.3.1):

2
D=1 € _

46,23

n—2

=1
16 -2 ’

Obliczenia pomocnicze:

Wartosci Zmienna Wartosci
rzeczywiste | objasniajaca teoretyczne: ﬁeszty o e2

y; X 9, = 20,26735 — 0,003242x; G =Yim Vi '
5,7 4400,05 20,26735-(0,003242 - 4400,05) = 6,0 -0,3 0,09
9,9 3717,21 20,26735-(0,003242 - 3717,21) = 8,2 1,7 2,89
8.8 3824,28 20,26735-(0,003242 - 3824,28) = 7,9 0,9 0,81
6,5 3754,54 20,26735-(0,003242 - 3754,54) = 8,1 -1,6 2,56
6,7 3925,97 20,26735-(0,003242 - 3925,97)=17,5 0,8 0,64
5,3 4097,35 20,26735-(0,003242 - 4097,35) = 7,0 -1,7 2,89
5.6 5219,09 20,26735-(0,003242 - 5219,09) = 3,3 2,3 5,29
73 3923,58 20,26735-(0,003242 - 3923,58) = 7,5 -0,2 0,04
9,6 3684,71 20,26735-(0,003242 - 3684,71) = 8,3 1,3 1,69
8,5 3815,23 20,26735-(0,003242 - 3815,23) = 7,9 0,6 0,36
5.4 4211,69 20,26735-(0,003242 - 4211,69) = 6,6 -1,2 1,44
5,1 424744 20,26735-(0,003242 - 4247,44) = 6,5 -1,4 1,96
8,8 3705,65 20,26735-(0,003242 - 3705,65) = 8,3 0,5 0,25
11,7 3641,32 20,26735-(0,003242 - 3641,32) = 8,5 3.2 10,24
3,7 3937,81 20,26735-(0,003242 - 3937,81) = 7.5 3.8 14,44
8,5 3890,86 20,26735-(0,003242 - 3890,86) = 7,7 0,8 0,64

f - - - 46,23

Zrodlo: opracowanie wiasne.
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Graficzna prezentacja odchylenia standardowego skladnika resztowego

Stopa bezrobocia

(w %)
14,0
12,0 * V. =20,2674-0,003242%
10,0 o R%=34,7%
80 S 2o
' 3
*
6,0
4,0 3 T
2,0 S
0,0 T T T y
3500,00 4 000,00 4 500,00 5 000,00 5500,00

) Wynagrodzenia (w zt)
Zrodlo: opracowanie wiasne.

Interpretacja: Odchylenie standardowe skladnika resztowego informuje, ze stopa bezrobocia
rejestrowanego wedlug wojewodztw odchyla si¢ od wartosci teoretycznych obliczonych na

podstawie regresji $rednio o + 1,8%.

a) wspolczynnik zmiennoSci resztowej (wzér 4.3.3):

v, =S__e- 100 =£-100 =24,7%
y 7,3
24,7% > 10,0%
Vo>V,

Interpretacja: Odchylenie standardowe sktadnika resztowego stanowi 24,7% $redniej aryt-
metycznej stopy bezrobocia rejestrowanego oznacza to, ze model nalezy uzna¢ za zle dopa-

sowany do danych rzeczywistych.
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b) wspolczynnik zbieznoS$ci (wzér 4.3.5):

Obliczenia pomocnicze:

Vi Vi Yi— Vi i —9)° Yi—y b = 9?
5,7 6,0 -0,3 0,09 -1,6 2,6
9,9 8,2 1,7 2,89 2,6 6,8
8,8 7,9 0,9 0,81 1,5 2.3
6,5 8,1 -1,6 2,56 -0,8 0,6
6,7 7,5 -0,8 0,64 -0,6 0,4
53 7,0 -1,7 2,89 -2,0 4,0
5,6 3,3 2,3 5,29 -1,7 2,9
7,3 7,5 -0,2 0,04 0,0 0,0
9,6 8,3 1,3 1,69 2,3 5,3
8,5 7,9 0,6 0,36 1,2 1,4
5,4 6,6 -1,2 1,44 -1,9 3,6
5,1 6,5 -1,4 1,96 -2,2 4,8
8.8 8,3 0,5 0,25 1,5 23
11,7 8,5 32 10,24 4.4 19,4
3,7 7,5 -3,8 14,44 -3,6 13,0
8,5 7,7 0,8 0,64 1,2 1,4
- - - 46,23 - 70,8

Zrodio: opracowanie wlasne.
2 _ Yy — 902 _ 46,23
L (i—y)* 708

= 0,653

»?-100% = 0,653 -100% = 65,3%
Interpretacja: Ponad 65,0% zmiennosci stopy bezrobocia rejestrowanego nie zostalo wyja-
$nione na podstawie regresji (przez zmienng Xx;). Powyzsza zmienno$¢ jest efektem pozosta-
lych czynnikow o charakterze losowymi i nielosowym.

¢) wspolczynnik determinacji (wzor 4.3.6):

R?=1-¢?=1-0,653 =0,347
R?-100% = 0,446 - 100% = 34,7%

Interpretacja: Tylko okoto 35,0% zmiennosci stopy bezrobocia rejestrowanego zostato wy-

jasnione na podstawie regresji (przez zmienng x;).
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5. Analiza szeregow czasowych

5.1. Przyrosty absolutne i wzgledne

Podstawowymi miarami wykorzystywanymi w analizie dynamiki sa: przyrosty (absolut-
ne, wzgledne) Przyrosty absolutne — bezwzgledne (A) dzielg si¢ na przyrosty: jednopodsta-
wowe i zmiennopodstawowe (tancuchowe). Przyrosty absolutne jednopodstawowe (A;.1/,)
wskazujg réznicg¢ pomigdzy wartoscig biezacg w badanym okresie y;,, a warto$cig z okresu

podstawowego y,:

Dppn=Y2—=Y1, B3 =Y3 =V Bepnt = Vern — Ve (5.1.1)

Przyrosty absolutne o podstawie stalej informuja o ile wzroslo, zmalalo lub pozostalo bez
zmian badane zjawisko w biezagcym okresie w poréwnaniu do okresu podstawowego
(bazowego).

Przyrosty absolutne lancuchowe (4;/;,_1) wskazuja roznicg pomigdzy wartoscig biezaca

w badanym okresie y; a warto$cig z okresu poprzedniego y,_;:

Dapn=Y2=Y1, Ba3p=Y3—Yo o Bey1=Ye = Y1 (5.1.2)

Przyrosty absolutne o podstawie tancuchowej informuja o ile wzroslo, zmalalo lub pozosta-

lo bez zmian badane zjawisko w biezacym okresie w poréwnaniu do okresu poprzedza-

jacego.
Przyrosty wzgledne — wskazniki tempa (w) dzielg si¢ na przyrosty: jednopodstawowe
i tancuchowe. Mogg by¢ one wyrazone utamkowo lub procentowo. Przyrosty wzgledne jed-

nopodstawowe (Wji,;, ) stanowig stosunek przyrostu absolutnego jednopodstawowego

(A¢41/¢) do wartosci z okresu podstawowego y,:

s YV2—W1

_ _ Ytan — Ve
W1 = ’

100, --- Wgﬂ/t_y— 100 (5.1.3)
t

V3 — W1
-100, w;s,, = ——
Y1 31 Y1
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Zatem mozna zapisac:

Y2 Dpinye (5.1.4)

wi=—£2.100, w§, = —L-100, wiyy e = —2£. 100
2/1 " 3/1 " t+1/t Ve
Przyrosty wzgledne jednopodstawowe informuja o ile procent wzrosto, spadlo lub pozosta-
lo bez zmian poziom badanego zjawiska w danym okresie w poréwnaniu z okresem pod-
stawowym.

Przyrosty wzgledne lancuchowe (wj/,_;) stanowig stosunek przyrostu absolutnego fan-

cuchowego (Ay/;—1) do wartoci z okresu poprzedniego y,_,:

Y2 =1 Y3— Y2 Vet = YVe—1 (5.1.5)
wi, = +100, wf, = ——=-100,--- wf,_, =——-100
2/1 v 3/2 7 t/t—1 Vi
Woéwczas mozemy zapisac:
Ay 5.1.6
Wiy = —L2100, wi, = —22-100, wh,_, = —L—-100 (5.1.6)
V1 V2 t-1

Przyrosty wzgledne jednopodstawowe informuja o ile procent wzrosto, spadlo lub pozosta-
lo bez zmian poziom badanego zjawiska w danym okresie w poréwnaniu z okresem po-

przednim.

5.2. Indeksy indywidualne (wskazniki dynamiki)

Indeksy indywidualne (7) dziela si¢ na jednopodstawowe i tancuchowe. Moga by¢ one
wyrazone utamkowo lub procentowo. Indeks indywidualny o podstawie stalej (If,q,.)
przedstawia udziat badanego zjawiska w danym okresie w poziomie zjawiska w okresie ba-
Zowym:

125/1 — % 100, 1;/1 — RED 100, --- Its+1/t _ Yt+n 100

Y1 Vt

(5.2.1)

Indeks indywidualny jednopodstawowy informuje jak zmienil si¢ poziom badanego zjawi-
sko w okresie badanym si¢ (czy wzroslo, spadlo lub pozostalo bez zmian) w poréwnaniu

z okresem podstawowym.
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Indeksy indywidualne o podstawie zmiennej (I7,_,) przedstawia udzial badanego zjawi-

ska w danym okresie w poziomie zjawiska w okresie poprzednim:

1, =22-100, 1%, =22-100,+ 1%, =-=2—-100 (52.2)
V1 V2 Y

t—1
Indeks indywidualny zmiennopodstawowy informuje jak zmienil si¢ poziom badanego
zjawiska w okresie badanym si¢ (czy wzroslo, spadlo lub pozostalo bez zmian) w porow-
naniu z okresem poprzednim. Jesli indeks indywidualny jest mniejszy od 100%, $swiadczy
to o spadku zjawiska, jesli indeks jest wigkszy lub 100%, $wiadczy to o wzro$cie poziomu

zjawiska w badanym okresie.

5.3. Srednie tempo wzrostu
Czesto zdarza si¢, ze chcemy zbada¢ zmiany w wielko$ci danego zjawiska w catym
analizowanym okresie. Przyrosty i indeksy indywidualne przedstawiaja wylacznie zmiany
z okresu na okres, a wiec tylko pomigdzy dwoma momentami czasowymi. W tym celu
wykorzystuje si¢ Srednig geometryczng jako iloczyn tancuchowych indeksow dynamiki
(wzor 2.1.4). Woéwczas mozemy obliczy¢ Srednie tempo wzrostu badanego zjawiska

w analizowanym czasie stosujac nastgpujacy wzor:

(5.3.1)

T _f—l\/YZ V3 V4 Ve
= === A

Warunkiem wyznaczenia tego parametru sg zaobserwowane w badanym szeregu jednokie-
runkowe zmiany (wylacznie wzrostu lub spadku). Sredni indeks dynamiki (wzér 5.3.1) mo-
zemy zapisa¢ w postaci uproszczone;j:

(53.2)

=2 100

Sl
|

gdzie:

Yy — poziom zjawiska w ostatnim okresie badanym,
Yy, — poziom zjawiska w_pierwszym okresie badanym,
t — liczba badanych okresow.
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W zwiazku z trudno$ciami obliczania pierwiastka n-tego stopnia mozna zastosowac prze-

ksztalcenie logarytmiczne:

logly = — (logy, — logy:) (53.3)

5.4. Indeksy agregatowe (zespolowe)

W analizie szeregéw czasowych czesto zachodzi konieczno$¢ przeprowadzenia analizy
dynamiki dla catego agregatu (zbioru, zespotu elementéw) zjawisk niejednorodnych. W tym
celu stosuje si¢ zespotowe indeksy dla wielkosci absolutnych do, ktorych zalicza sig:

e indeks wartosci (w),

e indeks cen (p),

e indeks ilosci (¢).

Indeks wartosci (w), oblicze si¢ wedlug wzoru:

5.4.1
= 2 qcDe 100 ( )
2 qoPo

gdzie:
p: — cena i-tego elementu w okresie badanym,
Po — cena i-tego elementu w okresie podstawowym,
p: — 1l0s¢ i-tego elementu w okresie badanym,
po —ilos¢ i-tego elementu w okresie podstawowym,
Y q¢p; — suma wartos¢ agregatu w okresie badanym,
Y qoPo— suma warto$¢ agregatu w okresie podstawowym.

Indeks wartosci informuje o ile % zmieni si¢ wartos¢ agregatu w okresie badanym,
w poréwnaniu do okresu podstawowego.

Indeksy ilo$ci cen oblicza si¢ na podstawie formut standaryzacyjnych: Laspeyresa, Paaschego
i Fishera.

e Indeks cen Laspeyresa (I{;) mozna zapisac:
542
Ize:Zqopt_loo (5:4.2)
2 9oPo

Indeks cen Laspeyresa informuje o ile % zmieni si¢ cena w okresie badanym w poréwna-

niu do okresu podstawowego przy zalozeniu staltosci ilo$ci dla okresu podstawowego.

o Indeks ilo$ci Laspeyresa (15) ma postac:
543
Igzzqm"-wo (5:4.3)
2 9oPo
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Indeks ilosci Laspeyresa informuje o ile % zmieni si¢ ilo§¢ w okresie badanym w poréow-

naniu do okresu podstawowego przy zaloZeniu stalo$ci ceny dla okresu podstawowego.

e Indeks cen Paaschego (15) oblicza sig:

_ 2 qcPe (5.4.4)

P = -100
P Y aepo

Indeks cen Paaschego informuje o ile % zmieni si¢ cena w okresie badanym w poréwna-

niu do okresu podstawowego przy zalozeniu stalo$ci ilo$ci dla okresu badanego.

e Indeks ilosci Paaschego (Ig) ma postac:

5.4.5
_ Y qepe 100 ( )
2 qoPt

Iq

Indeks ilosci Paaschego informuje o ile % zmieni si¢ ilo§¢ w okresie badanym w poréw-
naniu do okresu podstawowego przy zalozeniu stalo$ci ceny dla okresu badanego.
e Indeks cen Fishera (IS) jest Srednig geometryczng obliczonych indeksow cen wedhug

formuly Laspeyresa i Paaschego:

(5.4.6)
IF = /15 s

Indeks cen Fishera informuje o Srednich zmianach ceny w okresie badanym w poréwna-
niu do okresu podstawowego.
e Indeks ilosci Fishera (Ig) jest $rednig geometryczna obliczonych indeksow ilosci

wedhug formuty Laspeyresa i Paaschego:
1§ =Jif-1F 5.4.7

Indeks cen Fishera informuje o Srednich zmianach ilosci w okresie badanym w poréwna-

niu do okresu podstawowego.

5.5. Wyodrebnienie tendencji rozwojowej

Wygladzenie (wyréwnanie) szeregu czasowego polega na identyfikacji tendencji rozwo-
jowej eliminujac oddziatywania wahat o charakterze przypadkowym i okresowym. Tenden-
cja rozwojowa uwypukla w badanym zjawisku dziatanie przyczyn gtownych.

Tendencja rozwojowa (trend) okresla og6lny kierunek (rosnacy, malejacy lub stabilizu-

jacy) rozwoju zjawiska w badanym czasie. Trend wyodrebnia si¢ metodami:
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e mechaniczng ($rednie ruchome k — okresowe),

e analityczng (identyfikacja funkcji trendu).
Metoda mechaniczna wygladzenia szeregu czasowego polega na wyliczeniu tzw. §rednich
ruchomych. Srednie ruchome oblicza si¢ na podstawie statej liczbie wyrazow w szeregu cza-
sowym przesuwajac si¢ stopniowo si¢ o jedng obserwacje¢ do przodu odrzucajac tym samym
pierwsza z nich. Poszczegdlne wartosci szeregu czasowego mozemy opisaé jako:

Y1, Y2, Y35 o Yn-3Yn-2,Yn-1.In

Gdy wystepuje nieparzysta liczba okresow (dla & = 3) $rednie ruchome obliczamy w nastgpu-
jacy sposob:

}72:}’1"‘3’32"‘}’3’ 373=Y2+3;3+Y4’ }_14=Y3+3;4+YS (5.5.1)
Majac wstgpnie 5 wyrazOw w szeregu czasowym Y, ... Y5 otrzymujemy tylko 3 $rednie ru-
chome y,, y3 i ¥, , a wigc tracimy czg$¢ informacji o badanym zjawisku. W ten sposob utraci-
lismy informacj¢ dla 2 wyrazoéw a mianowicie dla pierwszego i ostatniego. Jezeli obliczamy
$rednie ruchome z wigkszej liczby wyrazoéw k straty informacji sg jeszcze wigksze. Dla $red-
niej ruchomej k = 5 stracimy informacje¢ dla 4 wyrazow itd.

Kiedy wystepuje parzysta liczba wyrazow (dla & = 4) stosuje si¢ scentrowana Srednia
ruchoma, biorac do obliczen potowe wartosci z pierwszego i ostatniego wyrazu. Wowczas
WZOry s nastepujace:

_ 05 y;+y,+y3+05-y, _ 05y, +y3+y,+05"y5 (55.2)
Y2 = 7 ’ Y3 = ) )

05 y3+y,+y5+05-y
V3 = 4

Metoda analityczna polega na identyfikacji funkcji matematycznej do danych rzeczywi-
stych. Gdzie zmienna objasniajaca w funkcji stanowi tzw. zmienna czasowa t. Wygtadzenie
szeregu dynamicznego polega na oszacowaniu parametréw trendu liniowego o postaci:
ye=a+bt+e (5.5.3)

gdzie:

Yy —zmienna objasniana,

t — zmienna czasowa (¢ = 1,2,3, ..., n),

a i b — parametry funkcji,

e,— sktadnik losowy.
Wspotezynnik b funkcji trendu liniowego informuje o ile $rednio zmieni si¢ poziom badane-

go zjawiska y (np. $redni wzrost z miesigca na miesigc, sredni spadek z roku na rok) w anali-

138



STATYSTYKA OPISOWA. TEORIA | PRZYKLADY

zowanym okresie. Wyraz wolny a informuje o teoretycznym poziomie badanego zjawiska w
okresie wyjsciowym (dla ¢ = 0). Metoda wyznaczenia tendencji jest klasyczna metoda naj-

mniejszych kwadratow (KMNK). Funkcj¢ kryterium minimalizacji KMNK okresla si¢ jako:

" (5.54)
Z(yt —a— bt)? - min
t=1
Po rozwigzaniu uktadu rownan:
L i (5.5.5)
Z ye=na-+b z t
t=1 t=1
n n n
|Zytt =aZt+bZt2
kt:1 t=1 t=1
Otrzymujemy gotowe wzory na obliczenie wspolczynnikow a i b:
~ Zi=(e —y)(E—0) (5.5.6)
t=1(t — 1)
b=53,—af (5.5.7
gdzie:
y;:— warto$ci rzeczywiste,
t — zmienna czasowa (1 =1,2,3, ..., n),

¥ — $rednia arytmetyczna zmiennej Y;.
t — érednia arytmetyczna zmienne;j 7.

Bledy standardowe parametrow funkcji trendu liniowego obliczamy z nast¢pujacych wzo-

row:
5.5.8
S(a) = Séw  Tiza 7 59
S n- R, t? —nt?)
S0 = Sews (5.5.9)
’ ", t? — nt?
gdzie:

n — liczebno$¢ proby losowej,

Se ~ btad standardowy reszt (wzor 5.5.10),
t — zmienna czasowa (¢ =1,2,3, ..., n),

t — $rednia arytmetyczna zmienne;j ¢.

Ocen¢ dopasowania funkcji trendu mierzy si¢ w taki sam sposob jak w analizie regresji

stosujac identyczne mierniki doktadnosci (podrozdziat 4.4.3).
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Odchylenie standardowe skladnika resztowego (S, ,) oblicza si¢:

t)

(5.5.10)

B —90)°
fw n—k

gdzie:
Y¢ — warto$ci rzeczywiste zmiennej objasnianej,
¥+ — wartosci teoretyczne zmiennej objasniane;j,
n — liczebno$¢ proby losowej,
k — liczba oszacowanych parametrow (k = 2)

Wspélczynnik zmiennosci resztowej (V. ):

S, (5.5.11)
_ e
0=, 100

Ve

Funkcje trendu przyjmuje si¢ za dopuszczalng jesli V, o < Vg Wartos¢ graniczng V; ustala si¢
w sposob arbitralny. Najczgéciej przyjmowany poziom to 10% lub 15%.

Wspolezynnik zbiezno$ci — zgodnosci (@%) mozna zapisaé w postaci:

s 21 = 90)? (5.5.12)
Yi=1(Ve — ¥e)?
gdzie:
Yy, — wartosci rzeczywiste,

¥ — wartosci teoretyczne,
y,— $rednia arytmetyczna.

Wspolczynnik zbieznosci 2 - 100% informuje ile % zmienno$ci zmiennej y, nie zostala
wyjasniona przez zmienng czasowg f. Im warto$¢ wspotczynnika zbieznosci jest blizsza 0,
tym szacowana funkcja trendu jest lepiej dopasowana do warto$ci rzeczywistych zmiennej y,.

Wspotczynnik zbieznosci miesci si¢ w przedziale:

0<¢p?<1
Wspolezynnik determinacji (R?):

R? =1 — ¢? (5.5.13)
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Wspotczynnik determinacji R? - 100% informuje ile % zmienno$ci zmiennej y, zostala
wyjasniona przez zmienng czasowg 7. Im jego wartosc jest blizsza 1 tym dopasowanie tren-

du jest lepsze. Wspotczynnik determinacji miesci si¢ w przedziale:

0<R?<1
Woéwezas @2 + R? = 1.

Ksztatt tendencji rozwojowej badanego zjawiska w czasie moze przyjmowaé rowniez po-

sta¢ funkcji nieliniowej (rys. 5.5.14 — 5.5.18):

a) wielomianowa stopnia 2 (kwadratowa):

(5.5.14)
yt = (10 + alt + 0(11?2
y A a >0 y A a; <0
> > t
Zrédto: opracowanie whasne.
b) logarytmiczna:
y, =a+plhnt, (5.5.15)

y A a >0 Yy A a; <0

Zrédto: opracowanie wlasne.
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c) potegowa:
v, =at’, (5.5.16)

y A B>0 Yy A 0<p<1

> t

v
-

Zrodlo: opracowanie wiasne.

d) wykladnicza:
y, =af, (5.5.17)

Yy A B>0 Yy A 0<p<1

>
»

v

t t

Zrédto: opracowanie wlasne.
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e) hiperboliczna:

(5.5.18)

N.‘\Q

Yy, =a+

y A B>0 y A B<0

v

> "
Zrédto: opracowanie whasne.

5.6. Wyodrebnienie wahan sezonowych

Wahania sezonowe sg to wahania, ktore powtarzajg si¢ z pewng regularnoscig w Scisle
okreslonych podokresach w danym roku (rys. 5.6.1.). Wyrdznia si¢ podokresy (k) w ujeciu
miesigcznym (k = 12), kwartalnym (k = 4) i poétrocznym (k = 2). Wahania sezonowe mozna
wyodrebnié w wartosciach bezwzglednych (model addytywny') i procentach (model multipli-
katywny?). W przypadku wyodrebnienia bezwzglednych wahan sezonowych w modelu ad-
dytywnym procedura postgpowania jest nastgpujaca:

e climinujemy trend w szeregu czasowym poprzez wyliczenie roznic (d;):

de =ye—=Je (5.6.1)
gdzie:

V¢ — wartos$ci rzeczywiste szeregu czasowego,
¥, — wartosci teoretyczne obliczone na podstawie trendu (tzw. szereg wygtadzony).

e obliczamy surowe bezwzgledne wahania sezonowe (W, ) dla jednoimiennego
podokresu k:

(5.6.2)

_ 2ee — Je) _ Yede

W l l

! Model addytywny — zaklada, ze wartosci zmiennej y stanowig sume wszystkich (badz nicktérych) sktadowych szeregu
czasowego (tzn. trendu, wahan sezonowych, wahan cyklicznych i sktadnika losowego).

2 Model multiplikatywny — zaklada, ze wartosci zmiennej y stanowig iloczyn wszystkich (badz niektorych) skladowych
szeregu czasowego (tzn. trendu, wahan sezonowych, wahan cyklicznych i skfadnika losowego).
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gdzie:
 — liczba cykli (lat).

Surowe sktadniki sezonowe stanowig $rednig odchylen wartosci rzeczywistych od wartosci

wyznaczonych na podstawie trendu dzigki temu eliminuje si¢ wahania sezonowe.
* /\/

IAVAVAVAN
i

SAN~ AN~ N

>
L

t (czas)

) Rysunek 5.6.1. Elementy skladowe szeregu czasowego
Zroédlo: opracowane na podstawie M., Rabiej, Statystyka z programem Statistica, Helion, Gliwice 2012, s. 282.

e jesli suma surowych sktadnikow sezonowos$ci dla badanego podokresu bgdzie rozna

od zera np. dla danych kwartalnych YL, W, =W, + W, + W, + W, #0to

Si Sur Sy

woweczas obliczamy wspolczynnik korygujacy (W):

_ SR W (5.6.3)
k= m
gdzie:

m — liczba kwartatéw, miesigcy.

e obliczamy czyste bezwzgledne wahania sezonowosci (W, ):

W, = Wy, — Wy (5.6.4)

k =
Wowczas suma W, bedzie réwna zero. Czyste wskazniki sezonowosci informujg o ile badane

zjawisko $rednio wzrosto (znak +) lub spadto (znak —) w poréwnaniu z wartoSciami wyzna-

czonymi przez trend gdyby nie wystepowata sezonowos¢.
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W modelu multiplikatywnym wyodr¢bnienie wskaznikéw sezonowosci nalezy prze-
prowadzi¢ wedtug nastepujacej procedury:

¢ uwalniamy szereg czasowy od trendu w szeregu czasowym (d):

d, =2 (5.6.5)

gdzie:
V¢ — warto$ci rzeczywiste szeregu czasowego,
¥+ — wartosci teoretyczne obliczone na podstawie trendu (tzw. szereg wygladzony).

e obliczamy surowe wskazniki sezonowe (Wsk) dla jednoimiennego podokresu :

i (5.6.6)

gdzie:
[ — liczba cykli (lat).

e obliczamy czyste wskazniki sezonowosci (W) poprzez skorygowanie surowych

wskaznikow sezonowosci dzielgc je przez ich srednia:

z
Bl

(5.6.7)

k
kT =
Wsk

W badaniach nad sezonowoscia w szeregach czasowych wykorzystuje si¢ rowniez analize
harmoniczng. W tej metodzie wystepuja tzw. harmoniki sktadajace si¢ z funkcji sinusa
i cosinusa, ktore si¢ sumuje. Liczba harmonik réwna jest g Pierwszg harmonik¢ wylicza si¢
z calego szeregu, druga z polowy szeregu, trzecia z jednej trzeciej, czwarta z jednej czwartej
itd. Ostatecznie uwzglednia si¢ tylko te harmoniki, ktére w najwyzszym stopniu wyjasniaja
zmiany zmiennej objasnianej y,. Analiza harmoniczna opiera si¢ na badaniu wahan wokot

sredniej. Model przedstawia si¢ nastepujaco:
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gdzie:

Mozemy réwniez uwzgledni¢ trend wowczas model mozemy zapisa¢ w postaci:

gdzie:

n
a . (2T 2m
Ve =ag + Z [aism <7Lt) + B;cos (7”)]

i=1

ay— $redni poziom zmiennejyy,
a;, B; — oceny parametrow funkceji sinus i cosinus,
i— numer harmoniki.

ye=f(®)+ i [aisin (Z%it) + B;cos (%lt)]
i=1

f(t) — funkcja trendu.

Parametry ay, a;, b; oblicza si¢ wedtug wzoru:

gdzie:

.. . n . . ,
W ostatniej harmonice o numerze - parametr @2 wynosi zero a f; jest rowny:

Yi=1 Yt
ao =
n

_ 2 zn: . (Zn 't)
a; = " yeSin " i
t=1
n
b = ZZ (27r 't)
i = E yeCOos 71
t=1

ay, a;, b; — oceny parametréw a, a;, f;.

n
1
B2 = —Z yycos(mt)
n n t=1

Amplitud¢ harmonik oblicza si¢ wedlug wzoru:
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Ai= alz‘l'blz

(5.6.8)

(5.6.9)

(5.6.10)

(5.6.11)

(5.6.12)

(5.6.13)

(5.6.14)
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W celu zlokalizowania amplitud w czasie obliczamy tzw. przesunigcie fazowe:

&i (5.6.15)
p i =
f 6;
Wartosci ¢; i 8; obliczamy:
a
& = arctg <b_l) (5.6.16)
i
2mi (5.6.17)
91‘ -
n

Udziatl wariancji poszczeg6lnej harmoniki do ogétem wariancji wyznacza si¢ wedtug wzoru:

0,5(a? + b? 5.6.18
a,= 22000 Go19
i S2
y

gdzie:
Sf — wariancja zmiennej objasnianej.

Z kolei dla ostatniej harmoniki udziat wariancji ustala si¢ wedtug formuty:

_ (@ +b) (5.6.19)
= 100

5.7. Wyodrebnienie wahan przypadkowych
Wahania przypadkowe s3 to wahania o charakterze losowym. Wahania przypadkowe

(sktadniki resztowe) w modelu addytywnym oblicza si¢ wedlug wzoru:

e =Y — Ve — W, (5.7.1)

gdzie:
V¢ — warto$ci rzeczywiste szeregu czasowego,
¥, — wartosci teoretyczne obliczone na podstawie trendu,

W, — czyste wskazniki sezonowosci (wzor 5.6.4).

Sktadniki resztowe ( e;) informuja o wptywie na badane zjawisko tych czynnikéw, ktore nie
zostaly wyjasnione przez tendencj¢ rozwojowa i wahaniami sezonowymi.

Nastepnie obliczamy odchylenie skladnika resztowego S(e;) wedlug wzoru:

147



MAREK REKLEWSKI

~ 2 (5.7.2)
S(e,) = Z?:1(yt — Ve — ch) _ t=1 ef
v n—k T n—k
oraz wspolczynnik zmiennosci resztowej V(e;):
S(ey) (5.7.3)

V(e) = -100

t

5.8. Predykcja na podstawie trendu

Predykcja (prognozowanie) nazywa si¢ procesem szacowania warto§ci zmiennej progno-
zowanej w przyszios¢ na podstawie funkcji matematycznej. Zaktada si¢, ze horyzont progno-
zy nie powinien przekracza¢ 10-20% dtugos$ci analizowanego szeregu czasowego. Prognozy
wyro6znia si¢ jako:

e punktowe (jest to okreslona warto$¢ zmiennej prognozowanej),

e przedziatlowe (jest to przedziat liczbowy z gory nadanym prawdopodobienstwem).
Prognozowanie na podstawie trendu przeprowadza si¢ na podstawie modelu tendencji roz-
wojowe]j droga prostej jego ekstrapolacji. Przedzial prognozy wyznacza si¢ dla zatozonej
wiarygodnosci prognozy a tak, ze:

Pldyr <y: <gyr}=1- «a (5.8.1)
gdzie:
dyr = yr —ugSpr jestdolna granica przedziatu,
gyr = yr + ugSpr  jest gérna granica przedziatu.
Dla ustalonej wiarygodno$ci prognozy a i n — k — 1 stopni swobody dla matej proby (n < 30)
wartosci graniczne t, odczytujemy z tablic #-Studenta. Z kolei, dla duzej proby (n > 30) war-
tos$¢ u, odezytujemy z dystrybuanty rozktadu normalnego. Doktadnos¢ prognozy mierzy si¢
nastgpujacymi miernikami:
a) Sredni blad prognozy ex ante (Spr) — oblicza si¢ go przed realizacja prognozy, kto-
ry okresla, o ile przecigtnie prognozy bedg si¢ roézni¢ od rzeczywistych wartosci

zmiennej prognozowanej w okresie prognozowania:

(5.8.2)
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T-o° 1.
SpT:JerZ“ e

gdzie:
S2 — jest wariancja resztowsa trendu.

b) wzgledny blad ex ante (V;) oblicza si¢ go przed realizacja prognozy:

(5.8.3)
SpT
Vi =—-100%
T
Okresla ile procent prognozy stanowi sredni btad predykcji S,r. Jezeli:
Vi< Vg (5.8.4)

to prognoza jest dopuszczalna. Warto$¢ Graniczng btgdu V; wyznacza si¢ najczesciej na po-
ziomie 5% lub 10%.

Jezeli:
Vi> Vg (5.8.5)

woweczas prognoza jest traktowana jako niedopuszczalna.

c) blad prognozy ex post (67) — oblicza si¢ po realizacji prognozy stanowi roéznice mig-

dzy realizacja zmiennej prognozowanej a prognoza, co zapisuje si¢ w postaci:

Or =yr—yr (5.8.6)

d) wzgledny blad prognozy ex post (57) — oblicza si¢ po realizacji prognozy:

1) 5.8.7
83 =—-100% :87)
yr
Jezeli:
1671 < 8¢ (5.8.8)
to prognoza jest trafna.
Jesli:
[67] > &g (5.8.9)

wowczas prognoza jest nietrafna.

Granicg bledu §; wyznacza si¢ arbitralnie na poziomie 5% lub 10%.
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Przyklady

Przyklad S.1.

Przecigtne miesigczne wynagrodzenia brutto w Polsce w latach 2008-2018 wynosity odpo-

wiednio:

Wynagrodzenia

Lata yn (i’ 2A)

2008 3158,48
2009 3315,38
2010 3435,00
2011 3625,21
2012 3744,38
2013 3877,43
2014 4003,99
2015 4150,86
2016 4290,52
2017 4527,89
2018 4834,76

Zrodto: Bank Danych Lokalnych GUS.

Na podstawie danych przeprowadz analizg szeregu czasowego obliczajac:

a) jednopodstawowe przyrosty absolutne, przyjmujac rok 2008=100,

b) zmiennopodstawowe przyrosty absolutne,

¢) zinterpretowa¢ wyniki dla 2018 r.

Rozwiazanie

Do obliczenia przyrostow absolutnych (A) skorzystamy ze wzoréw 5.1.1-5.1.2.

Przyrosty absolutne
Lata Wynagrodzenia . .
(wzh) jednopodstawowe zmiennopodstawowe
(2008=100) (rok poprzedni=100)
2008 3158,48 3158,48 -3158,48=0 —
2009 3315,38 3315,38 - 3158,48 = 156,90 3315,38 - 3158,48 = 156,90
2010 3435,00 3435,00 - 3158,48 = 276,52 3435,00-3315,38 = 119,62
2011 3625,21 3625,21 - 3158,48 = 466,73 3625,21 - 3435,00 = 190,21
2012 374438 3744,38 - 3158,48 = 585,90 3744,38 - 3625,21 = 119,17
2013 387743 3877,43 - 3158,48 = 718,95 3877,43 - 3744,38 = 133,05
2014 4003,99 4003,99 - 3158,48 = 845,51 4003,99 - 3877,43 = 126,56
2015 4150,86 4150,86 - 3158,48 = 992,38 4150,86 - 4003,99 = 146,87
2016 4290,52 4290,52 - 3158,48 = 1132,04 4290,52 - 4150,86 = 139,66
2017 4527,89 4527,89 - 3158,48 = 1369,41 4527,89 - 4290,52 = 237,37
2018 4834,76 483476 - 3158,48 =1676,28 4834,76 - 4527,89 = 306,87

Zrodlo: opracowanie wiasne.
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Interpretacja:
e 0 podstawie stalej dla 2018 r.:
Przecigtne miesigczne wynagrodzenie brutto w Polsce w 2018 r. wzrosto o 1676,28 zt w po-
réwnaniu do 2008 r.
e 0 podstawie zmiennej dla 2018 r.:
Przecigtne miesigczne wynagrodzenie brutto w Polsce w 2018 r. wzrosto o 306,87 zt w po-

rownaniu do 2017 r.

Przyklad 5.2.

Na podstawie danych z przyktadu 5.1. przeprowadz analize szeregu czasowego obliczajac:
a) jednopodstawowe przyrosty wzgledne, przyjmujac rok 2008=100,
b) zmiennopodstawowe przyrosty wzgledne,

¢) zinterpretowa¢ wyniki dla 2018 r.

Rozwigzanie

Do obliczenia przyrostow wzglednych (w) skorzystamy ze wzorow 5.1.3-5.1.5.

Przyrosty wzgledne
W dzeni w)
Lata ynagro \ zema jednopodstawowe zmiennopodstawowe
(wzh (2008=100) (rok poprzedni=100)
(w %)
2008 3158,48 315848 — 315848 10 - 00 B
’ 3158,48 _
5009 331538 3315,38 — 3158,48 100 = 50 3315,38 — 3158,48 100 = 50
’ 3158,48 > 3158,48 >
010 3435.00 3435,00 — 3158,48 100 — 88 3435,00 — 3315,38 100 = 36
’ 3158,48 v 3315,38 -
362521 — 315848 3625,21 — 3435,00
2011 362521 . =14, . =5,
3158,48 100 =148 3435,00 100 =55
3744,38 — 3158,48 3744,38 — 3625,2
2012 3744,38 . =18, 2790 T Sbavs | =3
315848 100 = 18,6 36752 100 = 3,3
3877,43 — 315848 3877,43 — 3744,38
2013 387743 . = . =3,
3158,48 100 =228 3744,38 100 =36
014 003,99 4003,99 — 3158,48 100 = 268 4003,99 — 387743 100 = 33
’ 3158,48 o 3877,43 -
2015 415086 4150,86 — 3158,48 100 = 314 4150,86 — 4003,99 100 = 37
’ 3158,48 T 4003,99 —
016 4290.52 4290,52 — 3158,48 100 — 35.8 4290,52 — 4150,86 100 = 34
’ 3158,48 T 4150,86 _'
o197 452789 4527,89 — 3158,48 100 — 434 4527,89 — 4290,52 100 = 55
’ 3158,48 o 4290,52 >
4834,76 — 3158,48 4834,76 — 4527,89
2018 4834,76 . =53, . —6,
3158,48 100 =53,1 4527,89 100=¢6,8

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Interpretacja:

Przecigtne miesigczne wynagrodzenie brutto w Polsce w 2018 r. wzrosto o 53,1% w porow-

naniu do 2008 r.

Przecigtne miesigczne wynagrodzenie brutto w Polsce w 2018 r. wzrosto o 6,8% w porowna-

niu do 2017 r.

Przyklad 5.3.
Na podstawie danych z przyktadu 5.1. oblicz indeksy dynamiki:

o podstawie stalej dla 2018 r.:

o podstawie zmiennej dla 2018 r.:

a) jednopodstawowe, przyjmujac 2008=100,

b) zmiennopodstawowe,

¢) zinterpretowa¢ wyniki dla 2018 r.

Rozwiazanie

Do obliczenia indeksow dynamiki (f) skorzystamy ze wzorow 5.2.1-5.2.2.

Indeksy dynamiki
- dzeni (0))
Lata ynagrodzenia jednopodstawowe zmiennopodstawowe
(wzh) (2008=100) (rok poprzedni=100)
(w %)
Voo0n 315848 B
2008 3158,48 Voo 100 = 315848 100 =100,0
Y2009 331538 _ Y2009 _ 331538 _
2009 3315,38 Vao0m = m 100 = 105,0 Vaoos 100 = m 100 = 105,0
Y2010 3435,00 Y2010 3435,00
2010 3435,00 ——+100 = ————=-100= 1088 ——+100 = ————==-100=103,6
Va0m8 315848 Veato 3315,38
Vo011 362521 Vo011 3625,21
2011 2521 Y21 g0 = 202241 Lo Yaouu o0 362521
0 3625, Vao0m 315848 100=114,8 Yaoto 100 343500 100 = 105,5
Y2012 3744,38 Y2012 3744,38
2012 44 Y2012 40 = 2270 400 = 11 1100 = 222272 100 =1
0 3744,38 Voo 0 3158,48 00 8,6 Voot 36252 00 03,3
V2013 3877,43 Y2013 3877,43
2013 3877,43 ——+100 = ————=-100= 1228 ——+100 = ————-100 = 103,6
, V2008 315848 Voorz 374438
Y2014 4003,99 Y2014 4003,99
2014 4 Y2014 109 = 277 400 = 12 Y2014 100 = 2277 40021
0 003,99 Voo 3158,48 00 6,8 Vaora 387743 00 03,3
V2015 4150,86 V2015 4150,86
2015 4150,86 ——+100 = ————=-100=131,4 _— =—————-100 =103,7
Vz008 315848 Vaoie 003,99
Voot 4290,52 Vo016 429052
201 4290.52 Y2016 400 = 242902 o0 Yaoie oo _ 429052
016 90,5 o 0 315848 100 = 135,8 Vaois 0 215086 100 =103,4
Vaorr . 452789 Vaorr . 452789
2017 4527,89 Vo0m 0= 315848 100 = 1434 Vorte 0= 229052 100 = 105,5
V2018 4834,76 V2018 4834,76
2018 4834,76 ——-100 = ————-100 =153,1 ——-100 = ——=—=-100=106,8
: V2008 315848 Vaars 4527,89

Zrodlo: opracowanie wiasne.
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Interpretacja:
e 0 podstawie stalej dla 2018 r.:
Przecigtne miesigczne wynagrodzenie brutto w Polsce w 2018 r. wzrosto o 53,1%
(153,1% — 100,0% = 53,1%) w porownaniu do 2008 r.
e 0 podstawie zmiennej dla 2018 r.:
Przecigtne miesigczne wynagrodzenie brutto w Polsce w 2018 r. wzroslo o 6,8%

(106,8% — 100,0% = 6,8%) w poréwnaniu do 2017 r.

Przyklad 5.4.

Oblicz i zinterpretuj Srednie roczne tempo wzrostu przecigtnych miesigcznych wynagrodzen

brutto w Polsce (dane z przyktadu 5.1.).

Rozwiazanie
Do obliczenia $redniego tempa wzrostu I, skorzystamy ze wzoréw 5.3.1-5.3.3:

¢ na podstawie lancuchowych indekséw dynamiki:

t=11

9

= Y2 Y3 Ya Ve _ 11-1|Y2009 Y2010 Y2011 Y2018
Y1 Y2 Y3 Vi1

Y2008 Y2009 Y2010 Y2017

= '3/105,0 - 103,6 - 105,5 ... - 106,8 = 104,3%

¢ na podstawie metody uproszczonej (ostatni i pierwszy okres):
Yt = Y2018 = 4834,76
Y1 = Y2008 = 3158,48

t—-1 yt 11-1 y2018 10 4834,76
= — -100 = 100 = [=—=————=-100 = 104,3%
Y1 ‘IJ’zoog 1}3158.4-8

e na podstawie zlogarytmowanych danych (ostatni i pierwszy okres):

logy: = logy,p15 = l0g104834,76 = 3,6844

Sl

logy, = logy;o0s = 10g103158,48 = 3,4995

_ 1 1
logly, = P (logy, — logy,) = =1 (log4834,76 — log3158,48) =
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Interpretacja: Przeci¢tne miesi¢gczne wynagrodzenie brutto w Polsce w latach 2008-2018

1
= E(3'6844 —3,4995) = 0,01849

1,043 -100 = 104,3%

10001849 = 1,043

$redniorocznie (z roku na rok) rosto o 4,3%.

Przyklad S.5.

W hurtowni X wielko$¢ sprzedanych produktoéw i ich ceny w 2015 1 2018 r. ksztattowata si¢

nastepujaco:
2015 2018
Produkt
Cena (zt) Tlos¢ (szt.) Cena (zt) Ilosé (szt.)
A 20 8 25 9
B 30 10 35 12
Dane umowne.
Na podstawie danych oblicz agregatowy indeksy:
a) wartosci,
b) cen wedlug formuty Laspeyresa i Paaschego,
a) ilosci wedlug formuly Laspeyresa i Paaschego,
b) iloéciicen wedlug Fishera.
Rozwiazanie
2015 2018
Produkt Cena (zt) Tlo$¢ (szt.) Cena (z1) Tlos¢ (szt.)
Po qo Pe qe
A 20 8 25 9
B 30 10 35 12
Zrodto: opracowanie wlasne.
Obliczenia pomocnicze:
Produkt dobo qtDbt QoD¢ 4tbo
A 160 225 200 180
B 300 420 350 360
Ogélem 460 645 550 540

Zrodlo: opracowanie wiasne.

a) Indeks wartosci (wzor 5.4.1):
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_ 2. qcDe .

= 100
Yox qoPo

645
_ 2 GosP2ots, 100 = — - 100 = 140,2%
> q2015P2015 460

Interpretacja: Laczna warto$¢ sprzedanych produktow A i B w 2018 r. jest 0 40,2% wyzsza

w poréwnaniu do warto$¢ z 2015 r.

b) Indeks cen (wzory 5.4.2 i 5.4.4):

o Laspeyresa:

L= 2 qobe .
2 qoPo

L 100

2 G2015P2018 550
==———-100=——=-100 = 119,6%
> Q2015P2015 460

Interpretacja: Cena sprzedanych produktow w 2018 r. wzrosta o 19,6% w poréwnaniu do
2015 r. przy zatozeniu, ze wielko$¢ sprzedanych produktow w 2018 byla taka sama jak
w2015T.

e Paaschego:

P = ZCItPt_

= 100
P Y awo

2 G2018P2018 645
=———-100=—=-100 =119,4%
> Q2018P2015 540

Interpretacja: Cena sprzedanych produktow w 2018 r. wzrosta o 19,4% w poréwnaniu do
2015 r. przy zatozeniu, ze wielko$¢ sprzedanych produktow w 2015 byta taka sama jak
w2018 1.

¢) Indeks ilosci (wzory 5.4.3 i 5.4.5):
e Laspeyresa:

L= 2. qtPo ) _ 2q2018P2015 .

540
q 100 = —-100 = 117,4%

B 2 qoPo a Y q2015P2015 460

Interpretacja: Wielko$¢ sprzedazy produktow w 2018 r. wzrosta o 17,4% w poréwnaniu do
2015 r. przy zatozeniu ze ceny w 2018 r. byty takie same jak w 2015 r.

e Paaschego:

100

645
15 =ZQtpt_ =ZQ2018P2018.100=__100= 117,3%
2 qobe 2 q2015P2018 550

Interpretacja: Wielko$¢ sprzedazy produktow w 2018 r. wzrosta o 17,3% w poréwnaniu do

2015 r. przy zatozeniu ze ceny w 2015 r. byly takie same jak w 2018 1.

155



MAREK REKLEWSKI

d) Indeks cen i ilos$ci Fishera (wzory 5.4.6 i 5.4.7):

e indeks cen:

= |If-15 =/119,6 - 119,4 = 119,5%
Interpretacja: Sredni wzrost cen sprzedazy produktow A i B w 2018 r. w poréwnaniu do

2015 r. wynosit 19,5%.

e indeks ilosci:

£ = |Ik-17 = 117,4-117,3 = 117,3%

Interpretacja: Sredni wzrost wielkosci sprzedazy produktéw A i B w 2018 r. w poréwnaniu

do 2015 r. wynosit 17,3%.

Przyklad S.6.
Wyznacz tendencj¢ rozwojowa w sposob mechaniczny, wykorzystujac $rednig ruchomg trzy i

pigcioletnia (dane z przyktadu 5.1).

Rozwiazanie

e S$rednia ruchoma trzyletnia (wzor 5.5.1):

Wynagrodzenia Srednia ruchoma
Lata
(w zb) 3 okresowa
2008 3158,48 -
2009 331538 v+ 3;2 + s _ 3158,48 + 331;,38 +3435,00 - 330295
3315,38 + 3435,00 + 3625,21
2010 3435,00 Vat Vst * * = 2458553

3 3
2011 362521 V3t Yt ys _ 3435,00 + 3625,21 + 3744,38 = 3601,53

3 3
2 Vs T Ve _ 362521 + 3744,38 + 3877,43

2012 374438 : 2 =3749,01

o3 Ss77.43 Vs +;;6 ty, 374438+ 38737,4—3 FA03

014 4003.99 2 +;;7 +ys _ 387743+ 40033,99 FATS0R6 oo

2015 415056 v, ¥ 3;8 +y, _ 400399 + 41530,86 FA0ST

ol6 429052 A +y; + 1 _ 415086+ 42930,52 T8 oo
o1 4527.89 Vo ¥ y13° Fyn _ 429052+ 45237,89 FABBATE e
2018 4834,76 -

Zrbddto: opracowanie wlasne.
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e S$rednia ruchoma pigcioletnia:

Wynagrodzenia Srednia ruchoma

Lata
(wzh) 5 okresowa

2008 315848 -
2009 3315,38 -
2010 3435.00 Y1ty + );3 + Y+ Vs _ 3158,48 + 3315,38 + 34355,00 +3625,21 4+ 3744,38 — 345569
2011 362521 Yo +¥s +};1 +¥s+ Ve _ 3315,38 + 3435,00 + 362;,21 + 3744,38 + 3877,43 — 359948
2012 374438 Y3+ Y, + );5 +ye+y, _ 3435,00 + 3625,21 + 374:,38 + 3877,43 + 4003,99 = 373720
2013 3877.43 Vit ¥s+ 3;6 +y,+ys _ 3625,21 + 3744,38 + 38757,4—3 +4003,99 + 4150,86 — 388037
2014 4003.99 Vs + Y6+ );7 +ys+ Vo _ 3744,38 + 3877,43 + 40053,99 +4150,86 + 4290,52 - 401344
2015 4150.86 Ve +ys + y; + Yo + Y10 _ 3877,43 + 4003,99 + 415:,86 +4290,52 + 4527,89 — 417014
2016 4290.52 Y7 +yg + y95+ Yio + Y11 _ 4003,99 + 4150,86 + 429;),52 +4527,89 + 4834,76 — 436160
2017 4527,89 -
2018 4834,76 -

Zrodto: opracowanie wlasne.

Przeci¢tne miesieczne wynagrodzenie brutto w Polsce w latach 2008-2018

Wynagrodzenia (zt)

5 000,00
4 800,00 /
4 600,00

4 400,00 /
4 200,00 /
4000,00 ;

e (lane empiryczne

3 800,00 = === Srednia ruchoma trzyletnia
3600,00 / $rednia ruchoma piecioletnia
3400,00 /

3200,00 -

3 000,00 T T T T T T T T T T 1

2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018 Lata

Zrodto: opracowanie wlasne.

Przyklad 5.7.
Oszacuyj i dokonaj oceny stopnia dopasowania funkcji trendu. Wyznacz prognoze przecigt-

nych miesigcznych wynagrodzen na 2019 r. (dane z przyktadu 5.1).

Rozwigzanie

y: = 3905,81 zi, t=61lat
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Obliczenia pomocnicze:

Zmienna | Wynagrodzenia

Czasowa (wzh Ve = ¥e t—t -y -9 (t-9?
! Ve
1 3158,48 -747,33 -5 3736,65 25
2 3315,38 -590,43 -4 2361,72 16
3 3435,00 -470,81 -3 1412,43 9
4 3625,21 -280,60 2 561,20 4
5 3744,38 -161,43 -1 161,43 1
6 3877,43 -28,38 0 0,00 0
7 4003,99 98,18 1 98,18 1
8 4150,86 245,05 2 490,10 4
9 4290,52 384,71 3 1154,13 9
10 4527,89 622,08 4 2488,32 16
11 4834,76 928,95 5 4644,75 25

- - - 17108,91 110

Zrédlo: opracowanie wilasne.

1. Obliczam wspélczynniki regresji liniowej (wzory 5.5.6 i 5.5.7):
Ve =a+ bt

_ Ui=(e—y)(E -0 1710891

N G R VT e

b =y, —at = 390581 — 155,54 - 6 = 2972,57
Trend liniowy przyjmuje postac:
¥ = 2972,57 + 155,54t

Trend liniowy przecietnych miesigcznych wynagrodzen brutto w Polsce w latach 2008-2018

Wynagrodzenia (w zt)

5000,00

4 800,00 /’ Yy, = 2972,6 + 155,54t
R?=98,5%

4 600,00 o -

4 400,00 /

4200,00 / =¢=—dane empiryczne
4.000,00 trend liniowy
3800,00 s

3600,00 y

3400,00 "

3200,00 - /

3000,00 ——————
2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018

Lata
Zrodto: opracowanie whasne.
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Interpretacja parametrow a i b:

e a=2972,57 — wyraz wolny a informuje o teoretycznym poziomie przeci¢tnych mie-
siecznych wynagrodzen brutto w Polsce w okresie wyjsciowym (dla ¢ = 0), a wiec dla
t=2007r.,

e b = 155,54 — wspolczynnik kierunkowy b jest dodatni (b > 0) oznacza to, ze Srednio-
roczny wzrost przeci¢tnych miesigcznych wynagrodzen brutto w Polsce w latach

2008-2018 wynosit 155,54 zt.

2. Obliczam bledy standardowe parametréw trendu liniowego (wzory 5.5.8 i 5.5.9):

Obliczenia pomocnicze:

Zmienna | Wynagrodzenia

czasowa (wzbh) t?
! Ve
1 3158,48 1
2 3315,38 4
3 3435,00 9
4 362521 16
5 3744,38 25
6 387743 36
7 4003,99 49
8 4150,86 64
9 4290,52 81
10 4527,89 100
11 4834,76 121
- - 506

Zrodto: opracowanie wlasne.

gdzie:
n =16 (wojewodztw)

Sey = 67,5 — warto$¢ obliczona w cze¢$ci miary dopasowania pkt a).
Sez(t) = 67,52 = 4556,25

SZ. Mio tF 4556,25 - 506
S(a) = e ’ = 43,65
n- (X, tZ —nt2) |11-(506— 11-62)

6,44

Sb) = Se s, 67,5
n

=1%
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Bledy standardowe parametrow pokazujemy w nawiasach pod parametrami:

$, = 2972,57 + 155,54t
(+43,65)  (£6,44)

Interpretacja bledow standardowych ocen wspélczynnikow regresji a i b:
o S(a) = 43,65 — wspolczynnik a = 2972,57 odchyla sie Srednio o + 43,65,
e S(b) = 6,44 — wspdltczynnik b = 155,54 odchyla si¢ $rednio o + 6,44.

Miary dopasowania trendu liniowego:

a) odchylenie standardowe skladnika resztowego (wzér 5.5.10):

Obliczenia pomocnicze:

Wartosci Zmienna Warto$ci
rzeczywiste czasowa teoretyczne: ResztAy 0 =9 )2
Ve t $¢ = 2972,57 + 155,54t Ye= Ve e e
3158,48 1 2972,57+(155,54 - 1)=3128,11 30,37 922,34
3315,38 2 2972,57+(155,54 - 2) = 3283,65 31,73 1006,79
3435,00 3 2972,57+(155,54 - 3) = 3439,19 -4,19 17,56
362521 4 2972,57+(155,54 - 4) = 3594,73 30,48 929,03
374438 5 2972,57+(155,54 - 5) = 3750,27 -5,89 34,69
387743 6 2972,57+(155,54 - 6) = 3905,81 -28,38 805,42
4003,99 7 2972,57+(155,54 - 7) = 4061,35 -57,36 3290,17
4150,86 8 2972,57+(155,54 - 8) = 4216,89 -66,03 4359,96
4290,52 9 2972,57+(155,54 - 9) = 4372,43 -81,91 6709,25
4527,89 10 2972,57+(155,54 - 10) = 4527,97 -0,08 0,01
4834,76 11 2972,57+(155,54 - 11) = 4683,51 151,25 22876,56
- - - - 40951,78
Zrodto: opracowanie wlasne.
2t=1 (Ve — 9)? 40951,78 75
Sew = n—k =JTioz T

Interpretacja: Odchylenie standardowe sktadnika resztowego informuje, ze rzeczywiste war-

tosci przecigtnych miesigcznych wynagrodzen brutto odchylajg si¢ (r6znig si¢) od wartosci

teoretycznych obliczonych na podstawie trendu $rednio o £+ 67,5 zt.
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b) wspolczynnik zmiennoSci resztowej (wzor 5.5.11):

v, = Sea 100 =272 100 = 1,7%
0~ Ty, ~ 3905,81 -
1,7% < 10,0%

Vewy < Vg

Interpretacja: Odchylenie standardowe sktadnika resztowego stanowi tylko 1,7% S$redniej
arytmetycznej przecigtnych miesigcznych wynagrodzen brutto w Polsce w latach 2008-2018

co $wiadczy o bardzo dobrym dopasowaniu trendu liniowego do danych rzeczywistych.

c) wspolczynnik zbiezno$ci (wzér 5.5.12):

Obliczenia pomocnicze:

Wartosci Wartosci
rzeczywiste | teoretyczne Ve — Ve e = 90)? Ye = Ve e = 7e)?
Yt Ve
3158,48 3128,11 30,37 922,34 747,33 558502,13
3315,38 3283,65 31,73 1006,79 -590,43 348607,58
3435,00 3439,19 -4,19 17,56 470,81 221662,06
362521 3594,73 30,48 929,03 -280,60 78736,36
374438 3750,27 -5,89 34,69 -161,43 26059,64
3877,43 3905,81 28,38 805,42 28,38 805,42
4003,99 4061,35 -57,36 3290,17 98,18 9639,31
4150,86 4216,39 66,03 435996 245,05 60049,50
4290,52 4372,43 -81,91 6709,25 384,71 148001,78
4527,89 452797 -0,08 0,01 622,08 386983,53
483476 4683,51 151,25 22876,56 928,95 862948,10
- - - 40951,78 - 2701995,41

Zrodto: opracowanie whasne.

2 _ Yt e — )2 _ 40951,78
Y (Ve —yo)?  2701995,41

@ = 0,015

®?-100% = 0,015-100% = 1,5%

Interpretacja: Tylko 1,5% zmiennosci przecigtnego miesigcznego wynagrodzenia brutto
w Polsce w latach 2008-2018 nie zostato wyjasnione przez liniowa funkcje trendu.

d) wspolczynnik determinacji (wzér 5.5.13):

R2=1-¢%=1-0,015= 0,985
R?-100% = 0,985 - 100% = 98,5%
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Interpretacja: Zmienno$¢ przecigtnego miesigcznego wynagrodzenia brutto w Polsce w la-
tach 2008-2018 zostala wyjasniona w 98,5% przez liniowa funkcje trendu.

Prognoza punktowa wynagrodzen na 2019 r. (dla = 12):

$2010 = V010 = 2972,57 + 155,54t = 2972,57 + 155,54 - 12 = 4839,05 zt

Interpretacja: Szacuje si¢, ze przecig¢tne miesigczne wynagrodzenie brutto w 2019 r. moze

wynies¢ okoto 4839,05 zt.

Prognoza przedzialowa (wzor 5.8.1)
Dla poziomu istotno$ci (testu dwustronnego) o = 0,05 i df = 11 — 2 = 9 stopni swobody dla malej

proby (n < 30) odczytujemy z tablic rozkladu #-Studenta wartos¢ krytyczng t, = 2,2622.

P{Y§019 — toSpr <Yt < Y3010t taSpT} =1l-a
P{4839,05 — 2,2622-9,8 <y, < 4839,05 + 2,2622-9,8} = 0,95
4816,88 < y, < 4861,22

Interpretacja: Z 95% prawdopodobienstwem mozna przypuszcza¢ ze wielko$¢ wynagrodzen

w 2019 r. bedzie ksztattowac si¢ w granicach wyznaczonego przedziatu [4816,88 zt; 4861,22 zt].

Wartosci krytyczne dla testu t-Studenta

Poziom isto, 10sci dh testu jednostronnego
00 | 005 | o025 [ o001 | 0005 | 00005
Poziom stonosei dla testu dwustronnego
0,2 0,1 0,05 0,02 0,01 0,001
3,077684(6,313752(12,706205|31,820516{63,656741|636,619249
1,885618)2,919986] 4,302653 | 6,964557 | 9,924843 | 31,599055
1,63774412,353363| 3,182446 | 4,540703 | 5,840909 | 12,923979
1,533206)2,131847| 2,776445 | 3,746947 | 4,604095 | 8.610302
1,475884(2,015048| 2,570582 | 3,364930 | 4,032143 | 6,868827
1,439756|1,943180| 2,446912 | 3,142668 | 3,707428 | 5958816
1,414924|1,894579] 2,364624 | 2997952 | 3,499483 | 5407883
1,396815]1,859548( 2 2,896459 | 3,355387 [ 5,041305
1,383029(1,8331134 2,262157 ) 2,821438 | 3,249836 | 4,780913
10 1,372184(1,812461| 2,2 91 2,763769 | 3,169273 | 4.586894
11 |1,363430(1,795885] 2,200985 | 2,718079 | 3,105807 | 4436979

| e | | e —

wlee | -ajes

m—

Zrodto: opracowane na podstawie: W. Artichowicz, Statystyka. Korzystanie z podstawowych rozkladéw prawdopodobien-

stwa, Gdansk, PG, 2014/2015, s. 17, https://artichowiczdotnet.files.wordpress.com/2016/03/statystykacwiczenia5.pdf
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Mierniki dokladnosci prognozy

a) Sredni blad prognozy ex ante (wzér 5.8.2):

r-92 1 (12 - 6)2
Syr = J Tt 52, = ﬁ +1|-67,5=98

Interpretacja: Warto$¢ odchylen przecigtnych miesigcznych wynagrodzen brutto od progno-

zy w 2019 r. wynosi 9,8 zt.
b) wzgledny blad ex ante (wzoér 5.8.3):

1y 9,8
“P2019 . 100% = —————- 100% = 0,21%

V*
T Y0 4839,05

Vi <V
0,21% < 5%

Interpretacja: Poniewaz dla przyjetego poziomu biedu prognozy V; = 5% spelniony jest
warunek V7 <V, stwierdza si¢, ze warto$¢ prognozy na 2019 r. jest na poziomie dopuszczal-

nym.

c) blad prognozy ex post (wzér 5.8.6):

Y2019 = 5023,4 — warto$¢ umowna

6'[* = Y2019 — y;019 = 5023,4 - 4839,05 = 184,35 zt
Interpretacja: Warto$¢ rzeczywista rézni si¢ od wartosci prognozowanej o 184,35 zi.

d) wzgledny blad prognozy ex post (wzér 5.8.7):

& =219, 100% = 184,35 +100% = 3,67%
" Vo019 ’ 5023,4 T '
1671 < 8¢

13,67%| < 5%

Interpretacja: Poniewaz dla przyjetego poziomu btgdu prognozy 8; = 5% spehiony jest

warunek 67 < §; oznacza to, ze prognoze na 2019 r. uznaje si¢ za trafna.
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Przyklad S.8.
Na podstawie danych kwartalnych liczby pracujacych w latach 2014-2017 w Polsce wyznacz
addytywne i multiplikatywne skfadniki sezonowosci:

Kwartaty Liczba pracujacych
Lata o (W tys.)
2014 1 15573
2014 11 15793
2014 11T 16063
2014 v 16018
2015 I 15837
2015 1I 15986
2015 111 16234
2015 1\Y% 16280
2016 1 16012
2016 11 16182
2016 111 16266
2016 v 16328
2017 1 16281
2017 11 16496
2017 111 16510
2017 v 16404

Zrodlo:, Aktywnosé ekonomiczna ludnosci Polski IV kwartal 2017 r., GUS Warszawa 2018, s. 25.

Zgodnie z danymi:
t =16 — liczba okresow,
[ =4 lata — liczba cykli,
QO = 4 kwartaly.

Rozwiazanie

L. Addytywne bezwzgledne wahania sezonowe

Parametry trendu liniowego liczby pracujacych maja postac:

9, = 15724,83 + 49,01t
(£64,60)  (+£6,68)

Mierniki dopasowania trendu s nastepujace:

R?=79,4%, S

e

=123,2, V,

e

=0,76%
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uwalniamy szereg czasowy od trendu (wzor 5.6.1):

Obliczenia pomocnicze:
‘ Lata Kwartaty Ve Ve d=y. =
Q

1 2014 I 15573 15774 -201
2 2014 11 15793 15823 -30
3 2014 111 16063 15872 191
4 2014 v 16018 15921 97
5 2015 I 15837 15970 -133
6 2015 11 15986 16019 -33
7 2015 111 16234 16068 166
8 2015 v 16280 16117 163
9 2016 I 16012 16166 -154
10 2016 11 16182 16215 -33
11 2016 111 16266 16264 2
12 2016 v 16328 16313 15
13 2017 I 16281 16362 -81
14 2017 I 16496 16411 85
15 2017 111 16510 16460 50
16 2017 v 16404 16509 -105

Zrodto: opracowanie wiasne.

Trend liniowy liczby pracujacych w Polsce w latach 2014-2017

Pracujacy (w tys.)

16700
Y, = 15724,83+ 49,01t
16500 f_«\ R?=79,4%
16300 ,,/\/
//\ / —o—dane empiryczne
X
16100 /\\ / v trend liniowy
15900 / \ /
A\'4
15700 //
15500 T T T T T T T T T T T

6 7 8

Zrodlo: opracowanie wiasne.

T T T 1

9 10 11 12 13 14 15 16

Kwartaty

¢ obliczam sume odchylen wartosci rzeczywistych i empirycznych okreséw jednoi-

miennych (d):

Lata I kwartat 1T kwartat 1IT kwartat IV kwartat
2014 -201 -30 191 97
2015 -133 -33 166 163
2016 -154 -33 2 15
2017 -81 85 50 -105
Suma -569 -11 409 170

Zr6dlo: opracowanie wiasne.

165



MAREK REKLEWSKI

e obliczam surowe wahania sezonowe (wzor 5.6.2):

— dla I kwartatu — dla I kwartatu
2t —9:)  —569 2 —9) —11
W, = ; =— = —142,25 W, = — 7 == = -2,75
— dla III kwartatu —dla IV kwartalu
2e(ye —9:) 409 Ye(ye — ) 170
Wou == =g = 10225 B

Zrodlo: opracowanie wiasne.

m

W, = W, + Wy + Wy + Wy = —142,25 — 2,75 + 102,25 + 42,5 = —0,25
k=1

Suma surowych sktadnikéw sezonowych wynosi -0,25, tak wigc nalezy obliczy¢ wspdtczyn-

nik korygujacy (W) wedlug wzoru 5.6.3:

e W, -0,25
Wk — k=1"Ysp —

= —0,06
m 4

e obliczam czyste wahania sezonowosci (wzor 5.6.4):

—dla I kwartalu — dla II kwartatu

W, = Wy, — W, = —142,25 — (=0,06 = —142,19 W,

974

=W, — W, = 2,75 — (—0,06) = —2,69

— dla III kwartatu —dla IV kwartatu

I/VCIII

=W, — W, = 102,25 — (~0,06) = 102,31 W,

v

=W, — W, = 42,5 - (=0,06) = 42,56

Zrodto: opracowanie wlasne.

Kwartalne bezwzgledne wahania sezonowosci liczby pracujacych w Polsce w latach 2014-2017

Pracujacy (w tys.)
150

100 /\
50 / ¢
0
| /; m v Kwartaty
-50 /
-100 /
-150

-200

Zroédlo: opracowanie wiasne.
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Interpretacja: W kazdym pierwszym i drugim kwartale w Polsce w latach 2014-2017 na
skutek wystepowanie wahan sezonowych liczba pracujacych byla nizsza $rednio o: 142,19
tys. 12,69 tys. 0s6b w porownaniu do warto$ci wyznaczonych na podstawie trendu liniowego.
Z kolei w trzecim i czwartym kwartale wptyw sezonowosci spowodowat wzrost liczby pracu-

jacych srednio o 102,31 tys. i 42,56 tys. 0sob.

II. Multiplikatywne wskazniki sezonowe

e uwalniamy szereg czasowy od trendu (wzoér 5.6.5):

Obliczenia pomocnicze:

/ Lata Kwartaly Ve Pe d, = &

0 Ve
1 2014 1 15573 15774 0,9873
2 2014 1T 15793 15823 0,9981
3 2014 111 16063 15872 1,0120
4 2014 I\ 16018 15921 1,0061
5 2015 I 15837 15970 0,9917
6 2015 1I 15986 16019 0,9979
7 2015 111 16234 16068 1,0103
8 2015 v 16280 16117 1,0101
9 2016 1 16012 16166 0,9905
10 2016 11 16182 16215 0,9980
11 2016 1II 16266 16264 1,0001
12 2016 v 16328 16313 1,0009
13 2017 1 16281 16362 0,9950
14 2017 I 16496 16411 1,0052
15 2017 11T 16510 16460 1,0030
16 2017 v 16404 16509 0,9936

Zrodto: opracowanie wlasne.

e obliczam sume $rednich wartosci d; dla kwartatéw I-IV:

Lata I kwartat 1T kwartat 11T kwartat IV kwartat
2014 0,9873 0,9981 1,0120 1,0061
2015 0,9917 0,9979 1,0103 1,0101
2016 0,9905 0,9980 1,0001 1,0009
2017 0,9950 1,0052 1,0030 0,9936
Suma 3,9645 3,9992 4,0254 4,0107

Zrédto: opracowanie wlasne.
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obliczam surowe wskazniki sezonowosci (wzor 5.6.6):

— dla I kwartatu —dla II kwartatu
23 39645 .3
_ V> _ ~ _ “ty, 39992
Wy, = —t == —= 09911 Wy, = —+=——=0999%8
— dla IIT kwartatu —dla IV kwartatu
Yt Yt
X, 4,0254 Xe5 40107
i = ] =——=1,0064 St = < =——-=1,0027

Zrodto: opracowanie wlasne.

e obliczam czyste wskazniki sezonowosci (wzér 5.6.7):
= 0,9911 + 0,9998 + 1,0064 + 1,0027
Were = =1

4
— dla I kwartatu —dla IT kwartatu
W, 09911 W, 09998
W, === 10 =0,9911 ey === 10 = 0,9998
Wsk ’ Wsk ’
— dla IIT kwartatu —dla IV kwartatu
W, = oo = 00O 064 W, = W _ 10027 1,0027
i :sk - 10 7 v :sk 10 07
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Kwartalne wskazniki sezonowosci liczby pracujacych

Wskazniki w Polsce w latach 2014-2017
sezonowosci
1,010
1,005 A

1,000 /
0,995

0,990
0,985 I | I I
1 1] m v Kwartaty
Zrodto: opracowanie wiasne.
e kwartal I:
Wc, = (0,9911-100%) — 100% = 99,11% — 100% = —0,89%
e kwartal II:
VT/C” = (0,9998 - 100%) — 100% = 99,98% — 100% = —0,02%
e kwartal I1I:
W,,, = (1,0064 - 100%) — 100% = 100,64% — 100% = 0,64%
e kwartal IV:

W,,, = (1,0027 - 100%) — 100% = 100,27% — 100% = 0,27%

Interpretacja: W kazdym pierwszym i drugim kwartale w Polsce w latach 2014-2017 na
skutek wystepowanie sezonowosci liczba pracujacych byta nizsza odpowiednio o: 0,89%
1 0,02% od przecigtnej kwartalnej rownej 100%. Z kolei w trzecim i czwartym kwartale

wplyw sezonowosci powodowal wzrost liczby pracujacych odpowiednio o: 0,64% 1 0,27%.

Przyklad 5.9.

Przeprowadz analiz¢ harmoniczng liczby pracujgcych w Polsce za lata 2014-2017 na podsta-
wie danych z przyktadu 5.8. W przykladzie ograniczono si¢ do wyznaczenia tylko pierwszej

i drugiej harmoniki ze wzglgdu na obszernos$¢ obliczen.

Obliczenia w tym przykladzie najlepiej wykonywac¢ w programie Excel.
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Skladnia funkcji trygonometrycznych w Microsoft Excel

Sinus =SIN(liczba)
Cosinus =COS(liczba)
arc tg (arcus tangens) =ATAN(liczba)

Funkcja ATAN() zwraca kat w radianach z przedziatu [— % , g], ktore zamieniamy na stopnie:

o = 180" rad
T

Mozemy skorzysta¢ z gotowych komend:
=ATAN(liczba)*180/PI()
=STOPNIE(ATAN(liczba))
Pamigetaj, ze:
2m = 360°
m = 180°

Zrodto: opracowane na podstawie https:/support.office.com/pl-pl/article/stopnie-funkcji

Rozwiazanie

Obliczenia pomocnicze harmoniki pierwszej:

t Ve x = 27” it sinx cosx Yy, Sinx Y, COSX
1 15573 0,3927 0,3827 0,9239 5959.,5 14387,6
2 15793 0,7854 0,7071 0,7071 11167,3 11167,3
3 16063 1,1781 0,9239 0,3827 14840,3 6147,0
4 16018 1,5708 1,0000 0,0000 16018,0 0,0
5 15837 1,9635 0,9239 -0,3827 14631,5 -6060,6
6 15986 2,3562 0,7071 -0,7071 11303,8 -11303,8
7 16234 2,7489 0,3827 -0,9239 6212,5 -14998,3
8 16280 3,1416 0,0000 -1,0000 0,0 -16280,0
9 16012 3,5343 -0,3827 -0,9239 -6127,5 -14793,2
10 16182 3,9270 -0,7071 -0,7071 -11442.4 -11442,4
11 16266 4,3197 -0,9239 -0,3827 -15027,8 -6224,7
12 16328 4,7124 -1,0000 0,0000 -16328,0 0,0
13 16281 5,1051 -0,9239 0,3827 -15041,7 6230,5
14 16496 5,4978 -0,7071 0,7071 -11664,4 11664,4
15 16510 5,8905 -0,3827 0,9239 -6318,1 15253,3
16 16404 6,2832 0,0000 1,0000 0,0 16404,0
n=16 258263 - - - -1817,1 151,2

Zrodlo: opracowanie wiasne.

e liczba harmonik wynosi:
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Numer Liczba Liczba
harmoniki kwartatow lat
1 16 4
2 8 2
3 53 1,3
4 4 1
5 32 0,8
6 2.67 0,67
7 2,29 0,57
8 2 0,5
Zrodto: opracowanie whasne.
e obliczam parametr a, (wzor 5.6.10):
Y.y, 258263
0 " 16 16141,44
e obliczam wariancje (wzér 2.2.1):
Obliczenia pomocnicze:
t Ve Yi—y i = 9)?
1 15573 -568,4 323124,0
2 15793 -348,4 1214104
3 16063 78,4 6152,8
4 16018 -1234 15237,4
5 15837 -304,4 92683,7
6 15986 -155,4 24161,6
7 16234 92,6 85674
8 16280 138,6 19198,9
9 16012 -129,4 16754,7
10 16182 40,6 1645,1
11 16266 124,6 15515,2
12 16328 186,6 34804,6
13 16281 139,6 19477,0
14 16496 354,6 125712,8
15 16510 368,6 135836,5
16 16404 262,6 68937,8
_n=16 258263 - 10292199
Zrodto: opracowanie wiasne.
N )2
S2= ZimOi 7 y)7_ 10292199 64326,24

n

16
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e obliczam parametry a, i by (wzory 5.6.11 i 5.6.12):

2 2m N\  —18171
a, = EZ Y, Sin (7“?) =—% - —-227,1

) _ZZ": (2”'t)—151’2—189
1—nt_1ytcos Cit)=——=18,

e obliczam procent wyjasnionej wariancji (wzor 5.6.18):

05 (a+b?) oY (—227,12 + 18,92)

A
! Sz 64326,24

-100 = 40,4%

Interpretacja: Pierwsza harmonika (w okresie 4 letnim) wyjasnia 40,4% ogodlnej zmiennosci
zmiennej Y.

e obliczam amplitude¢ harmoniki pierwszej (wzér 5.6.14):

A, = /af +b%=[-227,12 + 18,92 = 227,9

Amplituda wahan wynosi 227,9.

e przesuniecie fazowe amplitudy pierwszej na osi czasu (wzory 5.6.15-5.6.17):

a, —2271
&g =arctg (b_> =arc tg( ) = —1,4878

1 18,9

180°- rad 180°-(—1,4878)

g =a°= = ~ —85,24
T T
_2m‘_360°-1_225

Y™ n T 16 77
& —8524

PR=%,= 225 = 8

Model mozemy zapisa¢ w postaci:

9, = 16141,44 — 227,1 sin (g t) +18,9 cos (% t)
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Obliczamy parametry drugiej harmoniki dzielac szereg czasowy na dwie rowne czesSci:

Obliczenia pomocnicze harmoniki drugiej:

t Ve x = Zgit sinx cosx Yy, Sinx Y COSX
1 15573 0,7854 0,7071 0,7071 11011,77 11011,77
2 15793 1,5708 1,0000 0,0000 15793,00 0,00
3 16063 2,3562 0,7071 -0,7071 11358,26 -11358,26
4 16018 3,1416 0,0000 -1,0000 0,00 -16018,00
5 15837 3,9270 -0,7071 -0,7071 -11198,45 -11198,45
6 15986 4,7124 -1,0000 0,0000 -15986,00 0,00
7 16234 5,4978 -0,7071 0,7071 -11479,17 11479,17
8 16280 6,2832 0,0000 1,0000 0,00 16280,00
n=8 127784 - - - -500,59 196,24
9 16012 0,7854 0,7071 0,7071 11322,19 11322,19
10 16182 1,5708 1,0000 0,0000 16182,00 0,00
11 16266 2,3562 0,7071 -0,7071 11501,80 -11501,80
12 16328 3,1416 0,0000 -1,0000 0,00 -16328,00
13 16281 3,9270 -0,7071 -0,7071 -11512,41 -11512,41
14 16496 4,7124 -1,0000 0,0000 -16496,00 0,00
15 16510 5,4978 -0,7071 0,7071 -11674,33 11674,33
16 16404 6,2832 0,0000 1,0000 0,00 16404,00
n=8 130479 - - - -676,75 58,32
Suma 258263 - - - -1177,34 254,56

Zrodto: opracowanie wlasne.

e obliczam parametry a, i b, (wzory 5.6.11 i 5.6.12):

—-1177,34
z Y Sin (— lt) B — = —147,17

_ ZZ <21r t) 254,56 — 3182
Z—nt_lytcos i g - 3L

e obliczam procent wyjasnionej wariancji (wzor 5.6.18):

05-(at +bH) | o 05-(-14717° +3182%) o
s2 - 64326,24 TR

A2=

Interpretacja: Druga harmonika (w okresie 2 letnim) wyjasnia 17,62% ogolnej zmiennosci

zmiennej y;.
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e obliczam amplitud¢ harmoniki drugiej (wzoér 5.6.14):

A, = |a? +b? = [—147,172 + 31,822 = 150,57

Amplituda wahan wynosi 150,57.

e przesuniecie fazowe amplitudy drugiej na osi czasu (wzory 5.6.15-5.6.17):

aq —147,17
& =arctg (b_) =arctg (—) = —1,3579

1 31,82

180°- rad 180" - (—1,3579)

g =a= = ~ —77,80
T T
_2m‘_360°-2_450

T n T 16
g —77,80

Py, = 9_2 T 45 =17
Wtedy model mozemy zapisaé w postaci:
9, = 16141,44 — 147,17 sin (E t) + 31,82 cos (E t)
2 2

Harmoniki pierwsza i druga wyjasniaja 58,02% wariancji zmiennej y;.

Analiz¢ harmoniczng ze $rednig stosuje si¢ w szeregach czasowych, w ktorych nie wystegpuje
tendencja rozwojowa. W analizowanym szeregu liczby pracujacych w Polsce zidentyfikowa-
no trend liniowy o postaci:

9§, = 15724,83 + 49,01¢

Stad tez, zastosujemy analiz¢ harmoniczng z trendem (wzor 5.6.9). Analizowany szereg skta-

da si¢ z reszt X; obliczonych pomi¢dzy warto$ciami rzeczywistymi a teoretycznymi.
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Rozwigzanie

Obliczenia pomocnicze:

t Reszty x = Z—Hit sinx cosx X, sinx X.cosx
=y —f(t) " n ¢ ¢
1 -201 0,3927 0,3827 0,9239 -76,92 -185,70
2 -30 0,7854 0,7071 0,7071 -21,21 -21,21
3 191 1,1781 0,9239 0,3827 176,46 73,09
4 97 1,5708 1,0000 0,0000 97,00 0,00
5 -133 1,9635 0,9239 -0,3827 -122,88 50,90
6 -33 2,3562 0,7071 -0,7071 -23,33 23,33
7 166 2,7489 0,3827 -0,9239 63,53 -153,36
8 163 3,1416 0,0000 -1,0000 0,00 -163,00
9 -154 3,5343 -0,3827 -0,9239 58,93 142,28
10 -33 3,9270 -0,7071 -0,7071 23,33 23,33
11 2 4,3197 -0,9239 -0,3827 -1,85 -0,77
12 15 4,7124 -1,0000 0,0000 -15,00 0,00
13 -81 5,1051 -0,9239 0,3827 74,83 -31,00
14 85 5,4978 -0,7071 0,7071 -60,10 60,10
15 50 5,8905 -0,3827 0,9239 -19,13 46,19
16 -105 6,2832 0,0000 1,0000 0,00 -105,00
n=16 1,00 - - - 153,66 -240,81
Zrodlo: opracowanie whasne.
Liczba pracujacych w Polsce w latach 2014-2017 (wykres reszt X;)
Pracujgcy (w tys.)
250
el ’\191 166183
[\ [\
O Y A WY N
50 50
2 15
°1 K t
o 1 3 4 \s 7 8|9 11 12\13/ 14 15\16 wartaty
- 30 33 -33 V
200N/ 0\ o\
/ V-133 V
-150 / & 157
-200 201
-250
Zrédto: opracowanie whasne.
obliczam wariancje (wzér 2.2.1):
X =—0,0625
YN (% -%)? 21243894
§2 =22 = = 13277,43
n 16
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Obliczenia pomocnicze:

t % X —x (%, — x)?
1 -201 -200,94 40375,88
2 -30 -29,94 896,25
3 191 191,06 36504,88
4 97 97,06 9421,13
5 -133 -132,94 17672,38
6 -33 -32,94 1084,88
7 166 166,06 27576,75
8 163 163,06 26589,38
9 -154 -153,94 23696,75
10 -33 -32,94 1084,88
11 2 2,06 425
12 15 15,06 226,88
13 -81 -80,94 6550,88
14 85 85,06 7235,63
15 50 50,06 2506,25
16 -105 -104,94 11011,88
n=16 1,00 - 212438,94

Zrodlo: opracowanie wiasne.

e obliczam parametry a, i b, (wzory 5.6.11 i 5.6.12):

_ zzn: _ (2n ,t) _ 15366 _ ..
al—nt_lytsm —it)=—p—=19,

, _zi (2n ,t)_—240,81_ 201
1= ) yecos(——it) = 3 = ,

t=1
e obliczam procent wyjas$nionej wariancji (wzoér 5.6.18):

0,5+ (af +b?) 100225 ((19,212 + (—30,12))
B 2 B 13277,43

Ay -100 = 4,80%

Interpretacja: Pierwsza harmonika (w okresie 4 letnim) wyjasnia zaledwie 4,8% ogolnej

zmiennosci zmiennej yy.

e obliczam amplitud¢ harmoniki pierwszej (wzér 5.6.14):

A, = |a?+b? =,/19,212 + (—30,1)2 = 35,71
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Amplituda wahan wynosi 35,71.

e przesuniecie fazowe amplitudy pierwszej na osi czasu (wzory 5.6.15-5.6.17):

a; 19,21
g =arctg (b_) =arctg (m) = —0,5680
1 ]
180° - rad _ 180° - (—0,5680)
81 = = - - _32 55
2mi 360°-1
e T
_ 81 _ _32,55 _ 1 4
Pr=9 =225 "

Model z trendem mozZemy zapisa¢ w postaci:
9; = 15724,83 + 49,01t + 19,21 sin (5 ¢) = 30,1 cos (5-t)
2 2

Obliczamy parametry drugiej harmoniki dzielgc szereg czasowy na dwie rowne czgsci:

Obliczenia pomocnicze harmoniki drugiej:

2m . o o -
t =y, —f(@®) | x= 7it sinx cosx X sinx X.cosx
1 -201 0,7854 0,7071 0,7071 -142,13 -142,13
2 -30 1,5708 1,0000 0,0000 -30,00 0,00
3 191 2,3562 0,7071 -0,7071 135,06 -135,06
4 97 3,1416 0,0000 -1,0000 0,00 -97,00
5 -133 3,9270 -0,7071 -0,7071 94,05 94,05
6 -33 4,7124 -1,0000 0,0000 33,00 0,00
7 166 5,4978 -0,7071 0,7071 -117,38 117,38
8 163 6,2832 0,0000 1,0000 0,00 163,00
n=8 220 - - - -27,41 0,24
9 -154 0,7854 0,7071 0,7071 -108,89 -108,89
10 -33 1,5708 1,0000 0,0000 -33,00 0,00
11 2 2,3562 0,7071 -0,7071 1,41 -1,41
12 15 3,1416 0,0000 -1,0000 0,00 -15,00
13 -81 3,9270 -0,7071 -0,7071 57,28 57,28
14 85 4,7124 -1,0000 0,0000 -85,00 0,00
15 50 5,4978 -0,7071 0,7071 -35,36 35,36
16 -105 6,2832 0,0000 1,0000 0,00 -105,00
n=8 -221 - - - -203,56 -137,68
Suma 1,00 - - - -230,97 -137,44

Zrodto: opracowanie wlasne.

e obliczam parametry a, i b, (wzory 5.6.11 i 5.6.12):

—230, 97
Z Vi Sin (— lt) —5 —28,87

B ZZ (21[ 't) —137, 44 1718
z—nt_lytcos el 8
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e obliczam procent wyjasnionej wariancji (wzor 5.6.18):

0,5 (af +b}) 100 — 0,5 (—28,87%) + (—17,18%)

A
g sz 1327743

-100 = 4,25%

Interpretacja: Druga harmonika (w okresie 2 letnim) wyjasnia tylko 4,25% ogdlnej zmien-
nosci zmiennej y,.

e obliczam amplitude harmoniki drugiej (wzér 5.6.14):

A, = |a? +b? =./(—28,872) + (—17,182) = 33,6

Amplituda wahan wynosi 33,6.

e przesuniecie fazowe amplitudy drugiej na osi czasu (wzory 5.6.15-5.6.17):

a, —28,87
& =arctg (b_> =arc tg( ) =1,034

. —17,18
180°- rad 180" - 1,034
£ = a° = = ~ 59,24
T
0 _27ri_360°-2_450
T 16 7
& _59,24—_13
Pr=%, = 25 — "

Model z trendem mozemy zapisa¢ w postaci:
9, = 15724,83 + 49,01t — 28,87 sin (E t) - 17,18 cos (E t)
2 2

Pierwsza (4,8%) 1 druga (4.25%) harmonika wyjasniaja tylko 9,05% catkowitej wariancji
zmiennej prognozowanej. Stad, tez nalezy obliczy¢ i poszuka¢ harmoniki, ktére beda miaty

najwyzsze udzialy w wyjasnianiu zmiennosci zmiennej y,.
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Przyklad 5.10.
Wykorzystujac dane z przyktadu 5.8 oblicz addytywne wahania przypadkowe.

Rozwiazanie

Dekompozycja szeregu czasowego liczby pracujacych przedstawia ponizsza tabela:

Obliczenia pomocnicze:

Kwartaly Lic.zba .Tr‘end Wahania Wahania o2
t Lata 0 pracujacych | liniowy | sezonowe przypadkowe t
Yt Ve ch e =Y~V — ch
1 2014 I 15573 15774 -142,19 -58,8 34574
2 2014 I 15793 15823 -2,69 -27,3 745,3
3 2014 11 16063 15872 102,31 88,7 7867,7
4 2014 v 16018 15921 42,56 54,4 29594
5 2015 I 15837 15970 -142,19 9,2 84,6
6 2015 11 15986 16019 -2,69 -30,3 918,1
7 2015 I 16234 16068 102,31 63,7 4057,7
8 2015 1\Y% 16280 16117 42,56 120,4 14496,2
9 2016 I 16012 16166 -142,19 -11,8 139,2
10 2016 11 16182 16215 -2,69 -30,3 918,1
11 2016 111 16266 16264 102,31 -100,3 10060, 1
12 2016 v 16328 16313 42,56 -27,6 761,8
13 2017 I 16281 16362 -142,19 61,2 37454
14 2017 11 16496 16411 -2,69 87,7 7691,3
15 2017 111 16510 16460 102,31 -52,3 27353
16 2017 v 16404 16509 42,56 -147,6 21785,8
Suma - - - - - - 824234

Zrodlo: opracowanie wiasne.

Interpretacja:
Na liczbe pracujacych np. z 2017 r. w IV kwartale — 16404 tys. skladaja si¢ nast¢pujace
sktadniki:
* liczba pracujacych bedaca wynikiem czynnikéw gtéwnych — trend (16509 tys.),
* liczba pracujacych bedaca wynikiem dzialania wahan sezonowych (42,56 tys.),
* liczba pracujgcych bedgca wynikiem wahan przypadkowych (-147,6 tys.).
Oznacza to, ze:

16509 tys. + 42,56 tys. — 147,6 tys. = 16404 tys. pracujacych

e obliczamy odchylenie skladnika resztowego (wzér 5.7.2):

et 82423,4_908
-k J12-2 "7

S(ey) =
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Interpretacja: Przeci¢tna sita wplywu wahan przypadkowych w kwartale w badanym szere-

gu czasowym wynosi £90,8 tys. pracujacych.

e obliczamy wspoétczynnik zmiennosci resztowej (wzor 5.7.3):

S(er) 90,8
= . 1 o e—
Vied =—=="100=1012

100 = 0,56%

Interpretacja: Odchylenia przypadkowe stanowia tylko 0,56% przecigtnego poziomu liczby
pracujacych.

180



STATYSTYKA OPISOWA. TEORIA | PRZYKLADY

Literatura

Aczel A.D., Sounderpandian J., Statystyka w zarzqdzaniu, PWN, Warszawa 2017.

Artichowicz W., Statystyka. Korzystanie z podstawowych rozktadow prawdopodobienstwa, PG
Gdansk, 2014/2015, s. 17. Materiaty do ¢wiczen.

Augustyniak H., Statystyka opisowa z elementami demografii, Poznan 2002.

Cieslak M., (red.), Prognozowanie gospodarcze. Metody i zastosowania, PWN, Warszawa 2005.
Czyzycki R., Kléska R., (red), Ekonometria i prognozowanie zjawisk ekonomicznych w przyktadach
i zadaniach, Economicus, Szczecin 2011.

Dolny E., Osinska M., Statystyka opisowa, WSG, Bydgoszcz 2009.

Gatnar E., Walesiak M. (red.), Statystyczna analiza danych z wykorzystaniem programu R, PWN,
Warszawa 2009.

GUS, Rocznik Statystyczny Rzeczpospolitej Polski 2018 r., Warszawa 2018.

GUS, Aktywnosc¢ ekonomiczna ludnosci Polski IV kwartat 2017 r., Warszawa 2018.

GUS, Zasady Metodyczne Statystyki Rynku Pracy i Wynagrodzen, Warszawa 2008.

Ignatczyk W., Chrominska M., Statystyka. Teoria i zastosowanie, WSB, Poznan 2004.

Joézwiak J., Podgorski J., Statystyka od podstaw, PWE, Warszawa 2012.

Kukula K., Elementy statystyki w zadaniach, PWN, Warszawa 2016.

Lemanczyk L., Zbior zadan ze statystyki medycznej, UM, Poznan 2008.

Maksimowicz-Ajchel A., Wstgp do statystyki. Metody opisu statystycznego, UW, Warszawa 2017.
Osinska M. (red.), Ekonometria wspotczesna, Dom Organizatora, Torun 2007.

Paradysz J. (red.), Statystyka, red. naukowa AE, Poznan 2005.

Parlinska M., Parlinski J., Statystyczna analiza danych z Excelem, SGGW, Warszawa 2011.
Pilatowska M., Repetytorium ze statystyki, PWN, Warszawa 2016.

Rabiej M., Statystyka z programem Statistica, Helion, Gliwice 2012.

Regel W., Podstawy statystyki w Excelu, PWN, Warszawa 2019.

Rubacha K., Metodologia badan nad edukacjq, WAiP, Warszawa 2008.

Starzynska W., Statystyka praktyczna, PWN, Warszawa 2019.

Starzynska W. (red.), Podstawy Statystyki, Difin, Warszawa 2015.

Sobczyk M., Statystyka, PWN, Warszawa 2016.

Sobezyk M., Statystyka, aspekty praktyczne i teoretyczne, UMCS, Warszawa 2006.

Strahl D., Sobczak E., Markowska M., Bal-Domanska B., Modelowanie ekonometryczne z Exce-
lem, Materiaty pomocnicze do laboratoriow z ekonometrii, UE, Wroctaw 2015.

Zajac K., Zarys metod statystycznych, PWE, Warszawa 1994.

Zelias A., Pawelek B., Wanat S., Metody statystyczne. Zadania i sprawdziany, PWE, Warszawa
2002.

181



MAREK REKLEWSKI

Zrodla internetowe

https://artichowiczdotnet.files.wordpress.com/2016/03/statystykacwiczenia5.pdf
https://stat.gov.pl

https://bdl.stat.gov.pl/BDL/start

http://form.stat.gov.pl/formularze/przewodnik/Portal _Sprawozdawczy przewodnik 1312.pdf
https://support.office.com/pl-pl/article/stopnie-funkcja

AKkty prawne

Rozporzadzenie Rady Ministrow z dnia 19 grudnia 2017 r. w sprawie programu badan statystycznych

statystyki publicznej na rok 2018 (Dz. U. poz. 2471).

182



