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und elektrischer Kräfte.

Einleitung.

!. Zehn Jahre lang waren die Untersuchungen George Green’s1), welche zuerst 
die unter dem Namen des Potentiales jetzt allgemein bekannte Function einführten, un­
beachtet geblieben. Erst als der berühmte Gauss2) und gleichzeitig mit ihm Chasles3), 
beide unabhängig von einander und von dem armen Fellow of Gonville- and Cains-Col- 
leges, auf den Nutzen einer solchen Function aufmerksam machten, erregte dieselbe in 
der mathematischen Welt ein solches Interesse, dass Thomson4) es gerathen finden konnte, 
die Arbeiten seines Landsmannes der Vergessenheit zu entreissen, obwohl die darin ent­
wickelten Wahrheiten bereits auf anderen Wegen gefunden waren.

’) An Essay on the Application of mathematical Analysis to the theories of Electricity and 
Magnetism; by George Green. Nottingham 1828.

2) Allgemeine Lehrsätze in Beziehung auf die im verkehrten Verhältnisse des Quadrats der 
Entfernung wirkenden Anziehungs- und Abstossungskräfte. Resultate aus den Beobachtungen des 
magnetischen Vereins im Jahre 1839.

3) Comptes rendus de l’Acad. des Sc. de Paris, 1839, 1er sem.
4) Crelle’s Journ. B. 39, 44 u. 47.

Die Brauchbarkeit des Potentiales beruht, unserer Meinung nach, wesentlich darauf, 
dass es gestattet, mit der Kraftgrösse in beliebiger Richtung zu operiren; desshalb halten 
wir nichts für angemessener, als diese Eigenschaft zur Definition des Potentiales zu wählen. 
Man verstehe unter dem Ausdruck „eine Function F(x, y, z) im Punkte x, y, z nach der 
Richtung s zu differenziren“ den Differentialquotienten

wobei
dz 
ds

dF _ d F dx 
ds ďx ds

dF dy dF dz 
dy ds dz ds’

die Cosinus der Winkel darstellen, welche die angedeutete Richtung

mit den Coordinatenaxen bildet. Dann kann das Potential als diejenige Function definirt 
werden, welche durch ihren nach einer bestimmten Richtung genommenen Differential- 
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quotienten die in jener Richtung liegende Kraftcomponente darstellt. Diese Function der 
unabhängigen Variablen des jedesmal gewählten Coordinatensystemes möge allgemein mit 
V bezeichnet werden.

Nachfolgende Arbeit soll nun weniger dazu dienen, die schon bekannten interessanten
Eigenschaften der Function V zusammenzustellen, was nach der Arbeit von Clausius1) 
eine unnöthige Mühe wäre, als vielmehr etwaige Lücken, welche sich bei den Potential- 
betrachtungen noch zeigen, auszufüllen.

Aus der gegebenen Definition der Function V folgt unmittelbar, dass die drei recht- 
neigigen Componenten der Kraft P gleichgesetzt werden müssen:

dV
ďy

die Kraft P selbst aber gleich ist: 

Senkrecht zur Kraft P 
tungen also die Gleichung:

ist die Componente Null; es ergiebt sich für

= 0

diese Rich-

oder
X dx + Y dy + Z dz = 0.

Diess ist somit die Differentialgleichung derjenigen Flächen, zu denen P senkrecht 
steht, d. h. der Niveauflächen.

Es möchte an der Stelle sein, zu betonen, dass die Function, welche die Niveau­
fläche darstellt, durchaus nicht mit der Potentialfunction identificirt werden darf, denn 
zunächst mag berücksichtigt werden, dass die Gleichung

X dx + Y dy -j- Z dz = 0
einen integrirenden Factor nöthig haben könnte; in diesem Falle würde also die Function 

V = const.,
welche die Niveaufläche darstellt, in ihrem Differentialquotienten nicht die Kraflcompo- 
nente selbst, sondern dieselbe, um einen Factor vermehrt oder vermindert, darstellen. 
Selbst aber, wenn die oben aufgeführte Differentialgleichung ohne integrirenden Factor 
integrirt würde, so wird die Gleichung der Niveaufläche meist eine einfachere Gestalt 
gewinnen, wenn man statt der Gleichung

V = const.
die daraus folgende

f(V) = const, 
setzt, so dass man behaupten kann, die Function V, welche die Niveaufläche darstellt,

*) Die Potentialfunction und das Potential von Clausius, 1859. 
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und die Potentialfunction sind nicht zu identificiren, sondern stehen nur in einer functio- 
nalen Beziehung, also

V = f(V).
Da die Function f jede beliebige sein kann, so ist V immer durch V gegeben; man 

wird diejenige Function f wählen, welche der Function V die einfachste Gestalt giebt;
1

ist z. B. V =—, so liegt auf der Hand, dass man bei der Niveaufläche nicht schreiben wird

— = const., sondern r — const,r“
Nicht so unmittelbar ergiebt sich die Potentialfunction aus der Niveaufläche, denn 

V kann nicht jede beliebige Form
V = F(V) 

haben, sondern nur die eine, bei welcher der Differentialquotient die Kraftcornponente 
selbst darstellt. Wie jene Aufgabe gelöst werden kann, haben wir in den Abschnitten 
29 — 32 gezeigt, vermöge einer eigenthümlichen Form, welche wir im Abschnitt 6 der 
Fundamentaldifferentialgleichung der Potentialfunction gegeben haben. Nach derselben 
Methode leiten wir gelegentlich die sonst bekannten Formen der besagten Gleichung all­
gemein, unserer Meinung nach, auf die kürzeste nur mögliche Art ab.

Ausserdem aber kam es darauf an, den Bereich jener Differentialgleichung zu er­
weitern und nicht nur auf die nach dem Newtonschen Gesetze wirkenden Kräfte zu be­
schränken. Dass die Gleichung bei der Einwirkung eines constanten electrodynamischen 
Stromes auf ein magnetisches Molecül oder auf ein electrodynamisches Stromelemenl ihre 
Gültigkeit behält, möchte bekannt sein. Wie weit sie aber noch bei der Einwirkung eines 
variablen Stromes auf ein electrisches Molecül zu benutzen ist, wird noch nicht unter­
sucht sein.

2. Die übrigeft Eigenschaften der Function V, aus denen Green und Gauss ihre 
interessanten Resultate ableiten, lassen sich wesentlich dahin zusammenfassen, dass, wenn 
man mit ds ein Linienelement, mit dco ein Flächen- und mit dt ein Raumelement bezeichnet, 
Gleichungen folgender Art aufgestellt werden

/f(V) ds = Գ (V2) - <p (Vt ) 
und///F(V)dt=//W) dm, 

wobei f, F, (p und ip bestimmte Functionen von V darstellen, welche meist Differential­
quotienten enthalten; das Integral der ersten Gleichung geht längs einer Curve, auf deren 
Endpunkte sich die Werthe V։ und V2 beziehen; die rechte Seite der zweiten Gleichung 
erstreckt sich über die den Raum des ersten Integrales umschliessende Oberfläche.

Zunächst musste gezeigt werden, dass die beiden Gleichungen, die von Gauss1)

1*
։) Resultate aus den Beobachtungen des magnetischen Vereins 1839, p. 34. 
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und die von Green։)

aus denen eigentlich alle weiteren Resultate der oben angeführten Arbeiten gefolgert 
werden, sich nicht nur durch dieselbe allgemeine Form, wie sie so eben aufgestellt wor­
den ist, charakterisiren lassen, sondern vollkommen zusammenfallen, wenn nur der Glei­
chung von Gauss eine etwas allgemeinere Form gegeben wird; dies geschieht im Ab­
schnitt 15.

Ferner wird es jedem Leser unmittelbar in den Sinn kommen, dass zwischen den 
beiden aufgeführten allgemeinen Gleichungen eine dritte von der Form

//f(V)dco=/%(V) ds 
fehlt, wo sich das zweite Integral auf die die Fläche des ersten Integrales begrenzende 
Curve bezieht. Diese Ergänzung haben wir im Abschnitte 14 hinzugefügt.

3. In Obigem möchten die Untersuchungen des ersten Theiles charakterisirt sein; 
der zweite und dritte Theil ist leicht zu übersehen: der zweite will zeigen, dass es mög­
lich ist, sich durch die Niveauflächen und ihre rechtneigigen Trajectorien vollständig über 
die Stärke und Schwäche der wirkenden Kraft an den einzelnen Stellen im Raume zu 
orientiren. Wir betrachten also allgemein mathematisch die Aufgabe, welche der grosse 
Experimentator Faraday* 2) auf empirischem Wege mit Einführung seiner magnetischen 
Kraftlinien zu lösen suchte.

1) Crelle’s Journal Bd. 44 p. 363.
2) Philosoph, transact. 1852. Im Auszuge: Pogg. Ann. Ergänzungsb. III. Phil. Magaz. (4.) III.

Nachdem wir im zweiten Theile die Nutzbarkeit oben genannter Flächen und Li­
nien gezeigt haben, leiten wir im dritten Theile die Gestalt derselben für einfache anzie­
hende oder abstossende Massen ah.



I. Das Potential und die Kraftgrösse.

4. Zunächst sollen folgende, in den späteren Untersuchungen oft benutzte Theo­
reme bewiesen werden:

Theor. I. Wenn man den Abstand zweier Punkte mit r bezeichnet und die Rich­
tung, nach welcher das Differential genommen werden soll, durch n darstellt, so ist

cos rn  r
“P՜ ~ ЧіГ’

wo rñ den Winkel bedeutet, welchen r mit der positiven Richtung von n bildet.

cos rn

Theor. II. Bezeichnet dco ein Flächenelement und dc die dazu gehörige Kegel­
öffnung eines Kegels, dessen Spitze um r von dco entfernt ist, so ist

dg =----- -г— dco,dn
wo das Differential in der Richtung der Normale genommen ist, deren positive Richtung 
aber diejenige ist, welche einen stumpfen Winkel mit r bildet.

Unter Kegelöffnung verstehen wir, wie gebräuchlich, dasjenige Kugeloberflächen­
stück, welches von dem Kegel auf der mit dem Radius 1 um die Kegelspitze beschrie­
benen Kugeloberfläche ausgeschnitten wird.

Beweis. Nach Theor. I. ist

d —r . dco ----- ;— dco =----- r- cos rndn րճ
= dç

da fñ ein stumpfer Winkel ist.
Theor. III. Wenn man das Flächenelement einer beliebigen geschlossenen Ober­

fläche mit dco, das Potential in Bezug auf eine nach dem Newton’schen Gesetze wirkende 
Masse mit V und die Kraftgrösse mit P bezeichnet, so ist
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1

/dV— dœ = 4zi M¡,

dV .
wo das Differential in der Richtung der nach aussen gerichteten Normale genommen 
ist, das Integral sich über die ganze Oberfläche erstreckt und M¡ die innerhalb der ge­
schlossenen Oberfläche liegende Masse bezeichnet.

Beweis. Der Beweis ist ausführlich von Gauss geliefert worden; vermöge des 
vorigen Theorema ergiebt er sich leicht, wenn man nach einander jedes Massentheilchen 
zur Kegelspitze wählt.

Cor. Liegt die anziehende Masse vollkommen ausserhalb der geschlossenen Ober­
fläche, so geht obige Gleichung über in

3. Aus dem dritten Theorema lassen sich auf einfache Weise mit vollständiger 
Allgemeingültigkeit für homogene und heterogene Massen die verschiedenen Formen der 
bekannten Differentialgleichung des Potentials ableilen. Die erste Form ist neu und von 
grossem Nutzen, weil sie dazu dient, aus der Gestalt der Niveauflächen den Ausdruck 
des Potentiales abzuleiten, wie wir in den Abschnitten 29—32 zeigen werden.

Man denke sich die verschiedenen Niveauflächen im Raume beschrieben, so wird 
es passend sein, alle diejenigen Punkte, welche auf einer rechtneigigen Trajectorie liegen, 
als correspondirende Punkte der verschiedenen Niveauflächen zu bezeichnen; correspon- 
dirende Linien zweier Niveauflächen sind dann solche, welche aus correspondirenden Punk­
ten gebildet sind und correspondirende Flächenstücke sind solche, welche von correspon­
direnden Linien umgrenzt sind. Will man also zu einem Flächenstück co, welches auf 
der Niveaufläche V liegt, das correspondirende Stück der Fläche V, erhalten, so lege 
man durch alle Punkte der das Stück co umgrenzenden Curve rechtneigige Trajectorien; 
dieselben werden auf der Fläche V։ das correspondirende Stück co, ausschneiden. Mit 
diesem, man könnte sagen, neuen rechtneigigen Coordinatensystem liesse sich nun das 
Raumelement begrenzen durch zwei unendlich kleine correspondirende Flächenstücke, 
welche zweien unendlich nah liegenden Niveauflächen angehören, und durch die von den 
Trajectorien gebildete Röhre, welche die beiden Umgrenzungslinien verbindet. Bezeichnet 
man den Abstand der beiden Niveauflächen an einer Stelle mit dp, so wird das Raum­
element durch co dp ausgedrückt.

§• 1.
6. Bezeichnet man, 

oder, was dasselbe ist, die 
aufstellen

wie in dem Vorigen, mit p die Richtung der Trajectorien, 
Richtung der Kraft P, so lässt sich die Differentialgleichung 

doo
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wo oí ein unendlich kleines Stück der Niveaufläche ist, sich auf die zu co gehörige

Trajectorienröhre bezieht und и die Dichtigkeit an der Stelle des angezogenen Punktes 
darstellt; ist derselbe ein äusserer, so wird die rechte Seite der Null gleich.

Beweis. Man denke sich den angezogenen Punkt in der eben bezeichneten Weise 
durch ein Raumelement umschlossen, und wende Theor. III auf diese geschlossene Fläche 

dVan, so ist auf der von den Trajectorien gebildeten Röhre — der Null gleich, da daselbst

da aber

Bezug auf

die

d-

d- - dz dx

wo M; die 
auf beiden

dV 
dn

Bei
7.

, — i j--------- dy 4------------------- - dz = —4ítM¡,dx dy J dz ’
da die Flächenstücke dy dz, dz dx und dx dy constant sind, so ergiebt sich 

d2V , d2V , d2V 
dx2 dy2 dz2

wenn man auf beiden Seiten mit dx dy dz dividirt.
S Führt man die gewöhnlichen Kugelcoordinaten ein und bezeichnet den Abstand 

von dem Axendurchschnitt mit r, den Winkel, welchen diese Strecke mit der ZAxe bildet, 
durch & und den Winkel, welchen die Projection von r auf der XY Ebene mit der X Axe 
bildet, durch <p, so giebt r die Richtung an, welche zu den Flächen r2 sin Ք d# dtp normal

np = y ist, und auf den correspondirenden Flächenstücken geht in ֊ über; 

dV 
immer auf die nach aussen gerichtete Normale zu beziehen ist, so ist — in 

die beiden Flächen mit entgegengesetztem Zeichen zu nehmen; es lassen sich daher
auf die beiden correspondirenden Flächenstücke bezüglichen Ausdrücke durch ein Diffe­
rential zusammen fassen, nämlich

Ր/Հ)
—-----dp = — 4тгМі,

von dem betrachteten Raumelement umschlossene Masse bedeutet; wenn man 
Seiten mit dem Raumelement ш dp dividirt, so geht die Gleichung über in 

dco
dpďV__ M; 

dp2 со dp 71 со dp
= — 4srp.

einem äusseren Punkt ist die rechte Seite von vorne herein der Null gleich.
In derselben Weise erhält man die gebräuchlichste Form, wenn man das Raum­

element durch die gewöhnlichen rechtneigigen Coordinaten ausdrückt; indem man berück­
sichtigt, dass sich die Ausdrücke für die gegenüberliegenden Flächenstücke als Differen­
tiale zusammenfassen lassen, erhält man

r^dydz) d/g 
7dx+ Հյ>
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steht, rsin#g> die Richtung, welche zu den beiden gleichen Flächen r dr d# normal ist, 
und endlich r# die Richtung, welche zu den Flächen r sin & dcp dr lothrecht steht. Fasst 
man die entsprechenden Ausdrücke gebührendermassen als Differentiale zusammen, so 
erhält man:

dnt

d2V cPV d2V _ 
dx2 + dy2 + dz2՜ •

Liegt der angezogene Punkt aber in der Oberfläche selbst, so umschliesse man 
denselben mit einem Raumelement, welches zwei der gegebenen Oberfläche parallele Sei­
tenflächen dco und dco, enthält, die eine oberhalb der gegebenen Fläche, die andere unter­
halb derselben; der Zusammenhang dieser Flächenstücke stehe zu der gegebenen Fläche 

dV dV 
normal; die auf dco und dco, bezüglichen Differentialquotienten mögen durch und 

i ՛'_________ _________
r dr r2 sin#2 dg>2 ՜^՜ r2 sin#

<). Nicht weniger einfach ist die Ableitung, wenn die anziehende Masse nicht im 
Raume, sondern auf einer Oberfläche, wie z. B. bei der Electricität, vertheilt ist. Liegt 
der angezogene Punkt nicht in dieser Oberfläche, so gilt, wie von selbst einleuchtct, die 
allgemeine Gleichung

dV • ал л Л֊г—ñ r sin#dcpdr ) 
.d-Г# У, a n,

dr dcp------------ -------------------- ď#------------¿# = -4^.

Berücksichtigt man nun aus der Anschauung, welche Grössen in den einzelnen 
Differentialen constant bleiben, und dividirt man beide Seiten durch das Raumelement 
r2 sin # d# d <p dr, so geht obige Gleichung über in:

d-^֊.֊r2sin#d#d</^) d Հ-гу——j^rdrd#^)
xdr У, , Kd-frœsin#) J. , \.d

- dr -f-------- “~a - ՜՜--------- ---------------

. <dV .
V dr J , 1 d2V , 1 \.d#sin )

unterschieden werden; lässt man nun das Raumelement sich der auf der Oberfläche ge­
dachten angezogenen Masse nähern, so werden die verbindenden, zu der gegebenen Ober­
fläche normal stehenden Seitenwände verschwinden, dco und dco, werden einander gleich 
und es fällt die bei dco nach aussen, in Bezug auf das Raumelement, gehende Normale 
mit der in Bezug auf die gegebene Oberfläche nach aussen gehenden Normale zusammen, 

dVso dass — auf die gegebene Oberfläche bezogen werden kann; dagegen ist dann die bei 

dco, in Bezug auf das Raumelement nach aussen gehende Normale der Oberflächen-Nor- 
male entgegengesetzt; soll sich also das Differential auf diese beziehen, so muss dasselbe 
das negative Zeichen erhalten; es ergiebt sich also die Gleichung

dV , dV M— dco---- ,— dco, = — 4zrMi,
du dn.

sich auf die obere Seite, dV
dn. sich aber auf die untere Seite der gegebenen Ober-

dV dV
fläche bezieht; gewöhnlich werden diese beiden Ausdrücke durch — , „und— ..Ծ dn — -f- 0 dn ——0
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unterschieden; führt man diese Bezeichnungen ein und berücksichtigt man, dass dco und 
dco։ an der Grenze gleich werden, so geht die obige Gleichung über in:

dV dV
dn=֊f֊O dn = — 0 71

*) Die mathematischen Gesetze der inducirten elektrischen Ströme von F. E. Neumann p. 66
2

10. Was die Einwirkung eines geschlossenen elektrischen Stromes auf ein mag­
netisches Molecül anbetrifft, so können, wie Ampère zuerst gezeigt hat und wie sich am 
einfachsten aus Theor. II demonstriren lässt, für den geschlossenen Strom magnetische 
Massen substituiri werden, welche auf einer beliebigen, durch die geschlossene Stromcurve 
begrenzten Fläche gleichmässig ausgebreitet sind und zwar so, dass auf der einen Seite das 
Nordfluidum, auf der anderen Seite das Südfluidum liegt. Da man nun die’ besagte be­
liebige Fläche immer so legen kann, dass der angezogene Punkt ausserhalb derselben 
liegt, so wird immer die Gleichung

dW d* 2V dW 
dx2 ' dy2 ' dz2 3 

gelten. Zu gleicher Zeit mag bemerkt werden, dass nach dem Obigen auch das von 
Gauss aufgestellte Theorem III hier seine Gültigkeit behalten muss, d. h. also, wenn auf 
eine geschlossene, gleichmässig mit einer magnetischen Masse bedeckte Oberfläche ein 
geschlossener Strom einwirkt, so ist, wenn der Strom vollkommen ausserhalb der ge­
schlossenen Fläche liegt, das Integral

f P eos ñp dco = 0, 
wenn dasselbe über die ganze Oberfläche ausgedehnt wird.

11. Bei der Wirkung eines geschlossenen elektrischen Stromes auf ein elektri­
sches Stromelement wollen wir mit der Untersuchung des von Gauss aufgestellten Theo­
rems beginnen und zwar gleich in der allgemeineren Form, dass wir ein Stück der ge­
schlossenen Sturmcurve s innerhalb der geschlossenen Oberfläche liegend denken; letztere 
muss nun gleichmässig mit parallelen Stromelementen von der Länge 1 besetzt vorgestellt 
werden; die auf der ganzen Oberfläche constante Richtung der Stromelemente werde durch 
s' dargestellt. Da man sich nach den Untersuchungen Neumann’s1) bei einem geschlos­
senen Strom auf das erste Stück der bekannten Ampère’schen Formel beschränken kann, 
so wird die von ds auf ein Element ds' = l in der Richtung von r ausgeübte Kraft dar-

լ (]§ ___
gestellt durch ^cosss', wo i die Stromstärke des geschlossenen Stromes darstellt, die 

Stärke der auf der Oberfläche befestigten Stromtheilchen aber gleich 1 gesetzt ist. Mul- 
tiplicirt man den letzten Ausdruck mit eos ñr dco und integrirt über die ganze geschlossene 
Fläche, so sieht man nach Theor. II leicht, dass das Integral Null ist, wenn ds ausserhalb 
der geschlossenen Oberfläche liegt, dagegen —4тг beträgt, wenn ds innerhalb derselben 
liegt. Somit muss das Integral des Theorema von Gauss übergehen in:

/Р cosiip dco =—4Tr¡y՝cosss7 ds, .
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wo sich das zweite Integral auf das innerhalb der geschlossenen Oberfläche liegende Cur- 
venstück bezieht; dasselbe stellt die Projection dieses Curvenstückes auf die Richtung s ' dar.

Liegt der Strom ganz ausserhalb der geschlossenen Fläche, so ist die rechte Seite 
Null und wie sich dann aus dieser Gleichung die bekannte Differentialgleichung ergiebt, 
ist schon oft gezeigt worden.

12. Die Wirkung eines constanten Stromes auf ein elektrisches Molecül ist, wie 
sich aus dem Weber’schen Gesetz zeigen lässt, der Null gleich; ein Resultat, welches von 
vorne herein vermuthet werden konnte, da ein ruhender constanter elektrischer Strom 
keine inductorische Wirkung hat. Wir wollen deshalb die Wirkung eines variablen ebe­
nen Stromstückes auf ein elektrisches Molecül untersuchen und zeigen, dass in der Ebene

des Stromstückes die d2VDifferentialgleichung ֊֊շ -j- d2V
dy2

0 gilt. Wenn die Strominten­

sität um die Grösse di variirt, so lässt sich aus dem Weber’schen Gesetze, wie ausführlich
im Abschnitte 28 gezeigt wird, die Kraft, welche von einem Stromelement ds auf ein uni 
r entferntes elektrisches Molecül in der Richtung der verbindenden Linie r ausgeübt wird, 
... a ds di — i > -,gleich —------ , cos sr ableiten.6 4 r dt

Um nun zunächst einen dem Gaussischen analogen Satz zu entwickeln, denke man 
sich in der Ebene des Stromstückes s einen geschlossenen Leiler s', so lässt sich zeigen, 
dass für denselben

f P eos ñp ds ' == 0 
wenn n hier die nach aussen gerichtete Normale der geschlossenen Curve s' bedeutet. 
Bezeichnet man nämlich die Winkelöffnung eines von ds nach ds' gehenden Winkels mit 

dc, so ist ds = — -0S րՈ —. Summirt man nun für dasselbe ds und für denselben Winkel

šr՜ die einzelnen ds für die verschiedenen Durchgangsstellen der Curve s', so heben sich 
die einzelnen ds auf, wenn ds ausserhalb der geschlossenen Curve s' liegt; liegt aber 
ds innerhalb, so hat man für den ganzen Umkreis das Integral f cos sFds zu nehmen; 
da dasselbe nun der 2 gleich ist, so muss sich für jedes innerhalb der geschlossenen

Curve s' liegendes ds aus der Integration über s' der Werth---- ֊֊—ds ergeben, so-Հ» dt
istmit

aus

den

wo
die

/
  , a diP cosnp ds = - s¡,

Si das innerhalb der geschlossenen Curve s' liegende Stück von s bezeichnet. Liegt 
Curve s vollkommen ausserhalb, so ist die rechte Seite der Null gleich und dass dann 

d2V d2V
der so gewonnenen Gleichung die Differentialgleichung —-г ֊j- -¡—շ = 0 abgeleitet wer- (IX dy
kann, wird nach den obigen Betrachtungen leicht ersichtlich sein.
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§. 2.

13. Wenn zwei Punkte durch eine Curve s verbunden sind, so ist
f P cos sp ds = V։ — Vo,

wo sich das Integral von dem einen Punkt zu dem andern erstreckt und Vt, Vo die den 
Endpunkten zugehörigen Potentiale darstellen.

Beweis. Pcossp ist die Kraftcomponente in der Richtung von s, kann also durch 
dV dargestellt werden, woraus sich obige Gleichung ergiebt.

Coroll. ist die Curve geschlossen, so wird die rechte Seite der Null gleich, man 
erhält also in diesem Fallf? cossjTds = 0, eine Gleichung, welche vollkommen der des 
dritten Theorems entspricht, wenn dieselbe in der Form /'P cosnp dco — 0 geschrieben wird.

Zu bemerken ist noch, dass die in diesem Abschnitte aufgestellten Gleichungen 
nutzlos werden, wenn die Curve s ganz auf einer Niveaufläche liegt, denn dann wird 
die linke Seite in allen Elementen der Null gleich, weil dann P zu ds überall senkrecht 
steht, folglich cosšp verschwindet.

14L Verbindet man die Theile einer gegebenen geschlossenen Curve durch eine 
beliebige Oberfläche, so dass die Curve die Grenzcurve der Fläche wird, dann ist 

ff Y cospñdco =У(А dx -J- B dy փ C dz),
wo sich das erste Integral über die verbindende Oberfläche, das zweite über die begren­
zende Curve erstreckt, А, В und C aber bestimmte Functionen von x, y, z sind.

Man wird erkennen, dass dieses Problem das Theorem III ff? cospñdco = 0 als 
besonderen Fall unter sich enthält, da bei letzterem die begrenzende Curve in einen 
Punkt übergegangen ist; beide verhalten sich zu einander wie das im vorigen Abschnitte 
aufgestellte Problem zu dem ihm zugeordneten Corollarium. Andererseits fällt in die 
Augen, dass die Probleme der Abschnitte 13 und 14 vollkommen analog gebildet sind, 
denn, wie das eine ein einfaches Integral ausführt, so verwandelt das andere ein zwei­
faches Integral in ein einfaches.

Zunächst soll nachgewiesen werden, dass die linke Seite in der oben aufgestellten 
Gleichung constant bleibt, wie auch die verbindende Oberfläche beschaffen sein mag; frei­
lich ist die Voraussetzung dabei, dass wenn man sich die Oberfläche aus einer Lage in 
eine andere übergehen denkt, dieselbe nicht etwa durch ein Massenlheilchen hindurch 
gehe, denn bei einem solchen Durchgänge würde der Werth des Integrales um die Grösse 
4тгіп wachsen, wenn m das besagte Massentheilchen andeutet; um der Anschauung zu 
Hülfe zu kommen, denke man sich etwa die Curse s mit einer elastischen Blase über­
spannt, so bleibt der Werth des Integrales ff? cosnp dw constant, welche Gestalt man 
der Blase auch giebt; ein Durchgang durch die anziehende Masse verbietet sich in dem 
Bilde von selbst. Man bezeichne nun die eine Lage der Oberfläche mit Ջ, die andere 
mit ii1, dann ist, wenn wir zur Unterscheidung die Accente durchführen, zu beweisen, dass 

2*
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УР cosñp dco — yP| cosiIjPj dco։
ist. Die beiden Flächen ii und й։ bilden eine geschlossene Oberfläche, also muss nach 
dem Corollarium zu Theor. III, wenn man bei Si die in Bezug auf den umschlossenen 
Raum nach aussen gerichteten Normalen, bei Sit aber die nach innen gerichteten Nor­
malen nimmt,

У P cosñp dco — y P, cosiiiP, dcot = 0 
sein. Man sieht also, um im Bilde zu bleiben, wenn die eine Seite der Blase roth, die 
andere grün wäre, und man das eine Mal die Normalen auf der rothen Seite genommen 
hat, so muss man auch immer auf dieser Seite bleiben, wie man die Blase auch zerrt 
oder durchschiebt; nimmt man die Normalen auf der grünen Seite, so wechselt der Aus­
druck das Zeichen.

Aus Obigem geht nun zur Genüge hervor, dass der Werth des Flächenintegrales 
allein von der Curve abhängig ist; es fragt sich, wie sich diese Abhängigkeit ausdrücken 
lasse. Man denke sich die geschlossene Curve s in der Richtung u parallel mit sich bis 
ins Unendliche fortbewegt, so soll für die so erzeugte Fläche der Ausdruck У P eos ñp dco 
integrirt werden. Man bezeichne die Projectionén von du mit dx, dy, dz, so sind die 
Cosinus der Richtung n, d. h. einer zu du und ds senkrechten Richtung, folgende:

-—--- r-= [dy dz — dy dz]ds-du-տատս L J

— dz dx]

. -f 1 [dx dy — dx dy]
ds-du-sm su

die Cosinus der Richtung p, d. h. derjenigen Richtung, welche die Kraft P hat, sind aber:
X Y , Z

Berücksichtigt man nun, dass dco = du-ds-sin šu ist, so erhält man 
ff P cosñp dco = У/X [dy dz — dy dz] + ¥ [dz dx — dz dx] փ Z [dx dy — dx dy].

Ordnet man die Stücke unter dem Integral nach dx, dy, dz, so erhält man 
ff P cosñp dco — f A dx -j- B dy -f- C dz

wenn А, В und C folgende Functionen bedeuten

fa Z - v Y) du

2 Z) du

Y — д X) du

wo 2, und v die Cosinus bezeichnen, welche die Richtung u mit den Coordinatenaxen 
bildet, u0 sich aber auf die Stelle des zugehörigen ds bezieht.

Einfacher wird der Ausdruck, wenn man die Richtung u mit einer Axe, etwa mit
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und

wie

und

tive

über die

doch man erkennt, 
Potentialfunction V

dass diese 
ausdrücken,

welcher
Na aus-

dy
die derselben entsprechenden Gleichungen.

15. Wenn zwei Massensysteme M und N gegeben sind, deren Potentiale respec- 
mit V und УѴ, deren Kraftgrösse mit P und Q, also die Richtung letzterer mit p und 

q dargestellt werden, so ist, wenn ein beliebig geschlossener Raum gegeben ist, 
von den Massen M und N die Stücke M¡ und N¡ einschliesst, die Stücke Ma und 
schliesst,

/Ydz, fZdx,
/Ydx, /Zdy,

mit den Grenzen oo und x, y, z, näher zu untersuchen, liegt äusser dem Bereich dieser 
Arbeit, indess sind wir überzeugt, dass sie eine ebenso wichtige Rolle wie die Potential­
function selbst zu spielen fähig sind; bei elektrodynamischen Rechnungen stösst man wie­
derholt auf dieselben. Sie werden vervollständigt durch die 3 Functionen

У, г
Xdx,

da das Potential im
Zur Charakteristik obiger Functionen lassen sich Differentialgleichungen aufstellen 

bei der Potentialfunction; so ergiebt sich z. B. leicht die Gleichung

/
X, y,z

Y dz

-------= - Z

der Z Axe zusammen fallen lässt, denn dann sind Ż und ți Null und für ï» du kann dz 
gesetzt werden; dadurch ergiebt sich

ff P eos ñp doj

Durch diesen Ausdruck werden neue Functionen eingeführt; dieselben, welche 
vollständig sechs an der Zahl wären,

/Xdy,
/Xdz,

— fff^ • 0 • cospq di =՜յ֊ dm -J- 4 л/ W¡ m¡

d Woder = ŕ—da> + 4л/ѴіПі,

wo sich das Integral von dt über den ganzen geschlossenen Raum, das von dco 
umschliessende Oberfläche, die von m¡ und n¡ respective über die Massenslücke M¡ und 
Ni erstrecken, indem W¡ und V¡ zwar sich immer nur auf die Stelle von m¡ und n¡ be-

/
X, y, z

Ydy
QO

drei Functionen unter sich gleich sind und alle drei die 
denn es ist z. B.
y, * Г ANX dx = / ֊/ dx

J dx
X, y, z

= [V]
00

= V (x, y, z),
Unendlichen der Null gleich ist.

у. շ
Y dz].

y,
Xdz —
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ziehen, aber doch die Potentiale der ganzen Massen N und M sind; die Richtung der 
Normale ist hier durch v bezeichnet worden. Dass dieser Satz dem vorigen analog ist, 
fällt in die Augen, denn er führt ein Raumintegral auf ein Oberflächenintegral zurück, 
wie jener ein'Oberflächenintegral in ein Linienintegral umwandelte.

Beweis. Dem Theorem kann leicht die eben angeführte Allgemeinheit ertheilt 
werden, wenn dasselbe vorher für zwei einzelne Massenpunkte m und n festgestellt ist. 
Hierbei sind drei Fälle zu unterscheiden, entweder umhüllt nämlich die umschliessende

oder nach Theor. I

Oberfläche keinen der Punkte, oder einen, oder beide.
Beginnen wir mit dem Falle, wo die beiden Punkte ausserhalb der geschlossenen 

Fläche liegen, so haben wir das Integral m-ո zu betrachten, in welchem r

und s respective den Abstand der Punkte m und n vom Raumelement dt bezeichnen. 
Drücken wir das Raumelement dt in Bezug auf den Punkt m aus, so dass dt = r2 dę dr 
ist, wo dç die Oeffhung des von m ausgehenden Kegels bezeichnet, so ist

/cosŕš , Z’cosrš , ,p.s2dt=m nJ ՜^շ՜

г 4— m • n / —¡— dr • dç.
J dr

Integrirt man nun nach dr, von den Eintrittsstellen des Leitstrahles r bis zu den 
1

Austrittsstellen, so sieht man ein, dass — bei letzteren das positive, bei ersteren aber das 
negative Zeichen erhält. Setzt man ausserdem nach Theor. И für dç den Ausdruck 

d.±
r

-------— dco, so gilt dieser Ausdruck mit dem negativen Zeichen nur für die Stellen, wo dv
die nach aussen gerichtete Normale mit der Verbindungsstrerke r einen stumpfen Winkel 
bildet, also nur für die Austrittsstellen des Leitstrahles r; wenn folglich für die Eintritts­

stellen rnur —j—d<o eiiizuführen ist, dv dass der ganze Ausdruck negativ

wird, also

so sieht man,

Zunächst wollen wir den Ausdruck so 
aber eine Masse Na einführen. Schreibt man

erweitern, dass wir den Punkt m lassen, 
die letzte Gleichung in der Form

in Հ-dco, 
J s dv
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so sieht man leicht,

Bedenkt man

der Ausdruck einsetzen lässt, so kann man die letzte Gleichung auch schreiben

Erweitert man nun

Masse

das negative Zeichen, so

; da nun m¡ innerhalb der Fläche liegt, so ist nach allen Seiten

hin dg = folglich ergiebt sich

d.±
r

dq

na m¡ —
So

dass man erhält m¡ • na

cos qr
~r2՜

Integrirt man nun nach dr längs des Leitstrahles r von dem Punkte m¡ bis zur 

Oberfläche, so hat also — an der Oberfläche überall das positive Zeichen, dagegen für 

1
ni,, wo es den Werth — haben soll,

so

- V* 1
d~

da) und /de = 4TT,

dass sie sich für die Masse Na erweitert zu

Г\ d-W , Հ * r .
m / —ț- —-,— dt = — m IW —t— dto.J r2 dr J dr

d-Wnun, dass—r— = Q-cosqr ist, und dass sich nach Theor. I. für dr

/’ dV
W do?.

Da sich nun in der Anschauung Alles in Bezug auf Ma und Na entspricht, so liegt 
auf der Hand, dass man das Raumintegral auch eben so gut überführen kann in:

/’ dW
V d“-

In derselben Weise wird die Betrachtung der beiden anderen Fälle geführt. Liegt 
der Massenpunkt m¡ innerhalb, na ausserhalb des umschlossenen Raumes, so hat man 
wie oben

/"d-— Г d —
J Q ֊ dt = — / W—— da).

dq Մ Лѵ
diese Gleichung so, dass man statt des Massenpunktes m die 

dVMa einführt, so erhält man, indem man berücksichtigt, dass ֊- = P cos pq ist,

— de s
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— nii

Form dar:

den Austrittsstellen und führt man die 
ganz entsprechend wie in dem ersten

innnerhalb des Integrales durch 

obige Gleichung stattfindet, um- 
integrire zunächst nur über den

wo dr, wenn 
übertragen, an 
eintritt oder bei der Kugeloberfläche austritt, negativ, an den entgegengesetzten Stellen 
positiv genommen werden muss, so dass wir schreiben können:

Dieser Ausdruck erweitert sich nun, wie in den obigen Betrachtungen, für eine 
Masse M¡ und Na zu der Gleichung

yP-Qcospif dt =

wo das letzte Integral sich über die ganze Masse
Da nun Mi und Na sich nicht entsprechen,

hende Kegelelement, welches den Punkt m¡ in sich
. 1

r* " r 1
/ ds ds di integriren, so geht ja der Ausdruck — 

das Unendliche. Um zu beweisen, dass trotzdem die 
schliesse man m¡ mit einer Kugel, deren Radius q ist,
zwischen dieser Kugelfläche und der gegebenen Oberfläche liegenden Raum, lasse dann 
aber ç unendlich klein werden, so ist damit der ganze innerhalb der gegebenen Ober­
fläche liegende Raum in Rechnung gezogen. Der Ausdruck stellt sich bei einem endlichen 
о in folgender 

M¡ erstreckt.
weil die eine Masse innerhalb, die an­

dere ausserhalb liegt, so muss man in diesem Falle das zweite Flächenintegral selbständig 
ableiten. Man nehme dazu das Raumeleinent in Bezug auf den Punkt na, so dass dt = 
s2ds-dr ist, wo di die Oeffnung des von na ausgehenden Kegelelementes ist, dann er­
hält man

—~j՜՜ dm — 4 nУ W; m¡,

yid,_iydr,
wir das von der bestimmten Integration herrührende Zeichen auf dasselbe 
den Stellen, bei welchen der Leitstrahl s bei der geschlossenen Oberfläche

Intcgrirt man nun nach ds längs des Leitstrahles s von den Eintrittsstellen bis zu 
dazu gehörigen Werthe von dr ein, so erhält man, 
Falle, auf der rechten Seite den Ausdruck

-,i,“

so dass der allgemeine Ausdruck für M¡ und Na auch nur ist

Freilich ist hierbei noch dies zu bemerken; nimmt man dasjenige von na ausge- 
enthält und will den Ausdruck



17

wo sich das zweite Integral über die mit dem Radius о beschriebene Kugeloberfläche er­
streckt; es lässt sich nachweisen, dass dies zweite Stück mit abnehmendem q verschwindet, 
denn jedenfalls liegt es zwischen den Grenzen

1 fám
+ qJ «2

1 Г dcound M տշ-
Bezeichnet man nun mit s0 die kleinste Entfernung des Punktes na von der Kugel­

fläche, so liegt der besagte Werth gewiss zwischen den Grenzen

Da nun für ein abnehmendes ç beide Grenzen der Null gleich werden, so ver­
schwindet das besagte Stück.

Dieselben Rücksichten treten nun im dritten Fall auf, wenn man es mit M¡ und N¡ 
zu thun hal, indess übersieht man in der Art der früheren Betrachtungen leicht, dass da 
wieder wie im ersten Falle vollkommene Symmetrie herrscht, der AusdruckУР-Q-cos pq dt 
sowohl in

W ֊֊ dco — 4zrfmi W¡,
als auch in 

übergeführt werden kann.
Die Betrachtungen der drei einzelnen Fälle finden sich nun bei der allgemeinen 

Aufgabe vereinigt und man übersieht mit Berücksichtigung der möglichen Combinationen 
ma, na; ma, n¡; m¡, na; m¡, n¡, dass das schliessliche Resultat die im Anfänge dieses Ab­
schnittes angeführte Gleichung sein muss.

Corollarium I. Das oben aufgestellte Theorem enthält das Hauptproblem der 
oft genannten Abhandlung von Gauss1) als speciellen Fall unter sich; letzteres wird aus 
dem unsrigen abgeleitet, indem man nicht nur die Massen M und N zusammen fallen lässt, 
sondern dieselben auch vollkommen ausserhalb der geschlossenen Oberfläche legt; man 
setze also M¡ = N¡=0, M = N, P=Q, cospq = l, V —W, so erhält man

Es liegt auf der Hand, dass man die Massen zusammenfallen lassen kann, ohne sie 
vollkommen aus der geschlossenen Oberfläche herauszulegen; somit ergiebt sich als zweite 
Specialität aus unserem allgemeinen Problem folgender Satz: Schliesst von einer Masse

*) Resultate aus den Beobachtungen des magnetischen Vereins 1839 p. 34.
3
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M eine vollkommen geschlossene Oberfläche das Stück M¡ ein und das Stück Ma aus, so
ist immer

Ր dVу P2 dt = — f V — den — inf V; m¡,

wo sich das letzte 
Masse ist.

Integral über die Masse M¡ erstreckt, V¡ aber das Potential der ganzen

Coro Har ium II. Da der Ausdruck yP-Q-cos pq dt auf zwei Formen gebracht 
werden kann, so ergiebt sich aus der Gleichsetzung dieser beiden Formen ein neues 
Problem, aus dem im Wesentlichen Green zuerst seine allgemeinen Gesetze der Anzie­
hung abgeleitet hat. Man findet, dass, wenn zwei Massen M und N von einer geschlos­
senen Oberfläche so geschnitten werden, dass M, uiid N¡ innerhalb derselben liegen, stets
die Gleichung statt findet

den -|- 4sryVj n¡.

d2V d2V—, + —, der Null, respective dem dy2 dz2
d2V

Berücksichtigt man, dass der Ausdruck (]x2 +

Ausdruck —4лгр gleich ist, so übersieht man leicht, dass obige Gleichung mit der von 
Green1) aufgeslellten zusammenfällt, wenn man die Dichtigkeit ç der Einheit gleich setzt; 
der Unterschied in den Zeichen kommt daher, dass Green das Differential unter dem
Flächenintegral nicht auf der nach aussen, sondern auf der nach innen gerichteten Nor­
male nimmt.

Liegen die Massen M und N ganz ausserhalb der geschlossenen Fläche, so fallen 
die zweiten Integrale fort; man erhält also

Dieselbe Gleichung ergiebt sich, wenn beide Massen ganz innerhalb liegen, denn, 
da dann die zweiten Integrale sich über die ganzen Massen erstrecken, so sind sie ein­

ander gleich, weil beide dieselbe Grösse Հ mit a^en möglichen Combinationen der 

verschiedenen m und n darstellen.
Liegt die Masse M ausserhalb, von N aber die Masse N¡ innerhalb der geschlos­

senen Fläche, so ist

4- \nf V¡ n¡.

։) Green, Crelie’s Journal В. 44 p. 363.
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II. Die Kraftgrösse und die Niveauflächen mit ihren 
orthogonalen Trajectorien.

1«. Der zweite Theil beschäftigt sich mit den Gesetzen, vermöge deren man 
sich auf den Niveauflächen und längs ihrer rechtneigigen Trajectorien über die Zu- und 
Abnahme der Kraftgrösse orientiren kann. Welchen Nutzen solcher Art Gesetze haben, 
hat Faraday gezeigt, der sich bei seinen magnetischen Experimenten besonders von seiner 
Ansicht über' die Kraftlinien leiten liess. Dass die Ansichten Faraday’s auf die bisher 
gebräuchlichen Anschauungen des Magnetismus zurückgeführt weiden können, hat van 
Rees bereits gezeigt1). Bei der nachfolgenden Betrachtung tritt das von Faraday aufge­
stellte Gesetz in mathematischer Form als eins von denen auf, welche sich allgemein bei 
den in den früheren Abschnitten behandelten anziehenden oder abstossenden Kräften dar­
legen lassen.

17. Denkt man sich auf zwei Niveauflächen die beiden correspondirenden Flä­
chenstücke dco und dco15 welche so klein genommen sein mögen, dass durch ihren ganzen 
Flächenraum die Kraft als constant angesehen werden kann, so lässt sich behaupten, dass 
sich die angreifenden Kräfte umgekehrt wie die correspondirenden Flächenstücke verhal­
ten, vorausgesetzt, dass die die beiden Flächenstücke verbindenden Trajectorien nicht durch 
die anziehenden Massen gehen.

Beweis. Nach Theor. III ist für eine geschlossene Oberfläche, welche kein Stück 
der anziehenden Masse in sich enthält,

/Г eos ñp d<o = О,
wenn das Integral über die ganze Oberfläche ausgedehnt wird. Nimmt man nun zwei 
correspondirende Flächenstücke со und co։ auf den Niveauflächen V und V։ und denkt 
sich durch die correspondirenden Punkte ihrer Grenzcurven die Trajectorien gelegt, so 
wird die durch die Trajectorien gebildete Röhre mit den Flächenstücken со und coj eine 
geschlossene Oberfläche darstellen, so dass man die obige Gleichung anwenden kann. 
Was den Cosinus anbetrifTt, so hat er nur dreierlei Werthe; auf der Trajectorienröhre 
ist er Null, da die Kraft P daselbst zu der Fläche tangential wirkt, mit der Normale also 
einen rechten Winkel bildet; auf der Fläche со fällt die Kraft in die nach aussen gehende 
Normale, der Cosinus hat daselbst also den Werth -f- 1, während er auf der Fläche cot 

*) Pogg. Ann. B. 90 A., pag. 415.
3*
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den Werth — 1 hat, da dort die Kraft P mit der nach innen gehenden Normale zusammen­
fällt ; somit ergiebt sich die 'Gleichung

/’Pdco —/Pj dco,= 0 
oder yp dco — dco1։

wobei das erste Integral sich über die Fläche co, das zweite über das correspondirende 
Flächenstück co, erstreckt. Für alle correspondirenden Flächenstücke ist also das Integral 
f P dco eine constante Grösse; oder man kann die Sache noch allgemeiner fassen, wenn 
man sagt, in einer Trajectorienröhre ist das Integral yPcosnp dco, welches sich auf eine 
die Röhre beliebig durchschneidende Fläche bezieht, eine constante Grösse. Lässt man 
die Röhre unendlich dünn werden, so geht die oben aufgestellte Gleichung über in

P • dco == Pj • dcoj,
worin das abzuleitende Gesetz enthalten ist.

Denkt man sich dco als ein unendlich kleines Dreieck und sind durch die drei 
Ecken die Trajectorien gelegt, so ergiebt sich aus dem so eben gefundenen Gesetze, dass 
die Kraft nach der Seite hin abnimmt, auf welcher die Trajectorien divergiren, dagegen 
nach der entgegengesetzten zunimmt, weil nach der ersten Richtung hin dcoj grösser, 
nach der andern Richtung hin aber kleiner als dco wird. Dies Gesetz lässt sich auch 
dahin aussprechen, dass, wenn man von einem Punkte einer Niveaufläche auf der zuge­
hörigen Trajectorie fortrückt, man auf der convexen Seite zu einer Stelle geringerer 
Kraft, auf der concaven aber zu einer Stelle grösserer Kraft gelangt.

Corollarium. Die eben angeführten Gesetze gestalten sich noch einfacher, wenn 
die Niveauflächen Rotationsflächen sind; dies wird eintreten, wenn die anziehende Masse 
selbst symmetrisch um eine Axe vertheilt ist, d. h. also in den meisten Fällen. Bezeichnet 
man die correspondirenden Stücke zweier Meridiancurven mit ds und ds1 und den Abstand 
derselben von der Rotationsaxe mit r und rt, so lassen sich die correspondirenden Stücke 
dco und dcoj ausdrücken durch ds-r-dg։ und dsj-rj-dy, wenn dg> den Winkel bedeutet, 
um welchen die die Curven s und s, enthaltene Meridianebene um die Rotationsaxe ge­
schwenkt werden muss, damit die correspondirenden Curvenstücke ds und dSi die cor­
respondirenden Flächenslücke dco und dco, erzeugen. Nach dem Obigen muss nun, wenn 
man auf beiden Seiten den Factor dcp unterdrückt,

P-r-ds = Pj -rt -dst
sein. Somit verhalten sich also bei Rotationsflächen die bei correspondirenden Curven- 
stücken angreifenden Kräfte umgekehrt wie die statischen Momente dieser Curvenstücke, 
letztere genommen in Bezug auf die Rotationsaxe.

Denkt man sich also in einer Meridianebene zwei unendlich nabe Trajectorien ver­
zeichnet, so wird die Kraft zwischen denselben geringer, je weiter die beiden Curven 
divergiren, grösser, je melrr sie convergiren; oder, wie man auch sagen könnte, wenn 
man von einem Punkte einer Meridiancurve auf der zu diesem Punkte gehörigen Trajec­
torie auf der convexen Seite fortschreitet, so kommt man zu einer Stelle schwächerer 
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Kraft, in entgegengesetzter Richtung zu einer Stelle stärkerer Kraft. Freilich ist hierbei 
vorausgesetzt, was auch fast immer der Fall sein wird, dass die Meridiancurven der Ro- 
tationsaxe ihre concave Seite zukehren.

IS. Ebenso einfach wie im vorigen Abschnitte die Variation der Kraftgrösse 
längs der Trajectorien abgeleitet wurde, lässt sich nun auch zeigen, wie die Kraft auf 
derselben Niveaufläche variirt. Man denke sich auf zwei unendlich nah liegenden Niveau­
flächen zwei correspondirende Linien verzeichnet. Vergleicht man die Kraft in zwei 
Punkten einer Niveaufläche, so hat man für den einen

— P oder Pdp = dVdp
und für den zweiten entsprechend

Prdp1=dV
so dass sich die Gleichung

P֊dp = P1-dp։
ableiten lässt. Es verhalten sich also die in zwei Punkten einer Niveaufläche angreifen­
den Kräfte umgekehrt wie die Abstände dieser Punkte von den ihnen correspondirenden 
Punkten einer unendlich nah liegenden Niveaufläche. Vergleicht man die Kräfte längs 
der beiden oben erwähnten, beliebig gezogenen correspondirenden Linien, so nimmt die 
Kraft zwischen denselben nach der Seite hin ab, auf welcher sie divergiren, nach der 
andern Seite hin nimmt sie zu. Bedenkt man, dass bei Rotationsflächen zwei in einer 
Meridianebene liegende Meridiancurven correspondirend sind, so lässt sich für solche 
Flächen das Gesetz auch dahin fassen, dass, wenn man von einem beliebigen Punkte einer 
Trajectorie auf der durch diesen Punkt gehenden Meridiancurve nach der convexen Seite 
hin fortrückt, man zu Stellen schwächerer Kraft, in der entgegengesetzten Richtung zu 
Stellen grösserer Kraft gelangt.

19. Die von den Rotationsflächen aufgestellten Wahrheiten lassen sich in einem 
Gesetze vereinigen. Denkt man sich durch einen Punkt die Meridiancurve und ihre recht- 
neigige Trajectorie gelegt und bezeichnet den Quadranten, welchem die concaven Seiten 
beider Curven zugekehrt sind, mit 1 (Fig. I.), die übrigen der Reihe nach mit 2, 3 und 
4, so gelangt man von dem besagten Punkt im ersten Quadranten nur zu Stellen stärkerer, 
im dritten Quadranten nur zu Stellen schwächerer Kraft, die Curve constanter Kraft end­
lich geht durch die Quadranten 2 und 4.
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III. Die Niveauflächen für einfache Kraftgrössen.

21. Bekanntlich kann in grosser Entfernung von der anziehenden Masse die Kraft 
gleich derjenigen gesetzt werden, welche der Schwerpunkt der gegebenen Masse ausüben 
würde, wenn die ganze Masse in ihm vereinigt wäre. Daraus geht hervor, dass die Ni­
veauflächen in grosser Entfernung von der anziehenden Masse einer um den Schwerpunkt 
beschriebenen Kugelfläche sich nähern. Indess darf nicht übersehen werden, dass dies 
nur stattfinden kann, wenn die Masse gleichartig ist, nicht aber, wenn sie ungleichartig, 
wie bei dem Magnetismus und der Elektricität ist. In diesem Falle kann die anziehende 
Masse nicht durch einen Schwerpunkt, sondern nur durch zwei ersetzt werden, von denen 
der eine den positiven Massen, der andere den negativen Massen angehört. Sind 4֊ fi 
und —/г die entsprechenden Massen, welche wir uns in den Schwerpunkten P und I\ 
angehäuft denken, so wird die Meridiancurve der Niveaufläche durch

1 1 = const. Г Гі
ausgedrückt, wenn

r=[y2 '֊-(x-e)2? Г1 = [у2 + (х+ e)2]*

ist, wo 2e den Abstand beider Schwerpunkte bedeutet. Die durch obige Gleichung dar­
gestellten Curven sind in der Figur II schwarz gezeichnet; von den Trajectorien zu 
sprechen, nehmen wir hier noch Abstand. Dagegen möchte es rathsam sein, noch von 
dem Falle zu sprechen, wo bei gleichartiger Vertheilung die anziehenden Massen so grup­
pirt sind, dass es gerathen ist, sie durch zwei Schwerpunkte zu ersetzen, so dass ihre 
Meridiancurve durch die Gleichung

1 , 1
— + -֊ = const.Г Г1

charakterisirt wird, Curven dieser Art sind in Fig. III gezeichnet. An denselben ist eine 
Eigenthümlichkeit der Niveauflächen zu bemerken, die bei Betrachtungen über dieselben 
berücksichtigt werden muss; es zeigt sich nämlich, dass die Niveaufläche sich in zwei 
geschlossene Oberflächen zerlegen kann. In complicirteren Fällen kann es vorkommen, 
dass zu derselben Constante des Potentiales drei und mehrere geschlossene Flächen 
gehören.

21. Wir gehen nun dazu über, die Niveauflächen und ihre rechtneigigen Trajec­
torien bei ungleichartigen Massen zu bestimmen. Wir beschränken uns auf lineare Mas- 
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senvertheilungen, wobei hauptsächlich neben den elektrischen Strömen an die magnetischen 
Massen gedacht werden muss, bei denen wirklich oft eine lineare Vertheilung substituirt 
werden kann, z. B. wenn man einen Magneten mit einer stark prävalirenden Ausdehnung 
hat. Zunächst ist zu bemerken, dass es sich hier nur um Rotationsflächen handeln wird, 
also nur Curven und keine Flächen zu bestimmen sind. In Betreff magnetischer Unter­
suchungen werden wir nun in den nächsten Abschnitten folgende Massen behandeln:

22. Ein magnetisches Element,
23. Einen Magneten mit zwei Polen,
24. Einen Magneten mit beliebiger Vertheilung,
25. Einen Magneten in meridionaler Lage unter Berücksichtigung des Erd­

magnetismus.
Dann aber betrachten wir bei einem elektrischen Kreisstrom in den Abschnitten

26. Seine elektromagnetische Kraft,
27. Seine elektrodynamische Kraft,
28. Seine elektromotorische Kraft.

22. Ein magnetisches Element ist ein Magnet, dessen Pole unendlich nahe liegen; 
denken wir uns dieselben also in der X-Axe mit den Abscissen xt und x։ -f- dx։, so lässt 
sich, da beide Punkte entgegengesetzte Masse enthalten, die Niveaulinie durch ein Diffe­
rential darstellen

■i

—— = const., wenn ղ = [y2 -f- (x — x^2]5 ist;

also

Legt man den Coordinatenanfang in das magnetische Element und führt Polarcoor- 
dinaten ein, so erhält man:

r2 — a2 cos
Für die orthogonalen Trajectorien dieser Curven ergiebt sich leicht: 

r — a sin ■ծ2.
In beiden Gleichungen drückt a die Constante aus; die Curven sind in Fig. IV 

gezeichnet und zwar stellen die schwarz ausgezogenen immer die Niveaulinien vor. Be­
merkenswerth ist noch der Werth der Subtangente der Trajectorien, dieselbe ist 

wenn rt und die Coordinaten des Berührungspunktes ausdrücken; dieser Ausdruck 
weist auf die bekannte Construction der Tangente an der magnetischen Curve hin: Man 
construire ein rechtwinkliges Dreieck, dessen eine Ecke das Element selbst ist, dessen 
andere Ecke der Punkt bildet, durch den die Tangente gelegt werden soll und dessen 
Hypotenuse in der magnetischen Axe liegt; theilt man die letztere in drei gleiche Theile, 
so ist der dem Element zunächst liegende Theilpunkt ein Punkt der Tangente.
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23. Bezeichnet man den Abstand der beiden Pole eines Magneten mit 2e und 
hat man den Anfangspunct der Coordinaten in die Mitte von 2e, die X-Axe in die magne­
tische Axe gelegt, so ist, wie schon im Abschnitte 20 gesagt worden ist, die Gleichung 
der Niveaulinie:

1 1

wo r։ = [y2 + (x — e)2]T r2 == [y2 + (x 4- e)2]1 ist.
Um die Gleichung der rechtneigigen Trajectorien, d. h. der magnetischen Curven 

abzuleiten, gehen wir am besten von ihrer Differentialgleichung aus:
dy Y
dx ~ X ’

wo Y = ֊\ X = Ճ/ЛX r-3Xi,

wenn r¡ = [у2 4- (x — Xi)2]5 ist und die Massen fi¡ alle in der X-Axe liegen. Giebt man 
der Differentialgleichung die Gestalt

P [У dx — (x — xi) «tyl = °>
so erkennt man leicht, dass sie mit dem integrirenden Factor у ein vollständiges Diffe­
rential darstellt; man erhält durch Integration

Da bei einem Magneten mit zwei Polen nur zwei Punkte mit den Massen ֊(- lJ und 
—֊ /л vorausgesetzt werden, so ergiebt sich als Gleichung der magnetischen Curven 

x 4 e
r2

x — e

d. h. die Differenz der Cosinus derjenigen Winkel, welche die nach den Polen gezogenen 
Leitstrahlen mit der magnetischen Axe bilden, ist für ein und dieselbe magnetische Curve 
eine constante Grösse; dieselbe ist der sinus versus desjenigen Winkels, welchen die 
Curve am Pol mit der magnetischen Axe bildet.

Obige Eigenschaft der magnetischen Curve und die Construction, welche sich aus 
derselben leicht ergiebt, ist bereits bekannt1); die durch obige Gleichung charakterisirten 
Curven sind in Fig. II punktirt gezeichnet. Die Construction der Tangente lässt sich 
auf den leicht nachweisbaren Satz gründen, dass sich die Abstände des Tangentendurch­
schnittes auf der X-Axe von den beiden Polen verhalten wie die Cuben der nach dem
Berührungspunkt gezogenen Leitstrahlen. Indess macht sich die Construction der Normale, 
d h. der Tangente der Niveaulinie eleganter, denn, wenn man in der Gleichung letzterer

*) Gehler’s Physikalisches Wörterbuch 6. B. 2. Abth. pag. 833. 



nach dem Bogen ds differenzirt, so erhält man
dr։ 1 dr2 1 
dľry~ďľ ÎȚ’

errichtet man nun in den Polen auf den Leitstrahlen Perpendikel und bezeichnet die durch 
dieselben auf der Tangente gebildeten Abschnitte mit q։ und q2, letztere vom Berührungs­
punkt an gerechnet, so sind die Cosinus gleich

Éü —Л 
ds q։

dr2  r2 
ds q2 ’und

also muss die Gleichung bestehen : 

wodurch das Verhältniss der Abschnitte q։ und q2 und somit die Construction der Tan­
gente bestimmt ist.

24. Bekanntlich ist die Einführung zweier Pole, als Substitute aller Massen, nur 
unter der Voraussetzung vollkommen gerechtfertigt, dass alle Theilchen des Magneten 
gleich stark magnetisch erregt sind; das ist aber nicht der Fall, sondern, wie man weiss, 
sind die mittleren Theilchen stärker erregt; über das genaue Gesetz der Erregung herr­
schen verschiedene Ansichten, die von Lenz und Jacobi stehen denen Biot’s gegenüber. 
Um für diesen allgemeinen Fall die Gleichung der magnetischen Curve zu entwickeln, 
knüpfen wir am besten an die im vorigen Abschnitte entwickelte Gleichung:

X — x*-------- c= const.

an; da die Pole eines und desselben magnetischen Elementes gleiche Masse mit entgegen­
gesetztem Zeichen haben, so lassen sich die zu denselben gehörigen Werthe in einem 
Differential zusammen fassen, so dass man erhält:

d-
gi • dxi —— = const, dxi

Wenn wir nun f(Xi) als das Vertheilungsgesetz der magnetischen Momente /Zi-dx¡ 
annehmen, so kann man die Summe in ein Integral übergehen lassen; bezeichnen wir, 
der Deutlichkeit halber, den Integrationsbuchstaben mit £, so ist die Gleichung der mag­
netischen Curve:

Nach Lenz und Jacobi, welche die Parabel^ërtheilung annehmen, hätte man nun 
für 1Ș den Ausdruck
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nach Biot, welcher das Gesetz der Kettenlinie ableitet, aber den Ausdruck
а2 —/9(e + £ 4֊ e~£)

zu setzen. Durch Fixirung der magnetischen Curven im Experiment diese beiden An­
sichten zu prüfen, liegt nicht in dem Plane dieser Arbeit, sondern muss auf andere Zeit 
verschoben werden. Hier ist nur noch zu bemerken, dass sich für das erste Gesetz die
Integration ausführen lässt; man erhält nämlich:

a 4֊ 4 О2 + րւր2/֊Հ֊
к г2

wo а2 ße2
Г

r1=[y2 + (x֊e)2]’ 
r2 = [у2 4֊ (x 4֊ e')2]5 ist.

Man überzeugt sich leicht davon, dass alle magnetischen Curven durch die End­
punkte x — 4՜ e und x = •-- e des Magneten gehen.

2І5. Die Gleichungen der letzten Abschnitte sind entwickelt, ohne Rücksicht auf 
den Erdmagnetismus zu nehmen und doch würde dies bei experimentalen Untersuchungen 
unumgänglich nöthig sein. Bei meridionaler Lage des Magneten, d. h. also wenn seine
Axe im Meridian liegt, ist die Einführung des Erdmagnetismus leicht zu bewerkstelligen, 
denn man hat in den Entwicklungen des Abschnittes 23 die X-Componente nur um die
Horizontalcomponente T des Erdmagnetismus zu vermehren oder zu vermindern, je nach­
dem der wirkende Magnet der erdmagnetischen Kraft entsprechend liegt oder nicht.
Man überblickt, dass dadurch die Gleichung der magnetischen Curve sich erweitert zu:

Da а eine Constante ist, welche nur von dem Magneten abhängig ist, so liegt es 
auf der Hand, dass durch die magnetische Curve die horizontale Componente des Erd­
magnetismus bestimmt werden kann; auch die darauf bezüglichen experimentalen Unter­
suchungen müssen wir verschieben.

26. Es soll diejNiveaufläche eines geschlossenen elektrischen Stromes bei seiner 
Einwirkung auf ein magnetisches Molecül bestimmt werden. Zunächst lässt sich leicht 
nachweisen, wie Neumann zuerst festgestellt hat, dass das Potential eines geschlossenen 
Stromes bei elektromagnetischer Wirkung durch die Oeffnung des Kegels dargestellt wird, 
dessen Spitze das magnetische Molecül und dessen Leitcurve der geschlossene elektrische 
Strom ist. Wenn man bedenkt, dass nach Ampère, wie schon im Abschnitt 10 gesagt 
worden ist, die Wirkung eines elektrischen Stromes durch die magnetischen Massen er­
setzt werden kann, so hat man für das Potential besagter Masse, also auch des elektri-

’) Die mathematischen Gesetze der inducirten elektrischen Ströme von F. E. Neumann 1846 
pag. 73.
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sehen Stromes, bei dem Flächenelement dco einmal — oberhalb und dann-------unter-r r
halb der Fläche zu nehmen; fasst man beide Ausdrücke in einem Differential zusammen,
so hat man

v=-/-drd“’
wo das Differential in der Richtung der Normale genommen ist, welche einen stumpfen 
Winkel mit r bildet, das Integral aber sich über die den geschlossenen Strom überspan-

d. h. gleich der oben näher bestimmten Kugelöffnung.
Die erste Integration lässt sich für einen ebenen Strom ausführen : Man wähle 

einen beliebigen Punkt innerhalb der geschlossenen Curve zum Anfangspunkt der Coor- 
dinaten, bezeichne den Abstand des magnetischen Molecüls von demselben mit R und

nende Fläche erstreckt. Nach Theor. II. ergiebt sich also 
V=/de,

den Winkel, welchen R mit seiner Projection auf der Ebene des Stromes bildet, durch 
betrachtet man diese Projection als die Anfangsrichtung eines in der Stromebene bewegten 
Leitstrahles r, dessen Abstand durch den Winkel tp gemessen wird, so ist

wo

V r dr dtp

a den Abstand des magnetischen Molecüles von der Stromebene und о die Entfernung 
von dem Flächenelement rdr dtp ausdrückt, also

ç2 =: R2 ֊Լ r2 2 r R cos ծ cos tp.
Wenn man in Bezug auf r integrirt, so erhält man: 

wo 
auf

r cos & cos tp — ç 
(1 — cos^2 cos</>2) о dțp,

sich nun n und r nur noch auf die Punkte der begrenzenden Curve und nicht mehr 
die der begrenzten Fläche beziehen.

Schon aus der geometrischen Darstellung des Potentiales durch die Kegelöffnung 
kann man erkennen, dass die Niveaufläche, welcher die Constante Null zugehört, die 
ausserhalb der geschlossenen Stromcurve liegende Ebene, dagegen die Niveaufläche mit 
der Constante 2 n die innerhalb der Curve liegende Ebene ist. Die übrigen Niveauflächen 
bilden Flächen, welche über die Curve gespannt sind, die ersten ungemein weit ausge­
dehnt, die letzteren straffer herangezogen.

Für die Theile der Flächen, welche weit von der geschlossenen Curve abliegen,
г 1

kann man die höheren Potenzen von vernachlässigen, also für—kann man den Werth 

1 4֊ — cosacos tp setzen; nimmt man noch an, dass die geschlossene Curve eine Kreis­

linie sei, so erhält man
4*
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Führt man lieber den Winkel гр ein, welchen R mit der Normale der Stromebene 
bildet, so erhält man als Gleichung der Meridiancurve:

R2 = a2 cos гр.
Ein Ausdruck, welcher mit dem im Abschnitt 22 gefundenen identisch ist, wie sich 

vermuthen liess, da unter den oben aufgeführten Bedingungen der Strom durch ein mag­
netisches Element ersetzt werden kann.

27. Will man die Niveaufläche eines Kreisstromes in Bezug auf seine elektro­
dynamische Wirkung ableiten, so muss die Richtung des angezogenen Stromstückes vorher 
festgestellt werden; der einfachste Fall ist der, wenn dasselbe stets rechtwinklig zu der 
Normale der Stromebene und zu der nach dem Mittelpunkt des Kreises gezogenen Ver­
bindungsstrecke steht; dass in diesem Falle die Niveauflächen Rotationsflächen sind, er­
hellt unmittelbar. Behält man die obigen Bezeichnungen bei, so ist, da man nach Neu­

Entfernung zu dividiren bat,
mann1) zur Bildung des Potentiales nur den Cosinus der beiden Stromstücke durch ihre

wo r der Radius des Kreises und
ç2 = R2֊|֊r2 — 2R r cos# cos</>.

Für diejenigen Theile der Niveauflächen, für welche man die höheren Potenzen 

von — vernachlässigen kann, erhält man

V = r^Cos#, 
К

also als Gleichung der Meridiancurve:
R = a cos #;

die Meridiancurven bilden also eine Kreisschaar, deren Kreise sich berührend durch den 
Mittelpunkt der gegebenen Stromcurve gehen.

28. Wenn die Einwirkung eines in seiner Stromstärke schwankenden elektrischen 
Stromes auf freie Elektricität eines Leiters berechnet werden soll, so ist zu diesem Zwecke 
weder das Ampère’sche Gesetz, noch ein aus demselben abgeleitetes, sondern allein das 
für diesen Fall von Weber2) aufgestellte Gesetz anwendbar. Bekanntlich wird nach ihm 
die Wirkung einer elektrischen im Leitungsstücke ds bewegten Masse e auf die Massen­
einheit, wenn r den Abstand beider bezeichnet, ausgedrückt durch

r2 L1 + 16 V dt2 dtvJ’

welche Kraft sich in der Richtung von r geltend macht; die Differentiale sind nach der

*) S. o. pag. 67.
2) Elektrodynamische l'iaassbestimmungen von W. Weber pag. 119.
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Zeit genommen. Will man hiernach die Wirkung des elektrodynamischen Stromes be­
rechnen, so ist zu berücksichtigen, dass, während die Masse 4- e sich nach der einen 
Seite mit der Geschwindigkeit v bewegt, die Masse e mit derselben Geschwindigkeit 
nach der entgegengesetzten Seite strömt, oder, wie es sich besser für die Rechnung 
macht, dass, wenn -j- e die Geschwindigkeit 4֊ v hat, — e die Geschwindigkeit v be­
sitzt. Wollte man die Wirkung bei constanter Stromstärke ableiten, so würde sich her­
ausstellen, dass dieselbe der Null gleich ist, was von vorne herein vermuthet werden 
konnte, da ein constanter Strom auf einen ruhenden Leiter keine inductorische Wirkung 
hat. Wird nun vorausgesetzt, dass die Stromstärke i in der Zeit dt um die Grösse di
steigt,

und

tricität

dr dv
ds dt'
für die Wirkung der positiven Elek-

so muss sich das Differential auch auf v erstrecken, also erhält man 
dr dr ds 
dt ~ ds dt

dr
~ ďs V

d2r d2r
3ë=₽v +

Setzen wir diese Werthe ein, so ergiebt sich

e ds Г. a2 f d2r dr2 2 drdvVl
W լ* + 15 Հ <1տ=v - dS>v + 2r di di JJ-

Für die Wirkung der negativen Elektricität, welche die Geschwindigkeit — v mit 
dvdem 'Increment — — hat, ergiebt sich entsprechend :

Als Summe beider Wirkungen folgt also der Ausdruck
a2 e ds dr dv
4 r ds dt՜

dr
Da nun aev nichts anderes als die Stromstärke i ist, — — aber den Cosinus desds

Winkels Ý bedeutet, welchen r mit der positiven Richtung von s bildet, so kann die in 
der Richtung von r wirkende elektromotorische Kraft eines variablen Stromelementes auf 
die ruhende positiv-elektrische Masseneinheit ausgedrückt werden durch

a di ds cosi//
՜ 4 ďt r ՜

dp

Die Componente nach einer beliebigen Richtung p wird also erhalten, wenn man 
 dr

jenen Ausdruck mit cos rp = — multiplicirt; da sich dann die Gleichung aufstellen lässt : 

d-f^— ds-costb —- -lg. r)
a di ds cos ip dr \ 4 ’ dt У
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so ergiebt sich für das Potential der Ausdruck:

Ѵ==У °0SWr ds>
wo das Integral längs der ganzen Stromcurve zu nehmen ist.

Bei einem Kreisstrome ist nun dieser Ausdruck der Null gleich, denn, wenn man 
die beiden Elemente ds vergleicht, für welche r dieselbe Länge hat, so wird man sich 
leicht davon überzeugen, dass die dazu gehörigen cos гр gleich und entgegengesetzt sind, 
so dass sich im Integral diese Elementenstücke gegenseitig aufheben.

Freilich sagt dies Resultat V = о nichts über die Niveaufläcben und ihre rechtnei- 
gigen Trajectorien aus, indess kann man die Richtung der Kraft bestimmen, wenn man, 

, . . a ds-cos гр diwie oben beim Potential, so auch bei der Kraftgrösse diejenigen Elemente —-j- —-— 

combinirt, für welche r gleich gross ist; da für dieselben cos гр gleich gross mit ent­
gegengesetztem Zeichen ist, so haben je zwei derartig zusammengehörige Elemente immer 
eine Resultante, welche zu der durch den Mittelpunkt und den angezogenen Punkt recht- 
neigig zum Kreisstrome gelegten Ebene lolhrecht steht; folglich hat auch die ganze Kraft 
diese Richtung. Somit sind die Niveauflächen diejenigen Ebenen, welche durch die vom 
Mittelpunkt aus auf der Kreisebene errichtete Normale gelegt werden können, und die 
rechtneigigen Trajectorien sind Kreislinien, deren Ebenen mit der Stromebene parallel 
sind und deren Mittelpunkte alle in der oben bezeichneten Normale liegen.

Um den Ausdruck für die Kraft aufzustellen, hat man bei den einzelnen Kräften 
die Componente nach der Richtung der allgemeinen Resultante zu nehmen; behält man 
also die in den vorigen Abschnitten gebrauchten Bezeichnungen bei, so hat man mit 

r_zu multipliciren und da cos гр — ist, so erhält man, da r in dem Aus-
Ç Չ

druck---- ?֊ Ճ jetzt durch q bezeichnet werden muss,
4 r dt '

P = — ||r2Rcostf
3 dl Joe3’

wo, wie früher, r den Radius des Kreises bezeichnet und
ç2 = R2 -j- r2 == 2 r R cos & cos гр ist.

Vernachlässigt man die höheren Potenzen von ^֊, so erhält man 

P = — a di r2
4 dt R2

7t ■ COS -ót,

so dass die Curven constanter Kraft dargestellt werden durch die Gleichung
R2 = a2cos â-,

eine Gleichung, auf die wir sowohl im Abschnitte 22, wie im Abschnitte 26 gekommen 
sind und auf welche sich die Figur IV bezieht.
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IV. Das Potential für einfache Niveauflächen.

29. In der Einleitung haben wir bereits auf das Verhältniss des Potentiales zu 
den Niveauflächen aufmerksam gemacht und auf eine bis jetzt noch nicht aufgeworfene 
Aufgabe, „das Potential für gegebene Niveauflächen zu bestimmen“, hingewiesen. Die 
Aufgabe wird durch die im Abschnitte 6 entwickelte Differentialgleichung gelöst; handelt 
es sich, wie in den folgenden Fällen, um einen ausserhalb der Masse liegenden Punkt, 
so kann man die eine Integration allgemein ausführen, so dass man die Gleichung

dV я— da) = const.
dp

anwenden kann, wo sich die linke Seite auf die zu dco gehörige Trajectorienröhre bezieht.
Nachdem wir nun in diesem Abschnitte „parallele Ebenen“ als Niveauflächen be­

trachtet haben werden, wollen wir in den ferneren Abschnitten noch folgende Niveau­
flächen untersuchen:

30. concentrische Cylinderflächen,
31. concentrische Kugelflächen,
32. homofocale Ellipsoide.

Bei parallelen Ebenen sind die Trajectorien die zu den Ebenen rechtneigigen Li­
nien; schneidet man nun auf einer Ebene ein beliebiges Stück da) aus und legt durch 
alle Punkte der Grenzcurve die Trajectorien, so bildet die Trajectorienröhre eine Cylin- 
derfläche, in derselben ist also da) constant, folglich erhalten wir aus der obigen Gleichung: 

dV— = const, dp
d. h. die Kraft ist überall constant; bezeichnet man den Abstand zweier Niveauebenen, 
zu denen die Potentiale V und Vo gehören, durch h, so erhält ¿man

V — Vo = a h, 
wo a eine Constante ist; diese Gleichung würde etwa für die Schwerkraft gelten bei 
nicht zu grosser Entfernung von der Erdoberfläche.

30. Denken wir uns die Niveauflächen in der Gestalt concentrischer Cylinder­
flächen, so sind die Trajectorien diejenigen Linien, welche die gemeinschaftliche Cylinderaxe 
unter rechten Winkeln schneiden. Stellt man sich nun zu einem auf einer beliebigen 
Cylinderfläche gezeichneten da) die Trajectorienröhre vor, so übersieht man leicht, dass 
die zu der construirten Röhre gehörigen do) ihren Abständen von der Axe proportional 
sind; bezeichnet man diesen Abstand durch r, so erhält man aus der allgemeinen Gleichung
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dV— r = const., dr
da die Richtung p in r fällt; das Integral derselben ist

V—V0=alg ֊.
*o

31. Bei concentrischen Kugelflächen sind die Trajectorien die von dem gemein­
schaftlichen Mittelpunkt ausgehenden Strahlen; die zu dco gehörige Trajectorienröhre bildet 
also einen Kegel, weshalb die von demselben ausgeschnittenen dto dem Quadrat ihrer 
Entfernung vom Mittelpunkt, d. h. r2 proportional sein müssen; da nun p wieder in r 
fällt, so erhält man

շ dVr2 — — const.dr

32. Wird g als Variable angesehen, so können homofocale Eflipsoide durch die 
Gleichung:

a24-s b2 + g^C2 + g
ausgedrückt werden. Zunächst lässt sich nachweisen, dass die von uns als „correspon- 
dirend“ definirten Punkte bei homofocalen Ellipsoiden mit denjenigen zusammenfallen, 
welche Ivory und nach ihm Chaslesals solche bezeichnet haben. Beide Geometer nen­
nen diejenigen Punkte zweier homofocalen Ellipsoide correspondirend, deren Coordinaten 
sich wie die parallelen Axen verhalten; sollen diese Punkte auch in unserm Sinne cor­
respondirend sein, so müssen sie auf derselben rechtneigigen Trajectorie der homofocalen 
Ellipsoide liegen. Es genügt, zunächst zwei unendlich nah liegende Ellipsoide zu be­
trachten; bezeichnet man auf denselben zwei „nach Ivory“ correspondirende Punkte durch 
x, y, z und x -j- dx, y + dy, z -j- dz, so müssen die Coordinaten den Bedingungen genügen 

x  x 4- dx у У + dy  z z 4- dz
F^ + s F»2 4- ç 4-dg’T/bT4- g Fb2 4֊ e 4֊ dg’Fc2 4-s Fc2 4- g 4- dg 

woraus sich durch Dilferenziren die Gleichungen ableiten lassen:
dx 1 dg dy  1 dg dz  1 dg
x ՜ 2 a2 ֆ g y ~ 2 b2 փ g z ~ 2 c2 4- S

Bezeichnet man nun das von dem Punkte x, y, z bis zu dem zweiten Ellipsoid 
reichende rechtneigige Trajectorienstück durch dp, so müssten die Projectionén d£, d^, df 
desselben mit dx, dy, dz identisch sein, wenn die von x, y, z aus gezogene Trajectorie 
den Punkt x 4- dx, y 4՜ dy, z 4- dz treffen sollte.

Nach den bekannten Ausdrücken für die Cosinus der Winkel, welche die Normale
mit den Axen bildet, ist:

>) Comptes rendus, séance du 25. juin 1838.
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ժ§ ___ dp_________________ 1________________
x ՜ a2 4֊ ? Ț/~P ՜ p ՜ P 

ľ (a2 + S)2 (b2 + sj2 Դ Cc2 + Ю2՜
Die Beziehung zwischen dp und ժտ ergiebl sich, wenn man die Gleichung des 

Ellipsoïdes nach ժտ differenzirt und berücksichtigt, dass ժբ das Trajectorienstück zwischen 
den beiden unendlich nah liegenden Ellipsoiden ist; man erhält:

2 x Ժ? 2 y ժց 2 z ժ£ p x2 y2 z2 Ո
a24֊s + b2 -Fs ՜1՜ c2-¡-s Цаг-F s)2 ï՜ (b2 4-s)2 (c2 4-s)2J

Setzt man nun den oben entwickelten Werth von ԺՏ und die demselben entspre­
chend gebildeten Werlhe von Si¡ und d£ ein, so ergiebt sich

ժբ = Т/ x* i P 7՜ շ2 Z
2 У (a2 -F S)՜2 + (b2 4- ç)2 + (c2 4- S)2’

so dass sich vermöge dieses Ausdruckes d£ darstellen lässt durch
= ± ԺԼ

x 2 a2 4- Տ՜
Vergleicht man diesen Ausdruck mit dem von dx, so ergiebt sich die Identität von 

dx und d§ ; ebenso ist die der übrigen Projectionén abzuleiten.
Hiernach ist nun die Form des Potentiales leicht zu entwickeln, denn wenn man 

dasjenige Flächenstück als dco wählt, dessen Projection dx dy ist, so erhält man

dco (C'2 + e) y (a2 Teÿ + (H^2 +
Schreibt man die rechte Seite in der Form:

dx dy
Hfn — Fa2 -F Ç Fb2 4- Ç __—------—
~------- ž---------F(a2 4֊ «) cb +

Fo24-s

so erkennt man, dass, da sich die Coordinaten, also auch ihre Incremente wie die parallelen 
Axen verhalten, für die ganze zu dco gehörige Trajectorienröhre der erste Factor eine 
constante Grösse ist; oben ist ferner gezeigt worden, dass sich der letzte Factor

durch 2 ~ darstellen lässt, also kann man schreibende 
dœ=/ ^Fc«2 + s) <֊b2 + s) (°2 +«)•

Setzt man diesen Ausdruck nun in der Gleichung:
dV— dco — const.
ժբ

ein, so erhält man die Differentialgleichung:
dV dp ________________________
Ժբ ժտ Иа2 4- s) (b2 -F e) (c2 -F s) = consf-’

5
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f

als deren Integral sich

/’g__________ dg___________
оэԽ2 + g) (b2 + g) (c2 +T) 

ergiebt, da V im Unendlichen der Null gleich is.
Um die Constante a zu bestimmen, müsste man das Potential Vo auf der Anfangs­

fläche

kennen, denn dann ergiebt sie sich unmittelbar aus der Gleichung:

V„
dg___________

F(a2 + g) (b2 + ç (c2 + g)

Dr. Most.



ïîriidjt über bo jïdjitljaljr rwn Діфпеііз 1861 bis Діфаеііз 1862.

SBeränberungen tm geȘrer^oliegtum. — 3« Wdfaelib 1861 »erlieg unó 
»er Dr. Kallmann, welcher ï>ie ftebeníe огсепіііфе SetjrfłeUe gehabt Șatre. Sr war ein 
3«í»r an unferer Singalt gewefen. Sßir fallen iȘn ungern fdjeiben, befonberb Șatte er burd) 
lebenbigen unb anregenben OefcȘicȘtâunterrrcȘt gewirft. -Șerr ff) a limanu nahm eine Stelle 
an ber UnioergtätbrVibliothef ín CSJreifšwalb an. (Lie ftebeníe orbentliche geíjrfteűe würbe 
bab nadjge 4>albjaȘr pro»iforifcȘ vermaltet. ШШ ©eneȘmigung Sineb -fboȘen königlichen 
SJlínifteriumb »om 19. 3uni 1862 würbe fte bem Dr. Sd)önn übertragen unb beffen Slmtb* 
tȘătigfeit ín biefer Stelle »om 1. Slpril 1862 gerechnet. — Sim 1. 91o»ember 1861 trat 
ber SchuIamtb^Sanbibat $auli alb prooiforifdȘer Sollaborator ein. — Der proviforifeȘe 
Sollaborator kögler würbe unter (Senebmigung Sineb <>oben königlichen SRínigeriumb 
»om 26. 3uli 1862 alb erger Sollaborator angegellt unb feine 4Slmtbthätigfeit in biefer 
Stelle »om 1. Slpril 1862 gerechnet. — 3« 3ohannib 1862 legte ber Oberlehrer Dr. 31 o* 
bolbïp feine Stelle nieber. Sr war feit ЗКіфаеІіЬ 1854 SeȘrer an unferer Schule unb 
bat geb um bie wiffenfd)aftlid)e unb metȘobifcȘe Vehanblung beb granjögfd)en anerfannte 
Verbienge erworben. (Die burd) feinen 3iücftritt nothwenbig geworbenen Veränberungen im 
8cbrer«SolIegio gnb noch nicȘt enbgültig feftgegellt. — (Durch Vlinigeria^Slefcript »om 29. 
Sluguft 1862 ift bem orbentlichen Serrer Dr. Staub in Sliierfennung feiner »erbienglicȘen 
SBirffamfeit ber Oberlehrertitel beigelegt worben. —

Sim 11. Заішаг 1862 ging ber ¿um Slbgeorbneten für ben kreib 3tanbow gewählte 
Oberlehrer Sdjmibt паф Verlin, um in bao £aub ber Slbgeorbneten einjutreten. gür 
feine Vertretung waren aub gäbtifhen Vlitteln 300 Ջքմր֊ bewilligt. Diefe Vertretung 
muhte ¿unädfg oon ben Lehrern ber Singalt übernommen werben, ba geh fong ein geeigneter 
Vertreter nicht fanb. Sllb ber Oberlehrer Schmibt nach feiner 2ßiebcrwaf)l am 15. Wlai 
паф Berlin ging, übernahm ben größten 2феі! feiner Stunben ber Sd)ulamtb#Sanbibat 
31 о ad.

Scbnlfiirrltcbfctfcn unb ¡Sebuífefte. — Sim 18. October 1861 begingen wir 
bie geier ber krönung Sr. SKajegät beb königb. — Sim 29. Запиаг 1862 hatten wir 
uttfer SBinterfeg. Sb beganb in Vorträgen »on (gefangen, SDlugfgücfen unb ©ebicȘten, in 
Slufführung ber 3. Scene beb ergen Slctb aub ЭІіфагЬ II. in епдЩфег Sprache unb ber 
Schlugfcene aub 3mmermann’b Drauerfpiel Slnbreab «Șofer; ferner in jroeien Sieben; bie 

5» 
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dne Șieli ber fßrimaner Serijeim über bie Sebeutung, ©ewiniiuiig unb ^Bearbeitung beê 
Eifenë in ber ©egenwart; bie anbere ber Primaner Sorters über bie æerbienfte ber 
Deutfd)en unt bie Entwicflung ber Afironomie. —

2lm 22. fôíärj 1862 feierten wir ben ©eburtëtag Sr. Wlajeftät bež königë unb 
serfnüpften bamit bie Entlaffung ber Abiturienten 33ertȘeim unb 2Self. Der Scutere 
erhielt ein Eremplar bež Silberwerfê „Auë könig griebrid)ë 3eit", weld)eë unë son beut 
копідііфсп fßrooinjial * © djul* Eollegio übergeben war, um am ©eburtëtage Sr. ÜJiajeftät 
bež königë cinem biefer Auêjeid)nuitg würbigen Schüler gefcȘenft ju werben. Её war 
bieê eíneê auê einer gröfjern Aitjabl son Eremplaren biefeê SBerfeë, welche ein patrioti* 
fdjer greunb ber 3ugenb auf Seranlaffung ber krönung ©r. Wíajefíät bež königé bem 
£>errn Untcrrichtéminifier jur Sertbeilung an Schüler höherer SeȘranfialten überwiefen batte.

Die Danfbarfeit serpflidjtet mid), bier aud) beê gefieë ju gebenfen, weld)eë mir am 
am 5. 3uli b- 3- auf Seranlaffung beê Ablaufeê meiner 25jährigen Dienjljeit son meinen 
EoUcgen, son gegenwärtigen unb früheren Schülern, son Eltern unferer Schüler unb greun# 
ben unferer Sd)ule, non hochgeehrten Wlännern, bie früher meine Veíjrer gewefen waren 
ober bie gegenwärtig im ftâotifcȘen цпЬ königlichen Dienft meine Sorgefegten ftnb, bereitet 
würbe. 2öertl)solle ©aben, bie id) son serfcȘiebenen Seiten empfing, werben biefen Sag 
bei mir [teté in banfbarer Erinnerung erhalten.

Am 22- Auguft, an bemfelben Sage wie im sorigen 3ahre, feierten wir in her* 
fömmlid)er Aßeife unfer Sommerfeft in ©oglots.

Am 21. 3Rai besuchte ber £>err fProsinjial=Sd)ulratb Dr. æ ehr mann bie Schule 
unb wohnte bem Unterrichte ber Jüngern £eï>rer bei.

Aud) in biefem 3al)re würben mir son einem Wianne, bem wir fdjon feit einer 3îeiȘe 
son 3abren ju banfen haben, unb auê einer Sammlung anfeljnlicȘe ©elbfummen übergeben, 
um basou baž Sd)ulgelb für ärmere Schüler ju befreiten. Daê ©elb ift feiner Seftint* 
mung nad) angewanbt unb bat Eltern unb kiitber unterfîü^t unb erfreut. Da bie Schule 
eine jwar anfebnlid)e, aber bod) beftimmte, nid)t ju überfd)reitenbe 3al)l »on greiftellen ge* 
wahrt, fo ift её nicht immer möglid), bie Sitte um greijd)ule ju erfüllen, wenn aud) bie 
Umftänbe biefe Erfüllung noch fo nabe legen. Um fo erfreulicher ift её, wenn wir in Stanb 
gefegt werben, in fold)en gallen ju bdfcn. —

Die gerien erftredten ftcȘ auf bie sorgefd)riebenen Sage, nur bah ju Öftern mit 
^Bewilligung beë königlichen fProsinjiabSdjuUSolIegiumë bie Schule fdjoit am greitag sor 
ÿalmfonntag gefd)loffen würbe. — Die gcrienfdjule währenb ber Sonrmerferien würbe son 
54 Schülern auë beit klaffen son Serta biê Quarta unb son 69 Schülern ber Sorfdjule 
befudjt.
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llermiljrung ïies lier $d)ule.
A. Die Sel)rer#23ibliotl)ef erhielt eine æermeljrung:

®urrf} (S5efcȘenf: 23on Sinern £>ol)en Яопідііфеп Plínifterium bie gortfețjung son: 
gorfteré Denïmale beutfdjer ©aufunfi unb son: Seben unb auëerroâblte Skriften 
ber SBâter unb Segrünber ber reformirten Яігфе ; aufjerbem: Etudes sur les pesées 
par MM. Régnault, Norin et Brix.

æon t>errn ©eneralmajor unb Srigabier s. Siten eine litȘograpȘtrte Äarte ber Um* 
gebung <Stettinè.

Ջօո £errn ©berleíjrer Dr. IBoldmann in Pșri£: lieber progpmnažmen.
®on bem Verleger феггп Äüljlmann in Bremen: Degenfjarbfö engliftfye ©фиі* 

grammatif.
ՋՅօո £>errn prof. Sangbein: Sin son ber 2lcabemie ju berlin im sorigen Satyv 

bunbert beraužgegebener 2ltlaê ; t>aupťž Seben beë DemofH)eneê; ©eringž Siefang* 
Уфиіе; păbagogifcȘe Յ^էքՓրէքէրո ic.

ՋՅօո ^errn Dr. ȘR um ml e r beffen: C. Plinii IL philosophumena.
Durd) neue 21 n f ф a f f un g : ^egel’^ SSerfe; t>afe’b Âirdiengefcbtcbte ; Sunfen’g ®ibel* 

merf; SSeifjenborn’ê projection in ber Sbene; Dienger’ë Differential unb 3ntegral* 
гефпипд; ЭіеаРЗпЬег ju Dingier; Жоді’ё joologifd)e Briefe; ©iebel’ê Dbonto* 
graphie; ®iebeí’é> brei Эіеіфе ber Patur; ©iebeľž Dageëfragen; 2B. unb 
S. üßeber’è РІефапіІ ber тепіфііфеп ©eljtoerfjeuge; Snblidjer’ž genera plan­
tarum; роіфе’Р £аийфіеге; Per^’è Monumenta; Sifelen’é preugifcȘer Staat; 
s. Spbel’g 3tesolution£jeit; фйПтапп’ё Stäbtemefen; SIeidani comment.; pefdjeľč 
3eitalter ber Sntbecfungen; Poigťž ©efdȘtcȘte beë branbenburg*preufj. Staate ; 
Plommfen’ê romifdje ©еіфіфіе; s. æintersbeim’a æôlferroanberung; ©ersinuž: 
®фІо||ег’ё Pefrolog; ^Sergljaus’ Deutfcblanb feit 100 3aȘren; piöfc: Manuel de 
la littérature française; Dieterici’ê ©tatiftif; pott’S etpmologifdje gorf$ungen; 
©efcbi^te pl)ilanber’ë son Sittenroalbt; Siibfe’ê Âunftgef^idjte; s. Sargenê Âlin# 
genberger S^ronif; Straufj: £utten’ê ®efprädje; Հ>ս1էքՓ’$ Plcterologie; 23eder’¿ 
Sfiarifleê; Seder’s ©alius ; ЗЗепфагЬр’ё дгіефііфе Sitteratur; ®ernI)arbp’S rő* 
тііфе Siteratur; в. Spboro’S £anbatïaë; æoigt’ë 2ltlaê ber Piar! Sßranbenburg.

Durd) Sortfe^ung: poggenborff’š 2lnnalen; ©runert’S 21гфів; ЗсфѵеЗЬегіфІ ber 
Sčernie; æagner’ê £ефпо!одіе; ргефН’ё Sncpclopäbie; ©фтіь’ё Sncptlopâbie 
beS Unterridjtêíoefenê; poggenborff’s biograpȘ. Sßörterbud); æormbaum’é еоапде# 
Іііфе ©фиІогЬпипдеп; Panic’s епдЩфе ®е|фіф1е; в. Paumer’s biftor. Ха|феп# 
Ьиф; Оіе[еЬгефІ’е Äaiferjeit; ©crsinuè’ 19- 3<Ф*bunbert; ©гітт’ё ЬеиЦ’фей 
ЗЗопегЬиф; ІВорр’ё вегдІеіфепЬе ©rammatif; раЬадоді|՝фей 21гфів; Sentralblatt 
für bic Unterrid)tS-®er>ualtung.

SBon bcm раЬадодііфеп Sef e в er ein с: Plü^elOS З^фгіЗ für baô ©pmnaftal* 
rocfen; æeftermann’ë Plonatží)efte; £>errig’ë 21гфів; ©фиІЫаП für bie prosinj 
śBranbenburg; ргоіейапіі[фе PíonatSblätter; Ьепііфе ՋԱրրէր1յօ1)րՏքՓրւքէ; 3«էքՓր։քէ 
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für ‘’POilofopljie ; Siterar. Sentralblatt ». 3i։rntfe; 2Ragajin für bie Siteratur bež 
Služlanbež.

B. Sie ® ф ü I er b i b íi o t b e f erhielt:
Surd) ® efeb en f bež феггп Ç>rof. Sangbein: Borussia von Seemann; beutfd)ež Sefe# 

bud) oon Selbfam; beutfd)ež Sefebudj von Sluraž unb ©uertidj ; bie фоЬеп;оІІегп 
von S3erg; beutfdje SRuflerlefe von 2lren$; Sefebudj von Stifter unb Slprent.

2)urd) Ց1 nfauf: ©efcßicijte ber beutfc&en Siteratur von £. Äurj, 3 93be.; ®efd)id)te 
ber beutfc^en Siteratur von D. fRoquette (1. ®anb); Spron’Ž fämmtlidje ®erfe; 
bie Sllbtgenfer von Senau; bramatifdhe Std)tungett von Ufylanb; ©otlje’ž @ebid)te 
von Schäfer; Älopftocf’ž SRefftaž; Зппеге ®ege von Sdjfopp; SRonologen von 
©фіеіегтафег; Ueber bie Religion von ®d)leiermad)er ; ®ervinuž, Nefrolog von 
Sdjloffer; Unfer æaterlanb von pröble; @efd)id)te bež preufjifd)en žBaterlanbež 
von фаінц ÍReue Silber auž bem Seben bež beutfdjen SSolfež von gre^tag; ber 
grófié ATönig unb fein fRefritt von Otto; ©efcȘicȘte ber ftebenjäbrigen Seiben ber 
Stabt Sanjig von 1807 — 1814 von Sied); SReine átriegžgefangenfchaft bei ben 
granjofen im 3al;re 1814 von 2öel)rl)au; bie ®efd)id)te bež beut|cí)en фапЬеІё von 
galfe; ^elbengemälbe auž fRomž, Seutfd)lanbž unb Sdftvebenä Sorjeit von SBilm« 
fen; 5Rom von Siegener; @uí?l unb Äoner, Seben ber Siten; Sage unb ®е|фіфіе 
von Scbmibt; Scfftein, 3>։scnbbibliotbef; fRaturmptben von 3Rod)ȘoIg; fRaturbifto- 
rifcȘer Sd)ulatlaž von Slrenbtž; 2Ralerifd)e Sänbcr« unb Sölferfunbe von Simmer« 
mann; 3Ralerifd)e Sotanif von Sßagner; ®runblinien ber Sotanif von paffom, 
4 ©remplare; Sleranber von $umbolbťž fReife in ben Sequinocttal«®egenben bež 
neuen Sontinentž von £auff; populäre Sorträge über Sftronomie von Singer; 
fRaturbilber von Sogei; Sntbecfungen in £auž unb £)of von SSagner; Schule ber 
©hemie von ®orbing; Sd)ule ber 3>b>ț>ftf von ®erbing; 5 Stählungen von t>off« 
mann; 4 Stählungen von Souife ^іфіег; 4 Stählungen von Staubenmeper; 5 
Stählungen von-fjorn; baž Sud) merftvürbiger Äinber von Otto; <Sd)tvattvälber 
Sorfgefcbidjten von Sluerbad); iRcue 3u0fnb« unb -ípaužbibliotbef von Sßagner; 
Sermifd)te Schriften von Schubert; ber alte Ärieger unb fein Sohn von SRülIer. 
Histoire de Frédéric le Grand par Camille Paganel; les grands faits de l’histoire 
de France par H. Schütz (®efd)eitf ber 9lümpler’fd)en ®ud)hanblung in фап« 
nover); Washington Iring: Life of Goldsmith, 1 vol.; Astoria by the same, 
2 vols.; Defoe, Great Plague of London etc., 1 vol.; Yule-Tide Stories, 1 vol.; 
Keightley’s Fairy Mythology, 1 vol.; Christmas Stories by Ch. Dickens etc., 1 
vol.; A strange story by Bui wer, 1 vol.; Domestic Stories by the Author of 
John Halifax, 1 vol.

C. Tab phpfifalifcbe Sabinet ift vermehrt worben:
Surd) SI ոք chaff ung: um eine Sabtalpfeife mit ®lažcplinber ; eine Sabialpfeife mit 

geteiltem Stöfjer; eine Bungenpfeife mit einfd)lagenber Bunge unb Sd)allbed)er; 
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eine ©laśpinole jur Srjeugung electricen Si$teê im »erbünnten Fatime; einen 
3nbuctionëapparat mit Sîeef’fcȘem jammer.

D. Daë Vaturalien#ßabinet erhielt:
Dur$ (55 e f ф c n f »on bem £errn görfier Sßiebemann: einen auêgeflopften Suffarb;

»on bem £anblungëgefyülfen Sdfolj: einige amerifaniCe 3nfecten.
gür ben breiflimmigen @էօր ftnb angefdjafft:

32 breifiimmige 3ugenblieber, $pmnen, Wlotette u. f. w., jum ©ebraudf für ïjôtjere 
iegranftalten u. f. w., componirt »on Ջ. fíuíjn. £>p. 64. Srfurt unb Seipjig, 
®. SB. Äörner’ë Verlagë#Sdfulbud)banblung. — 70 Sremplare.

Äonig Söilbelm. Vierftimmig. ©ebidft »on ©mëmann. Sompofttion son 8ëwe. —
30 Sremplare.

Die Sdjüler ber ©ber^Sefunba fdfenften eine feibene beutfdfe gafyne.

Daë abgelaufene Sdfuljaljr ifi für unë ein befonberë anftrengenbeë gewefen, unb 
nur bcr ersten Dgätigfeit beë SelfrercoIIegiumž iff её ju banfen, bag bei ben mannig# 
fadfen SIbweidfungen »om getviJȘnlicȘen ®ange fein ЭІаффеіІ für bie Schule eingetreten ift.

3u SJlidjaelië toar eine unbefegte Stelie ju übertragen. З^аг trat am 1. Vo# 
»ember ein neuer Serrer, $err fpauli, ein, bagegen erfranfte ber Dr. Bummler unb 
muffte bis VeujaȘr »ertreten werben. Salb nadf Veujaltr mar bie Stelle beë Dberlefyrerë 
Sdjmibt mit ju »erfeften. ©egen Snbe beë SBinter#^albja^rë traten Ьигф fńnjufom# 
menbe Srfranfungen einiger Serrer befonbere ScȘntierigîeiten ein, inbeff übernahm ber 
£DberIei>rer Sdjmibt in ben lebten ®офеп feine Stunben wieber. ֊ Einige Жофеп nadf 
Slnfang beë Sommer#£albjaí)rê begann bie Vertretung beë Dberlefyrerë Sdfmibt Ьигф 
ben Scfyulamtëcanbibaten V o a cf; nid)t lange barauf mufften bie franjöftfdjen Stunben in 
ben obern Älaffen übernommen werben. Der Sefyrplan muffte unter biefen Umftänben mein# 
malë umgearbeitet werben. Die ©runblage ber Verteilung ber Stunben im »erfloffenen 
Sommerbalbjabr jeigt folgenbe Dabelle:
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Herleitung her Stunhcn unter hic ДГс^гег

Slum. 1. ®ie Combination ber «Äeligionbflunben in Ila unb I
2. Unter ben Stunben bet fierren Dberlefjrer 9iobolbfy,

Ã! e b r e r. VP VIa Vb Va ІѴЬ

1.
^Director Äleinforge, 

Drbínariub bon I.

2.
íProfeffor Dr. (S m b m an ո, 

Drbinatiub bon II».

3.
«Ęrofeffor Ä սէր. 

Drbinariue bon lib.

4.
SțJrofeffor fiangbein, 
Drbinariub bon IIe.

5. C belieferet Dr. ï)i o b о l e f ».

6. Oberlehrer S ф mi b է.

__

2 «Religion
3 ՋէսէքՓ
6 Sateín
2 ®е[фіф1е

7. ОгЬепИіфег Setter fiinćfe. 2 @e ograbcie
2 Sotanif

8.
Oberlehrer Setgemann, 

Orbinariub bon ІѴа.

9.
ОгЬепИіфег í'eljrer Sulf o ib, 

Orbinariub bon VI».

4 Эіефпеп
2 gtaumlehre
2 Sotanif

4 Эіефпеп
4 ©фгеіЬеп
2 ÍÄaumiebre
2 Sotanif

10.
ОгЬепИіфег ßebret 3urnifow, 

Dtbinaríub bon Ѵь.

3 ¡Religion
3 Эіефпеп
3 ©фгеіЬеп
2 Singen

3 Эіефпеп
2 ©фгеіЬеп
2 Singen

1

2 Эіефпеп
2 SфгеіЬеп
2 Singen

tm Sonuncr-^jalbjiiljr 1862.

IVa IIP IIIa IP IP IP I Summa

2 ©еіфіфіе
2 Эіе

2 Оеіфіфіе
1 ©eograpíjíe

lígion
3 æeutfcf«
3 ®е(фіфіе и. 

®eogtapí)ie
13

շ Wí 2 suffit 3 íPhvfíí
5 iïHatbematif
3 Wtf
1 Эіаіигдеіф.

3 ?W¡í 19

2 Эіеіідіоп
3 Տ>ԱէքՓ
4 fiatéin

3 ՋրսէքՓ
4 fiatéin 3 fiatéin 19

2 Эіеіідіоп
6 2Jlatí)ematif 6 «¡Ratljematit 6 «UlaHjematif 20

2 Эіеіідіоп
4 ՏէօոյօքէքՓ 4 ՏրօոյօքէքՓ 4 ՏրօոյօքւքՓ 4 ՏրսոյօքէքՓ 4 ՏրօոյօքէքՓ 22

5 fiatéin
2 ©еіфіфіе 2 ©еіфіфіе 22

2 Эіефпеп
2 ®eograpl;ie

2 Эіефпеп
2 ®eograpbie

2 Эіефпеп
2 ®eograpljie

2 Эіефпеп
1 ®eograț։l)ie

4 ՏԷօէ 
in ben obe

fîunben 
ren klaffen. 23

2 «Religion
6 fiatéin
4 ՏրօոյօքէքՓ
3 ՋրսէքՓ

4 ՏրսոյօքւքՓ 4 fiatéin
-

23

2 Эіефпеп
2 Sotanif 24

2 Schreiben
2 Singen 26

if! nut fűt biefen Sommer bewilligt.
Sdjmibt, Setgemann, Dr. 5Jlofl ftnb je 2 Stunben, bie fie bertretungbiveife geben. --

6
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$ érti) cilung her ^tunben unter îric ÿcljrer

Ջ e b r e r. VP VIa Vb Va іуь

11.
Dberlețrer Dr. S lau в. 

©rbinariuá »on IIIa.

12.
Drbentl. Setter Dr. JR о ft, 

Drbinariui »on ІІВ>.

13.
Crbenti. getter Dr. ©фопп, 

©rbinariuS »on IVb.
5 ՏրօոյօքէքՓ
2 íöotanif

3 ¿Religion
5 ՏրօպօքէքՓ

4 ՏրսոյօքւքՓ
4 ŠRatpematií

14.
(Sollabo tatot .Rõflier, 
Drbinariui »on V».

4 ©eutfä?
2 JRatljeinatif
2 æotanif
3 ®е(фіфіе и.

©eograpție

15.
fProsifor. Godaborator § e r b fl, 

©tbinariue »on VIb.

3 Steíigion
5 ՋէսէքՓ
7 gátéin

6 gatein

16.
5Sro»iforiftțer Goilaborator 

Dr. Stutnmler.
4 Феиі[ф
6 gatein
2 ©eograpȘie

17.
фго»і[огі{фег Soűaborator. 

Sßauli. 2 ©eograpție
3 religion
5 ®еи([ф
7 gatein
2 ©eograpïjie

18. ЗеіфепІеЬгег Stunge. 2 2

19.
(Srfter íetjrer an ber ЗЗогіфиІе

© p o Ș ո. 4 ©фгеіЬеп

20.
3t»eiter geltet an ber Жог[фиІе 

gépért.
2 ©ingen. 2 (Singen ՝

im ^ommerljalbjaljr 1862.

IVa IIP IIIa IP IP IIa I ©umma

4 ՏոցԱքՓ 3 ©eutflfy
3 Ѳпд1і[ф 3 ՏոցԱքՓ 3 ՏոցԱքՓ 3 ՏոցԱքՓ 3 ՏոցԱքՓ 22

2 ¿Religion
3 Ջ>սէքՓ
4 SRatțematif

5 SRatȘematii 3 ®еій[ф
2 2 GȘemie 3 Sperme 24

23

4 JRatpematií
4 ©efdjidfte и. 

®eograpí|ie
19

21

5 gatein
2 ®е[фіфіе

1
19

19

2 2 2 2 2 2 16

4

4
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Den Durnutcrrícbt l;at ber $rof. Sangbein; bie <S cbulfaffe »ermattet ter s])rof. .ituțjr; 
tote íeljrerbibítotfyef, bas p^ftcaltf$e ßabinet unt bie Sßitttvenfaffe ber ÿrofeffor Dr. Smbmann; 
bie <S$üIerbibItot£ef tie Herren Dberlefyrer S ф m ib t unb Dr. Staub, bab ÍRaturaliencabinet
фегг Sin cf e, baž феті[фе laboratorium -perr Dr. îSRoft.

Die ©фііІецаЬІ betrug
WHc^aeííõ 1861: Dftern 1862:

. 66.
 63.
 65.
 68.
 66.
 65.
 65.
 59.
 46.
 29.
 24.
 14.

Summa 612  • • • 630.
Unter bte ©фиІЬііфег mürben angenommen:

Die ©emente ber ÿ^ftf ton ÿrof. Dr. Smbmann unb bab lateintf^e gefebucfy 
aub ^erobot bon ¿Geller.

Die 33ог[фи1е tjat 5 Älafjen mit je halbjährigem Surfub. 3« ben brei obern Âlaffcn 
теф|еІп ^albjix^rlidȘ ab bie ferren Spohn, Soepert unb Âant; in ben beiben untern bie 
Herren Sßobbermin unb ЗЗаЦег.

Die ©фй1ефЬ1 betrug
ШІіфаеІіЬ 1861: Öftern 1862:

VIP  46  51.
VIP  54  54.
VIP  55  58.
VHP  50  50.
VHP . 40  43.

Summa 245 .  256.

8u Cftern 1862 machten bie Slbiturientenprüfung:
1. îfyeobor Serifjeim, gebürtig aub Sanbbberg a. SB., 17% 3afm att, 2 3<фг 

ín fßrima; er erhielt bab ÿrabicat „gut befianben" unb bat |іф ber £anblung 
gemibmet.
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S. ©uftao îlbolf æolff, aud Stettin, 17։/2 Satjr ait, 2 3af)rc in fßrima; er 
erhielt bad 'JJräbicat „gut beftanben" unb խէ fid) bem fÇorftfacb gewibmet.

3. Der (Łrtrancer Hßilbelm Duft, aud ©rcifdwalb, 23% 3abr alt; er erhielt bad 
'JJräbieat „genügenb beftanben" unb wollte fid) bem Saufad) wibmen.

3?Ш ju Шііфасііё 1862 beftanben bic Prüfung:
1. krnft ^ermann Siertfy, aud Stettin, 18% 3abr alt, 2% ЗЙге in s])rima;

er erhielt bad fpräbicat „»orjitglid) beftanben" unb will ftubiren.
2. 3łubolf ^Bilijeim 5luguft «Speer, 18% 3al)r alt, 2 3al)rc in fprima; er erhielt

bad ïuâbicat „gut beftanben" unb will fleh bem Steuerfacb wibmen.

Sei ber bc»orftcl)cnben ©ttlaffung werben fpredjen:
Si érti? bcutfd) über bad Dijema: bic ®efd)id)te bor beutfdjen Spradjc ift ein Spie# 

gel ber ®cfcbid)tc bed beutfdjcn Soiled.
Speer franjoftfd): sur l’esprit français et le génie de la langue française. 
Sor (herd englifd) über bad Dijewa: Greece and Germany.

3u biefer geicr laben wir ben Dber#$räfťbenten, -£>errn greít)errn Scnfft »on fpilfadj 
krccllcnj, ben ©encrai#Supcrintenbcnten £>crrn Dr. 3adpid, ben Oberbürgermeifter £errn 
Bering, fo wie ben Wiagiftrat unb bie SfabWerorbneten unferer Stabt, ben $ro»injiaI#S$ulratb 
■fjerrn Dr. SSc^rmann, bic фофІоЫіфеп 8anbed#ŒolIcgien unb Slílitaírbcbörbcn, bad kuratorium 
unferer Schule, bic Sltern unb Slngeiwrigen unferer Sdjüler, fo wie alle greunbe unferer Settle 
ganj ergebenft cin.

Sí сіи for gr.

«












