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Zur Theorie der Lieschen Transformations-Gruppen.

In meiner Abhandlung: . „Erweiterung des Raumbegriffes“, welche dem Verzeichnisse der Vor
lesungen für das Winter - Semester 1884/85 vorgedruckt war, habe ich die Theorie der Raumformen 
auf ein geschlossenes System von continuirlichen Transformationen gegründet. Die Theorie dieser 
Systeme, der endlichen Gruppen continuirlicher Transformationen, ist von Herrn Lie durch eine im 
Jahre 1874 in den Göttinger Nachrichten veröffentlichte Abhandlung begründet, dann durch eine schi
grosse Zahl weiterer Arbeiten, welche namentlich im norwegischen Archiv for Mathematik og Natur- 
videnskap und in den mathematischen Annalen erschienen sind, weiter gefördert und mit seiner 
Integrations-Methode und seinen Berührungs-Transformationen in engen Zusammenhang gebracht. 
Diese Arbeiten waren mir unbekannt geblieben ; Herr Klein war so freundlich. mich auf die enge 
Beziehung meiner Untersuchungen zu denselben aufmerksam zu machen. Nun hatte ich zu der Zeit, 
als meine Abhandlung ausgegeben wurde, eine andere Arbeit begonnen, welche mich länger beschäftigte, 
als ich anfangs erwartete. Nach Vollendung derselben (Die' Nicht-Euklidischen Raumformen in 
analytischer Behandlung. Leipzig 1885) habe ich mich sofort an das Studium der Lic’schen Arbeiten 
begeben, wobei es mir anfangs besondere Schwierigkeit machte, in den Besitz derjenigen Arbeiten zu 
gelangen, welche in dem norwegischen Archiv und in den Abhandlungen der Akademie von Christiania 
erschienen sind. Auf meine Bitte hatte Herr Lie die Freundlichkeit, mir eine sehr grosse Zahl seiner 
Arbeiten zuzusenderi ; auch Herr Engel stellte mir seine Habilitationsschrift, welche die unendlichen 
Gruppen betrifft und welche im 27. Bande der math. Annalen erscheinen wird, freundlichst zur Ver
fügung. Diese Unterstützung ermöglichte, es mir, zu übersehen, was in dieser Hinsicht bereits früher 
geleistet war. Weitere Umstände ermöglichten es mir dann, bei der endgültigen Redaction der vor
liegenden Arbeit das ganze in betracht kommende Material einzusehen.

Hiernach kann cs keinem Zweifel unterliegen, dass der ganze Inhalt der §§ 3 u. 4 meiner 
frühem Arbeit zuvor von Herrn Lie gefunden und veröffentlicht worden ist, und ich erkenne für deren 
Inhalt demselben die Priorität gern und vollständig zu. Auch hat Herr Lie, nachdem ich ihm meine 
Arbeit eingesandt hatte, sehr bald im neunten Bande seines Archivs (8. 449—451) den im Anfang 
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von § 7 von mir ohne Beweis aufgestellten Lehrsatz bewiesen und in ganz enge Beziehung zu einem 
Satze gebracht, den er selbst bereits vor längerer Zeit bewiesen hatte. Dabei darf ich jedoch wohl 
erwähnen, dass, so einfach auch dasjenige ist, was Herr Lie zum Beweise seines Satzes hinzufügen 
muss, um daraus meinen Satz herzuleiten, letzterer an sich doch, wenigstens für meine Raumtheorie, 
ein weit grösseres Interesse beansprucht ; auch war der einfache Gedanke, dass es erlaubt sei, die 
Zahl der Veränderlichen als ungleich anzunehmen, bis dahin von Herrn Lie nicht ausdrücklich erwähnt. 
Auf kleine Verschiedenheiten der Beweise in dem Gebiete, für welches ich Herrn Lie’s Priorität voll
ständig anerkenne, möchte ich, wenigstens diesmal, nicht eingehen. Ich kann nur meiner Freude 
Ausdruck geben, dass durch die so allseitigen Forschungen des Herrn Lie die allgemeine Raumtheorie 
wesentlich gefördert ist.

Wenn ich im folgenden einen kleinen Beitrag zur Theorie der Lie’schen Gruppen veröffentliche, 
so kann ich nicht wissen, ob Herr Lio selbst diese Sätze bereits gefunden hat; jedenfalls sind sie in 
den mir zugänglichen Publikationen nicht mitgcteilt. Was die zum Beweise benutzten Lie’schen Sätze 
angeht, so waren dieselben zum teil schon seit längerer Zeit in meinem Besitz, die Kenntnis anderer 
verdanke ich Herrn Lie. Ich habe jedoch geglaubt, nur diejenigen Sätze hervorheben zu sollen, 
welche meines Wissens neu sind, und mich betreffs aller andern auf die Lie’schen Untersuchungen 
stützen zu sollen. Was die Bezeichnung anbetrifft, so musste ich meine bisherige noch beibehalten, 
da ich die des Herrn Lie noch nicht lange genug kenne.

Diejenigen Arbeiten des Herrn Lie, welche im folgenden hauptsächlich benutzt' werden, sind:
1) Theorie der Transformations-Gruppen. Abh. I. (Archiv for Math, og Nat. B. I. S. 19—57). 

Abh. 11 (daselbst S. 152—193) Abh. Ill (das. B. 111 S. 93—165) Abh.'IV (das. B. Ill S. 375—464),
2) Theorie der Transformations-Gruppen (Math. Ann. B. XVI 8. 441—529).
3) Allgemeine Untersuchung der Differential-Gruppen, welche eine endliche Gruppe gestatten. 

(Math. Ann. B. XXV. 8. 71—151).
4) Zur Theorie der Transformations-Gruppen (Archiv B. IX. 8. 449—451).
5) Untersuchungen über Transformations-Gruppen (Archiv B. X. S. 74—128).
Von diesen Arbeiten sind die unter 3) 4) 5) aufgezählten nach meiner früheren Abhandlung 

erschienen.

§ i.

Vorbemerkungen.

Eine n-dimensionale Raumform mit r-facher Beweglichkeit ist bestimmt durch r von einander 
unabhängige unendlich kleine Bewegungen, welche durch die Gleichungen angegeben werden :

(1) dx, = ux։ dt . . . . dxn = uj' dt, (x — 1 . . . . in), 

wo die u*6 für i = 1 ... n, x = 1 ... r
Functionen der x bedeuten und wo die Gleichungen (1) angeben, dass der Punkt ^x, . . . . x 
die Anfangslage des Punktes -f- dx^ . . . x]։ ф dxHj erhält. Definirt man jetzt die Grössen 

U durch die Gleichungen:IX
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so müssen die Gleichungen bestehen:

wo die Grössen a. blosse Constanten bezeichnen, лѵеісііе von о unabhängig sind. Diese Constantei!

sind durch eine Reihe von Beziehungen mit einander verbunden, und diese ergeben sich aus den 
Jacobischen Relationen:

(4) 2' fa , U + a . U + a U. 4 = (), Չ Լ е,хЛ to q, At zo (f, lx Ao)

indem man hierin aus (3) die Werte einsetzt und dann die Coefficienten einer jeden Grösse u gleich 
Null setzt.

Wenn umgekehrt eine Raumform gegeben ist, so kann man das Element derselben noch in ver
schiedener Weise wählen. So kann man in der dreidimensionalen Euklidischen Raumform statt des 
Punktes mit Pliicker die Ebene oder die Gerade zum Elemente nehmen. Wählt man die Ebene, so 
hat man wieder eine dreidimensionale Raumform, aber diese ist von der Punktgeometrie wesentlich 
verschieden. Lässt man ein Element in Ruhe (verschiebt man den Raum längs einer Ebene), so 
bleibt eine Schar von Elementen in Ruhe (die parallelen Ebenen); wird äusser den Elementen dieser 
Schar noch eines in Ruhe gehalten (verschiebt man den Raum längs einer Geraden), so bleibt eine 
zweifach unendliche Schar von Elementen in Ruhe (indem alle Ebenen, welche der Geraden parallel 
sind, in sich verschoben werden). Der Begriff des Abstandes kann in diesem Falle nicht gebildet 
werden, da die Invariante eines Paares von Ebenen nicht mit der eines jeden anderen Paares ver
glichen werden kann ; (wenn die Ebenen einander schneiden, so ist ihre Invariante der von ihnen 
gebildete Winkel; wenn sie aber parallel sind, der Abstand).

Noch durchgreifender ist der Unterschied, wenn die Gerade als Element genommen wird. Der 
Grad der Beweglichkeit bleibt natürlich derselbe, aber die Zahl der Dimensionen wird gleich vier. 
Bei der Ruhe eines Elementes müssen gewisse Elemente in einem einfach ausgedehnten, alle andern 
in einem zweifach ausgedehnten Gebilde verbleiben. Dem entsprechend haben zwei Elemente nicht eine, 
sondern zwei Invarianten, den Winkel und den Abstand.

In ganz entsprechender Weise kann man in einer n-dimensialen Euklidischen Raumform statt 
des Punktes die Gerade oder eine s-dimensionale Ebene für s = 2, 3 . . . n — 1 als Element 
betrachten. Dadurch ändert sich natürlich der Grad der Beweglichkeit nicht, während die Zahl der 
Dimensionen eine andere werden kann ; jedenfalls gelangt man zu Raumformen, welche ganz andere 
Eigenschaften haben.

In einer Lobatschewskyschen Raumform kann man ferner den Kreis mit unendlich grossem 
Radius oder eine entsprechende s-dimensionale Kugelfläche (s — 2 . . . n — 1) als Element betrachten. 
Auch bildet das unendlich ferne Gebilde eine (n-l)-dimensionale Raumform, welche zu der gegebenen 
in besonders enger Beziehung steht.

Bilden wir für eine Euklidische Raumform die Gl. (3), indem wir einmal den Punkt und dann 
eine s-dimensionale Ebene als Element betrachten, so sind die Coefficienten a^ in beiden Fällen 
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identisch, wofern wir beidemal von denselben unendlich kleinen Bewegungen ausgehen. Diese Eigen
tümlichkeit gilt ganz allgemein, so dass wir den Satz aufstellen können:

Wählt man in einer Raumform statt des Punktes irgend ein anderes hierzu geeignetes Gebilde 
als Element, so kann man die bestimmenden Bewegungen (1) so wählen, dass in den Gleichungen (3) 
die Coefficienten der rechten Seite beidemal identisch sind.

In diesen Coefficienten tritt aber jede Beziehung auf die Zahl der Dimensionen vollständig 
zurück. Demnach halte ich es für angebracht, wie ich bereits in meiner vorigen Arbeit angedeutet 
habe, die Raumformen nicht nach der Zahl der Dimensionen, sondern nach dem Grade der Beweg
lichkeit einzuteilen, oder was auf dasselbe hinaus kommt, die stetigen Transformationsgruppen zunächst 
nicht nach der Zahl der Veränderlichen, sondern an erster Stelle nach der Zahl der Glieder zu 
unterscheiden.

Dementsprechend stellen wir uns nicht die Aufgabe: alle Transformationsgruppen für eine 
gegebene Zahl n von Dimensionen zu finden, sondern die folgende : Für irgend eine Zahl r die 
Coefficienten a; (x zu bestimmen, welche im stände sind, den Gleichungen (3) bei einer r-gliedrigen 
Gruppe zu genügen.

Die grössere Natürlichkeit der letzteren Aufgabe spricht sich auch darin aus, dass sie von den 
benutzten Variabein ganz unabhängig ist. Wir wollen versuchen, diese Aufgabe ihrer Lösung näher 
zu bringen.

§ 2.

Ein weiteres Prinzip der Einteilung.

Sind

die nr Functionen von x։ . . . xn, welche r unendlich kleine von einander unabhängige Be
wegungen der r-facli beweglichen Raumform bestimmen, so kann man dieses System durch irgend ein 
anderes System von infinitesimalen Bewegungen ersetzen, wofern dieselben nur von einander unab
hängig sind. Führt man die Transformationen ein:

(5) V x = - C U x (x — 1 . . . n; (¡,ff = 1 . . . r),
Q Ծ Qß a

so wird, wofern die Determinante der c nicht verschwindet, das System 

die Transformations-Gruppe und damit die Raumform bestimmen. Während sich die Grössen aj 
bei beliebiger Transformation der x nicht ändern, werden sie durch die Transformation (5) mit ver
ändert. Es kann daher nur darauf ankommen, die verschiedenen Systeme der a zu finden, welche 
nicht dadurch in einander übergehen, dass man die unendlich kleinen Bewegungen vermittelst der 
linearen Transformation (5) transformirt.



Ich lasse in (3) die obere Marke weg und 
also

Nun möchte ich folgende Abkürzung einfuhren, 
betrachte diese Gleichung als Definitionsgleichung, setze

U = A' a u. ,ix Z Z,¿x Z
so dass die Grössen U¿x г֊(г~У lineare Functionen von
Formen stehen zunächst mit der vorgelegten Transformationsgruppe in engem Zusammenhänge und 
stellen nach einem Satze des Herrn Lie (cf. unten § 5 am Ende) eine gewisse Gruppe dar, welche 
mit der vorgelegten gleich zusammengesetzt ist.

Grössen u .... ur sind. Diese linearen

Die ֊֊՜1-1 Functionen U(x lassen sich ihrer Definition nach durch r lineare Grössen ausdrücken 
oder es sind höchstens r unter ihnen von einander unabhängig, während alle übrigen lineare Functionen 
dieser r sind. Es können aber auch alle Grössen U¿x durch weniger als r Grössen linear darstellbar 
sein. Wir bezeichnen die Zahl der von einander unabhängigen Functionen Utx mit p (< r) und 
teilen die r-gliedrigen Gruppen nach dem Werte von p (— 0, 1 . . . r) ein.

Dass die Einteilung berechtigt ist, zeigt sich zunächst daran, dass die Zahl p durch die Trans
formation (5) nicht geändert wird. Der Einteilung liegt also eine Eigenschaft der Transformations- 
Gruppe (und damit der Kau inform) zu gründe.

Die Bedeutung dieser Zahl p für die Gruppe erkennt man auf folgendem Wege. Wie Herr Lie 
im dritten Bande seines Archivs (8. 94—100) bewiesen hat, genügen die Bedingungen (4) zur Be
stimmung der Coefficienten . Dann gibt es nr Functionen u, welche den Gleichungen (3) genügen 
und vermittelst (1) die Gruppe bestimmen. [Hierbei ist es jedoch nicht notwendig, dass die u und 
die Variabein reell sind; vielmehr bedarf die Frage nach der Realität in einzelnen Fällen einer 
besonderen Untersuchung].

Im Anschlüsse hieran beschäftigt sich Herr Lie (Archiv III 8. 100—104) mit einer auf spezielle 
W eise gebildeten Gruppe. Er geht, um meine Bezeichnungen anzuwenden, von einer p-gliedrigen 
Gruppe aus, welche durch die infinitesimalen Transformationen

dxx = u * dt ((?■■= 1 ... p ; x = 1 ... n) 
bestimmt ist. Jetzt nimmt er ein neues Gleichungssystem 

hinzu und wählt dasselbe so, dass alle Grössen U nach (3) durch diejenigen Grössen u dargestellt 
werden können, deren untere Marke nur die Werte 1 ... p annimmt. Diese Untersuchungen können 
sofort auf eine grössere Zahl r — p4֊s Glieder übertragen werden (man vergleiche auch : math. 
Annalen B. XXV. 8. 95. Satz 10 u. 11). Wendet man erst eine Transformation b, dann eine Trans
formation a und darauf die inverse Transformation — b der ersten Transformation an, so bezeichnet 
man diese Operation als eine durch b bewirkte Transposition von a. Wenn nun im Ausdruck 
sämmtlicher U¿x nur diejenigen u vorkommen, deren untere Marke nur die Werte 1 ... p annimmt, 
so zeigt Herr Lie, dass jede Transposition einer durch u . . . up erzeugten Transformation, wenn sic 
auch durch eine beliebige Transformation bewirkt wird, stets zu einer Transformation führt, welche 
der p-gliedrigen Untergruppe angehört.

Die Untersuchungen des Herrn Lie stehen aber noch in enger Beziehung zu einem andern Satze, 
den Herr Lio selbst meines Wissens nicht mitgeteilt hat. Auf den Beweis desselben glaube ich nicht 
ein gehen zu sollen, da derselbe sich aus den in B. III des Archivs (S. 9G —100) mitgeteilten 
Principien sehr leicht ergibt. Dieser Satz lautet etwa:
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Wenn eine r-gliedrige Gruppe eine p-gliedrige Untergruppe enthält, und- diese aus denjenigen 
Grössen и gebildet wird, deren untere Marken 1 ... p sind, und wenn dann die rechten Seiten der 
Gleichungen (5) auch nur solche и enthalten, deren untere Marken 1 ... p sind., so hat die r-gliedrige 
Gruppe eine besondere Eigentümlichkeit: führt eine Bewegung die Punkte x nach д?1 und dann eine 

zweite die Punkte nach während die zweite Bewegung die Punkte x nach * * und die erste 

Bewegung die Punkte x * * * nach x * ' führt, so fallen die Punkte x und x im allgemeinen nicht 
zusammen, aber es lassen sich Coefficienten ax ... aJ( so bestimmen, dass die Fortsetzung der infini-
tesimalen Bewegung

dx — С а и x ֊]֊ . . . փ a u z\
X Լ 1 1 ľ P )

И ¡y
die Punkte x nach x bringt.

Wir nehmen nun an, dass von den L(r֊1) linearen Functionen U nur p von einander unab
hängig sind, so dass sich alle andern durch diese ausdrücken lassen. Dann führe man die Trans
formation (5) in der Weise durch, dass u, ... u diejenigen von einander unabhängigen Grössen 
sind, durch welche sich alle U(x ausdrücken lassen. Nun nehme man für i, x, 2 zunächst lauter 
Combinationen aus 1 ... p und bilde hierfür die Jacobischeu Relationen (4). Dann ist jedes a gleich 
Null, dessen Marke <? > p ist; folglich bestimmen u, ... u ein geschlossenes System (eine Untergruppe).

Wenn p unter den Functionen U von einander unabhängig sind, aber alle andern linear durch 
diese p ausgedrückt werden können, so bestimmen diese eine p-gliedrige Untergruppe der gegebenen Gruppe.

Indem wir diesen Satz mit dein vorangehenden verbinden, gelangen wir zu dem Resultate :

L e h r s a t z.

Wenn unter den Functionen U(y nur p (< r) von einander unabhängig sind, so mögen die 
Punkte ж durch zwei auf einander folgende Bewegungen in die Page «I und durch Vertauschung dieser 
beiden Bewegungen in die Page ж'* gelangen; alsdann gehört die Bewegung, welche x * in .?՛** über
führt, einer p-gliedrigen Untergruppe an.

Auch hat diese p-gliedrige Untergruppe die Eigenschaft, dass jede ihr angehörige Bewegung bei 
ganz beliebiger Transposition in derselben Untergruppe verbleibt.

Die r-gliedrigen Gruppen zerfallen also in r verschiedene Klassen nach der Anzahl der Glieder 
derjenigen Gruppe, welche im stände ist, zwei aus derselben Anfangslage durch Vertauschung zweier 
Bewegungen erhaltene Lagen in einander überzuführen.

Im allgemeinen kann p die Werte 0, 1 ... r erhalten ; für r = 2 muss p gleich Null oder Eins 
sein; für r — 4 sind, wie bereits Herr Lie bewiesen hat, für p nur die vier Werte 0, 1, 2, 3 möglich.

Umformungen der Jambischen Relationen.

Aus den Jacobischen Relationen :
ilp, Zt * xi> ' a o,tx * ło ) 
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folgen weitere Systeme von Gleichungen, welche sich mir für die Untersuchungen von Gruppen als 
wichtig erwiesen haben. Herr Lie erwähnt dieselben nicht; dennoch kann ich kaum annehmen, dass 
sie bisher nicht aufgestellt sind. Ich werde demnach diese Relationen zwar mit einiger Ausführlichkeit 
angeben, mich aber betreffs ihrer Herleitung auf kurze Andeutungen beschränken.

Aus der Zahl 1 ... r sei irgend eine gerade Zahl 2 e von Nummern a ß y . . . í £ ausgewählt. 
Dann ist bekanntlich die schiefe Determinante

Uaa ■

% • • ՚ Ղ&
das Quadrat eines Ausdrucks (a ß y ... e ), welcher von Jacobi zuerst genau untersucht und nachher 
von Herrn Cayley als Pfat'fian bezeichnet worden ist. Dieser Ausdruck (aß ... C) besteht aus additiv 
und subtraktiv verbundenen Produkten, von denen jedes c Faktoren enthält und in deren jedem alle 
Nummern « ... £ je einmal vorkommen. Ausserdem ändert dieser Ausdruck sein Zeichen, wenn 
irgend zwei Nummern mit einander vertauscht werden, und das Produkt

aß UyJ 1 • • u«£
hat den Coefficienten + 1. Durch diese Eigenschaften ist der Ausdruck (aß . . . ¿j ohne jede Be
ziehung auf die obige Determinante bestimmt. Neben den älteren Untersuchungen, welche in Herrn 
Baltzer’s „Determinanten“ (§ 7) zusammengestellt sind, sind weitere Eigenschaften besonders wichtig, 
welche Herr Frobenius in Borchardts Journal B. S2 S. 239—245 mitgeteilt hat.

Demnach soll im folgenden ein Pfaffschcr Ausdruck (aß ... ei) aus den Grössen Ľ) , deren 
Marken aus den Nummern aß . . . £ entnommen sind, gebildet werden. Man wähle aus den Nummern 
1 .. . r irgend eine ungerade Anzahl 2< •֊ 1 von Nummern aus: aß y ... e£r;. Dann besteht die Relation: 

(ո) (r ՛ ՛ ՛ i %«y ß - ՛ - -
e

+................ ' (Of? •••(')} = <>•

In dieser Gleichung erstreckt sich die Summation nach լ> über alle Zahlen 1 . . . r. Aus den 
Nummern « ... Հ ist, so oft es angeht, eine Combination u' ß1 von zweien auszuwählen, und zwar 
jede solche Combination nur ein einziges mal. Die übrigen 2 c — 1 Nummern y1 <)* . . . Հ, welche 
nach Wegnahme von « ß' von den Nummern aßy. .. rt noch bleiben, ordne man so. dass a1 ß' y1 . .. Հ 
nus aßy . . . ՜ւէ vermittelst einer geraden Anzahl von Permutationen hervorgeht. Nachdem dies 
geschehen ist, füge man beidemal den Summationsbuchstaben о hinzu und bilde :

aX>,«y (/'rfl • • • • »/?)•

Die Relation (6) kann noch in anderer Weise geschrieben werden. Man setze fest, dass die 
Summation nach r sich auf die Zahlen a ß . . . die nach г sich auf die davon verschiedenen Zahlen 
erstreckt. Dann nimmt die Relation die Form an:

(7) (ß У .... ś i¡) — аГ,Г(< ֊|֊ (у .... £ »у а) 2 aViVß 4՜ • • • • (aß • • • • et) — a^, ,

— j «i r (z • • • ł/ т) + • • . •

Während die Relationen (t>) resp. (7) sich auf den ersten Blick als Erweiterungen der Jacobisclien 
Relationen darstellen, sind die folgenden Gleichungen ihrer Form nach Erweiterungen der Gleichung (3). 
Um dieselben recht einfach zu schreiben, setze man
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und bilde den Pfaffschen Ausdruck (о a ß . . . e) für eine ungerade Anzahl von Nummern aß ... e. 
Derselbe ist gleich

utt (ßy ... e) -I- u,? (y ... sä') + ... u£ (« ß ....).

Dies vorausgeschickt, wähle man aus den Zahlen 1 ... r eine gerade Anzahl 2c von Nummern 
« ß y ... £ aus. Dann besteht die Gleichung:

(8) e.(u ß y ... £) — A ț (^У • • • է (?) ! ^o,(zy • • • C0(?) + • • *|*

Hier ist c die halbe Anzahl der Nummern «... £. Auf der rechten Seite ist wieder mit q zu
sammen als Marke eines a jede Combination zweier in « ... £ enthaltenen Nummern zu setzen; die 
übrigen sind so zu ordnen, dass die neue Anordnung eine gerade Permutation von aßy ... £ ist, und 
sind dann mit о und о zu einem Pfaffschen Ausdruck zu vereinigen.

Indem man wieder festsetzt, dass die Summation nach v sich über «... £, nach т über die 
übrigen Zahlen 1 .. . r erstreckt, kann man die vorstehende Gleichung auch in der Form schreiben:

(9) e.(«ßy ...£) = (oßy ... £) 2nv va + (oy ... £«) Aa,, ֊|- . ..

-f" |a[,aß ("У 4՜ ՛

Was den Beweis der Formeln (6) u. (7) anbetrifft, so bilde man die Jacobische Relation (4) 
zunächst für «, ß, у und multiplizire sie mit der Pfaffschen Grösse (<)' ... £?/). Alsdann wähle man 
irgend eine andere Combination von drei Nummern aus bilde für diese die Relation (4) und
multiplizire sie mit der aus den übrigen Nummern gebildeten Pfaffschen Grösse, wobei die Reihenfolge 
der obigen Regel entsprechend so zu wählen ist, dass die drei ersten Nummern vor die 2e—2 letzten 
gesetzt, mit ihnen eine gerade Permutation von a ... r¡ bilden. Indern man alsdann alle so ent
stehenden Gleichungen addirt, hat man nur den Coefficienten der Grösse a zu suchen und ».darauf 
die beiden Grundregeln für die Bildung Pfaffscher Ausdrücke (Baltzer, Determinanten § 7, Nr. 5) 
anzuwenden.

Entsprechend lassen sich die Formeln (8) und (9) herleiten. Man wähle aus der gegebenen 
geraden Anzahl « ... £ drei aus, etwa «, ß, y, bilde hierfür die Jacobische Relation und multiplizire 
dieselbe mit der Pfaffschen Grösse (օծ .. . £). Bei der Addition hat man dann noch die Definitions
gleichung für 17 , die Gl. (3) zu beachten, um zu dem gewünschten Resultate zu gelangen.

Ein Lie’scher Satz nebst einfachen Folgerungen.

Wenn Vj ... vk für к < г von einander unabhängige lineare Functionen der Grössen n, •. • ur 
sind und jede nach der Vorschrift von (2) und (3) gebildete Grösse (v¿ vx) sich linear durch die 
v t ... vk ausdrücken lässt, so bestimmen v1 ... vk eine Untergruppe der gegebenen Gruppe. Es 
kann aber der Fall eintreten, dass auch jede Grösse (uft vլ ) für « — 1 ... r, i =A ... к sich durch 
Vj ... vk darstellen lässt. In diesem Falle nennt Herr Lie die Untergruppe eine invariante. Wenn 



Herrn Lie gefundenen Satzes benutzt werden, dass Tür 
erhalten kann. Soll nämlich p = 4 sein, so müssen die

für a = 1, 2, 3, 4 verschwinden. Bilden wir
Diese Gleichung sagt aber aus, dass von den 
beiden andern lineare Functionen der übrigen sein können.

schon von
0, 1. 2, 3

verschwinden, so hat die gegebene r-gliedrige Gruppe eine invariante (r—l)-gliedrige Untergruppe. 
Diesem Satz kann man auch folgenden Ausdruck geben:
Ist die oben definirte Zahl p gleich rf so muss für jedes a sein:

(10)

oder auch :
Wenn die durch Vertan schling von Bewegungen aus derselben Anfangslage erhaltenen beiden 

Endlagen sich nicht bei eite stets in einander überführen lassen durch Bewegungen, welche einer Unter
gruppe der gegebenen Gruppe angehören, so müssen die Summen (KJ) verschwinden.

Dieser Satz, von welchem der folgende Paragraph mehrere Anwendungen liefern wird, soll hier
zu einem einfachen Beweise des 
r = 4 die Zahl p nur die Worte 
vier Summen

Allgemeine Sätze für p = r.

Wir nehmen jetzt an, dass p — r ist. Dann müssen die Gleichungen (10) für jede Zahl « = 1 . .. 1- 
erfüllt sein. Indem wir wieder die Grössen U ly als lineare Functionen von u t ... u betrachten, 
wie es in § 2 festgesetzt ist, können wir diese Gleichungen auch in-folgender Form schreiben :

3uP

speziell eine (r—1 )-fache invariante Untergruppe cxistirt, so kann die oben definirte Zahl p höchstens 
gleich r—1 sein. Denn in diesem Falle sind die sämtlichen Grössen U,„ ausdrückbar durch v, ... vix 1 i—l

Hier möge eine beiläufige Bemerkung einen Platz finden. Wenn eine (r—2)-fache invariante 
Untergruppe cxistirt, so lassen sich alle Grössen U bei passender Wahl der u durch r—2 Grössen 
u, ... u o ausdrücken bis auf U , . Somit folgt :1 r—2 r— l,r °

Soll p—r sein, so kann in deľ Gruppe höchstens eine (r—3)-gliedrige invariante Untergruppe 
Vorkommen.

Inbetreff der (r— 1)-gliedrigen Untergruppen hat Herr Lie den Satz bewiesen (Archiv B. 10 S. 89): 
Wenn nicht für jedes a die Grössen

v ո

nun die Relation (9) für 2e = 4, so folgt: (1 2 ;> 4) — 0. 
sechs Grössen U unmöglich vier unabhängig und die

(11) — 0.
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Jetzt bilden wir für г > 3 die Jacobische Relation (4) für die Nummern «, ß, y. Dann können 
wir die Coefficienten

aß,ßa '՜' ay,y« ’ :ly,/p I aa,aß ’ a«,«y ' aß,ßy
ersetzen resp. durch

՜ - aT,7.« Î — - ar,r/V , ~ - ar,77

wo sich die Summation nach т wieder auf die von a, ß, у verschiedenen Zahlen 1 . . . r bezieht. 
Demnach lautet jetzt die Relation :

~ ( аг,та ^ßy aT<tß ya a r,i:y aß

! ar,ßy 'd'i 4՜ ;1г,уа ' ß'i; 4՜ ilr,aß **-
oder:

(12) = o.
t 9 u .r

da ein

r.

durch - 2ar?T(i

Es ist hier natürlich erlaubt, die Summation über alle Zahlen 1 ... r auszudehnen, 
Pfaffscher Ausdruck mit zwei gleichen Marken identisch verschwindet.

Es seien aßy Ճ 8 fünf Marken aus der Reihe 1 ... r. Wir bilden für dieselben die Relation 
(7) und ersetzen in derselben

2a v,va.............
Dadurch geht diese Relation über in:

I - (ßNf) — a^ (yden) - . . + a^, (/der)

welche Gleichung sich kürzer in der Form schreiben lässt:
(13) Z = ().

? Zur
Dieselben Gleichungen gelten für irgend eine grössere Zahl von Marken, solange dieselbe kleiner 

ist als der Beweglichkeitsgrad der Raumform. So sei irgend eine ungerade Zahl von Marken aßy ... 
aus 1 ... r ausgewählt. Da die Pfaffsche Grösse jedes ՍԱ1, linear enthält, wo g, v zwei Nummern 
aus aß .... ч t sind, so ist

Э (aßy . . . fi¡i) _ (ßy ... £ Հ) +
Эи r,«r

+ +
Verbindet man also die Gl. (7) mit der Gl. (10), so liefert sie das Resultat :

(14) zŁWjL-dJr) = o,
Г Эи?

wenn irgend eine ungerade Zahl von Marken а ... ?¡ aus der Reihe 1 ... r ausgewählt ist und wenn 
die Summation über die übrigen, oder wenn man will, über alle Zahlen 1 ... r ausgedehnt wird.

Ich halte es für angebracht, das in dieser Formel ausgedrückte Resultat in einer etwas weit
läufigeren Form zu wiederholen.

Wenn p = r ist, so bestehen zwischen den (շ'օ) Pfaffsehen Ausdrücken, welche aus den Grössen 
U unter Benutzung von 2e (< r) Marken gebildet werden können, (V) partielle Differential

ausdrücke. Diese werden in der Weise gebildet, dass man 2e—1 Marken aß ... £i¡ aus der Reihe 
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1 . .. r fest auswählt, dem letzten Zeiger eine der übrigen Nummern dieser Reihe beilegt, darauf den 
aus diesen Nummern gebildeten Pf aff sehen Ausdruck nach derjenigen Variabein differentiirt, deren 
Marke gleich dem letzten Zeiger ist, und schliesslich die Summe dieser Differentialquotienten für alle 
Zahlen bildet, welche von den fest gewählten Nummern verschieden sind. Wie auch die ersten Marken 
gewählt sind, muss diese Summe verschwinden.

Diesem Resultat lässt sich eine besonders einfache Form geben für die grösste Zahl, für welche 
nicht alle Pfaffschen Ausdrücke verschwinden. Zunächst sei r eine ungerade Zahl. Dann wird die 
Gleichung (7), für alle r Nummern gebildet, von selbst erfüllt, da nach (10) alle ihre Coefficienten 
verschwinden. Bildet man aber die Relation (7) für die Zahl r—2 oder was dasselbe ist, die Relation 
(14) für r—2 feste Marken «... y, so ist die Summation nach т über die beiden noch fehlenden 
Nummern auszudehnen. Es sei also «ßy ... '¿if.g eine beliebige Permutation von 1,2 .... r, so besteht 
die Gleichung:

^,(1.
Wenn daher die r Pfaffschen Ausdrücke

(2 3 ... r), (3r ... 1) 
(16) (H l ... r 12 ... i - 1) (1 2 ... r — 1)

nicht sämtlich verschwinden, so bilden sie in folge des Systems (15) der Reihe nach die Ableitungen 
einer Function y ... ո ՛ j der Variabeln պ . . . uf . Diese Function vom Grade —Հ-֊ ist für 

r > 3 nicht die allgemeinste Function dieses Grades, sondern hat infolge der für eine kleinere Zahl 
von Marken gebildeten Gleichungen (14) Besonderheiten, deren Entwicklung einer späteren Arbeit 
vorbehalten bleiben muss.

Wenn aber die r Ausdrücke (16) sämtlich verschwinden, so mögen « ß y ... f irgend r—4 aus 
den Nummern 1 ... r und x Z/t v die übrigen sein. Dann sagt die Gl. (14):

Э (aß ... ix) 3 (aß ... iZ) 3 (aß ... í/հ) 3 (aß . .. sr) 
Դ I /Հ I -A •3nx 3"Z 3> cur

Da ausserdem die Ausdrücke (16) verschwinden, so sind die aus r—3 Marken gebildeten Aus
drücke (aß ... e£) Functional - Determinanten dreier Functionen y0 </., und zwar ist, wenn

... ŕ Ç¿fty eine positive Permutation von 1 ... r ist:

diewo

die 
entsprechenden Pfaffschen Ausdrücken sind.

nicht
—5 Nummern gebildeten, so giebt es fünf Functionen, deren Functional-Determinanten gleich 

U. s. w.

" '«-ex:::)

Functional-Determinante symbolisch bezeichnet ist.
Sollten auch noch die Pfaffschen Ausdrücke aus r—3 Nummern sämtlich verschwinden, aber 

aus r

Wir fassen das Resultat in dem Satze zusammen:
Werden die Grössen U als lineare Functionen von w, ... и auf gefasst und lassen sich dieselben 

bei dieser Auffassung nickt durch weniger Variabile ausdrücken, so sind für ein ungerades r die r 
Pfaffschen Ausdrücke, welche man aus den U mit, Weglassung je՛ einer Marke bildet, wofern sie 

nicht sämtlich verschwinden, die Ableitungen einer einzigen Function ten Grades der w ... v . 

Wenn aber die aus r—1՛ Nummern gebildeten Pfaffschen Grössen sämtlich verschwinden, und. wenn
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dann für ein ungerade» s die Zahl r—» .die höchste Zahl ist, für 'welche nicht sämtliche aus r—s 
Nummern gebildete Pf aff eche Ausdrücke verschwinden, so bilden dieselben die Functional-Determinanten 
von s Functionen jp։ ... y je nach s Variabein. Die Grade dieser Functionen betragen zusammen r + հ 

Das Zeichen ist so zu wählen՜, dass wenn a ... Է irgend r—s Nummern und t . .. v die s übrigen 
sind, und wenn dann a ... Է ծ ... v eine gerade Permutation der Nummern 1 ... r ist, gesetzt 
werden muss :

Für ein gerades r gilt ein ganz ähnlicher Satz. Bildet man die Gleichung (9) für alle r Zahlen 
r, so wird die rechte Seite infolge von (10) verschwinden: also ist

(1 ... r) — 0.
Sind nun aß ... Լ պ irgend r—3 Nummern 1 . .. r und zZu die drei andern, so ist nach (14):

Э (aß .. . Ç t¡ x)
4

I 3 (“'ß • • • Շ՚հձ) i 3 («ß • . . . C 'j ľ) _ (j 
2UŹ ' 5U,,

Verschwinden also die aus r— 2 Nummern gebildeten Pfaffschcn Ausdrücke nicht sämtlich, so 
-sind sie die Functional-Peterminanten zweier Functionen <j und q., nach je zwei Variabein genommen. 
Entsprechendes gilt, wenn diese Ffafischen Grössen verschwinden, aber nicht alle aus r—s Nummern 
gebildeten, wo s eine gerade Zahl sein muss. Somit besteht der Satz :

Werden bei einer r^gliedrigen Gruppe die Grössen U/x als Functionen von и .. . и aufge
fasst und können sie als solche nicht durch ■weniger Variabele dargestellt werden, und ist r eine gerade 
Zahl, so sind die aus den U vermittelst r—2 Nummern gebildeten Ausdrücke (aß ... r¡) Functional-

2 »2 
'9"?

Determinanten zweier Functionen q und, g> , und,

S4V

wenn aß ... »¡Ад aus 12 ... r durch eine gerade Permutation erhalten wird. Wenn erst r—s (für 
ein gerades s) der höchste Grad, ist, für welchen die genannten Ausdrücke nicht sämtlich verschwinden, 
so gibt es s Functionen g ... q> , deren Functional-Determinanten nach je в Variabeln genommen, gleich 
den aus den übrigen r—s Nummern gebildeten Pf aff scheu Ausdrücken sind.

Diesem Satze und dem entsprechenden für ein ungerades r kann eine andere Seite abgewonnen 
werden. Unterwirft man die Variabein u ( . . . ur den r infinitesimalen Transformationen :

(17) du j dt 2 a(>ilx u(> .... duľ = dt 2 aQ TX u()

oder kürzer geschrieben :

(18) du լ — dt Ulx .... dUj. = dt Upx

für k — 1 ... r, so bestimmen diese eine r-gliedrige Gruppe, welche mit der gegebenen gleich 
zusammengesetzt ist. Den Beweis dieses Satzes hat bereits Herr Lie veröffentlicht (Math. Annalen 
B. XVI S: 49(5 u. B. XXV S. 94). Eine solche Gruppe, wie sie durch die Gl. (17) oder (18) definiri 
ist, nennt er eine lineare.

Oben ist gezeigt, dass cs immer s Functionen </ j ... y gibt, deren Functional - Determinanten
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r + szusammen .
Bildung dieser Functionen ist bereits oben gezeigt worden.

Das gibt den Satz :
Jede lineare r-gliedrige Transformations-Gruppe von r Variabein lässt mindestens eine homogene 

Function der Variabein ungeändert; es können aber auch mehr Functionen ungeändert bleiben, und 
zwar ist deren Zahl bei geradem r mindestens gleich zwei. Ist die Zahl der ungeändert bleibenden 
Functionen gleich s, so ist s zugleich mit r gerade oder ungerade. Die Grade der einzelnen Functionen 
betragen

Die

ü„) at.

3<p 3
^^6 = Հւ1Ա; 4 ... + _

Wende ich hierauf die Transformation (18) an, so folgt:

՚ ֊Xc՛ ՛ >

Infolge der Ausdrücke, welche oben für die Functional-Deterniinanten gefunden sind, verschwindet 
aber der Ausdruck auf der rechten Seite, wie auf mancherlei Weise gezeigt werden kann; also ist: 

(19) 2<p( — 0 (í == 1 . . . s).

gleich sind bestimmten aus den ľ (x gebildeten Pfaffschen Ausdrücken. Wenn nun i eine der Zahlen 
1 . .. s bezeichnet, so ist:

G.

Spezielle Sätze für p < r.

Die Sätze des vorigen Paragraphen beschränken sicii nicht auf den Fall p — r, können vielmehr 
auch für p <r ihre Gültigkeit behalten. Denn der Beweis stützte sich nur auf die Gleichungen (10), 
welche für p = r stets bestehen, aber auch für p < r gültig sein können. Nehmen wir also an, für 
p < r würden die Gleichungen (10) erfüllt, so bleiben auch die Sätze des vorigen § in Gültigkeit. 
Wenn dann alle Functionen U¿z sich durch պ . . . u darstellen lassen, so können die charakteristischen 
Functionen y nur die Variabein u¡ . . . up enthalten. [Man darf aber keineswegs umgekehrt schliessen 
wollen, dass, wenn diese Functionen weniger Variatele enthalten, dann auch die U(x durch weniger 
als r Grössen darstellbar seien. So ist für

Was nun die Bildung der r- gliedrigen Gruppen für p <r angeht, so scheint es am passendsten 
zu sein, von der p-gliedrigen Untergruppe auszugehen, diese in ihrer einfachsten Gestalt vorauszusetzen

1 16 ~ 3ui ’ U17 U1 ’ Ս26 =ľ սշ '
1 27 ՜ ՜ս3 ’ U35 = — — Աշ , Ս36 = - ս3 , Մ37 ՜ Ա4 ’

1 45 '՜ ~ U3 ’ ü46 = ~ ^"4 ՚ ^56 ՜ ^"5 ՚ ü57 - Ա6 > üß7 ՜ ՜Ա7
während die übrigen U (x (z, x = 1 ... 1') verschwinden,

y = U չ2 11Հ — Յսշ2 Ug'ž + ֊ևկ ս33 + 4սշ3 Ա4 ՜ - 4 Ալ "g "3 "43-
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und dann unter Anwendung der Jaco bischen Relationen und der aus denselben folgenden Gl. (6) — ('••) 
die weiteren Grössen ՍՀ% zu bestimmen.

Um ein spezielles Beispiel durchzuführen, wollen wir annehmen, dass die Grössen einer 
r-gliedrigen Gruppe sich durch u i, սշ, u., ausdrücken lassen und dass diese die allgemeinste drei
gliedrige Gruppe bestimmen. Bann können letztere so gewählt werden, dass

í’"֊2 ’ U12 = )'u3
ist. Ferner ist fur v > 3 jedes a.r tx — 0. Bilden wir also die Jacobische Relation für 2, 3, v, so folgt :

und zwei entsprechende

<*> "'n = ՜"1,3, r"3 

Gleichungen ergeben sich aus 3, 1, r und 1, 2. I
U), 4֊ ni] u, + ny Աշ + in., u., und versuchen die ni so zu wählen,

Wir ersetzen u durch
dass die neuen Grössen

Մ լ ľ. U2v, U֊>։, verschwinden. Dazu ist notwendig:

ŕmi = - a2,3V 7,"1 - a3,2. "•s՛ *•

Diese Gleichungen können aber wegen der Relationen (20) erfüllt werden. Man kann also ohne 
Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, dass iede Grösse U, , U,. . U„ gleich Null ist. Wendet e о j lv7 2v 3v
man noch die Jacobische Relation für 1, /i, v an (ft, r>3), so folgt L',tv = 0. Daraus ergibt sich : 

In jeder r-gliedrigen Gruppe, für welche p = 3 let und für welche das aus diesen drei Trans
formationen gebildete System keine certauschbaren Transformationen enthält, gibt es eine (r—p)-gliedrige 
Untergruppe ron der Eigenschaft, dass jede dieser letzteren angehörige Transformation mit allen 
Transformationen der r -gliedrigen Gruppe vertauschbar ist.

Beiläufig bemerke ich, dass der erste Teil des vorangehenden Beweises sich unmittelbar auf 
invariante Untergruppen anwenden lässt und zu dem Satze führt :

Hat eine p-gliedrige Gruppe eine dreigliedrige invariante Untergruppe und. diese keine zwei 
vertauschbaren Transformedionen, so lassen sich die infinitesimalen Transformationen so wählen, dass 
für v > 3 ist:

Nun würde es aber überaus weitläufig sein, wenn alle p-gliedrigen Gruppen in gleicher Weise 
untersucht werden müssten. Deshalb ist es ganz erwünscht, dass der folgende Lehrsatz eine grosse 
Reihe von Gruppen von vorn herein absondert. Wir sprechen den Satz zunächst für invariante 
Untergruppen aus und geben ihm die Form:

■Jede p-gliedrige Unter g nippe einer r-gliedrigen Gruppe hat die Eigenschaft:

Angenommen, der Satz wäre nicht richtig und die p Summen (21) verschwänden nicht sämtlich. 
Denn geht aus den Entwicklungen des Herrn Lic im zehnten Bande seines Archivs (S. 86—90) und 
auch unabhängig davon aus einfachen Betrachtungen hervor, dass in der p-gliedrigen Gruppe eine 
(p—l)-gliedrige invariante Untergruppe enthalten ist, für welche die den Gl. (21) entsprechenden 
Relationen bestehen. Die p—1 Grössen, durch welche diese neue Untergruppe bestimmt wird, seien 
u„ .. . up ; dann drücken sich auch alle Grössen ՍՀ o. .. Uj durch u9 . . . u , aus, und bei dieser 
Wahl werden alle Gleichungen (21) erfüllt mit Ausnahme der ersten.



Ist nun v > p, so wende man die Relationen (7) und (9) an zunächst für 12 ... p, dann für 
2 ... pv und endlich für 1 2 ... pr. Diese Relationen, welche niederzuschreiben wohl nicht nötig
sein wird, nehmen zwei verschiedene Formen an, jcnachdem p gerade oder ungerade ist. Dieselben 
können nur unter einer der drei folgenden Bedingungen erfüllt werden : entweder verschwinden auch 
Ausdrücke (3 .... p) resp. (13 ... p), oder es verschwinden alle aj լ ր a լ 9|,... aj oder es wird 

a2)2 ! Г . . . -|- ։ip;pl = 0. Im ersten Falle bildet man dieselben Ausdrücke für weniger Nummern, 
so dass wir von demselben absehen können ; es bleiben also nur die beiden letzten Fälle übrig, von 
denen der erste darauf hinauskommt, dass bereits u., ... up eine invariante Untergruppe bilden.

Jetzt ist es leicht, auch den folgenden Satz zu beweisen :
Wenn sich in einer r-gÜedrigen Gruppe alle Grössen Udurch p von einander unabhängige 

Grössen ausdrücken lassen, so gelten in der hierdurch bestimmten Gruppe die p Gleichungen (21).
Zum Beweise treffen wir dieselbe Anordnung, wie oben. Dann folgt aus der Annahme, dass 

die Gl. (21) nicht bestehen, zunächst, dass sich die U]r. .. Up), durch weniger Grössen darstellen 
lassen und etwa պ fehlt. Nun bilde man die Jacobischen Relationen selbst und erkennt, dass auch 
U,n, für /í, v"> p diese Grösse պ nicht enthält.

Speziell mache ich auf folgenden Satz aufmerksam:
Wenn eine r-gliedrige Gruppe eine zweigliedrige incariante Untergruppe enthält, so sind deren 

Transformationen mit einander certauschbar.
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