
L) E

EVOLVENDARUM FUNCTIONED

PRINCIPIIS AC FORMULIS

DISQUISITIONES NONNULL A E ANALYTICAL.

AUCTORE

LUDOVICO MARTINO LAURER,

PHILOS. DOCT. ET AA. LL. MAG. № GIMNASIO REGIO TIIORUNENSI MATHES ET PHYSIC. PROFESSORE.

THOR U N I.

ÎIIDCCCXXVHI. 
/ "Հ л/ .





PRAEMONENDA.

Inter gravíssima subsidia, quae e calculo differentiali ad omnem Analy- 

sin et praesertim ad functionum theoriam redundant, primum profecto 

locum tenent ea, quae e functionibus fa, f(a -|-z) in series evolutis éma

nant. Ex his enim evolutionibus desumuntur implicatiorum functionum 

f(a 4֊ ai+ ¡3?....), ф/ß evolvendarum rationes, atque evolutae hoc modo 

formulae omnia nobis suppeditant, quaecunque opus sunt ad quamvis 

functionem in seriem convertendam.

Ipsa autem functionum fa, f(a -f- i) evolutiones tractandi ratio per 

se notatu quam digníssima est, tantamque habet vim ad illustrandas et 

confirmandas quas Mathesis sublimior novas atque egregias profért ve- 

ritates, ut hane disciplinam пес tam luculenter expositam, пес tam con- 

cinniter tractatam nunc spectares, nisi ilia ratio ad amplam perspicuita- 

tem et elegantiam provecta, novam quasi lucern in hac Matheseos parte 

accendisset.

Ex quo enim Illustrissimus Lagrange hanc ita comparavit tra

ctandi rationem, ut notio de infinite parvo ante usitata, eaque quam ma

xime obscura et indeterminata, omnino e calculo exstirparetur, Analysis 

sublimior speciem vere paradoxain, quam hucusque mentita est plane 

abjecit, ejusque loco novam, eamque cum vero scientiae nomine conve- 

nientem formam acquisivit; de cujus sententiae veritate abunde nobis 

persuasum habebimus, si ilia provocaverimus, quae Illustrissimus Euler 

de calculi differentialis definilione in initio praefationis operis celeber- 

rimi, Institutionen calculi differentialis sponte fatetur:
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„Quid sit calculus differentialis, atque in genere Analysis infinito- 

„rum? iis qui nulla adhuc ejus cognitione sunt imbuti vix explicări 

„potest, ñeque hic ut in aliis disciplinis fieri sólet, exordium tractationis 

„a definitione commode sumere licet. Non quod hujus calculi nulla plane 

„detur definitio, sed quoniam ad earn intelligendam ejusmodi opus est 

„notionibus non solum in vita commun! verum etiam in ipsa analysi 

„finitorum minus usitatis, quae demum in calculi differentialis pertracta- 
„tione evolvi atque explicări soient, quo fit, ut ejus definitio non antea 

„percipi queat, quam ejus principia jam satis dilucide fuerint perspecta.”

Cum autem haec materia, ñeque ad systematicam aliquam conden- 

dam, ñeque ad faciliorem tantummodo et simpliciorem reddendam me- 

thodum tam exculta censenda sit, quin aliqua adhuc desiderentur ; eaque 

de causa et propter rei ipsius, ubicunque de methodo excolenda agi tur, 

gravitatem, quantum quisque sibi pro viribus hue conferendum sumse- 

rit, non omnino irritum fore sperare liceat: non alienum nobis visum 

est, quas invenimus novas hane materiem tractandi methodes, et quas 

instituimus implicatiorum functionum evolutiones, quippe quae cum his 

rebus arctissime cohaerent, aliasque, quae hue spectant disquisitiones non- 

nullas, oblata nobis scribendi occasione publico nunc judicio subjicere.



De e vol ven dis functionibus fa, f(a + z) > disquisitio 

fundamentalis.

§. 1.
1 unctionum analyticarum duas proprie discernimus species, distincte expressarum et 

formaliter designatarum [algebraicaruin et transcendenți um], totidemque inde oriuntur 
valde inter se discrepantes formarum tractandarum rationes.

Etenim distinctarum functionum haec est indoles, ut quant italéin exliibendam 
per alias, easque inter se consueto et vulgari arithmetices algorithmo nexas quantitates 
luculenter repraesentent; quae igitur quantitatis exhibendae ad propositas exorta hoc 
modo relatio arithmetica commode vocanda erit. Functiones contra formaliter designa- 
tae nos monent quidem, adesse certam quandam quantitatis exhibendae ab una vel 
pluribus aliis propositis dependentiam; relatio autem illa arithmetica quae sit, plane 
ignoratur.

In illas igitur cadit, ita transforman, ut ad maximam, qua exhiber! possunt sim- 
plicitatem reducantur, quae reductio illis efficitur regulis, quae ad algoritlnnum arith- 
melicum et calculum potestatiun et radicum spectant ; in has autem, ita calculo subpci, 
ut inde ignota adhuc ralatio, eaque constante, si fieri potest, lege structa, nec non sup
putation! quam aptíssima exeat : hoc autem fit, cum functio in seriem evolvitur, quae 
términos secundum potestates integras unius e quantitatibus primariis (quarum scilicet 
expressio exliibenda functio est) progredientes teneat; et haec problematu praecipuum 
constituent Analyseos sublimioris objectum.

Hoc autem loco omnes casus spéciales uni generálion subjicere poterimus, si 
formam maxime universalem fa, in qua vel secundariae quantitates ignorantur, in me
dium protulerimus ; tunc autem sp ont e liquet, orituros nobis esse seriei coefficientes 
Beque generales, et quae a funcțiune fa dependeant, eaque ipsa exprimantur.

§. 2-
Quaestio igitur nostra in hoc versatur, ut functionem generałem fa in seriem 

evolvamus, secundum potestates integras ipsius a progredientem ; hoc est, ut coefficient 
tes fictos aequationis :

fa = m -f- aa -|- /9a1 ....
eliciamus.
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Ex hac aequatione statim prodit m =fa, ubi ciíEra supra a posila designat, hune 
ipsiiis fa sumendum esse valorem, quem functio pro a=o induit ; ideoque habemus 
aequationem :

fa =/« -}“ “4 4՜ ß“1 C<4)
ex qua sequitur 

a= o 0

a

hoc est a aequatur huic valori quoti > clu* resultat, pošilo ubique a = о.

Habemus igitur primi coefficientis a valorem. Ceteri quidem quomodo enu- 
cleandi sint, nondum apparel ; hoc lamen satis perspicitur, viam ad problema solvendum 
tali ratione muniendam esse, ut tarn functionem fa quam seriem ill! respondentem in 
directum computum trahamus. Нас enim ratione efficitur, ut nova nunc inter fictas el 
eas quantitates, a quxbus illae dependent exeat relatio; et praesumere certe licet, jam e 
duplici hac relatione magis nobis perspicuum fore, quomodo coefficientes cum ipsa 
functione cohaereant, et ab ea derivandi sint.

§. 3.
Jam ad id, quod modo proposuimus efficiendum haecce methodus quasi sponle 

se offert:
„varietur quam simplicissime quantités primaria, quod fit, si ilia cum alia quanti
tate i pro lubitu sump ta per additionem combinatur.”

Ponendo enhn (a-f-i) pro a, functio ipsa abit in f(a-j- ŕ) et series üli respon

deos formam
fa -p- ct. (a -f- г) ß (<z 1)2 .... -{- ....

(a+¿)=о
induit ; primo enim obluitu hoc nobis apparet, expressionem /(a -f- i), e nostra signifi- 

O
candi metho do, idem esse quod fa. Habemus igitur aequationem

г) = /«-¡-«(a+î) + /?(a-|-i)ł-|-/(a4-i)3 (a-f-¿)л....

vel hane

/(« 4՜¿) — fei -f- cca -f- ßa2 -f- y aJ а . an .... .

4՜ * (® 4՜ 2 ßa 4՛ 3 у a2. . . . 4՜ n u • u՞՜1 • • • •) 
4-¿4......................................................................)

о
indeque porro, ob /« -|- aa -}~ ßaa . ... = f а
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|ճ±ճճ} = « + 2 ßa.. Ո
. 4՜ a՞՜1

unde denique

sequitur.
i = о

Quod si nunc expressio ІІІ——| brevitatis ergo per J' a indicator [quo

neinpe indice nionemur, primuin: qu an til atem a functionis, cui index adfixus est, abire 
in (a + i) • tuni : functionem ipsam a variata subtrahendam, quae resultant per i divi
denda, et denique quantitatem i —o ponendam esse. Eadem igitur indicia vi manente, 
expressio f' a idem indicabit respecta fa, quo d f a respecta /а indicat, et ita porro], 
b a bemos :

« = fa, 
ideoque

fa = få + 2 ßa -j- Зуаг . . . ,փ п.аап~1 .... (Ջ).

Quae aequatio cum structura sua plane cum aequalione (Л՝) §hl 2, congruat, fa
cile perspicilur, eandem methodum, quae ope aequationis {Ă) ad valorem coelficientis 
a eliciendum nos manuducebat, etiam hie ad coefficientis ß valorem inveniendum si
mili successu usurpandam esse; indeque tertiam nobis orituram esse aequationem ad 
tertii coefficientis valorem eadem melhodo determinandum et ipsam aptissimain ; quae 
conclusiones cum quousque libuerit continuări possint, omnino nobis persuadétur, jam 
simplicíssima illa substitutionis melhodo viam ad problema solvendum patefactain esse.

§. 4.
Antequam autem hane disquisítionem ulteríus persequamur, demonstrandum érit, 

duos in 2. et 3. pro a inventos valores idênticos esse, ita սէ einergat aequatio

a = o 0 
fa—fa

a

а — о 
z = о

={ճа 4~ *) —f0
і

}•

Discerpatur atraque expressio in 

jam primo patet, valorem cujuspiam expression^, quem post nonnullas substitutiones 
acquirit, invariatum mânere, quomodocunque ordinem substitutionum perturb emus ; 
erit igitur
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expresslo autem

я=о

i

a — o i = о
i — О а " о

/(« 4-г) _ /(« 4~ 0
¿ “I

ż=o а—о

statim reducitur in — et — = — ;
i i a

primi igitur Karúin

expressionum termini per se aequales aestiinandi sunt. Pari modo secundorum termi- 
norum aequalitatem probare licet; est enixn

-=o o ź֊° « = »
etÆ = 2Ճ.

§. 5.
Resumamus nunc aequalionem (Б)

У7а =. J'а -}- 2ß. а -f՜ 3 . а2 4՜ 4 J. а*  . . . . -ț- net. а”՜1... 7, 
qua cum aequatione (А)

О Ո
fa — fa aa 4~ ßa1 4՜ ľ«3 4՜ а* • • • • 4՜ к а՞ • • • • 

comparata, státím colLigere licet, síngalos quosque coefficientes aequatîonis (Б) e o cl em 
modo a functione У7а derivandos esse, quo coefficiens aeque altus in aequatione {Л) 
a functione f a derivator.

Cum igitur sit in (Հ) a—f'a, erit in (Б) 2ß —f" u, ideoque in {A՝) ß=i—^,

/,ѵа
о оpu а pu а

unde seorsim in (В) Зу—-—, débine in Լճ) У = ± շ unde in (B) 4ժ — չ , 
° „ Օ/IV gg л Д

vei in (-Հ) ^ = յլ շ 3՜4’ et ^ta P0rr0, 5it generaliter in (-Ճ) « = - - --------, érit

. О Ол4-1 Հ^4-ւ gg л4-1 -Fn*V^  &
ideom (В)(е + 1)« = Г^з?֊, « Ä in (Л) « = _ ։

unde e notissima concludendi ration e colligiinus, qua m pro priinis consecutivis coeííicien- 
tibus invenhnus legem earn universim valere, idenque quaesitae seriei termin um gene-
ralem fore:

§. 6.
Quam per solas ratiocinationes modo exlúbtiiinus probleniatis solutionein, earn 

aeque facile per directum calculent, secundum earn, quae jam sub fine §* “ 3. a nobis 
indicata est methodum, ad plenum certitudinem evehere valemus.

In
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In aequalione enini

У7« t=. f' a 4՜ 2(5.« -j- Յ7. ał 4՜ 4Ժ. «3 . . . .-ք՜ тга.«"-։ .... 
substitutione (a+4) pro a actu expedita, érit:

/у(а + г) = fa + 2(5(« + 0+ 3y(«4-ż)2+ 4 <5 (a-J-z)3 . , . . -j- n a (ez + í)"-։ 
vel

/'(® + Չ — f а 4՜ 2/5а 4՜ 3/аг ֊[֊ 48а3 . . . . 4՜ па.ап~1 ....

4՜ z (2 /54՜ 2 ■ 3 • 7 а 4՞ 3.4.5 а1.... 4՜ (и — í) zz а . а,е՜2. , . 
+ 'Ч.....................................................................................}

dehinc

/Vl+ÿZLff, vel

fa = 2/5 4՜ 2-3.7« 4՜ 3.4. 5«a .... 4. („ — 1)7г«,«”-® I . . 
unde

2/5 = //z a.

Sit nunc generaliter, quod jam ponere licet
m 7ո4֊1 7n¿-2

/m a —— 1*2*3.  ., th ct Զ • 3.... 7(771 —p-1) oí . а + Ժ. 4.5.. • • (7/2 -J- 2) Ct . CL2, t , 
ideoque

1.2.3 . . . . m a = У՞ . a
erit substitutione («4-г) pro а instituía

У”1 (c4՜ 0 = 1 • 2 • 3... m « 4՜ 2 • 3... (zra4-1) « (a 4՜ z) 4՜ 3 • • C7” 4-2) « (« 4- ¿)ł.,.
7» 7ոփ1 m+s

= 1.2.3.., m a 4- 2• 3 •.. (77г1) a . a 4~ 3.4. . . Լա 4՜ 2) « . аг . . .

4՜ ż {շ. 3... Լա 4-1 ) ot 4“ 2.3.4 . . . Լա 4՜ 2) а. «,. i 

-H2{...............................................................................}

i
unde

quae formula cum priori

7ո+1 О
2.3.4. . . (пг 1) « = /՞^՜1 а,

2.3.4 . . . .та — /т а
comparata, dilucide regulam exliibet : singulos quos que coeficientes seriei Ja-f-aa-f-fia՜.-- 
e singulis quibusque praecedentibus orituros esse, numero accentuum character! f affixo-

B 

7Ո-Հ-1 TTiĄ-ճ
— 2.3 . .. (m 4" 1) œ 4՜ 2 • 3 • • • (w ֊|- 2) а . а . . .

termini autem primae lineae valorem f"1 a coinplectuntur, habemus igitur
2 = 0

1) —fm a



rum de 1 augendo, et denominatore per hune exortum numerum multiplicando. Cum 
ergo sit = У7 ent

о оО О /*///»  ~ľll ,«
fa — fa -j- fa. а —х аг . , ,. -f- t~t¡------- -  ■ an . . ..-Ł • Հ JL • Հ e . • e TL

§. 7.

Funclionein fa convenîentisshne excipit funeli o _/Հ«4՜՚0, qnippe quae impucatio- 
rum funcționam simplicíssima est ; postulatur autem nunc, ut haec functio in seriem 
evolvatur secundum potestates integras alteriusutrius quantitatum i vel a pragredientem. 
Otiae quaestio cum similiima sit praecedenti, jam praesumere licet, eandem qua in illo 
casu usi sumus methodum, etiam hic ex voto successurain.

F0natur igitur

/(a+z) = /« + «i + +5¿4... .4՜ аі" • • • • W) л,
unde

e=ûÆs=//e. ֊

substituatur nunc (i -J- pro i, et habebitur

/(a + z +ճ) = f 7ւ)=4՜/(էք -j՜ J(ŕf X;)4 ... .-p« f X՛)”., ľ.

— fa 4՜ 4~ ßi*  4՜ /žä 4՜ di4 . . . . 4- a in ■

-j- "k {<*  -j- 2 /?. z -f- 3 y • i*  -J- 4 ծ. i3 . . . . -J- n . a. í71”*1. . 

+ ..................................................................... ..... . .

dehinc

/(a4~¿4~fe) —/(q 4՜ %) vei_ , vet

//(u 4-i) = « 4- 2 ßi 4- 3/Ր ... 7 4- n«, z”֊֊ .... (B) 
unde

« =/'(«+Í) =A et 2ß= Հ(«+լ)—=///«.

Quod si nunc aequationem (В) cum aequatione (Ճ) comparamus, iisdem սէ 
supra adhibitis conclusionibus colligere licebit, terminum generalem seriei (A) esse 

quod autem սէ directo calculo probemos, substituatur porro in aequatione (B) (¿ 4՜í) 
pro i, erițque
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dehinc

i

= fm+1a,
i

le
unde

i» .in
. n

Cum igitur termini primae lineae valorem funclionis /'"(a-j-r) repraesenteni, erit 

fr + ¿ + ■ CCg + 1՜) = 2.3. ...(m+1) « + 2.3.... (m + 2)"«՞ ¿...t

2ß =f"a; 2.Յ.7 —Ł-2 = f"'at

Sit nunc generaliter m m+1 ’«+2
/rn Ça -j- І) =S 1.2 ....ma -f- 2.3.... (jn-f-l) a. i -J- 3.4..;. (m-}-2) a.i1 

ideoque í = 0
2.3... .(m + i}T=f^±+j>=£^

erit substitutione (i -f- fc) pro i instituía
m 772+1 тп-Հ-ճ

f rn (a փ ; փ ty = 1.2. .. 772 a -f- 2.3 . . . (zra + 1) a (Ճ + Ä:) + 3.4. . . (т?г + 2) a (¿ + Ä:)2 . ...
7Ո TTtĄ-I ’ո4՜ 2

= 1.2... zna-f-2,3... (m+ 1) a . г + 3.4... (7п-|-2) a . ¿2 . . ..

-J- k {2.3... (m-f-1) и + 2.3,4... (zn-f-2) a ¿
+&Ч.............................................................................}

*
p (я J к) = « + 2/5(¿ + Á:) + 3//(¿ + fc)2‘ - • • + ”•«(¿ + ^)”+1 ....

= <*+  2ßi + Յ/Ր...............+ naiո~* . . . .

+ fc{2^ + 2.3./¿ + 3.4.5¿2...+ (zi—l)n«.¿—շ...Հ

+ - - - :............................................ }

z — О
w+1 , /* т+хГа + Л— fm+la2.3... (m+1) « = /m+1 a, et 2.3... (ափ2) a = <----- ՃՃԼ2__Ճ_----- = /«+։aj

dehinc, iisdem ut in fine §hl praecedenlis in орет vocatis rationibus, demonstratio ad 
finem perducitur, et quaesita series prodit

/(«+ ŕ) = /« -f-jTa. í + JȚTji . ï։ • .. . + յՀ--
vel mutatis litteris

/(« + 0 = f*  +/'»•“ + +

B2
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§. 8.
Cum functionibus f a, faĄ-i) in series evolutis quasi fundamentum jactmn sit, 

cui nunc omne Analyseos sublimiòris aedificium superstruere liceat, ipsam banc disqui- 
silionem, qua istae evolutiones sunt peractae, fundamentalis disquisition^ nomine satis 
apte inscriplam a nobis esse apparet. Ob eandem autem hamm formularum gravita- 
tem, non abs re fore speravimus, aliam adhuc ejusdem rei expositionem publico man
dare, quoniam propter faciliorem condusionum nexum maxime ad hane expositionem 
eliam tironibus aditus patet.

Notione differentialium (hucusque per fa, fa.... designatorum, significan- 
tius autem per Ց .fa, <f .fa .... indicandorum), qualem supra statuimus, eliam hie 
retenta, státím hoc colligimus theorema :

„differentiale functionis m.an, n numerum designante integrum ac positivum, aequa- 
,,tur expression! n .m. a"՜1,,

cujus demonstratio facile e theoremate binomial! pro exponente positivo et integro pe- 
tenda est.

Hanc functionis m. an, dum in n . m. an~1 transit, alterationem, cum saepius in 
Analysi occurrat, cumque praeterea ad nostrum inštitútom expediat, hic in usum voca- 
tiiri sumos, ideoque ei, Kr amp i o duce peculiare derivationis nomen tribuemus ; unde 
statim sequitur theorema : „derivatio co j uspí am aggregati aequatur aggregato derivatio- 
„num singulorum terminorum.”

J. 9.
Derivado in eo igitur a differentiatione diliért, quod cum ilia non nisi ad for

main ma11 applicari posait, haec contra ad omnein onmino functionem, quacunque 
forma gaudentem conferenda est.

Facillhne autem perspicitur, eandem expressionem per hane vei per illám mu
tandi raiionem evasuram, quomodocunque fundió proposita exhibeatur, sive forma gau- 
det, quae derivalionis raiionem admittat, sive secas se habet, ideoque soli differentia
tion! adaptanda est.

E nexu hajas propositionis cum theoremate in fine §bl praecedentis allato ad 
liane gravis simám conclusionem inducimur: „differentiale cujuspiam functionis forma- 
..liter designatae aequatur aggregate derivationum terminoruin seriei algebraicae illi 
„function! respondentis.”

Exempli gratia, si ponitur:
ր. , я?’= „ _ __ + __

nobis persnasuin bab ere possumus, differentiale ipsius Sin x tale evasurum, quod in 
seriem explicatum, formain
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4 X2 I x4 ОС6
1 1.2 + 1. .4 ՜ lTľľľe • * •

induat, quippe quae e serie function! Sin x respondents per derivationem nascitur ; pa- 
rique modo evincitur, differentiale secundum functionis Sin x fore

хг a?'
17573 ՜ ГГТТЗ

§. 10.
Haec ultima autem proposito omnem nobis offert apparatum ad utrumque pro

blema solvendum.
Ponatur enim solito modo

fa == fa -|- « 4՜ ßa2 4՜ /а3 • • • • 4՜ n • a • a" • • • •
sumpt is dein differentialibus et derivationibus, illis a sinistra, his vero a dextra aequa- 
tionis parte, tot nascuntur aequationes, quot unitates maximo exponenti ipsius a in 
serie ficta tribuuntur, vel quot sunt coefficientes determinând! ; quarum aequationuin 
singulae valorem coefficients in fronte cotiocati, posito a = о, státim innuent.

Ponatur porro

f(a 4՜ 0 — fa 4՜ a(«4* z) 4՜ /^(a4՜^)2 ՜է՜ /(а-Ю3 • • • • 4՜Թ (a ՜է՜z)'1 • • • • 
vel, mnltiplicationibus actu institutis,

f Ça 4՜ г) = fa 4՜ aa 4՜ 4՜ ?ա3 ••*•4՜  <*•<* ”••••

4- i (« 4՜ 2 ß а -|- 3 у а2 .... 4*  п а. а՞՜1.. . .)
4- і»(/?4- 3/а .. . . 4- 2а"-.. . .)

4- . . . .)

о п -
Cum autem supposition sit /(а փ г) =fa -{- а (а փ i).... 4՜ ® (а -J- i)”՛ ֊ • • érit ideo

fa —fa 4՜ а- а 4՜ ß а2 4՜ • • • • 4՜ аа” • • • •
el deliinc, suinptis atrinque differentialibus et derivationibus primi, secund! etc. n՝՝ ordinis :

Ո 
d .fa = «4՜ 2/?«4՜ Зуа2.... 4-lia. а71-1. . ..

o2fa = 2/9 4՜ 2.3./.а. ... 4-тг.п — 1.аап~2. . . .
Ո

= Ջ . 3 . y e e . . . —л . zz — í . tí — 2 си а”՜՞^ e • • *

ո ո
dnfa = /г.тг — 1.. .. [тг —(тг — 1)]#.. .. = 1.2.3.,. . п .а.. ••
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е quibus expressîonibus cum singulis factoribus, qui in formulis supra exliibitis conse
cutivas ipsius i potestates multiplicand collatis, facile concludimus, et primum tenni- 
num functionis evolutae esse fa, et coefficientem generalem in in ductum fore

av*
1.2.3... .n

De evolvendis functionibus 

f(a + ai + ß?....), (pfa *).

§. il.
A.<1 prhnum problema s ol ven dum designetur summa terminorum («i ßi1. t. .) per 

p; quo effecto, habernos secundum legem generalem 7. :

/(« +p) = /« +P-5/a +P2 •’ITF • 1 * ' + P՞ ¡ ՜շՀՀ- •••’•»

totum igitur negotium hue est reductum, ut e quantitatibus p, pz ....pn omnes col- 
ligantur termini, qui «mtsm ipeùis i potestatem exhibent.

Si n numerum designat integrum ac positivum, satis constat esse:
(ai + ßt1 4-7 ŕ3.... y = ф*  Ž.i14- փ1+1 c. ,..4-șp”C.i".;:

12 3
(a, ß, у

♦) Funclionum զf a evolutiones, quae elsi maximi sint momenti, in permultis
lamen vel completioribus de calculo differential! tractatibus plane omittuntur, tractatas invenimus 
in: Kramp Arithmétique universelle, Cpt. XX., et in Crelle, Sammlung mathematischer Auf
sätze, zweiter Band, Berlin 1822, pag. 175 sqq. Nos ad idem problema solvendum viam ingress։ 
sumas, quam La Croix [Traite etc. Pars I. pag. 325) indicat ; sicque, evolutione function!» 
f[a 4- «։ •. • e notissima combinatoria methodo petita in auxilium vocala, expressionem genera-

lem et independentom coefficients õn (ff a
՜ժ^՜ е voto nacti somos. Methoduș a nobis hic usúrpala in

eo quidem reprehendí potest, quod generalius problema ad speciale revocat; cum autem in omni 
disciplina et praesertim in Mathesi, e nostra quidem sententia, generaliores casus specialibus subji- 
cere et liceat, et conveniat, ubicunque ex bac institutione ad faciliorem disquisitionem nonnihil ad- 
jumenti evenit: speravimus fore ut methodus, quam hic secuti sumus, quippe qua disquisitio ipsa 
mirifice sublevatur non omnino generalioribus methodis postponatur. 
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ubi secundum notissimam signandi methodum C denotat combinationes, in quibus 
missae sunt repelitiones ex elementis a, ß, y ... huicque characteri exponens 
classis superscripts est, exponens autem summáé ad laevam súpome adjuncts; litiera 
ф monet, unamquamque coinplexionum per respondentem ei numerum permutationuni 
multiplicandam esse.

í e
Quodsi igitur in termino generali ֆ" C. in pro k successive orones valores է, շ,

3.. ../г substituuntur, quaesitam coefficientium quantitatis էռ polynomü ßi*  •...) 
paullatim ad potentiam l,nam, 2diun .... ntam elevat! summáin reperimus esse =

+ фпС + . + упс,
vel hane concinnius expressam:

2ф"С(к = 1, 2, 3 . ; ; . ո),
iz»

(«, Ã 7 ■ • • •)
ubi litiera S nos monet, aggregátum omnium terminorum, qui paullatim e substitutions 
1, 2 .... и pro к in expressions generali prodeunt, sumendum esse.

In serie autem f a -\-p. õfa... + 7 ■ .. orones termini ipsius p, cui

& = 1 responde!, in Ą/a, et generaliter termini ipsius pn valori Æ = тг respondentia in 

5՞ /*«-—— ------- sunt ducti ; his ergo factoribus restituita, quantitatia in coefficiens genera-

lis érit

2 1.2.3....¿Л 1, 2. .. ո)

, I 2 S
(«> A ľ • . ■ •)•

Наес autem expressio plane problema nostrum solvit, quia nos ad cujus vis termini 
functionis f (a -j- « i • ■ • ■) evolutae, in datam ո՛™ potentiam quantitatis i ducti compu- 
tum manuducit; hoc enim tantummodo opus érit, ut in inventa expressione pro n as- 
sumatur iile valor numéricas, excepto quidem valore n — o primam seriei terminam 
innuente, quem antem esse — fa jam aliunde constat ; hune enim valorem colligimus, 

ponendo in — o.

§. 12.
His peractis ad generalius problema solvendum aggrediinur, quo scilicet postu

latur, սէ functio maxime universalis <pfa in seriem secundum potestates integras ipsius 

a progredientem evolvatur.
Cum in hoc casu <pfa functio sit ipsius fa, ipsa autem fa ad primariam suam 

quantitatem a referatur, ideoque <f>f a definitain quoque habeat dependentiam a quanti-
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tale a: tria discernenda sunt diíFerentialium genera

ppiniinß •
í)’1 cpf a 
(а/а)"

differentiale ntnm functionis ср f a respeclu fa;

secundum: dn<pfa
(d a)n

differentiale ejusdem functionis respecta a ;

d f a
terhum: r-

(d a)n
differentiale quantitatis f a proxime primariaе, respecto remotioris а.

Formula §hi 6. statim nobis offert:

quae autem ex hujus seriei notifia nobis redundare! utilitas, ea parvi esset momenti, 
nisi disquisitionem ulterius persequeiemur; supposuimus eniin hie, dari quidem ipsius 
(¡fa а fa et pari modo ipsius fa a quantitate a dependenfiam, unde etiam functiones 

Sep fa d2(pfa Sfa d2fa
Sfa ’ ~(dfâÿ“--’ ãT' (ããr " "

iimotescunt; relationem autem inter (ff a et ipsam quantitatem a adhuc ignoramus,

ideoque etiam diíFerentialia hujus formáé dn(ffa
(őa)՞

incognita censenda sunt, et formula

Ira dita coefficientes onmino incognitos continet. Gravior ergo pars solutionis adhuc 

restât, illa nempe, in qua disquirendum est, quomodo expressio generalis seriei
av*  t .

, pendent, ita ut illám per has exprimere

valeamus; quae autem investigație ex iis, quae jam in praecedentibus peractae sunt 
evolutionibus facillime nobis petenda erit.

(T) "f d 
allatae a functionibus cognitis Vdia)k

Ponatur enini (juantilatem a abire in (a -J- i), ac prodibit

cujus seriei termhmm generalem jam constat esse

S
1.2.3 ....k

õ^cpfa 
(dfa)k

(k = 1 .. n)

/ В fa õ2 fa Ճ3 fa
\ da ’ 1.2. (да2)’ 1.2.3.(da): ' ' 7'

Cum autem supra jam expositum sit, expressionem cpfa functionem esse ipsius a, de- 
finitam hanc dependentiam peculiari signo hic exprimere licebit, ita ut sit: cpfa՜uja, 
ideoque y/(a -j~ i) = -xp (a i) ; unde subsidio evolutionis generalis §* “ 7. ex őrit u r 
aequatio :
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7՛ 2

...)

quae erat quaesita.

13.

/т։ а • Դ՚յa,

. . к
4 
fIV a

1 . . 4’

(ô/«)" ՚

<P6 C հէք a

5
i /'а

E x e in p 1 u m.

Sit n = 6, ideoque fundió evolvenda.

Ponalur jam brevitatis gratia f' a pro ֊֊^, et generaliter fn a pro ; simi-

lique modo դnf a locum teneat expressionis , quibus institutis, expressio

v1.2.3.4.5.6

fi
f''a

1.2...6
6 substitutis.

Ցո (ff a
1.2.... n (ő a)n

‘ (dfą_________
\ôa ’ 1.2(5ս)ճ’

1.2 . .

/"'a
1.2.3’

supputanda érit, pro к successive numeris ab 1 usque ad
ł

At pruno quidein complexiones per S^6 C exhibitae et ad elementa 1, 2; 3, 4, 
5, 6 spectantes actu evolutae erunt :

ф6С = 6

Ф6 C = 2(1.5) + 2(2.4) + (3.3)

3(1.1.4) + 6(1.2.3) + (2.2.2)

Ф6 C = 4(1.1.1.3) + 6(1.1.2.2)

У6 C — 5(1.1.1.1.2)

ÿ6C — (1.1.1.1.1.1);
proinde habemus :

pro Ճ — 1

. к

av*
1.2.3(ժօ)3՛ ՚

Habemus igitor in (Л) et (B) duas ejusdem quantilatis <//(« ¿) = -tp (а i) 'ex-
pressiones ; jam si coeficientes ejusdem potestatis quantitatis i, secundum quam utraque 
series ordinator, inter se aequales statuuntur, haec resultat formula :

............

av=
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pro

pro

кpro

кpro

кpro

= s'y',

___

fc = 2
1.... 6
Tã՜

(f*)*  4Í4 = isc/՛*)*/'՛*  уѴл;

= 6

§. 14.
Quem hic secundum formulam generalem exhibuimus computum, eum directa 

etiam methodo instituere possumus, si in auxilium vocamus propositiones notas has :
, дерfa _ » epfa dfa

1 ’ da ~ C ■ dfa' da ’

2) д{іра.чр'а. ip"a.. . .J = ô . ipa. чр'а. гр"a.... -j-d • гр* alpагр" a. ... -f- • • • •

Ponatur enim “gy՜ — ~i — У*і  designentur porro harum functionum 

differentialia per z", z'" etc., y", y՛" etc. illa respecto f a sumpta, haec vero ad <plan

tit at em a primariam relata ; quibus institotis, erit —= z'y', quae expressio iterum 

diiferentiata talis prodibit z" y' 2 -j- z' y"; quod si paullatim ad altiora differentialia 
ascendimus, has post legitimam membrorum reductionem nancisciinur aequalitates :
d (pfa

da 
d1 (pfa

d3 (pfa
(du)»

Summa igitur harum expressionum, quaesitum ipsius exhibet valorem.
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ժ4 <¡P fa
(Őa)4

— z։vy'4 + ճ//հ. 6y/2yzz 4- z/z (4yzyzzz -}- 3y,/2) -j- z'y,v,

= z^./"+z'T.10y'y+z^(10y'y+15yy")-t-^(5yyv_|_2()y/y„)

zj ý1* j 
= %-у.ф^л5у*у/+%-(2оу»у„_|_45у.у,.)

4- z"'(15y3 Ут+ бОу'у'У'Ч-15^‘) 4- ճ"(6/' у՝+15y"/T+ lOy"'*)  4. гу» 
quarum ultima cum illa in §ho praecedenti inventa plane congruit.

De aliquot formulis e generali expressione 

petendis.

1 ՝ I

§. 15.
ł*  ormularum generaliuin gravis adinodum utilitas in eo posita est, quod hae formulae 

ad omnes omnino quaestiones, ubi de definita quomodocunque functione agitur in seriem 
evolvenda, applicari passant- ex uberrima igitur hamm applicationum copia, quatenus 
per fines juste ponendos licebat, aliquot, quae quidem ad formulam allatam spectent, 
hoc loco tractare hand alienuin judicavimus.

De evolvenda functione (ax bx2-\- ex3. . .

16.
Sit primum terminus generalis polynoinii (a bæ. ...) ad potestatem ?ntMn ele- 

vati quaerendus,
Hic habernos

fa~ am.
i
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quibus valoribus in generali expressione substitutis, quaesitus terminus erit :

2m25. У "C. xn, (Zc — 1, 2, .... n)
12 3 

(6, c, cl . . . .).
Jain si series proposita formam habet (ax-[■ Ъx2 ... .")m, siatím raducitur ad 

liane xTn (a + Ъх... ,)m, ideoque solutio eadem manet, hac tantum restrictione, ut 
expressio inventa nunc in хт+п ducenda sit.

§. 17.
Si m numerum designat integrum ас p osi ti vum, coefficientem generalem functio- 

nis (а-]уЪх-\-сх2.. . .)” satis constat esse:

ф m+nC
12 3

(u, ծ, c • . . .),
quae expressio cum in expressione maxime generali §* “ praecedentis, quippe quae ad 
oinnes omnino valores, quos quidem m induere possit, adlinet, subsit oporteat, hane 
consequimur aequalitatem

m к к
ф"Н-"С = 2’т23ат-*ф 7!С

12 3 12 3
(ö, c ■ .. .) c, d • . ■

(ä == 1, 2 .... n), vel (7ŕ = 1, 2 ... . m) pro m < n.
Ad hane aequalitatem demonstrandam talem ingressi sumus viam *).
E deductione ipsa formarum combinatoriarum liquet, formam

ml 2 3
m+nC(a, Ъ, c . . . .)

constare e formis:

a”*֊ 1 "C + .... 4֊ ат-* пС ....
12 3

ad elementa (b, c, d ... .) relatis; unde etiam
m k

фт+՞Օ = 2^am^nC
12 3 12 3

c •.. c, íZ • • •.)
Complexionum ad dextram aequationis partem designatarum generalis forma est 

a՞՜1.6*7 ,cr.dsila ut sit: <Z 4՜ r 4՞ s • • • • = Հ <Z4֊ 2r + 3s . . .. = n, cujus 
igitur formáé permutationum numerus exhibetur per

♦) Multae egregias consecutiones ex hac identitate fluentes inveniuntur in Weingärtner 
Lehrbuch der comhinatorischen Analysis, zweiter Theil p. 174 sqq. Nostrum autem est, hane for
marum congruentiam ex ipsa, qua compositac sunt ratione, hie demonstrare.

jfc = 1, 2 .... n ț
)/v = 1, 2 .... m\
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(m — fe ~ł~ Ч ՜Ւ ր ՜Ւ տ • __ 7ո!________
(”ï — fe)q.' r ! s .՛ . . . . Լու — k) í q ! r!s.'.. ..

(signo ո ! pro 1.2.3.... ti adhibito, quod notum est).

Haec ultima expressio, factoribus numeratori et denominatori communibus dele- 
tis, statim reducitur in 

ł
m (m— 1) .... (m— fc֊]~ 1)  . fe ■'

q!r!s!.... q.'r.'s!....

Fractio autem ——------ est permutationum numerus complexionis b'!, c'. d\ ..
Ç « T" • S « e • e •

> sive formáé 71 C; adest igitur aequalio

$ ат-ъп C =
12 3

(fe J C , Ճ • . . *)  
ideoque etiam % %

ä՛ Փ a™-ł nC = 2 ™35 am֊Á ֆ " C 
(fe = 1, 2 ... . zi), vel (fe = 1, 2 .... ՛ո) 

et deni que secundum relationem supra jam probatam 
7« ł ł

Фт+«С = ՃՈ1Ջ am-ltynC
1 2 3 1 2 3 i

(u, fe, c. ■ i • ) (fe, <7, d • • •.)

De evolyendis functionibus: Zog’fl + oar....), eox + 6x •

§. 18.
Sit priinum functio log (m -j- я æ 4~ i’æ2 • • • •) evolvenda.

Hic habemus
fm — log m

Ց. log m — -í—
m

d2 log m —----- —rm

d3 log m = -f- ”4՜’m3

d*  logni — 1.2.3... .(7с— 1) (— l)*֊ 1 1.2 ւ՝Ւչ 
к. nł

bine seriei terminus generalis érit :
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ír3Cum sit Sin x = x

a*  x’1
ո

H—— a71 xn,
— n

ita ut series actu evoluta hoc modo se habitura sit:
c aa Xa . a3 x3
log Լ1 -f- a æ) = ax-------շ----- j----- .

2 Փ2£Լ_ճ_' а», (k-ss: i. 2 .... ո)

12 3
(a, h, c

Quodsi nunc functio log(í-^-ax) proposita est, statim elucet, nullum aliurn va
lorem pro fc assumi posse nisi k=sn, quam ob rem terminus generalis hoc in casu 
exhibetur per

ճ кЛЛ. ...k.m*  <fc — 1, • • • • ”)

12 3.’
^űt ț & j C • • • »y

e
ponendo autem m = 1, quo functio ipsa in log (1a ос.. . .) mutatur, expressio in

venta transit in

De functionibus: log n. Sinx, log n .Cos x evolvendis.

§. 20.

19.
Proposita nunc sit functio ֊ . £n seriem evolvenda ; e coinparatione

expressionis nostrae cum f {a -j-»։....) prodit
fa — em, i — x, tifa — em,

quibus substitutis, adest terminus generális
5-էշԽւ*.

quae expressio pro m—о, quo functio evolvenda formam eax"'"íxl" " ■ induit mutatur in 
ł

ճ G k æ՞, Ut = 1, 2- • и)

12 3
(а, Ъ, с ... .).

1
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ponendo igitur in ultima expressions — z, terminus ejus generalis secundum for
mulam §hi 18. érit:

12 3
(_____ 1 i 1 1 \
X 1.2.3 1...5 1.........7 '7

ո numero existente pari *).

E formula J1“ 18. continuo ad nostrum casum applicata terminus generalis prodit

Summa ergo coefficientium ipsius xn constat e terminis
71 1

+ Ф'С
n 2

— ІУ'С

de quibus autem haec notanda sunt:

Pro — numero pari omnes complexiones hic exhibitae valorem habebunt abso

lute positivem sin autem ~ impar fuerit, omnes complexiones per se negativae eva

den!. In utroque igitur case signa terminorum alternahuntur, ita quidem, ut primus 

terminus positivus assumendus sit pro numero pari, negativus autem pro impari.

*)

. . ո)

cum autem hic omnes complexiones, quarum exponens summáé numerus est impar, per se sunt 
= o, consequimur, nullum pro n valorem imparem assumi posse. Insuper vero aeqne facile nobis 

persuadetur, omnes complexiones hic evolvendas, quarum exponens classis major sit quam — itidem 

evanescere; qua de causa igitur plane supervaeaneum érit, pro k valorem assumere majorem quam 

.’Լ, Quodsi nunc elementa imparibus indicibus praedita piane omittuntur, nobis licebit, tam ex

ponentis n quam indiaim 2, 4, 6 . ... dimidium sumere, quo tandem eRecto in prioréin relabimur 
formulam.
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zr4

. •)

ex expression© ipsa evadat, nu]lo respecta habito signorum quantité- 
complexiones formantur, hoc est, his quantitatibus oinniiio positivis 
pro termino generali instituimus formulam:

Quod սէ 
tum, e quibus 
sumendis, hane

к
շ
1

1... 5’

i 
(— 
\1.2'

з
1 

1 7' 

De summa poteslatum per functiones combinatorias ra dieu m exhibenda.

§. 21.
Si productum ( 1 ф nac) (1 &¿r) (1 ф car) .. .. seriei ßxz... . aequa-

înus, coefficientes a, ß, . secundum legem notissiniam hoc modo defmiuntur, 
ut sít

1

\Ո7յ’

Ex. gr. coefficiens ipsius ос*  érit

Улс — f V »C + |Ф4С — æC =
a_x o _L_ 1 ] r մ 1 у 1_____ ,Հ 1 V

՜ 1.2.3 1......... 7+*' ծ\1.2.3/ * 1...5 4 Х1.2.3/ '

Cum sit log n Cos x = Zo# ո

functionis iu seriem evolutae, iisdem ut supra adhibitis rationibus, erit: 
71 է V , J.

2 3
_2 L_ ... \.
1..4’ 1 .... 6 /

« = [Ć] j

/S = [CJÍ

y = [С] > (a, ъ, c . .

■n 71 1
« = [C] /

ubi per Utieram [C] uncînis indusain combinational oinissis repetitionibus designamos.
E

___ լ_____ ï (_l_\
1.............9 $\1...5/
vel si omnes termini ad communem denominatorem rediguntur

5 — 63 — 60 + 420 — 350  — 48 1
5(1.2.3.4.5.6.7.8.9) ~1 9՜ 2’3J5։7’

/ хг . a?4 \
Լ1 — j—շ + լ---- ... J termmus generalis hujusce



íl 25

E praecedentibus autem habeinus

log (1 ֊j- aæ) = ax
a2 x2 i ռ3 хг
՜2 '՜3՜՜

log(í-\-bx)

quae aequationes, si summantur, progignunt hanc :

log (1 a a?) Zog- ( 1 Ą-Ъх) .... = (а-f- Ъ....) x —  ----------------- -  a?z .. . .

vel

log (i. a x-^~ ßx2 ....) — Sj x — J Տշ x2 Sn xn....

(signo Sn pro an -|- Ъп -J՜ c71 • • • • adhibito)
quod si denique coefficientes in eandem ipsius x potestatem ducii seorsim aequantur, 
habetur generaliter :

- 1 e - V  
■+■ Hn — Հ k (k— í, 2, ...• n)

12 3
(a, ß, y .. ..) sive

ксЧ [C2],

I (a, &j C • • • •) I 

superiori nempe signo valente pro n numero pari, inferiori autem pro impari.

Poterimus autem formulam inventam ita comparare, ut ilia ambiguitas plane re- 
pioveatur ; si eniin pro Zc omnes valores, non ut re vera fecimus de 1 usque ad n, sed
inverso ordine de n usque ad 1 poniinus, prodit

К
— Sn — S —■- ՚G— f (k = n, n — 1, n — 2, 
n k

qua quidem in formula tenendum est, términos secundae partis aequationis, ut paulla- 
tim eruuntur, alternantibus signis sumandos esse, a signo (-J-) incipiendo.

ո

Բ

I

■ք..

e íunctionibus a = a + b 4՜ -c,

Quod cum idem eventurum sit, si elementa ipsa alternantibus signis statuuntur, 
haec denique nobis se offert formula :

1 Ik = ո, n — 1

" * Ա=1.2....

—[C’*J,  4՜ [C3] . . • 
I (a, b, c . . . .)

Sit exempli gratia summa biquadratorum a4 -4- 4՜ °л
ß — ab -f- a c -j- b c, /= ab c struenda ; liabemus :
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ideoque

= Հ«4

= — аг ß

= «7 -V 1 ß1

S4 = (а -{• Ъ + c)4 — 4 (а + ծ փ c)2 (а Ճ -f- а с -}- bc)-f~ 4 (а fe+ c) abc-\-2 (а ծ -f- а с-}- Ьс)2.

«я՜6 ß*

*) Fusius haec res tractata invenitiir in Kramp Arithmétique universelle Cpt. XXI.

. . • H-

>-6ßi....+2ßT

1.2.3

Tsn

22.
12

Adsint nunc dúo elementa (a, ß), e quibus omnes combmaliones ad summám 
n evolvendae sint, eritque

ł
(?z—1) a71՜2/5փ

1 2
(«, Á

pro n numero pari, pro impari
í

2? ՝])77 C = an -J- Լո—1) a71՞2 ß -}-
1 2

(«, Д)

autem érit

(ո—2) (zz—3) 
ï

, . . zz Ц- 1quae ultima expressio aequatur ———

an-ł ßi+a_s + p

n. n — 4.n—5 _
Г7273 “

Q no dsi igitur formulam

= 2 —-—, (к = тг, ո — 1, .... 1)

1 2
(а, —/9) 

ad hune casum applicamus, pro dit :

+ = а71—ո «՞՜2/9-փ- — —— а71"4 /9 2

et
а7' 4- Z>" == а" — ո —7' ° а՞՜4 ß1

prout n numerus sit par vel impar *).

_____ an-4 Թ1 I (”—3) [»—4)^M—5)
2 p 1 2 3

i շ "-M
■*■•"*֊••••  g 7?—I
ГГ.7лЕГ՞՜’

Ո—1
aß3-.
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§. 23.
Resumatur nunc aequatio

log (1 -|- a x -{- ßxx....) = x — J S2 x2 -}-153 x3 . . . .
Jam apparet, etiam eos numeros aequales futuros, qui istas expressiones pro logari էհ- 
mis, basi eadein quidem sed ad lubitum sumpta, habent; hoc est:

(1 + ax -{- (5xł ....) = est x—iSz x2. .
quodsi igitur utrinque coeficientes ejusdem ipsius x potestatis inter se aequales stalu- 
untur, pro dit.

n Snn(J
[C] = ž-լ (7i=l, 2 .... n) 

(a, Ъ, c...)

(ßZ) — å Š շ, • • • •)

ex. gr. dentur: a, Ъ, c, d; sitque porro n = 3 
ponendo 7c = 1, prodit 4՜ ֊.S3, 
ponendo k — 2, prodit — j-S2 Sz, 
ponendo fc = 3, prodit ^ՏշՏշՏշ,

ideoque erit 
abcĄ-abdĄ-acdĄ-bcd = f (a34-Z>34-c34-á3) — շՀ«24՜7,24՜°24՜£72) (аЧ-^+сЦ՜^) 

+ l(a + Ď + c+d)3.

De evolvenda functione Cos nx.
§. 24.

Jam constat esse
2 .Cosnx — (Cos x-ț-Sinx if—l)n+ (Cosx — Sin x V—1)",

vel, statuendo /(1—Cos2x') pro Sin x
2 Cosnx — { Cos a? 4՜ /(Cos3 x — 1)}՞ 4՜ {Cosa?— /(Cos3 x— I)}՞- 

Supra autem habuimus formulam
an w — an — n. an~2 ß 4_ Ո ՚ չ շ - a՞՜4 ß1 ... •

Ո 7?—1
cujus seriei terminus ultimas erit + 2ß2 vel + n. a. ß~.

Statu amus nunc: a = Cos ж -[֊/( Cos2 а? — 1), Ն- Cosx—/(Cos3 x—1), ideo 
erit a4֊Ъ — 2 Cosx, ab —1, et dehinc a —2 Cosx, ß= 1 ; quam ob rem habernos : 
2.Cosn^ = (2(7osa:)՞—n(2Cosm)"-34-^=^(2Cosar)''֊-4—^=$%=^(2Cos^)"-G... 

terminus ultimus erit + 2, vel j+ n (2 Cos a?), prout n numerus sit par vel impar.
Sicque ope laudatae formulae simplici via nacti sumas solutionem, quae vulgari 

hajas problematis tractandi methodo post plores demum ambages erűi sólet ( Conf. 
Lacroix traite etc. Tome I. p. 263 sqq.).




