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Wykaz oznaczen

MO)
A
BFR

DFR

DT
d(x)
D’T
ET
ET(x)
f(t)
F(t)
g(x)
g(x,w)

IFR

IFRA

ki(x), ka(x)
MRL(x)
MTBF
MTFR

Z;

z(x)

funkcja intensywnosci uszkodzen dla zmiennej losowej T,
skumulowana funkcja intensywnosci uszkodzen,

klasa rozktadoéw z ,,wannowa” funkcja intensywnosci uszkodzen (Bathtub
Failure Rate),

klasa rozktadow prawdopodobienistwa z malejaca (nierosnaca) funkcja
intensywnosci uszkodzen,

odchylenie standardowe zmiennej losowej T,

zysk przypadajacy na jednostke czasu w modelu Grabskiego,
wariancja zmiennej losowej T,

warto$¢ srednia zmiennej losowej T,

wartos$¢ $rednia zmiennej losowej min{T, x},

gestos¢ prawdopodobienstwa zmiennej losowej T,
dystrybuanta zmiennej losowej T,

zysk na jednostke czasu w uogdélnionym modelu Grabskiego,

zysk na jednostke czasu dla modelu wymian profilaktycznych z gwa-
rancja producenta,

klasa rozktadow prawdopodobienstwa z rosnaca (niemalejaca) funkcja
intensywno$ci uszkodzen A(t),

klasa rozktadéw prawdopodobienstwa taka, ze —InR(t)/t ro$nie dla t
nalezacego do dziedziny funkc;ji,

zysk przypadajacy na jednostkeg czasu w model Yecha,
$redni resztowy czas zycia,
$redni czas migdzy uszkodzeniami (Mean Time Between Failure),

klasa rozktadow prawdopodobienstwa czasé6w do uszkodzenia (Mean
Time to Failure or Repair),

macierz kwadratowa P = [p;], i, j = 1, 2, ..., n prawdopodobienstw
przejscia dla wlozonego tancucha Markowa,

funkcja niezawodnosci, R(t) = 1 — F(t),

zmienna losowa oznaczajaca czas do uszkodzenia (czas zycia elementu
lub obiektu technicznego),

losowy czas przebywania obiektu technicznego w i-tym stanie procesu
eksploatacji,

klasa rozktadow z jednomodalna funkcja intensywnosci uszkodzen
(Upside-down Bathtub Failure Rate),

zysk przypadajacy na jednostkg czasu, gdy obiekt techniczny pracuje
poprawnie,

zysk (koszt) przypadajacy na jednostke czasu wynikajacy z przebywa-
nia obiektu technicznego w stanie S;,

zysk przypadajacy na jednostk¢ czasu w modelu Harriaga.



1. Wprowadzenie

1.1. Geneza problemu

Wspolczesne maszyny pracujace w przemysle, budownictwie i transporcie sa bar-
dzo wydajne, a jednoczes$nie skomplikowane i drogie. Awaria i postdj z tym zwiazany
powoduja duze straty ekonomiczne. W ostatnich kilkudziesigciu latach rozwingta si¢
teoria i praktyka obshug profilaktycznych obiektow technicznych. Przez obstuge profi-
laktyczna nalezy rozumie¢ wymiang, naprawe lub diagnostyke obiektu technicznego.
Obstugi profilaktyczne maja za zadanie poprawe niezawodnosci obiektow dziatajacych
w systemie eksploatacji.

Ograniczenie si¢ do przeprowadzania obstugi tylko po uszkodzeniu elementu
(obiektu technicznego) prowadzi najczeéciej do duzych kosztow ekonomicznych.
W zwiazku z tym opracowuje si¢ rozne strategie prowadzenia obstug profilaktycznych
polegajacych na tym, ze wykonywane s3 one przed i po uszkodzeniu obiektu. Dziatal-
no$¢ taka musi mie¢ jednak uzasadnienie ekonomiczne. Obstuge w przypadku, gdy
element (obiekt techniczny) jest sprawny nazwano w pracy prewencyjna, za§ w przy-
padku awarii — obstugg korekcyjna. Momenty czasowe przeprowadzenia obstug pre-
wencyjnych zaleza od wielu czynnikéw — przede wszystkim od struktury niezawodno-
sciowej obiektu zawierajacego jako sktadnik elementy, ktore planuje si¢ poddawac
obstugom profilaktycznym oraz od relacji kosztow zwigzanych z uszkodzeniami do
kosztow obstugi profilaktycznej. Sposob przeprowadzenia obstug prewencyjnych jest
uwarunkowany od przyjetej strategii prowadzenia obstug prewencyjnych. W tym kon-
teks$cie szczegdlnie wazne jest wykonywanie obstug prewencyjnych tak, aby w jak
najlepszy sposob osiagnac zatozony cel.

W pracy tej wprowadza si¢ pojgcie funkcji kryterialnej wyrazajacej zysk osiagany
przez obiekt techniczny przypadajacy na jednostke czasu. W starszych pracach dotycza-
cych budowania optymalnych strategii pojawiaja si¢ tylko okre$lenia: koszt obstugi
prewencyjnej i koszt usunigcia awarii (koszt naprawy). Budowane w rozprawie modele
obshugi uwzgledniaja zysk wynikajacy z poprawnej pracy obiektu technicznego. Pod
uwage bierze si¢ takze inne koszty zwiazane z utrzymaniem systemu eksploatacji takie,
jak na przyktad koszty pogotowia technicznego. Jako strategie optymalne w tej pracy
przyjmuje si¢ takie, ktore zapewniaja maksymalny zysk przypadajacy na jednostke
czasu. Mozliwo$¢ wyznaczania strategii optymalnej, dajacej maksymalny zysk zalezy
od okreslenia funkcji kryterialnej. W tym celu buduje si¢ funkcje kryterialng dla nie-
skonczonego horyzontu czasowego, co w praktyce oznacza, ze mozna ja stosowaé dla
dostatecznie dlugiego okresu uzytkowania obiektu technicznego. Proces wyznaczania
optymalnych obstug prewencyjnych jest ztozony z budowy modelu dla optymalne;
strategii obslug prewencyjnych, ktory powinien zawieraé wszystkie istotne wskazniki
eksploatacyjne rozwazanego obiektu. Na dalszym etapie wykonuje si¢ optymalizacje
funkcji kryterialnej i na tej podstawie wyznacza si¢ optymalna strategi¢. Podstawowa
strategia analizowana w tej pracy jest strategia wyznaczania obslug prewencyjnych
wedhug wieku elementu (obiektu technicznego).

W literaturze dotyczacej zagadnien wyznaczania optymalnych obstug prewencyj-
nych stosuje si¢ rozne sposoby opisu modelu dziatania systemu eksploatacji. Najcze-



$ciej zaktada sig, ze obiekt ma skonczona liczbg standw, przy czym jeden z nich wyraza
stan catkowitej niezdatnos$ci obiektu technicznego, a drugi stan catkowitej sprawnosci
obiektu. Najczgéciej w przypadku analizowania zdatnosci zaklada sig, ze obiekt ma
tylko dwa stany zdatnosci, ktore sa podzbiorem wszystkich stanow systemu eksploatacji.
W systemie eksploatacji przejécie z jednego stanu do innego odbywa sig¢ losowo. Losowe
sq takze czasy przebywania w stanach. Proces zmian stanéw systemu eksploatacji moze
by¢ sterowany przez podejmowanie réznych decyzji dotyczacych procesu eksploatacji.
Dotyczy¢ to moze wykonywania napraw czgSciowych lub catkowitych wymian elemen-
tow. Obiekty techniczne zlozone sa z wielu elementow, przy czym stosowanie obshug
profilaktycznych moze najczg$ciej dotyczy¢ tylko pewnego podzbioru elementow.

Stosowanie racjonalnych (optymalnych) obstug prewencyjnych wymaga znajomo-
$ci wielu cech charakteryzujacych dany obiekt, takich jak: rozktady czaséw poprawnej
pracy elementéw obiektu, czasy odnéw obiektu, czasy trwania awarii, koszty awarii
i obstug profilaktycznych. Wyznaczanie tych wielkosci wymusza zbieranie danych
statystycznych i korzystanie z metod statystyki matematycznej.

Analizujac literature dotyczaca obstug profilaktycznych mozna stwierdzic, ze pro-
blemy z tym zwigzane sg przez caly czas przedmiotem réznych prac naukowych. Wzra-
stajace koszty wytwarzania i rosnaca ztozonos$¢ wspoétczesnych maszyn (urzadzen tech-
nicznych) s naturalnym stymulatorem do dalszych badan w tej dziedzinie nauki.

Jedna z waznych charakterystyk niezawodno$ciowych prostego obiektu technicz-
nego jest jego funkcja intensywnosci uszkodzen A(t), ktora ma prosta interpretacjg pro-
babilistyczna. Dla kazdego t wartos¢ A(t)At + o(At) jest prawdopodobienstwem tego, ze
obiekt uszkodzi si¢ w przedziale (t, t + At) pod warunkiem, ze do chwili t obiekt ten
bedzie pracowal poprawnie. Jak wiadomo z praktyki i literatury przebieg funkcji A(t)
moze by¢ rozny i jest zalezny od wielu zjawisk fizycznych zachodzacych w obiekcie
i jego otoczeniu. Malejaca funkcja intensywnos$ci uszkodzen oznacza, ze w obiekcie
powstaja procesy adaptacyjne, stata intensywnosci uszkodzen oznacza stabilizacj¢ pro-
cesOw fizycznych (zanik adaptacji), rosnaca funkcja A(t) $wiadczy o tym, ze w obiekcie
zachodza procesy starzenia (zuzycia, degradacji). Wigkszos$¢ prac dotyczaca profilakty-
ki obiektow technicznych obejmuje przypadek, gdy funkcja intensywnosci uszkodzen
A(t) jest rosnaca [64].

W rozdziale 2 wprowadza si¢ podstawowe pojecia z teorii niezawodnosci. Omowio-
no klasyczne rozktady prawdopodobienstwa wykorzystywane w rozprawie. Dokonano
przegladu réznych uogdlnien klasycznych rozktadéw na rozktady z niemonotonicznymi
funkcjami intensywnosci uszkodzen. W szczego6lnosci analizowano wszystkie dostgpne
i przydatne w planowaniu obshug profilaktycznych uogolnienia rozkladow: Weibulla,
gamma, normalnego odwroconego i Birnbauma-Saundersa. Szczeg6lng uwage zwroco-
no na modelowanie procesu uszkodzen z wannowa i jednomodalng funkcja intensywno-
$ci uszkodzen. W koncowej czgsci tego rozdzialu przeprowadzono przeglad generowa-
nia nowych rozktadow prawdopodobienstwa za pomoca skonczonych mieszanin. Bada-
no literaturg pod katem tworzenia mieszanin znanych rozkladow, dajacych rozktady
z wannow3 i jednomodalng funkcja intensywnos$ci uszkodzen. Podano réwniez podsta-
wowe wyniki dotyczace klas rozktadéw niezawodnosciowych.

W rozdziale 3 analizuje si¢ trzy rozne modele strategii obslug prewencyjnych.
Pierwszy z nich wprowadzony zostat w pracy [55]. Jego budowg oparto na zatozeniach:
a) czasy inspekcji i czasy napraw sa pomijalne,

b) wszystkie uszkodzenia przynosza takie same straty,
c) inspekcje sa wolne od bledow,



d) uszkodzenia obiektu zatrzymuja pracg systemu,
e) zmienne losowe wyrazajace czas do uszkodzenia przed i po naprawie maja taki sam
rozktad.

Dodatkowo zaktada sig, ze w pierwszym cyklu obiekt techniczny jest sprawny.
W pracy [55] dla obiektu technicznego rozwaza si¢ tylko dwa przypadki:
— obiekt techniczny przepracowat bezawaryjnie x jednostek czasowych i w tym mo-
mencie nastgpuje inspekcja,
— uszkodzenie nastapito przed uptywem x jednostek czasowych.

Model opisany w pracy [55] jest wzglednie prosty, poniewaz przyjeto zatozenia
a, bic. W pracy [55] podano jeden przyktad liczbowy i wyniki obliczen numerycznych
ujeto w tabeli. Do modelu Harriagi dodano trzy przyklady numeryczne. W tym celu
opracowano metod¢ numeryczng obliczania wartosci funkcji ET(x) okreslonej wzorem:

ET(x) = [R(t)dt
0

gdzie:
R(t) — jest funkcja niezawodnosci odpowiadajaca zmiennej losowej T oznacza-
jacej czas do uszkodzenia,
ET(x) — jest warto$cia $rednig zmiennej losowej min{T, x}.

W przyktadzie 3.1 zatozono, ze zmienna losowa T ma rozklad gamma z rosnaca
funkcja intensywnos$ci uszkodzen, w przyktadzie 3.2 przyjmuje si¢ rozktad Weibulla
z rosnaca funkcjg intensywnos$ci uszkodzen. W przyktadzie 3.3 analizuje si¢ czas do
uszkodzenia T z niemonotoniczng funkcjg intensywnosci uszkodzen. W tym przypadku
zmienna losowa T ma rozklad prawdopodobienstwa bgdacy mieszanina rozktadu wy-
ktadniczego i rozktadu z liniowa i rosnaca funkcj¢ intensywnosci uszkodzen. Taka
mieszanina przy odpowiednim doborze parametréw posiada jednomodalna funkcjg A(t)
intensywnos$ci uszkodzen. Model Harriagi nie obejmuje takich rozktadow jako czasu do
uszkodzenia. Obliczenia numeryczne przeprowadzone w podrozdziale 3.2 pokazuja, ze
istnieje moment czasowy, w ktorym zysk na jednostke czasu jest maksymalny.

W dalszej czgsci rozdziatu 3 analizuje si¢ model Grabskiego [45], w ktérym proces
eksploatacji opisuje 3-stanowy proces semi-markowski. Funkcja kryterialna jest zysk na
jednostke czasu 1 wspdtczynnik gotowosci. Obiekt techniczny moze znajdowac sig
w jednym z trzech stanow systemu:

S| — uzytkowanie obiektu technicznego (poprawna praca),
S, — obstuga wymuszona (naprawa),
S; — obstuga profilaktyczna.

Czasy przebywania obiektu technicznego w stanach sa zmiennymi losowymi T;, T,
i T3 o skonczonych i dodatnich warto$ciach $rednich. Przyjmuje si¢, ze dochod na jed-
nostke czasu jest rowny a, za$ koszty naprawy i obstugi profilaktycznej sa rowne b i c.

W modelu Grabskiego przyjmuje si¢ zatozenie, ze obiekt techniczny po naprawie
i obstudze profilaktycznej jest w pelni sprawny. Funkcja kryterialna wyrazajaca zysk na
jednostke czasu zalezy od:
— rozkladu prawdopodobienstwa zmiennej losowej T},
— wartosci $rednich ET, 1 ET;,
— zysku jednostkowego a i kosztow jednostkowych b i c.



W pracy rozwaza sig tylko przypadek, gdy zmienna losowa T, ma rozktad z rosna-
ca funkcja intensywnosci uszkodzen A(t). Do analizy modelu Grabskiego dodano trzy
przyklady numeryczne przyjmujac, podobnie jak w modelu Harriagi, ze zmienna loso-
wa T ma rozktad gamma, Weibulla i rozktad bgdacy mieszaning rozktadu wyktadni-
czego i rozktadu z liniowa i rosnacg funkcja intensywnosci uszkodzen.

Jako trzeci i ostatni omowiony zostat model Yecha [109]. W pracy [109] rozwaza sig
model wymian (obstug) profilaktycznych elementow (obiektow technicznych) posiadaja-
cych gwarancje producenta. Podstawowym zaloZzeniem w tym modelu jest: produkt
(obiekt techniczny) uszkodzony w okresie trwania gwarancji zostaje wymieniony na nowy
z pelng gwarancja. Model scharakteryzowany jest za pomoca trzech parametrow:
c¢qg — kosztu awarii,
¢, — kosztu zakupu,

w — dlugosci przedziatu gwarancji.

Podobnie, jak w modelu Harriagi zaktada sig, Ze czasy napraw i wymiany sa pomi-
jane. Czas do uszkodzenia T; jest zmienna losowa o rosnacej funkcji intensywnos$ci
uszkodzen. Dla tego modelu opracowano trzy wiasne przyktady numeryczne dla takich
samych rozktadéw jak w przypadku modelu Harriagi i Grabskiego.

1.2. Cel pracy

Celem pracy jest opracowanie modelu wymian profilaktycznych dla systemow

eksploatacji uwzgledniajacego nastgpujace zatozenia:

— czasy przebywania obiektu technicznego we wszystkich analizowanych stanach
procesu eksploatacji sa zmiennymi losowymi,

— odnowa (naprawa) obiektu technicznego i wymiana profilaktyczna nie zawsze pro-
wadza do petnej zdatnosci obiektu technicznego,

— czas T do uszkodzenia obiektu technicznego moze mie¢ rozktad z jednomodalna
funkcja intensywnosci uszkodzen.

Przyjeto nastgpujaca tezg:

Mozliwe jest zbudowanie efektywnej strategii eksploatacji obiektéw technicznych
opartej na modelach zaproponowanych w pracy.

Podjgto probe rozszerzenia zbioru analizowanych funkcji intensywno$ci uszko-
dzen na funkcje z jednomodalng funkcja intensywnoS$ci uszkodzen. Jesli obiekt ma stala
Iub malejaca funkcje intensywnos$ci uszkodzen, to wymiana przed uszkodzeniem nie
zmniejsza prawdopodobienstwa uszkodzenia w nastgpnej chwili, mimo Ze obiekt stary
zastapiono nowym. Innym warunkiem celowo$ci stosowania wymian profilaktycznych
jest zachowanie odpowiedniej relacji kosztéw zwiazanych z wymiang korekcyjna (po
uszkodzeniu) do kosztow zwiagzanych z wymiana profilaktyczna (przeprowadzona przed
uszkodzeniem obiektu).

W pracy tej koszty wymian korekcyjnej i prewencyjnej zaleza od ich $rednich cza-
soOw trwania i kosztow wymian w jednostce czasu, ktdre sa zmiennymi losowymi.
W literaturze najczg¢Sciej zaklada sig, ze uszkodzenia obiektu technicznego sa natych-
miast wykrywane, a wymiany korekcyjna i prewencyjna sa rownowazne z petna odnowa.
Jedna z wazniejszych strategii wymian profilaktycznych jest strategia wymian profilak-
tycznych wedhug wieku obiektu (age replacement policy). Wymiang przeprowadza si¢
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wtedy, gdy obiekt si¢ uszkodzit (wymiana korekcyjna, wymuszona) lub tez przepraco-
watl w pewnym przedziale czasu <0, x> (wymiana profilaktyczna). Liczba x nosi nazwe
okresu wymian profilaktycznych, a strategia nazywa si¢ okresowa.

W pracy przedstawia si¢ dwie strategie wymian wedtug wieku: pierwsza dla ele-
mentow bez gwarancji producenta, druga dla elementéw z gwarancja producenta. Efek-
tywnos$¢ dziatania systemu eksploatacji jest wyrazana przez zysk przypadajacy na jed-
nostke czasu 1 wspotczynnik gotowosci systemu eksploatacji.

W dalszej czgéci omowiono rozdziaty 4, 5, 6 1 7 zawierajace oryginalne wyniki au-
tora rozprawy, ktore pokazuja, ze postawiony cel zostal osiagnigty.

W rozdziale 4 uogdlnia si¢ model Grabskiego. W przeciwienstwie do modelu
Grabskiego nie przyjmuje si¢ zatozenia, ze odnowa (naprawa) i wymiana (obstuga pro-
filaktyczna) prowadza do stanu pelnej zdatnosci obiektu technicznego. Wiadomo, ze
znaczny stopien zlozonos$ci wspdtczesnych maszyn (obiektow technicznych) powoduje,
ze demontaz i nast¢pnie montaz nie przywracajg pierwotnych wilasnosci eksploatacyj-
nych obiektu. W praktyce zdarza si¢, ze wizyta w serwisie samochodowym nie zawsze
prowadzi do natychmiastowego przywrocenia petnej zdatno$ci pojazdu. Dodatkowym
rozszerzeniem modelu Grabskiego jest przyjecie zatozenia, ze funkcja intensywnoS$ci
uszkodzen A(t) nie musi by¢ rosnaca. Odrzucenie zatozen, ze py; = 1 i p3; = 1 (p,; 0zna-
cza prawdopodobienstwo warunkowe przejscia ze stanu S, do Sy, p3; ze stanu S; do Sy)
prowadzi do komplikacji modelu wymian profilaktycznych. Dlatego w rozdziale 4 roz-
waza si¢ takze przypadek szczegoélny tego modelu. Bada si¢ dwie funkcje kryterialne:
zysk na jednostkg czasu i wspotczynnik gotowosci. Formutuje si¢ warunki istnienia
maksimum funkcji kryterialnych dla réznych zatozen dotyczacych badanego modelu.
Warto$ci funkeji kryterialnych zaleza od:

— rozkladu czasu do uszkodzenia T,

— rozkladu zmiennej losowej warunkowej T}, oznaczajacej czas przebywania obiektu
w stanie S; pod warunkiem, ze nastgpnym stanem bedzie S,,

— macierzy prawdopodobiefistw przejscia P = [p;], i, j = 1, 2, 3 dla wlozonego w proces
semi-markowski tancucha Markowa (wystarcza prawdopodobienstwa pi,, P21 1 p31),

— zyskow jednostkowych z,, z; 1 z; wynikajacych z przebywania obiektu w stanach S,
S,18Ss.

Dla modelu wymian opracowanego w rozdziale 4 przedstawiono pig¢ przyktadow
numerycznych wyznaczania maksimum zysku na jednostkg czasu i maksimum wspot-
czynnika gotowosci w zaleznos$ci od czasu wymiany profilaktycznej. W przyktadzie 4.1
rozwaza si¢ przypadek, gdy zmienne losowe Ty, i Tj3 maja taki sam rozklad gamma.
W przyktadzie 4.2 zmienna losowa Ti, ma odwrdcony rozklad normalny, a zmienna
losowa T,; rozktad wyktadniczy z parametrem A,;. Warto§¢ parametru A,; dobiera si¢
tak, aby zmienna losowa T, = p;;Ti, + p;3T1; miata rozklad z jednomodalna funkcja
intensywnosci uszkodzen. W przyktadzie 4.3 zaktada sig, ze T, ma rozktad wyktadni-
czy, natomiast T3 rozktad z liniowa i rosnaca funkcja intensywnos$ci uszkodzen. Para-
metry rozktadow zmiennych losowych Ty, i T3 dobiera sig tak, aby funkcja A(t) byta
jednomodalna. W przyktadzie 4.4 omoéwiono przypadek, gdy zmienne losowe Ty, i Ty
maja taki sam rozktad Weibulla z rosnaca funkcja intensywnosci uszkodzen. W przy-
ktadzie 4.5 autor proponuje modyfikacjg funkcji intensywnos$ci uszkodzen z prac
[5, 38]. Funkcje intensywnos$ci uszkodzen podane w cytowanych pracach maja wia-
snos¢ AM(e0) = 0. Uniemozliwia ona formulowanie kryteriow istnienia maksimum funkcji
kryterialnych. Modyfikacja funkcji A(t) przeprowadzona w tej pracy prowadzi do tego,
ze M) > 0.
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W rozdziale 5 rozwaza si¢ uogolnienie modelu 3-stanowego z rozdziatu 4 na mo-
del n-stanowy. Wnioski zawarte w tym rozdziale sa oryginalnymi wynikami autora.
Pokazano, ze funkcje kryterialne w przypadku modelu n-stanowego maja taka sama
postac jak w modelu 3-stanowym. W zwiazku z tym warunki istnienia maksimum funk-
cji kryterialnej sa podobne do przedstawionych w rozdziale 4. Ponadto udowodniono,
ze wspotczynniki liczbowe a, B i y oraz rozklad czasu T, wystarcza do sformutowania
warunkow istnienia maksimum funkcji kryterialnych. W rozdziale 4 przy pewnych
naturalnych zatozeniach dotyczacych modelu 3-stanowego pokazano, ze w przypadku
zysku na jednostke czasu zachodzi

a<0, >0, y<O0
a dla wspotczynnika gotowosci
a<0, >0, y=0

Wspotczynniki a, B i Y w modelu n-stanowym wyrazaja si¢ w zaleznos$ci od: war-
tosci $rednich ET, 1 = 2, 3, ..., n zyskow jednostkowych z, i = 1, 2, ..., n, macierzy
prawdopodobiefstw przejscia P = [p], i, j = 1, 2, ..., n wlozonego w proces semi-
-markowski fancucha Markowa stosunkowo skomplikowanymi wzorami macierzowymi.

W rozdziale 5 dla modelu n-stanowego pokazano, ze § > 0 dla obu funkcji kryte-
rialnych i y = 0 dla wspoélczynnika gotowosci. Dla modelu n-stanowego pozostaje
otwarty problem: jakie nalezy przyjaé¢ zalozenia na parametry modelu, aby a < 0?

Dla modelu n-stanowego opracowano dwa przyktady numeryczne. Kazdy z nich
zawiera trzy przypadki dla rozktadu czasu T,. W przykladzie 5.1 rozwaza si¢ model
n = 6-stanowy. Dla czasu T, przyjmuje si¢ nastgpujace rozktady:

— Weibulla z rosnaca funkcja intensywnos$ci uszkodzen,
— gamma z rosnacg funkcja intensywnosci uszkodzen,
— odwrodcony rozktad normalny.

Wyznaczono zysk na jednostke czasu i wspotczynnik gotowosci. We wszystkich
analizowanych przypadkach funkcje kryterialne osiagaja maksimum. W przyktadzie 5.2
wykorzystano dane z rzeczywistego systemu eksploatacji pojazdow z zaktadu komuni-
kacji miejskiej. W systemie wyrézniono n = 11 stanéw eksploatacyjnych. Macierz P
prawdopodobienstw przejscia i wartoéci $rednie ET;, i =2, 3, ..., 11 oceniono na pod-
stawie danych pochodzacych z lat 2004-2008. Wartosci zyskow jednostkowych ocenio-
no korzystajac z danych uzyskanych z odpowiednich komoérek ekonomicznych. Do
analizy przyjgto trzy rozne rozklady dla czasu do uszkodzenia T,. Wybrane rozktady
dobrze opisywaty rozktady empiryczne czasé6w do uszkodzenia pochodzacych z danych
eksploatacyjnych. W przyktadzie 5.2.A jako rozklad zmiennej T, przyjeto rozktad
Weibulla, ktérego parametry dobrano tak, aby warto$¢ srednia ET; byla bliska $redniej
empirycznej pochodzacej z danych eksploatacyjnych. Wykresy przebiegu funkcji zysku
na jednostke czasu i wspolczynnika gotowosci pokazuja, ze istnieje mozliwos$¢ popra-
wienia efektywnosci pracy systemu. W przyktadzie 5.2.B zatozono, ze czas T ma roz-
ktad bedacy mieszaning rozktadu wyktadniczego i rozktadu Rayleigha. Model taki przy-
jeto na podstawie analizy niezawodno$ciowej niektorych podzespotéw autobusu (od-
powiednie obliczenia wykonano w rozdziale 7). Wyznaczona dla tego przypadku funk-
cja zysku na jednostke czasu nie osiaga w analizowanym przedziale maksimum.
W przyktadzie 5.2.C przyje¢to, ze czas do uszkodzenia ma rozktad potegowy Weibulla,
ktéry z powodzeniem byt stosowany w pracach [88, 89] do analizy czaséw do uszko-
dzen silnikéw autobusowych (analiza zostala dokonana dla 90 danych z eksploatacji).
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W tym przypadku kazda z analizowanych funkcji zysku na jednostke czasu osiaga war-
to$¢ maksymalng.

W rozdziale 6 przedstawiono uogdlnienia modelu Yecha dla wymian profilaktycz-
nych obiektow technicznych z gwarancja producenta [109]. Wyniki badan zawarte
w tym rozdziale sa oryginalnymi wynikami autora rozprawy. Analizowany w rozdziale 3
model Yecha dotyczacy wymian profilaktycznych elementow (obiektow technicznych)
posiadajacych gwarancje producenta zalezy tylko od trzech parametréw liczbowych
rozktadu czasu Ty. W rozdziale 6 podjgto probe uogodlnienia tego modelu na przypadek,
gdy czasy wymian przed i po okresie gwarancji, czasy napraw sa niepomijalne. Model
wymian elementow (obiektow) z gwarancja jest oparty na 4-stanowym procesie semi-
markowskim. W celu pokazania praktycznej przydatnosci modelu opracowano cztery
przyktady numeryczne. W przykladzie 6.1 czas T, ma rozktad Weibulla, w przyktadzie
6.2 odwrocony normalny, w przyktadzie 6.3 czas T ma zmodyfikowane w stosunku do
prac [5, 38] funkcje intensywnosci uszkodzen i w przyktadzie 6.4 rozktad Birnbauma-
-Saundersa z modyfikacja Owena [95]. Dla kazdego z tych przyktadéw wyznaczono
funkcje zysku przypadajaca na jednostke czasu i wspotczynniki gotowosci. Na podsta-
wie analizy wynikow obliczen wnioskuje sig, ze istnieje mozliwo§¢ podnoszenia efek-
tywnosci systemu eksploatacji.

W rozdziale 7 zawarte sa wyniki autora, ktore okazaty si¢ przydatne podczas roz-
wiazywania zagadnien dotyczacych wymian profilaktycznych. W podrozdziale 7.1
skrotowo omowiono klasg¢ MTFR (Mean Time of Failure or Repair) opisana przez auto-
ra, zawierajaca rozklady zmiennych losowych starzejacych sig. Okreslenie klasy MTFR
powstaje w sposob naturalny podczas budowania kryteriow istnienia maksimum wspot-
czynnika gotowosci. W podrozdziale 7.2 pokazano, ze mieszanina rozktadu wyktadni-
czego 1 rozkladu Gurwicza z pracy [52] dla pewnych wartos$ci parametrow daje rozktad
z jednomodalna funkcja intensywno$ci uszkodzen. Mozliwosci zastosowania takiej
mieszaniny omoéwiono na przyktadach 7.1, 7.2 1 7.3. W przyktadzie 7.4 dla 4020 danych
pochodzacych z eksploatacji autobusow komunikacji miejskiej do opisu rozktadu czasu
do uszkodzenia zastosowano mieszaning przedstawiona w podrozdziale 7.2. Dane te
zawieraja czasy mig¢dzy uszkodzeniami uktadu elektrycznego autobusu. Rozklad praw-
dopodobienstwa mieszaniny jest zgodny z rozktadem empirycznym. Fakt ten potwier-
dza celowos¢ tworzenia rozktadéw z jednomodalng funkcja intensywnosci uszkodzen.
W podrozdziale 7.3 analizuje si¢ mieszaning rozkladu wykladniczego z rozkladem
Rayleigha. Pokazano, ze mieszanina ta moze dawac rozktady z jednomodalna funkcja
intensywnos$ci uszkodzen. W przyktadzie 7.5 przeanalizowano dane dotyczace uszko-
dzen silnikéw autobusowych [89]. Wykonano estymacj¢ parametrow mieszaniny i test
zgodnosci * rozkladu empirycznego z rozktadem mieszaniny. W podrozdziale 7.4
pokazano, ze je$li mieszanina dowolnego rozktadu z rozkladem wykladniczym ma
jednomodalna funkcje intensywnosci uszkodzen, to istnieje proste kryterium przynalez-
nosci zmiennej losowej T; do klasy MTFR. Podrozdziat 7.5 po$wigcony jest ocenie
$redniej czasu migdzy kolejnymi uszkodzeniami, oznaczonej przez MTBF (Mean Time
Between Failure) dla czasow do uszkodzenia z klasy MTFR.



2. Modele czasow zycia obiektow technicznych

W teorii niezawodno$ci podstawowa role odgrywa zmienna losowa T oznaczajaca
czas zycia (zdatnosci) elementu (obiektu technicznego). Funkcje

F(t)=P{T<t}

nazywa si¢ dystrybuanta zmiennej losowej T, funkcj¢ R(t) = 1 — F(t) okresla si¢ jako

funkcj¢ niezawodno$ci. Dla zmiennej losowej T warunkowa funkcje¢ niezawodnosci

definiuje si¢ nastgpujaco:

R(t+x)
R(t)

P{T-t>x|T>t}=R(X|t)= ,jesli R(t)> 0

Podobnie okresla sig¢ dystrybuantg warunkowa:
F(x+t)—F(t) _

P{T—t<x|T>t}= RO

1-R(x|t)

Jesli istnieje granica:
A= lim 1 F(x+t)—F(t)
x0T X R(t)

to funkcja A(t) nazywa si¢ funkcja intensywnosci uszkodzen. W przypadku, gdy zmien-
na losowa T posiada ggstos¢ prawdopodobienstwa f{(t), funkcja intensywnos$ci A(t) wy-
raza si¢ wzorem:

ME) = %

Calkujac ostatnie rownanie obustronnie, otrzymuje si¢
X
[A(t)dt = —InR(x)
0

stad
R(x) = e ™)
gdzie:
A(x) — skumulowana funkcja intensywnos$ci uszkodzen

A = [A()dt
0

Bardzo czgsto do analizy czasu zycia elementu (obiektu technicznego) wykorzystuje sig¢
$redni resztowy czas zycia, ktory definiuje si¢ nastepujaco:

} R(x)dx

MRL(t) =E{ Tt | th}:%
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Latwo mozna zauwazy¢, ze MRL(0) = ET, gdzie ET jest warto$cia $rednia zmiennej
losowej T, wyrazajacej si¢ wzorem:

ET= OjQR(x)dx
0

Jesli zmienna losowa T posiada gesto$¢é prawdopodobienstwa, to migdzy funkcja inten-
sywno$ci uszkodzen A(t) a §rednim resztowym czasem MRL(t) zachodzi zwiazek:

_ MRL(§)+!

M) MRL(t)

Z powyzszego wynika, ze:

t
R(t) = MRL(0) exp {_ I dx }
MRL(t) o MRL(x)

Swartz w pracy [101] podat jako pierwszy warunki konieczne i dostateczne, aby funkcja
m(t) byla $rednim resztowym czasem dla pewnej zmiennej losowej ze skonczong warto-
$cia $rednig. Podobne warunki badali Hall [53], Guess [46] i Lillo [81]. Badania migdzy
postaciami wykresow funkcji intensywnosci uszkodzen A(t) i $rednim resztowym cza-
sem MRL(t) prowadzili Mi [84] oraz Ghai [43].

W teorii odnowy i niezawodnosci bardzo wazna rolg¢ odgrywa rozktad rownowaz-
ny do danego rozktadu czasu zycia. Dystrybuanta rozktadu rownowaznego do danego
rozktadu wyraza si¢ wzorem (Feller [41], Deshapande [35]):

Fl(x)=E—1T)[(R(t)dt
0

Zmienna losowa z dystrybuanta F(x) ma skonczona warto$¢ srednig ET}, jesli zmienna
losowa T posiada skonczona wariancje D*T. Definicja zmiennej losowej T, moze byé
wykorzystana do budowy definicji rekurencyjnej w postaci:

1 X
[R - (Ddt
n-10

Fio(x) =

gdzie R, (t) i ET,,; sa odpowiednio funkcja niezawodnosci 1 wartoscia Srednia zmiennej
losowej T, ;. W pracy Harknesa [54] bada si¢ wtasnos$ci graniczne tego przeksztalcenia.
Zmienna losowa T, bgdzie wykorzystywana w dalszej czg$ci rozprawy.

W zaleznosci od postaci funkcji intensywno$ci uszkodzen dzieli si¢ rozklady na
rozktady z monotoniczng funkcja intensywnosci uszkodzen i niemonotoniczng. Dla
monotonicznych funkcji intensywnosci uszkodzen najczgSciej rozwaza si¢ nastgpujace
postacie:

— stala (rozklad wyktadniczy),
— niemalejaca oznaczana przez IFR (Increasing Failure Rate),
— nierosnaca oznaczana przez DFR (Decreasing Failure Rate).
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Wisréd niemonotonicznych funkcji intensywnosci uszkodzen podstawowa rolg
w teorii niezawodno$ci odgrywaja dwie kategorie:
— funkcje intensywnosci uszkodzen z ksztaltem wannowym, oznaczane przez BFR
(Bathtub Failure Rate),
— funkcje intensywnos$ci uszkodzen o ksztalcie odwroconej wanny, inaczej jednomo-
dalne, oznaczane przez UBFR (Upside-down Bathtub Failure Rate).

Wymienimy teraz podstawowe rozklady o monotonicznych funkcjach intensywnosci
uszkodzen. Zmienna losowa (czas zycia) T ma rozktad wyktadniczy, jesli jej gestosé
wyraza si¢ wzorem:

f(t)y=Aexp(—At)dlat>0
Dystrybuanta zmiennej losowej T o rozktadzie wyktadniczym ma postac:
F(t)=1—-exp(-At)dlat=>0

Dla rozktadu wykladniczego funkcja intensywnosci jest stata, A(t) = A. Okazuje
sig, ze twierdzenie odwrotne jest takze prawdziwe. Niech zmienna losowa T > 0 posiada
gesto§¢ prawdopodobienstwa f(t). Prawdziwa jest rownowazno$¢: zmienna losowa T
posiada rozktad wyktadniczy wtedy i tylko wtedy, gdy funkcja intensywnosci uszko-
dzen A(t) jest stala. W literaturze powyzszy fakt formutuje si¢ nastgpujaco: warunek
Mt) = const charakteryzuje rozktad wykladniczy. Ponizej omowiono rozktady prawdo-
podobienstwa z monotoniczna funkcja intensywnosci uszkodzen wykorzystywane w tej

pracy.

2.1. Rozklad gamma

Zmienna losowa T > 0 ma rozkltad gamma, jesli jej gestos¢ f(t) okresla si¢ wzorem:

p
f(t) = BUSIEI ,t>0,p,b>0 (1)
I'(p)

gdzie I'(p) oznacza funkcje gamma (funkcj¢ Eulera 2-go rodzaju). Dystrybuanta zmien-
nej losowej o rozkladzie gamma wyraza si¢ przez catke nieelementarng i jest mozliwe
wyliczenie jej wartosci w kazdym pakiecie programéw statystycznych. Podstawowe
parametry: warto$¢ érednia ET i wariancja DT wyznacza si¢ za pomoca wWzorow:

eT=2, pr=-L2
b b?

Warto zauwazy¢, ze w szczegolnym przypadku, gdy p = 1, rozklad gamma jest
rozktadem wyktadniczym. Funkcja intensywnosci uszkodzen A(t) dla rozkltadu gamma
z parametrami p i b jest:

— staladlap=1,A(t)=Db,
— rosnacadlap > 1, przy czym A(t) — b, gdy t — oo,
— malejacadla 0 <p <1, przy czym A(t) — b, gdy t — oo.
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2.2. Rozklad Weibulla

Zmienna losowa T > 0 ma rozktad Weibulla, jesli dystrybuanta F(t) wyraza si¢ wzorem:
F(t)=1-exp(—at’),dlat>0 )
Dla funkcji A(t) intensywnosci uszkodzen mamy
M) =at™!

Jesli b = 1, to funkcja A(t) = a jest stala, oznacza to, ze dla b = 1 zmienna losowa T
o rozktadzie Weibulla ma rozktad wyktadniczy. Rozktady gamma i Weibulla posiadaja
ro6zne uogodlnienia.

2.3. Uogolniony rozklad gamma

Zmienna losowa T > 0 ma uogoélniony rozktad gamma, jesli jej gestos¢ wyraza si¢ wzorem:

f(t: p. b, €)= <t exp(~(tb)°
;p,b,©) F(p)t exp(—(tb)") ,t>0 €)

gdzie p >0, b> 0, ¢ > 0. Parametr b jest parametrem skali, p i ¢ sa parametrami ksztattu
(formy). Jesli ¢ = 1, to otrzymujemy zwykly rozklad gamma rozpatrywany poprzednio.
Dla p = 1 otrzymuje si¢ jako szczeg6lny przypadek rozktad Weibulla. Warto$¢ $rednia
ET i wariancja D’T wyrazaja si¢ za pomoca Wzorow:

F(p+1j
T—_\ ¢

bI'(p)

R
DT = r(p+—j——°

[(p)b? c ['(p)

Dla funkcji intensywnos$ci uszkodzen uogoélnionego rozktadu gamma mozna wyr6znié

pie¢ przypadkoéw [42, 63]:

a) p =1, ¢ =1 mamy wtedy rozklad wyktadniczy z funkcja intensywnosci uszkodzen
postaci A(t) =b,

b) c<1,pc<1zwyjatkiem pary p =1, c = 1, funkcja A(t) jest malejaca,

c) ¢=>1,pc>1zwyjatkiem pary p =1, c = 1, funkcja A(t) jest rosnaca,

d) jeslic<1,pc>1,to funkcja A(t) jest jednomodalna,

e) jeslic> 1, pc <1, to funkcja A(t) ma ksztalt wannowy i posiada jedno minimum.

Uogolniony rozktad gamma posiada rézne postacie funkcji A(t), moze by¢ zatem
wykorzystywany jako model matematyczny rozkltadu czasu poprawnej pracy dla szero-
kiej klasy obiektow technicznych. W przedstawionej pracy duze znaczenie maja przy-
padki d)ie).
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2.4. Potegowy rozklad Weibulla i inne uogélnienia rozkladu Weibulla

Mudholkar [87] bada rozktad z dystrybuanta w postaci:
F(t)=[1 —exp(-a t")]°, dlat>0 4)
gdziea>0,b>0,c>0.

Rozktad ten w wielu pracach nazywa si¢ wykladniczym rozktadem Weibulla. W prze-
ciwienstwie do zwyklego rozktadu Weibulla posiada on dla pewnych warto$ci parame-
trow niemonotoniczng funkcj¢ intensywnosci uszkodzen. Dla ¢ = 1 rozktad ten redukuje
si¢ do zwyklego rozktadu Weibulla. Jesli ¢ = 1, b = 1, to mamy rozklad wyktadniczy.
Funkcja intensywno$ci uszkodzen wyraza si¢ wzorem:

b\ b
ab(l_eat j efat tb—l

1—(1 - e‘*“b JC

Mudholkar w pracy [88] pokazat, ze funkcja intensywno$ci uszkodzen A(t) moze mieé
rozne ksztalty:

— jeslib <1, to A(t) jest malejaca,

— jeslib>11bc>1,to A(t) jest rosnaca,

— jeslib>1icb<1,toAt) ma ksztalt wannowy,

— jeSlic<licb<1,toAt)jest jednomodalna.

At) =

Potegowy rozktad Weibulla z powodzeniem wykorzystano jako model rozktadu
czasu do uszkodzenia silnikow autobusowych [89]. Graficzne podejscie do estymacji
parametrow tego rozktadu przedstawiono w pracy [58]. W pracy [87] przeprowadzono
analizg wspotczynnikow asymetrii i sptaszczenia dla tego rozktadu. Badano tez niektore
statystyki ekstremalne tego rozktadu stosujac je jako model do opisu poziomu rzeki
Floyd w stanie lowa. W pracy [90] wyznaczono transformatg Laplace’a dla potggowego
rozkladu Weibulla i na tej podstawie wyprowadzono wzory na momenty zwykle tego
rozktadu. W pracy [108] badano warunki istnienia miniméw i maksiméw funkcji inten-
sywnoS$ci uszkodzen A(t) i $redniego resztowego czasu zycia MRL(t). W pracy [107]
analizuje si¢ inne, podobne uogdlnienie rozktadu Weibulla z dystrybuanta w postaci:

F(t)=1 - exp Hl - exp(—%tbm dlat>0

gdzie a>0,b >0, ¢ > 0. W cytowanej pracy [107] dowodzi si¢, ze dla b > 1 funkcja
intensywnosci uszkodzen A(t) jest rosnaca, dla b < 1 ma ksztatt wannowy. Dla analizo-
wanego rozktadu Nadarajah [90] wyprowadzit wzory na momenty zwykte. Inna mody-
fikacje rozktadu Weibulla podano w pracy Lai [80], w ktorej zaproponowano rozktad
prawdopobienstwa z dystrybuanta w postaci:

F(t) =1 — exp[-a t°exp(c t)] ,dlat >0
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gdzie a > 0, b > 0, ¢ > 0. W cytowanej pracy pokazano, ze funkcja intensywnosci
uszkodzen A(t) dla tego rozktadu ma ksztatt wannowy, jesli 0 <b <1 idlab> 1 funkcja
intensywnos$ci uszkodzen rosnie. Wigkszo$¢ znanych modyfikacji rozktadu Weibulla
zebrali Nadarajah i Kotz [91].

2.5. Odwroécony rozklad Weibulla

Rozwazamy teraz rozktad prawdopodobienstwa z dystrybuanta:

b
F(t) = exp [—Gj J dlat>0 (5)

Funkcja intensywnosci uszkodzen ma postaé:
M=mbt " le “/(1—e %
gdzien=a" z=z(t)=(a/t)".

Mozna pokazaé¢, ze:

lim A(t) =0
t—>0"
limA(t) =0
t—o0

Ostatnia réwno$¢ czyni model mniej przydatnym niz model spetniajacy warunek A(o0) > 0.
Pochodna funkcji A(t) ma postaé:

M) =)t O Ln—b_z—(b+1)tb}
—¢

Analiza rownania A’(t) = 0 prowadzi do wniosku, ze funkcja A(t) jest jednomodalna
z maksimum w punkcie t, spetniajacym réwnanie:

Lo)zl_f_l
1_eZ(t0) b

Odwrodcony rozktad Weibulla jako pierwszy analizowat Keller [64]. Jiang [60] badat
rozne modyfikacje tego rozktadu, Drapella [40] proponuje graficzna technike estymacji
parametrow rozktadu.

2.6. Odwrécony rozklad normalny

Gestos¢ rozktadu odwroconego normalnego (inverse Gaussian) z parametrami A i p

opisuje wzor:
_3 2
62 1) = (|2t 2exp —M dlat>0 6)
2n 2u°t

gdzie L >0, u> 0. Warto$¢ érednia ET i wariancja D°T wyrazaja si¢ wzorami:
ET=p, D’T=p’/A
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Po raz pierwszy odwrocony rozklad normalny byt badany przez Tweedie [102].
Gestosc¢ f(t; A, p) odwroconego rozkladu normalnego jest jednomodalna i asymetryczna,
1 jest parametrem skali, natomiast A jest parametrem ksztattu (formy). Wyniki dotycza-
ce podstawowych wlasnosci i zastosowan odwroconego rozktadu normalnego sa zawar-
te w pracach [30, 31].

Funkcje niezawodnosci odwroconego rozktadu normalnego charakteryzuje wzor:

wo- iyl e

gdzie @ jest dystrybuanta niestandardowego rozktadu normalnego. Funkcja intensyw-
nosci uszkodzen moze by¢ przedstawiona nastgpujaco:

1
(x/(zm3 ))5 exp(—A(t—)2/2u2t)

RS

Wyrazenie okreslajace A(t) jest raczej skomplikowane, ale nie jest trudne do obliczen
numerycznych. W pracach [30, 31] pokazano, ze A(t) jest jednomodalna i posiada mak-

simum w punkcie t,,, gdzie:
1
2 2 A
tm = _ 3L + (l + &J

A 492

At) = dlat>0 7)

Maksymalna warto$¢ funkcji A(t) otrzymuje si¢ jako rozwiazanie rownania:

A3 A
Mt) = —+———
© u? 2t 2f?

Analiza przebiegu zmiennosci funkcji A(t) prowadzi do wniosku, ze przy t — oo A(t)
osiaga pewna warto$¢ graniczna:

lim(t) = Lz

t—o0 2]_1

W pracach [30, 31] udowodniono, Ze $redni resztowy czas Zycia wyraza si¢ za pomoca

wror: (u—t)cb[\/f[l—:lj}(wt)ez%q{_ \/f(” ;D
(a7l

MRL(t) =

Prawdziwe sa rownosci:

2

lim MRL(t) = 2~
t—o0 7\.
lim MRL(t) =

t—0"
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Pierwsze wyniki dotyczace estymacji parametréw odwroconego rozktadu normalnego
podano w pracy [102]. Metoda najwigkszej wiarygodnosci wyznaczono oceny parame-
trow p i A. W pracy [30] przedstawiono nieobciazone i najefektywniejsze estymatory
parametrow p i A. Odwrdcony rozktad normalny doczekat si¢ réznych uogodlnien. Jed-
nym z nich jest trojparametrowy odwrdocony rozktad normalny wprowadzony w pracy
[95]. Gestosc trojparametrowego rozktadu normalnego ma postac:

b 2
ittt A, pun)= {ﬁ} exp{wt;—:g;M} dlat>n )

Parametr 1 jest parametrem polozenia, A — parametrem skali. Padgett [95] badat oceny
parametrow rozkladu z gestoscia (8) za pomoca metody momentdéw i najwigkszej wia-
rygodnosci. Problem estymacji parametrow trojparametrowego odwrdconego rozktadu
normalnego opisano nastgpnie w pracach [7, 27, 29, 33, 34, 61]. W pracy [37] analizuje
si¢ metode¢ Bayesa dla estymacji parametru potozenia. W pracy [77] przedstawiono
mieszana metod¢ momentow oceny parametréw rozktadu (8). Inne uogdlnienie dwupa-
rametrowego odwroconego rozktadu normalnego zaproponowano w pracach [2, 50, 48].
Cytowane uogolnienie dotyczy rozktadu z ggstoscia prawdopodobienstwa:

fO=0-p) O +pf©®0<p<l1 ©)
gdzie:
f%exp_k(t—;u) dla t>0, A>0, pu>0
f(=9V nt 2u‘t
0 dla pozostatych t

£ () =tf(t)/ p, gdzie 0 <p=EX < o0

Gestos¢ fi(t) okreslona wzorem (9) jest mieszaning dwoch rozktadéw: odwrdcone-
go rozktadu Gaussa i rozktadu z gestoscia fi(t) = t f(t) / p nalezacego do klasy LBIGD
(Length Based Inverse Gaussian Distribution). Gesto$¢ f,(x) reprezentuje bogata rodzi-
n¢ rozktadow prawdopodobienstwa dla réznych wartosci parametrow mieszania p. Jesli
p = 0, to gestos¢ f,(t) ma rozktad zmiennej losowej X (odwrdécony rozktad normalny).
Dla p = 1 mamy rozktad z klasy LBIGD, w przypadku gdy p = '2 rozktad Birnbauma-
-Saundersa [20]. Relacje migdzy rozktadem Birnbauma-Saundersa a rozktadem z ggsto-
$cig prawdopodobienstwa (9) omdéwiono w pracach [17, 36, 62].

Dystrybuanta dla gestosci (9) wyraza si¢ wzorem:

Fy(t) = @(a(t) + (1 - 2p) e O(B(1))

gdzie:

- fiy
B(t) = _\/Z{1+ 1j
tlu

® jest dystrybuanta rozktadu normalnego standardowego.
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Podobnie dla funkcji niezawodnosci R(t) otrzymano:

Ry (1) = D(-a(t) - (1 - 2p)e™ O(B(1))

Funkcje intensywnosci uszkodzen wyraza si¢ wzorem:

1
(\/2nt? )5 (1-p + pt/wexp{—(A2p2t)/(t—p)?
O(~0u(1) ~ (1-2p)e” D (B(1))
W pracy [47] udowodniono, ze funkcja intensywnosci uszkodzen jest jednomodalna. Punkt
to, W ktorym funkcja A(t) przyjmuje warto§¢ maksymalng mozna wyznaczy¢ z rownania:
A 3 A p

_+ S
2u? 2t 2t> p(l-p)+pt

hp (1) =

At) =

W cytowanej pracy pokazano, ze:

. 2u2
IimA (t)=—
tgg p() A

Sredni resztowy czas zycia MRL(t) dla rozktadu z gestoscia (9) jest rowny:

MRL(t) =[(1t — t+ pp* /M) (=a(t)) + (1= 2p)(u+ t— pp*/A)e™ MO B(1)) +
op b tuz/keXp{—%(l/t)(l—t/u)z}]X[CD(—a(t))—(l—ZP)CW“CD(B(t)]

NP

Dla funkcji MRL(t) udowodniono twierdzenie: istnieje doktadnie jeden punkt kp* taki,
ze MRL’(t) < 0 dla wszystkich t € (0, k,"), MRL’(kp ) = 0, MRL’(t) > 0 dla wszystkich
t> kp*. W pracach [48-50] przedstawiono metodg estymacji parametrow p, A i p funkcji
niezawodnosci Ry (t) metoda najwigkszej wiarygodnosci.

2.7. Rozklad Birnbauma-Saundersa

W dalszej czgsci pracy zostanie wykorzystany rozktad Birnbauma-Saundersa.
W pracach [18, 19, 20, 83] zaproponowano rozktad prawdopodobienstwa z dystrybuanta:

-t
Ft)=®| —| [——.|= || dlat>0 (10)
al\PB t

gdzie o= o/ \/wu , B =w / u. W skrocie bedziemy pisali: zmienna losowa X ma roz-

ktad o dystrybuancie (10) jako X ~ B — S(a, B). Podstawowe wlasnosci tego rozktadu

zbadano w pracy [19]. Parametr [ jest parametrem skali, poniewaz z (10) wynika, Ze:
X/p~B-S(a, 1)

Parametr a jest parametrem ksztattu. Rozktad Birnbauma-Saundersa ma wlasno$¢ wza-
jemnosci rozumiang jako fakt, ze zmienna losowa 1 / X ma takze rozktad Birnbauma-
-Saundersa, w szczegolnosci:

1/X~B-S(a, 1/P)
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Wiasnos¢ wzajemnosci rozkladow byta badana przez Saundersa [100].
Jesli zmienna losowa Z ma standardowy rozktad normalny, to zmienna losowa:

[2+a%z? + azVo’z? +4] (11)

ma rozktad Birnbauma-Saundersa z dystrybuanta dang wzorem (10). Wyrazenie (11)
jest bardzo wygodne do generowania zmiennych o rozktadzie B — S(a, ). Wiadomo, ze
zmienna losowa X ma wartos$¢ §rednig EX i wariancj¢ D*X wyrazajace si¢ wzorami:

x="P
2

EX = B[H%ZJ (12)

D*X =(a B)2[l+%a2j (13)

Ggstos¢ prawdopodobienstwa zmiennej losowej B — S( a, ) wyrazona jest wzorem:

cap)=—— B E]l It LB
f(t;o,B) 2a[3\/:(1+t\/ﬂexp{ ﬁ(ﬁ 2+tﬂ

gdziet>0,0>0,3>0.

Funkcja intensywnosci uszkodzen A(t) jest rosnaca lub jednomodalna. Mozna udowod-
ni¢ [83], ze:

A(0,0,B)=0
1
limA(t,0.B) = 14
limA(t.a.B) n (14)

Autorowi rozprawy nie sa znane warunki na parametr a, przy ktérych funkcja inten-
sywno$ci uszkodzen jest jednomodalna [83]. Estymacja parametréw o i § rozkladu
B — S (0, B) zostata opracowana w cytowanej pracy [19].

W literaturze znane sa przynajmniej dwie prace dotyczace uogoélnienia rozktadu
Birnbauma-Saundersa z dystrybuanta w postaci:

F(t; L)=CD{1 ﬁ—“(&L)ﬂ dlat>0 (15)
o

Bt

gdzie a >0, B> 0, u(®, L) > 0 dla wszystkich L. Funkcja u(®, L) zalezy od nieznanego
parametru © i znanej ,,zmiennej przyspieszajacej” L. Zmienna losowa T posiadajaca
dystrybuantg (15) mozna zapisac jako:

T~B-S(a, B, %)

Funkcja u(®, L) nazywa si¢ funkcja przyspieszajaca (przyspieszenia). Mediana rozkta-
du (15) jest rowna B M@, L) . Jesli T ~ B — S(a, B, A), to zmienna losowa:

Z:lﬁ_u(G,L)
al BVt
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ma standardowy rozktad normalny. Do okre$lenia wzor6w na warto$¢ $rednia i wariancjg
zmiennej losowej o rozktadzie B — S( a, B, A) wyznacza si¢ X z réwnania. Otrzymuje si¢:

X = %[azszzz + ocBZ\/ocszzz +4BA(O.L) +2Bu(O,L)] (16)

Wykorzystujac (16) i podstawowe wilasnosci rozktadu normalnego standardowego,
otrzymano:

Ex = p2|2©OLD) L
2

oraz

DX = o? p* |:u(®sL) +ﬁ}
B 4

Zmienna losowa X o dystrybuancie (15) posiada wlasnos¢ wzajemnosci [100]. Mozna
pokazaé, ze jesli X ~B —S(a, B, A),to 1 / X ~B—-S(a, 1/, 1/A) i stad:

2
E (ij =22 (@,L){H@’L) + “—}
X B 2

Niestety nie sa znane autorowi rozprawy wlasnosci niezawodno$ciowe rozktadu z dystry-
buanta (15). W szczegdlnosci ciekawy jest problem, czy funkcja intensywnosci uszkodzen
dla tego rozktadu jest jednomodalna dla pewnych wartosci parametrow o, i @ ? Jesli
tak, to jaka jest granica funkcji intensywnosci uszkodzen przy t — oo ?

Inny 3-parametrowy rozktad Birnbauma-Saundersa podano w pracy Owena [94]. Dys-
trybuanta tego rozktadu wyraza si¢ wzorem:

1-k
F(t) = @[; tﬁ_t_@ﬂ dlat>0 (17)

gdziea=c/ \Jwu >0,p=w/p>0i0<k<l1

2.8. Mieszaniny rozkladow czaséw do uszkodzenia

W teorii niezawodnosci, a szczegdlnie w zagadnieniach obstugi ztoZzonych syste-
moéw rozwaza si¢ czesto rozklady prawdopodobienstwa z niemonotoniczna funkcja
intensywnos$ci uszkodzen. Naleza do nich rozktady z wannowa funkcja intensywnosci
uszkodzen (BFR). Przeglad rozktadow z wannowa funkcja intensywnosci uszkodzen
umieszczono w pracach [25, 97]. Analiza literatury dotyczaca ztozonych modeli nieza-
wodno$ciowych i badania wiasne uszkodzen autobuséw miejskich prowadza do wnio-
sku, ze czgsto do opisu procesu uszkodzen uzyteczne sa rozklady prawdopodobienstwa
z odwrdcona wannowa funkcja intensywnosci uszkodzen (upside-down bathtub) zwang
w tej pracy jednomodalng funkcja intensywnosci uszkodzen. Klase¢ rozktadéw z jedno-
modalng funkcjg intensywnosci uszkodzen oznacza si¢ jako UBFR. Rozktady z klasy
UBFR maja szerokie zastosowania w réznych dziedzinach nauki — do analizy zycia
populacji biologicznych [103, 104], do danych medycznych [1], do opisu uszkodzen
autobusow [89], do budowy modeli podejmowania decyzji dla obiektéw technicznych
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w okresie rozruchu [24, 28], do opisu modeli niezawodnos$ciowych [59] i do opisu mo-
bilnosci grup socjalnych [3].

Jedna z metod tworzenia rozktadow z niemonotoniczna funkcja intensywnosci
uszkodzen jest tworzenie mieszanin standardowych rozktadow. Podstawowy wynik
dotyczacy mieszanin uzyskat Prochan [96]: mieszanina dwoch rozkladow o malejacych
funkcjach intensywnosci uszkodzen (DFR) ma malejaca funkcj¢ intensywnosci uszko-
dzen. Pierwsze praktyczne zastosowanie mieszanin rozkltadow opisat Krohn w pracy
[79]. W cytowanej pracy przedstawiono rozktad z wannowa funkcja intensywnosci jako
mieszaning rozkladow: Weibulla z malejaca funkcja intensywnosci rozktadoéw, rozktadu
wyktadniczego i rozkladu Weibulla z rosnaca funkcja intensywnosci uszkodzen. Jednak
analiza teoretyczna tego modelu pokazuje, ze funkcja intensywnosci uszkodzen nie ma
ksztattu wannowego. W pracy [103] oméwiono mieszaning rozkladu wyktadniczego
z rozktadem z liniowa funkcja intensywnosci uszkodzen. Jednak model ten analizowany
w catlym zakresie zmiennej nie ma funkcji intensywno$ci uszkodzen o ksztalcie wan-
nowym. Funkcja intensywnos$ci uszkodzen zmierza do pewnej nieujemnej wartosci
granicznej. Glaser [44] i Gupta [49] analizujg szczeg6lne przypadki mieszanin rozkta-
dow gamma i Weibulla do budowania mieszanin o roéznych ksztattach funkcji inten-
sywnosci uszkodzen. Gurland [51] podaje warunki, aby mieszanina rozktadu wyktadni-
czego 1 rozktadu z klasy IFR byta rozktadem z klasy DFR. W pracy [66] analizuje sig
przydatno$¢ modelu wannowego w praktyce. Empirycznie przebadano mieszaning
dwoch rozktadéw Weibulla. Stwierdzono, ze dla jednego z badanych przypadkéow ana-
liza prowadzi do wniosku, ze jako mieszaning mozna uzyska¢ rozklad z jednomodalna
funkcja intensywnosci uszkodzen (UBFR). Zauwazono jednak, ze analizowana w pracy
[66] mieszanina daje rozktad z funkcja intensywnosci posiadajaca na poczatku przebie-
gu przedzial, w ktorym funkcja ta maleje [106]. Dokladna analiz¢ mieszaniny dwdch
rozkltadoéw Weibulla zamieszczono w pracy [105]. Dla dwoch rozktadow Weibulla
z takimi samymi parametrami ksztaltu znaleziono wszystkie mozliwe postacie funkcji
intensywnosci uszkodzen. Dla mieszaniny z ré6znymi wartosciami parametru ksztattu
wykonano obliczenia numeryczne. Wszystkie mozliwe ksztalty funkcji intensywnoS$ci
uszkodzen mieszaniny dwoch rozktadow o rosnacych i liniowych funkcjach intensyw-
nosci uszkodzen wyznaczono w pracy [26]. Wynikiem takiej operacji sa rozklady ro-
snacej funkcji intensywnosci uszkodzen (IFR), wannowej (BFR) i modyfikowanej wan-
nowej, to znaczy rosnacej i nast¢pnie wannowej.

2.9. Klasy funkcji niezawodnoS$ciowych

W tym podrozdziale oméwiono niektore klasy rozktadéw spotykane w teorii nie-
zawodnosci [10, 11, 17]. Podczas formulowania warunkéw na istnienie maksimum
wspotczynnika gotowosci w sposob naturalny otrzymano klasg zwana MTFR (Mean
Time of Failure or Repair). Celem umiejscowienia nowej klasy MTFR na tle innych
znanych klas rozktadow czasu do uszkodzenia podaje si¢ tylko najbardziej znane klasy
rozktadow zmiennych losowych starzejacych sig¢. Zwykle kazda z wymienionych klas
posiada klas¢ dualna, dlatego tez wigkszo$¢ klas definiuje si¢ parami, tzn. klas¢ i klasg
do niej dualna [12, 78]:

a) klasa EXP rozkladow wyktadniczych,
b) klasa IFR (DFR) z rosnaca (malejaca) funkcja intensywnoS$ci uszkodzen,



25

c) klasa IFRA (DFRA) rozktadéw o $rednio rosnacej (malejacej) funkcji intensywnosci
uszkodzen, to klasa dla ktorej funkcja —InR(t)/t jest rosnaca (malejaca) dla t naleza-
cego do dziedzin tych funkcji,

d) klasa NBU rozktadoéw ,,nowy lepszy od uzywanego” (New Better than Used), jezeli

R(x+y)>RX)R(y)dlax,y>0
klasa NWU rozktadoéw ,,nowy gorszy od uzywanego” (New Worse than Used), jezeli:
R(x+y)<RX)R(y)dlax,y>0,

e) klasa NBUE) rozkladéw czasow zycia ,,nowy lepszy od $rednio uzywanego” (New
Better than Used in Expectation), jesli istnieje skonczona srednia ET i

[R(x)dx > ETR(t) dla t > 0
t

klasa NWUE rozktadéw czasow zycia ,,nowy gorszy od $rednio uzywanego” (New
Worse than Used in Expectation), jesli istnieje skoniczona Srednia ET i

JR(x)dx <ET R(t)dlat>0.
t
Dla wyzej zdefiniowanych rozktadow prawdziwe sa nastgpujace tancuchy relacji:
EXPcC IFR < IFRA < NBU < NBUE
EXP D DFR D DFRA D NWU D NWUE



3. Modele wymian profilaktycznych

3.1. Modele odnowy prewencyjnej

Bardzo czgsto czas naprawy (odnowy) i koszt naprawy uszkodzonego elementu
(obiektu technicznego) jest wigkszy od czasu i kosztu obstugi profilaktycznej. Fakt ten
jest podstawa do budowania modeli réznych strategii prowadzenia odnowy prewencyj-
nej (profilaktycznej). W tej pracy jako odnowe rozumiemy wymiang elementu na inny
sprawny, natomiast odnowa prewencyjna polega na wymianie elementu sprawnego. Od-
nowe prewencyjna stosuje si¢, gdy elementy (obiekty techniczne) starzeja si¢ podczas
uzytkowania i uszkodzenie elementu moze powodowac znaczace straty. W celu zmniej-
szenia liczby uszkodzen (strat) rozwaza si¢ dwie podstawowe strategie odnowy profilak-
tycznej: cykliczna (blokowa) lub ze wzgledu na wiek elementu (obiektu technicznego).
Odnowa cykliczna nastgpuje w ustalonych momentach czasowych x, 2x, 3x,... oraz
w tych momentach, w ktorych nastapito uszkodzenie (x oznacza okres wymiany profi-
laktycznej). Odnowa ze wzgledu na wiek elementu nastgpuje, gdy element osiagnie
wiek x lub zostanie uszkodzony. Wybdr rodzaju strategii zalezy od réznych kryteriow.
Przy odnowie cyklicznej mozliwa jest odnowa bardzo ,,mtodych” elementéw. Odnowy
ze wzgledu na wiek (czas bezawaryjnej pracy) sa planowane dla kazdego elementu
oddzielnie. Odnowa blokowa jest mniej skomplikowana w administrowaniu niz odnowa
wedhlug wieku, poniewaz nie wymaga rejestrowania czasow uszkodzen [14]. W tej pra-
cy bada si¢ glownie odnowe ze wzgledu na wiek elementu. Za pierwsza praca dotyczaca
wymian blokowych i wymian wedtug wieku uznaje si¢ prace [10].

Niech St(t) bedzie prawdopodobienstwem tego, ze odnawiany element w chwili T
nie ulegnie uszkodzeniu do chwili t. Jezeli F(t) jest dystrybuanta czasu pracy elementu,
R(t) = 1 — F(t) funkcja niezawodnosci i n x <t < (n+1)x, to:

Stx(t) = R'(x)R(t - x)
Mozna udowodni¢, ze funkcja St4(t) jest rosnaca dla kazdego x wtedy i tylko wtedy,

gdy zmienna losowa T nalezy do klasy IFR. Sredni czas do uszkodzenia elementu, przy
zalozeniu, ze odnowa prewencyjna odbywa si¢ ze wzglgdu na wiek elementu, jest rowny:

ET(x) = %’fm)m (1)
0

Wartos$¢ $rednia okreslona wzorem (1) bedzie w dalszej czg$ci pracy podstawa do okresle-
nia nowej klasy rozktadéw prawdopodobienstwa dla zmiennych losowych starzejacych sig.
Dla wartosci $redniej ET(x) przy T € IFR mozna uzyskac proste oszacowanie w postaci:

1 1

ET(x)  ET @

£(0) <

W dalszej czg$ci pracy pokazano, ze nierownos¢ (2) jest prawdziwa dla szerszej klasy
niz IFR. Prawa strona nieréwnosci (2) jest prawdziwa dla zmiennych losowych z klasy
NBUE. Warto$¢ $rednia czasu migdzy uszkodzeniami przy zatozeniu, ze system posia-
da obsluge prewencyjna wedlug wieku elementu wyrazajaca si¢ wzorem (1), byla
przedmiotem badania w pracach [4, 86].
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Amari [4] uogolnit wyniki Mondro [86] i pokazal, ze dla dowolnej zmiennej losowej T
prawdziwa jest nierd6wnos¢:

R ¢ gy <X
F(x) F(x)

natomiast dla klasy IFRA pokazano, ze:

ET(x) < — A3)
In(R(x)) (R( )) F( )
W dalszej czgséci rozprawy pokazuje si¢ mozliwos$¢ oszacowania postaci (3) dla szerszej
niz IFRA klasy rozktadow.

3.2. Model obstug profilaktycznych Harriagi

Harriaga [55] przeanalizowal model procesu eksploatacji dla pojedynczego obiek-
tu technicznego podlegajacego losowym uszkodzeniom. W cytowanej pracy formutuje
si¢ zadanie maksymalizacji zysku przypadajacego na jednostke czasu przy zatozeniu, ze
rozktad czasu do uszkodzenia jest dowolny. Program odnowy prewencyjnej realizowa-
ny przez okresowe inspekcje (przeglady) obiektu technicznego pozwala na redukcjg
liczby awarii i w rezultacie powigkszenie oczekiwanego dochodu z pracy obiektu tech-
nicznego. Z drugiej strony inspekcje stanu obiektu technicznego zwiazane sa z réznymi
kosztami materialowymi, ptacowymi i aparaturowymi. Na tych przestankach buduje si¢
zadanie poszukiwania optymalnego momentu inspekcji tak, aby oczekiwany zysk na
jednostke czasu byt maksymalny. Przed opublikowaniem przez Harriage pracy problem
ten byt analizowany przez Bakera [6] i Chunga [32]. Dla bardzo ogélnej klasy rozkta-
déw prawdopodobienstwa czasu do uszkodzenia istnieje przynajmniej jeden optymalny
przedziat inspekcji, maksymalizujacy oczekiwany zysk na jednostke czasu [S5]. Podano
réwniez warunki na to, aby optymalny przedziat do inspekcji byt jedyny W celu doktad-
niejszego przedstaw1en1a wynikow pracy [55] wprowadzono oznaczenia i zalozenia:

z zysk na jednostke czasu, gdy obiekt techniczny pracuje,

I — koszt naprawy lub wymiany elementu (obiektu technicznego) w przy-
padku uszkodzenia,

¢ — koszt planowanej inspekc;ji,

f(t) — gestos¢ prawdopodobienstwa czasu T do uszkodzenia,

F(t) — dystrybuanta zmiennej losowej T,

R(t)=1-F(t) — funkcja niezawodnosci dla T,

A(t) — funkcja intensywnosci uszkodzen,

X — dlugos$¢ przedziatu inspekc;ji,

p(x) — oczekiwany zysk z pracy obiektu technicznego w jednym cyklu do
inspekcji,

z(x) — oczekiwany zysk na jednostke czasu w jednym cyklu.

Model matematyczny dla procesu eksploatacji budowano przy nastgpujacych zatozeniach:

— czasy inspekcji i czasy napraw sa pomijalne,

— wszystkie uszkodzenia przynosza takie same straty,

— inspekcja jest wolna od btedow,

— uszkodzenie obiektu zatrzymuje dziatania systemu,

— zmienne losowe wyrazajace czas do uszkodzenia przed i po naprawie majg takie
same rozktady prawdopodobienstwa z dystrybuanta F(t).
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Dodatkowo zaktada sig, ze w pierwszym cyklu pracy obiekt techniczny jest sprawny.

Mozliwe sa tylko dwie r6zne sytuacje:

— obiekt techniczny przepracowal bezawaryjnie x jednostek i w tym momencie naste-
puje inspekcja,

— uszkodzenie nastapito przed uptywem x jednostek czasowych.

W tym przypadku oczekiwany zysk w jednym cyklu w przedziale czasu < 0, t > mozna

zapisac jako:

p(x) = zysk dla cyklu bez uszkodzenia - prawdopodobienstwo wystapienia cyklu bez awa-
rii + zysk dla cyklu z uszkodzeniem - prawdopodobienstwo cyklu z uszkodzeniem.

Zysk dla cyklu bez uszkodzenia jest rowny:
Z1(X) =z X —¢;

dlatego, ze obiekt techniczny jest sprawny po inspekcji w czasie x. W cyklu z uszko-
dzeniem obiekt moze ulec uszkodzeniu w kazdej chwili t < x cyklu. Zysk w takim cyklu
jest réwny:

z(x)=E{zt|t<x}-c¢—c

Ostatnia rowno$¢ mozna przedstawié¢ w postaci:
(9= ——[pif(1)d
2,(x)= —[ptf(t)dt —c;—c;
F(x)o
Oczekiwany zysk w jednym cyklu jest rowny:
X
P(x) =(zx —¢) R(x) + [puf(u)du—(c; +c,)F(x)
0
Uwzgledniajac, ze F(t) = 1 — R(t) i przeksztalcajac ostatnia réwnos$¢, otrzymano:
X
p(X) = ij(t)dt + Cr R(X) -GG
0
Sredni zysk na jednostke czasu dla jednego cyklu mozna zapisa¢ w postaci:
X
z (x) = (p[R(1)dt + ¢, R(x) — ¢; — ¢;)/x “4)
0

lloczyn zp, gdzie p = ET jest warto$cia $rednia zysku w jednym cyklu bez awarii.
W zwiazku z powyzszym zaklada sig, ze roznica zu — ¢; — ¢, jest dodatnia. Gwarantuje
to oplacalnos¢ uzytkowania obiektu technicznego. Oczywiste sa zatem réwnosci:

(0" = lim z(t) = —o
t—0™

oraz

z(+0)= 1immzo+

t—+0

Ostatnia réwno$¢ oznacza, ze istnieje takie t;, ze dla wszystkich t > t; zachodzi z(t ) > 0.
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Z powyzszego wynika, ze istnieje przedzial inspekcji, w ktorym zysk jest rowny zeru.
Fakt ten doktadniej przedstawiony zostanie w nastgpnym wniosku. Licznik po prawej
stronie wzoru (4) oznaczono przez g(x), zatem:

g(x) = p)j(R(t)dt +cRX)—c —¢
0

Whiosek 1. Dla dowolnego rozktadu istnieje przynajmniej jeden przedziat inspekc;ji.
Dowdd jest oczywisty, poniewaz g(0) =—c;i g(0) =z p—c;—c,>0.

Zatem istnieje (niekoniecznie jedyny) przedziat inspekcji <0, x ,>.

Jednak przy pewnych zalozeniach dotyczacych funkcji intensywnosci uszkodzen r(t)
mozna pokazacé, ze xy jest jedyny. Wynik ten ujmuje nastepujacy lemat:

Lemat 1. Przedzial inspekcji <0, x,> jest jedyny dla kazdego z nastgpujacych typow
rozktadow czasu do uszkodzenia obiektu technicznego:

a) stala intensywnos¢ uszkodzen,

b) malejaca funkcja intensywnosci uszkodzen (DFR),

c) rosnaca funkcja intensywnosci uszkodzen (IFR).

Dowdd. Pochodna funkeji g(x) wzgledem x ma postac:
gx) =zRx)—c f(x)=r(p/r—1(x))/R(x)
Rozwiazanie réwnania g(x) = 0 spetnia warunek:
I‘(XO) =p / Cr

Wykorzystujac z wniosku 1 fakt, ze g(0) < 0 i g(o0) > 0, pokazano, ze dla kazdego

z trzech powyzszych przypadkow istnieje jedyny przedziat inspekcji.

1. Jesli funkcja intensywnosci uszkodzen r(t) jest stata, to r(t) =1/ p.

Natomiast, jesli zu —c,> 0, to g’(x) > 0 dla kazdego x > 0.

2. Dla malejacej funkcji intensywnosci uszkodzen rozwazono dwa przypadki. Pierwszy,
gdy p / ¢, > g(0), wtedy dla wszystkich x zachodzi g’(x) > 0. W drugim przypadku
funkcja f(t) przekracza wartos¢ p / ¢, w punkcie x,. Zostanie pokazany, ze g(xo) < g(0).
Z faktu, ze funkcja intensywnosci uszkodzen jest malejaca wynika, ze p / ¢,= r(0) < r(x)
dla wszystkich x <x,. Stad z R(x) < ¢, f(x) dla wszystkich x < x,.

Catkujac obustronnie ostatnia nieréwnos$¢ otrzymano

X0
p JR(t)dt =c, F(xo) =c, (1 —R(xp)
0
lub
X0
z [R(t)dt +c,R(xg)—c, <0
0
Odejmujac obustronnie c;:

g(xo) < g(0)

Powyzej pokazano, ze g(x) jest $ci§le rosnaca w przedziale <x,, ) od warto$ci
ujemnej g(xo) do wartosci dodatniej g(oo) > 0. Stad istnieje jedyny moment inspekcji
w przedziale <xg, o).
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3. Jesli funkcja intensywnosci uszkodzen jest rosnaca, to g’(x) > 0 dla wszystkich
x < Xg 1 ujemna dla pozostatych x. Podobnie jak w przypadku poprzednim mozna
stwierdzic, ze:

g(xo) > g(%0)
Wynika stad, ze istnieje jedyny przedziat inspekcji w przedziale <0, x,>. U

Podstawowym celem inspekcji periodycznej jest wyznaczenie optymalnego momentu

inspekcji maksymalizujacego zysk na jednostkg czasu. Pochodna funkcji z(x) ma postac:

sy = D(X)
7’ (X) 2

gdzie:
h(x)=ci+c,—z )j(uf (w)du — ¢, (R(x) + x f(x))
0

Ostatnia réwno$¢ mozna zapisa¢ w postaci:
X
h(x) = ¢;i— [u(f(u)+f'(u))du
0
Z tej rownosci wynika, ze:
h(0)=c¢;>0
h(+w)=ci+c,—zu<0

Z powyzszych nierdéwnosci wynika, ze istnieje (nieckoniecznie jedyny) przedziat czaso-
wy <0, t > maksymalizujacy oczekiwany zysk na jednostke czasu.
Optymalny zysk wyraza si¢ wzorem:

z =pR(t) — ¢, f(t)
lub inaczej
Z'=pR(t) (p - c (1))
Ponadto mozna pokazac, ze
h(x) = (c; R(x) / X) (z ¢,— 1r(x)) > 0

dla rosnacych i malejacych funkcji intensywnosci uszkodzen. Pochodna funkcji h(x)
wzgledem x ma postac:

h(x) =—=x ¢ f(x) (p/ e — k(x))

gdzie:
k(x)=-f’(x)/F(x) (5)

Przy kazdym z trzech wyzej sformutowanych zatozeniach na podstawie ponizszego
twierdzenia mozna okresli¢ optymalny moment inspekcji. Przed sformutowaniem tych
warunkow zostang zdefiniowane klasy rozktadow prawdopodobienstwa.

Definicja. Funkcja f(t) nazywa si¢ log-wypukta (log-wklgsta), jezeli funkcja In (f(x))
jest stale rosnaca (malejaca).
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Log-wypuktos¢ i log-wklgstos¢ beda zapewnia¢ jednoznaczno$¢ optymalnego rozwia-
zania réwnania h(x) = 0, a w konsekwencji wyznaczenie maksimum oczekiwanego
zysku na jednostke czasu. Zasadniczym wynikiem omawianej pracy jest:

Twierdzenie 1. Jesli jest spetione jedno z zatozen:

a) czas do uszkodzenia ma rozktad wyktadniczy,

b) czas do uszkodzenia ma ggsto$¢ prawdopodobienstwa log-wypukta,

¢) czas do uszkodzenia ma ggstos¢ prawdopodobienstwa log-wklgsta,

to istnieje doktadnie jedno t; maksymalizujace oczekiwany dochdod na jednostke czasu.

Dowdd.

1. Jezeli czas do uszkodzenia ma rozktad wyktadniczy, to podstawiajac
f(x) = (1/p) exp(—x / n) do wzoru (5) otrzymuje sig¢ k(x) =1/ p.

Wtedy h’(x) =— (x f(x) / p) (zn —¢;) <0, stad z p — ¢; — ¢, > 0.
Z tego wynika, ze funkcja h(x) jest $ciSle malejaca w przedziale <0, o) od c; do
—zp + ¢; + ¢, < 0 i istnieje doktadnie jeden optymalny moment inspekcji.

2. Wykorzystujac definicje¢ log-wypuktosci jest oczywiste, ze k(x) jest §cisle malejaca
ix jestjedyny. Jednak jesli z / ¢, < k(0), to h’(x) > 0 dla kazdego x > x;i h’(x) < 0
dla x > xy, gdzie x; jest rozwigzaniem rownania z / ¢, = k(x). Pokazuje to, Ze trzeba
udowodnié, ze:

h(x)>h(0) =

Faktycznie, dla wszystkich x < x¢zachodzi h’(x) > 0 lub rbwnowaznie
t(zf(t)+cf’(t)dt>0
Po dodaniu do obu stron c; otrzymano
h( x¢) > ¢;=h(0) > 0.

Wynika stad, ze istnieje jedyny optymalny moment inspekcji w przedziale < xy, o),
stad h(x) jest $cisle rosnaca od h(x¢) > 0 do h(w) <O0.

3. Log-wklestos¢ implikuje, ze k(x) jest $cisle rosnaca. Jesli z / ¢, > k(o0), to h’(x) <0
i istnieje jedyne x . Z drugiej strony, jesli z / ¢, < k(c), to istnieje jedyne x; takie, ze
p / ¢; = k(xg). Podobnie jak w poprzednim przypadku mozna pokazac, ze istnieje je-
dyne x* w przedziale <0, x;>. 0

3.2.1. Przyklady numeryczne

W tym podpunkcie przedstawiono trzy przyktady numeryczne. Pierwsze dwa dotycza
przypadku, gdy czas do uszkodzenia jest zmienna losowa z rosnaca funkcja intensyw-
nosci uszkodzen (rozktad gamma i rozktad Weibulla), w trzecim przypadku czas do
uszkodzenia ma rozktad bgdacy mieszaning dwoch rozktadéw: wyktadniczego i rozkta-
du z liniowa i rosnaca funkcja intensywnosci uszkodzen.

Przyklad 3.1. Zalozono, ze zmienna losowa T oznaczajaca czas do uszkodzenia ma
rozktad gamma z gestoscia prawdopodobienstwa okre§long w rozdziale 2 wzorem (1).
Funkcja intensywnosci uszkodzen A(t) dla rozktadu gamma moze miec¢ tylko jeden
z dwoch ksztattéw DFR lub IFR [63].

Wyznaczanie wartoéci dystrybuanty F(x) zmiennej losowej T mozna wykonaé tylko za
pomoca calkowania numerycznego. We wszystkich znanych programach komputero-
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wych zawierajacych metody statystyczne dostgpna jest taka procedura numeryczna. Jesz-
cze wigkszym problemem jest obliczanie wartosci funkcji ET(x) okreslonej wzorem:

ET(x) = [R(t)dt , gdzie R(t) = 1 — F(1)
0

Jest oczywiste, ze ET(c0) = ET = a / b. Ponizej pokazano, ze warto$¢ funkcji ET(x)
mozna wyrazi¢ za pomoca dystrybuanty F(t) rozkladu gamma zwanej w literaturze
niepeing funkcja gamma. Po prostych przeksztatceniach:

X X
ET(x) = [(1-F(t)dt = x — [F(t)dt
0 0
Calkujac przez cze¢sci, otrzymano:
X
ET(x) =x R(x) + [tf(t)dt
0
Podstawiajac wzor na gestos¢ rozktadu gamma uzyskano:

b* X . 4
ET(x) =x R(x) + ——[t%e™"'dt
I'(a)o
Stad
a+l
I'(a+1) b Itae_btdt

ET(x)=x R(x) + bra) Tarl),

co daje ostatecznie
ET(x) = x R(x) + %INF(X, a+1,b)

gdzie
INI'(x,a +1,b) jest dystrybuanta rozktadu gamma o parametrach a + 1, b.
Do obliczen numerycznych przyjgto dla modelu Harriagi warto$ci parametrow:
z=3,¢,=2,¢,=0.5.

Dla rozktadu zmiennej losowej T przyjgto a €{2, 2.5, 3, 3.5, 4}, b = 1. Wykresy warto-
$ci funkcji z(x) wyrazajacej zysk na jednostke czasu przedstawiono na rysunku 3.1.
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Rys. 3.1. Przebieg funkc;ji kryterialnej z(x) dla pigciu wartos$ci parametru a

Dla tak dobranych parametrow modelu Harriagi funkcja osiagata doktadnie jedno mak-
simum. Dodatkowo wykonano obliczenia wartosci funkcji z(x) dla szczegélnego przy-
padku rozktadu gamma, rozktadu wyktadniczego zaktadajac, ze a = 1. Przyjmujac war-
tosci z, ¢, i ¢, takie jak poprzednio i b€ {1.5, 1.75, 2} wyznaczono przyktadowe prze-
biegi funkcji z(x), ktore przedstawiono na rysunku 3.2. Zgodnie z przedstawionym
w podrozdziale 3.2 twierdzeniem dla przypadku, gdy zmienna losowa T ma rozklad
wyktadniczy, funkcja z(x) moze osiagna¢ maksimum.

1,2 -

14

—b=15

> 0,6 —b=1.75
N
/ / —b=2
0,4

0,3 0,7 11 1,5 1,9 2,3 2,7

Rys. 3.2. Przebieg realizacji funkcji z(x) dla rozktadu wyktadniczego
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Przyklad 3.2. Zatozono, ze zmienna losowa T ma rozklad Weibulla z funkcja nieza-
wodnosci:

R(x)=exp(-ax")dlax>0,a,b>0
Dla rozktadu Weibulla A(t) jest funkcja rosnaca, jesli b > 1. Aby wyznaczy¢ funkcje
ET(x) trzeba obliczy¢ numeryczna warto$¢ catki:

ET(x) = ](exp(—atb )dt
0

Stosujac odpowiednie podstawienie otrzymano:

L
—|X]b
11 b(a) Lo
ET(x)= - —| [ zb e“dz
bla 0

Ostatnia catke mozna wyrazi¢ za pomocg dystrybuanty rozktadu gamma:

1 1
ET(x) = {ljb r{ller (fjb L
a b a) b

Obliczenia numeryczne wykonano dla wartosci parametrow: z = 10, ¢, = 2, ¢,=0.5.
Dla rozktadu zmiennej losowej T przyjgto a= 1, b € {4, 5, 6}. Wykresy trzech realiza-
cji funkcji z(x) przedstawiono na rysunku 3.3.

6 -
5 -
4
- =6
X —
X3 b=5
—b=4
24
1
0 T T T T T T T 1
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4 1,6
X

Rys. 3.3. Przebieg realizacji funkcji z(x) dla rozktadu Weibulla

Dla tak dobranych parametrow kazda z realizacji funkcji z(x) posiada doktadnie jedno
maksimum.
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Przyklad 3.3. Zalozono, ze zmienna losowa T oznaczajaca czas do uszkodzenia ma
rozktad bedacy mieszaning rozktadu wyktadniczego i rozktadu z funkcja intensywnosci
uszkodzen postaci Ay(t) =at+ b, gdzie a> 0 i b > 0. Kumulowana funkcja intensywno-
$ci uszkodzen ma postaé:

At)="att+bt
Funkcje niezawodnosci odpowiadajaca zmiennej T mozna zapisac jako:
R(x) = p exp(—Aix) + (1 — p)exp(—Y2 at® — b 1)
Dla funkcji ggstosci prawdopodobienstwa otrzymano:
f(x) = ph exp(-Mx) + (1 —p) % (at + b) exp(-% at> — b t)

Funkcj¢ ET(x) okreslona wzorem (1) mozna zatem zapisa¢ w postaci:
P b 1 2
ET(x)= z(l —exp(—A;x))+(1- p)jexp(—Eat —bt)dt
0

Po odpowiednich przeksztatceniach funkcji podcatkowej, funkcje¢ ET(x) mozna przed-
stawi¢ nastgpujaco:

p 2n 2 Xt 2
ET(x) :k—(l—exp(—llx))+(l—p) ?exp[gj [ Ta -d %
1

)\

gdzie ®(u) jest dystrybuanta zmiennej losowej U o rozkladzie normalnym (Gaussa)
standardowym, wyrazajaca si¢ wzorem:

] u 1,
D(u) = —(exp(——t)dt
(w) 2mJ) p( 5 )

Calke po prawej stronie powyzszego wzoru mozna obliczy¢ jedynie numerycznie.

W kazdym programie komputerowym zawierajacym elementy statystyki matematycznej
jest dostgpna funkcja do obliczania wartosci tej catki.

W rozdziale 7 tej pracy pokazano, ze analizowana zmienna losowa T moze mie¢ jed-
nomodalna funkcje intensywnos$ci uszkodzen. W modelu Harriagi nie uwzglednia si¢
jako czasu do uszkodzenia zmiennej losowej z jednomodalna funkcja uszkodzen. Oka-
zuje sig, ze w takim przypadku mozna tak dobra¢ wartosci parametrow modelu i para-
metréw rozkladu zmiennej T, aby funkcja z(t) osiagata wartos¢ maksymalna. W anali-
zowanym modelu przyjeto dla rozktadu zmiennej T nastepujace warto$ci parametrow:
}\,1 = 1,

a=2,

b=1,

p €{0.1,0.2,0.3}.

Dla danych dotyczacych modelu Harriagi zalozono:
z=10,

c, =2,

Cq = 0.5.
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Na rysunku 3.4 przedstawiono trzy realizacje funkcji intensywnosci uszkodzen dla
zmiennej losowej T.

3 —
2,5 |
21 —p=0.1
E’ —p=0.2
1.5 \\\ -
1 4
05 : : : : : : ‘
0,0 0,5 1,0 15 2,0 2,5 3,0 3,5
t

Rys. 3.4. Realizacje funkcji intensywnosci uszkodzen A(t) dla przyktadu 3.3

Na rysunku 3.5 przedstawiono odpowiadajace trzem realizacjom funkcji A(t) trzy reali-
zacje funkcji z(x). Parametry zmiennej losowej T dobrano tak, aby funkcja z(x)
w trzech analizowanych przypadkach osiagata maksimum.

4,5

3,5

z(x)

2,5

1,5

0,5 T T T T T T !

Rys. 3.5. Realizacje funkcji z(x) zysku na jednostke czasu dla rozktadu mieszaniny
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3.3. Optymalizacja wymian profilaktycznych oparta na zastosowaniu
procesow semi-markowskich

W tym podrozdziale pokazano zastosowanie procesow semi-markowskich do
znajdowania optymalnego czasu wymiany profilaktycznej. Rozwazania oparto na pracy
Grabskiego [45]. W procesie uzytkowania obiektow technicznych stosuje sig, oprocz
napraw (odndéw), rowniez obstugi profilaktyczne. Powodem zastosowania obstug profi-
laktycznych (prewencyjnych) jest fakt, ze trwaja one na ogo6t krocej i sa tansze od na-
praw. W podrozdziale tym zaklada sig, ze naprawy i obstugi profilaktyczne przywracaja
obiektowi petna zdatno$¢. Przyjmuje si¢ ponadto, ze chwila rozpoczgcia naprawy jest
chwila uszkodzenia, a chwila rozpoczgcia obshugi profilaktycznej jest moment, gdy
obiekt przepracuje bezawaryjnie x jednostek czasowych. Zadanie analizowane w cyto-
wanej wyzej pracy polega na znalezieniu takiej wartosci X, aby dochdd przypadajacy na
jednostke czasu byl maksymalny. Jako model procesu eksploatacji przyjeto 3-stanowy
proces semi-markowski. Funkcjg kryterialng jest sredni dochod przypadajacy na jed-
nostke¢ czasu, analizowany w dostatecznie dlugim przedziale czasu. Podobnie jak
w poprzednim podrozdziale rozprawy analizuje si¢ jeden obiekt techniczny. Badana
funkcja kryterialna zalezy od: rozktadu prawdopodobienstwa czasu poprawnej pracy
obiektu, wartosci $rednich czasu trwania napraw i czasu obstugi profilaktycznej oraz do-
chodéw 1 kosztow jednostkowych uzytkowania obiektu technicznego. W cytowanej pracy
zaktada sig, ze czas do uszkodzenia T, jest nieujemna zmienna losowa z dystrybuanta F(t),
gestoseia f(t) i skonczona wartoscia Srednia ET,. Naprawa uszkodzonego obiektu trwa
przez losowy czas T, z warto$cia $rednia ET, spetniajaca warunek 0 < ET, < . Losowy
czas trwania obstugi profilaktycznej T; spelnia warunek 0 < ET; < co. Dochodd na jed-
nostke czasu poprawnej pracy jest rowny a, koszty naprawy i obstugi profilaktycznej na
jednostke czasu sa odpowiednio rowne b i c.

Ponizej podano zarys konstrukcji procesu stochastycznego, bedacego modelem procesu
eksploatacji obiektu. Przyjeto, ze obiekt techniczny moze znajdowaé si¢ w jednym
z trzech stanow:

S| — poprawna praca (uzytkowanie obiektu),

S, — naprawa (odnowa),

S; — obstuga profilaktyczna.

Niech {X(t), t > 0} begdzie procesem stochastycznym o zbiorze stanow S = {1, 2, 3}
iniech 1y =0 < 1, <1, < ...<1, bedg zmiennymi losowymi oznaczajacymi chwile,
w ktérych nastepuja zmiany standow procesu. Zaktada sig, ze przy danym stanie w chwili
T, czas trwania tego stanu oraz stan osiagnigty w chwili 1, nie zaleza stochastycznie od
stanéw procesu w chwili 1o, Ty, ..., T, | oraz czaséw ich trwania. Mozna zatem zapisac:

P{X(Tn+1) :j, Tor] — Ta =t | X(Tn) = i, X(Tn,l) = in—l»-“: X(To) = 10} =
=P {X(tas1) =J, Tar1 — W=t X(1,) =1}
Oznacza to, ze proces X(t) jest procesem semi-markowskim. Jadro tego procesu okresla
si¢ jako:
QM) =1{Qy(t):1,j € S, t=0}
gdzie:
Qii(t) =P {X(ta+1) =], Tar1 —Ta<t | X(ty) =i} ,1,j € S
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Rozktad poczatkowy:
p¥ =P {X(0)=i},i e S

W rozpatrywanym modelu jadro ma postac:

0 Qun® Qu(t)
QW =1Qu® 0 0
Qy(t) 0 0
Niezerowe elementy jadra procesu zaleza od zmiennych losowych Ty, T, i liczby x

jednostek czasowych.
W szczegoblnoscei:

Qualt) = F(t) dla t<x
2 F(x) dla t>x
Qus(®) = 0 dla t<x
. R(x) dla t>x
Qi =F,(t)
Qa1 =F;5(b)

gdzie F,, F5 sa odpowiednio dystrybuantami zmiennych losowych T, i1 T;. Jako rozktad
poczatkowy przyjeto:

P (X(0) =i} 1 dla i=1
i = =i} =
P 0 dla i=2.3
Jadro Q(t) oraz rozktad poczatkowy procesu {X(t): t > 0} zostaly okreslone, zatem
zbudowano model procesu eksploatacji.

Do sformutowania zadania optymalizacji obstug profilaktycznych obiektu technicz-
nego trzeba wyznaczy¢ dodatkowe charakterystyki procesu eksploatacji. Macierz praw-
dopodobienstw przejscia wlozonego tancucha Markowa X(t,), n=0, 1, 2... ma postac:

0 pi» pi3
P=|1 O 0
1 O 0

gdzie:
piz = limQy; (1) = F(x)
t—0

pi3 = limQ3(t) = R(x)
t—w

P21 = limQ, (1) =1
t—o

P31 = limQ5(t) =1
t—o

Rozktad stacjonarny wlozonego tancucha Markowa, ktory w tym przypadku jest jedno-
cze$nie jego rozktadem granicznym obliczono rozwiazujac uktad rownan:
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Py tps =pi
Pl*plz = pz*
Pz*p13 = ps*

piHp Fpy =1

Uktad ten posiada jednoznaczne rozwiazanie w postaci:

1

p1 5
« _ F(t)
p2 )
« _ R(b)
p3 >

Do budowania funkcji kryterialnej trzeba wykorzysta¢ twierdzenie graniczne dla proce-
sow semi-markowskich ze skonczonym zbiorem stanéw [56]. Jesli proces semi-
markowski {X(t): t > 0} o skoficzonym zbiorze stanéw posiada wlozony tancuch Mar-
kowa {X(t,),n =0, 1, 2, ...} zawierajacy jedna klasg¢ i wartos$ci Srednie czasow prze-
bywania w stanach sa dodatnie i skonczone, to istniejg przy t — co granice prawdopo-
dobienstw standw P;j(t) = P{ X(t) = j} oraz:

P = tlePj (t)= %
%SPJ i
Na podstawie cytowanego wyzej twierdzenia i wyznaczonych prawdopodobienstw
granicznych pj*, j =1, 2, 3 prawdopodobienstwa graniczne dla procesu {X(t): t > 0} sa
nastgpujace:

[R(t)dt
0

P, =

M(x)

_ F(XET,

P M(x)

(6)
_ R(XETy
P M(®x)
gdzie:

M(x) = [R(t)dt +F(x)ET; + RG)ET;
0

Proces {K;(t): t > 0} definiuje si¢ jako:
1 dla X(mn)=j

t
Ki(t) = (J;I{j} (X(u)du,j €S, Ijj(X(w) = {O dla  X(n)=j
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Kj(t) oznacza sumaryczny czas przebywania procesu {X(t): t > 0) w stanie j w przedzia-
le<0,t>.
Wielkos¢:
L(t) = a EK,(t) — b EKy(t) — ¢ EK;(t)
oznacza $redni dochdd z eksploatacji w przedziale < 0, t >.
Granica (jesli istnieje):
I= lim&
too t

jest srednim dochodem przypadajacym na jednostke czasu w dtugim przedziale czasowym.
Z okreslenia procesu Kj(t), j = 1, 2, 3 wynika, ze:

K;(t)

t—o t

=P, dlaj=1,2,3
Stad:
I=aP17bszcP3

Uwzgledniajac (6) wzor dla I mozna zapisa¢ w postaci:

a?R(t)dt —bF(x)ET, —cR(x)ET;
0

I= NGO (N

Funkcja I = d(x) okreslona powyzej opisuje zalezno$¢ sredniego zysku przypadajacego
na jednostke czasu od czasu uzytkowania x.
Wprowadzono oznaczenia:

M) = f(t) / R(t) oznacza funkcj¢ intensywnosci uszkodzen,

B= (b — C) ET2 ET3,

C:(a+C)ET3,
D=(a+b)ET,,
A=C-D.

Warunek istnienia maksimum funkcji d(x), x € <0, o) zawiera nastgpujace :

Twierdzenie 2. Jezeli czas zdatnos$ci obiektu technicznego T, jest zmienng losowa
o rosnacej funkcji intensywnosci uszkodzen w przedziale < 0 , ) oraz:

b>c¢

C
MO <

M)ET, 2

1-=
D

to istnieje doktadnie jedna liczba x*, dla ktorej funkcja d(x), x € < 0, o) okreslona
wzorem (7) przyjmuje warto$¢ maksymalna. Liczba x” jest pierwiastkiem rownania:
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{A}(R(t)dt - B} Mx) +ARX)+ D=0
0

Dlaa=1,b=0, c =0 funkcja kryterialna d(x) jest wspotczynnikiem gotowosci obiektu:

[R(t)dt
d(x)= 2

M(x)
W tym przypadku zachodzi:
BZO,C:ET3,D:ET2,A:ET3—ET2

Licznik pochodnej funkcji d(T) mozna zapisa¢ nastgpujaco:
X
h(x) = R(x) [ AL(x)[R(t)dt + AR(x)+ D ]
0
Zmiana znaku pochodnej zalezy od wyrazenia w nawiasie.
Niech:
X
hy(x) =A[A(x)[R(t)dt—F(x) ]+ C
0
Po to, aby dla kazdego x € < 0, ) zachodzita nier6wnos¢ h;(x) < h(0), musi by¢ praw-
dziwa nier6wnosc:
X
h(x) = A(x)[R(t)dt—F(x) >0
0

Rozktady prawdopodobienstwa czaséw do uszkodzenia spetniajace powyzsza nierow-
no$¢ beda badane w rozdziale 7 pracy.

3.3.1. Przyklady numeryczne

Podobnie jak dla modelu Harriagi omowionego w podrozdziale 3.2 oméwione beda trzy
przyktady numeryczne pokazujace celowos$¢ wyznaczania maksimum zysku na jednost-
ke czasu.

Przyklad 3.4. Analogicznie do przyktadu 3.1 z podrozdziatu 3.3 zaklada sig, ze czas T
do uszkodzenia ma rozktad gamma z rosnaca funkcja intensywnos$ci uszkodzen. Przyj-
muje si¢, ze dla modelu Grabskiego:

3,
2,
0.5.

o o e
Il

Przyjmujac dla rozkladu gamma warto$¢ parametru ksztattu al € {2, 2.5, 3, 4} i skali
bl = 1 wyznaczono trzy realizacje funkcji z(x) — zysku na jednostkg czasu (rys. 3.6).
Przyjmujac a = 1, b = 0, ¢ = 0 otrzymano jako funkcjg kryterialna wspotczynnik gotowo-
$ci g(x). Wykresy przebiegu wspotczynnika gotowosci przedstawiono na rysunku 3.7.
W obu przypadkach funkcje kryterialne osiagaja jednoznaczne maksimum.
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® 2,2 1 al=2.5
T 20 al=3
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X
Rys. 3.6. Realizacje funkcji d(x) dla rozktadu gamma
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y al1=2
=3 a1=2.5
2 0,9 -
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0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0
X

Rys. 3.7. Realizacje wspotczynnika gotowosci (x) dla rozktadu gamma

Przyklad 3.5. Zaktada sig, ze zmienna losowa T ma rozktad Weibulla. Obliczenia nu-
meryczne wykonano dla nastgpujacych wartosci parametrow modelu Grabskiego: a = 3,
b=2,¢c=0.5, p;p=0.5 p;3=0.5. Dla rozktadu zmiennej losowej T przyjeto: al = 0.1,
bl € {1.1, 1.2, 1.3}. Na rysunku 3.8 przedstawiono wykresy funkcji kryterialnej z(t)
oznaczajacej zysk na jednostke czasu.
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Rys. 3.8. Wykresy zalezno$ci zysku na jednostke¢ czasu d(x) dla rozktadu Weibulla

Na rysunku 3.9 przedstawiono wykresy zalezno$ci wspolczynnika gotowosci od dtugo-

$ci przedziatu inspekcji.
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Rys. 3.9. Wykresy wspotczynnika gotowosci (x) dla rozktadu Weibulla
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Przyklad 3.6. Zaklada si¢, ze zmienna losowa T ma rozktad bedacy mieszaning rozkta-
du wyktadniczego z rozkladem posiadajacym rosnaca i liniowa funkcj¢ intensywnos$ci
uszkodzen. Obliczenia numeryczne wykonano dla nastgpujacych wartosci parametrow
modelu Grabskiego: a =3,b =2, ¢ = 0.5, pi= 0.5, p;3 = 0.5. Dla rozktadu zmiennej
losowej T przyjeto al =0.2,bl =0.2, A=1,p € {0.1,0.2,0.3}. Na rysunku 3.10 przed-
stawiono wykresy funkcji kryterialnej z(t) oznaczajacej zysk na jednostke czasu.

21 -
2,

o NN
1,8 | /
1,7 4 —p=0.1

1,6 _p=02
1,5 —p=0.3

d(x)

1,4
1,3 1
1,2
1,1 | | | | ‘ ‘ ‘ | | |

Rys. 3.10. Wykresy zaleznosci zysku na jednostke czasu d(x) dla rozktadu mieszaniny

Na rysunku 3.11 przedstawiono wykresy zalezno$ci wspodtczynnika gotowosci od dtu-
gosci przedzialu inspekcji dla rozktadu bedacego mieszaning rozktadu wykladniczego
z rozktadem posiadajacym liniowa i rosnaca funkcj¢ intensywnos$ci uszkodzen.

0,96 4

0,95

0,94 —
0,93 // =0.3
NI o
: 0,91 // —p=0.1
0,90 ///
0,89 //

0,88 \ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0

Rys. 3.11. Wykresy wspotczynnika gotowoscei (x) dla mieszaniny
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3.4. Model wymian profilaktycznych z gwarancja

W podrozdziale oméwione beda wymiany wedlug wieku elementéw (obiektow)
posiadajacych gwarancje producenta. Jako pierwsi prace dotyczaca wymiany elemen-
tow wedtug wieku opublikowali Barlow i Proshan [10, 11]. W nastgpnych latach temat
ten byl rozwijany dla wielu przypadkow szczegodlnych. Otrzymano wiele rozwiazan
analitycznych (Berg [15], Berg i Epstein [16], Ingram i Schaeffer [57], Osaki i Naka-
gawa [92], Ross [99]). Na wspoélczesnym rynku duzo produktow sprzedaje sig z gwa-
rancja producenta. Zadaniem gwarancji na produkt jest oferta dla kupujacego co robic,
gdy produkt ulegnie uszkodzeniu w okresie gwarancji. Gwarancja udzielona na produkt
buduje takze zachete dla sprzedajacych do podnoszenia zobowigzan wobec klientow
(kupujacych), podnosi reputacj¢ producenta, moze podnie$¢ zyski i udziat w rynku.
Szeroka analizg zagadnien zwiazanych z praktyka odnow prewencyjnych dla produktow
(obiektéw) z gwarancja przedstawiono w pracach Blischke i in. [21-23]. Dla produktéw
nienaprawialnych najcze$ciej stosuje si¢ praktyke gwarancyjna polegajaca na odnowie
realizowanej przez wymiang na nowy element z gwarancja, zwana wolna wymiana [21].
Rozwazana polityka gwarancyjna polega na tym, ze produkt uszkodzony w okresie gwa-
rancji zostaje wymieniony na nowy posiadajacy petlng gwarancje¢. Modele matematyczne
pozwalajace na analizg kosztow polityki gwarancyjnej z wolng wymiang byly badane
przez Balcera i Sahina [8], Blischkego i Scheuera [23], Ritchkena i Fuha [98]. Ponadto Mi
[84, 85], Ritchken i Fuh [98] analizowali r6zne praktyki utrzymania systemoéw eksploata-
¢ji uwzgledniajac rozne czynnoSci w stosunku do obiektow z gwarancja. W podrozdziale
3.4 pracy skoncentrowano si¢ na analizie odnawiania prewencyjnego produktu z gwaran-
cja za pomoca wolnej wymiany wedtug wieku. Rozwazane w tym rozdziale obiekty maja
rosnaca funkcjg intensywnosci uszkodzen, tzn. dystrybuanty czaséw zycia naleza do klasy
IFR. Jako funkcje kryterialna przyjmuje si¢ oczekiwany koszt uzytkowania obiektu
w dhugim okresie czasu przypadajacy na jednostke czasu. Udowodniono, ze przy pewnych
zalozeniach istnieje jednoznaczne minimum kosztu na jednostkg czasu. W dalszej czgsci
tego podrozdzialu oméwione zostang szczegdtowo wyniki pracy [109], za§ w rozdziale 6
tej pracy podane zostanie uogdlnienie wynikoéw publikacji [109].

3.4.1. Model wymian bez gwarancji

W celu analizy wplywu gwarancji producenta na optymalny przedzial uzytkowa-
nia przedstawiono klasyczny model wymian wedtug wieku. Przez ty(x) oznaczono diu-
gos¢ cyklu czasowego, gdy wiek wymiany jest rowny x i produkt nie ma gwarancji
(w=0). Jesli T oznacza losowy czas zycia, to:

T gdy T<x
to(x) =
gdy T>x

gdzie x oznacza czas do wymiany. Przez cy(x) oznaczono koszt cyklu, c4 koszt zlikwi-
dowania skutkéw uszkodzenia, c, koszt zakupu nowego elementu. Mozna zapisac:

Cq gdy T<x
co(x) = {

cgte, gdy T>x
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Dla kosztu przypadajacego na jednostkg czasu [99] oznaczanego przez ky(x) zachodzi

_ ECO(X) _ Cp +CdF(X)

Eto(x) }(R(u)du
0

ko(x)

Bazujac na powyzszej funkcji kryterialnej ko(x) mozna wyznaczyé (jesli istnieje) takie x°,
7e ko(x") jest minimalne.

3.4.2. Model wymian z gwarancja

W tym podrozdziale podaje si¢ wzory analogiczne do ostatnich z uwzglgdnieniem
gwarancji. Dlugo$§¢ przedziatu gwarancji oznaczono przez w. Jesli zakupiony element
posiada gwarancje, to czas do uszkodzenia lub wymiany prewencyjnej zalezy od w.
W zwiazku z tym model wymian wg wieku dla elementéw z gwarancja warto rozpatry-
wac dla dwoch przypadkéw: x >wix <w.

Przypadek 1: x > w, czas wymiany jest rowny okresowi gwarancji lub od niego wigkszy w.
Mozliwe sa wowczas trzy przypadki szczegdlne. Pierwszy, gdy element uszkodzi sig
przed uplywem gwarancji (T < w) i koszt tego jest rowny cq. Drugi, gdy uszkodzenie
nastapi po okresie gwarancyjnym przed wymiang prewencyjna (w < T < x), wtedy po-
jawia si¢ dodatkowy koszt zakupu c,. Trzeci przypadek zachodzi, gdy T > x, wtedy
koszt jest rowny c,. Stosujac wymiang prewencyjna wedtug wieku czas jednego cyklu
mozna zapisac jako:

T gdy T<w
t(x)=<T gdy w<T<x
x gdy Tx>x
Natomiast dla kosztéw c;(x) cyklu:
Cq gdy T<w
ci(x)= qcq+c, gdy w<T<x
Cp gdy T>x

Stad oczekiwany koszt na jednostkg czasu wyraza si¢ wzorem:

Ec;(x) ¢pR(W)+cyF(x)
Ety(x)

ki(x) = ®)

](R(u)du
0

Przypadek 2: x <w, czas wymiany X jest mniejszy niz dlugos¢ okresu gwarancji. Ozna-
cza to, ze wszystkie wymiany sg prowadzone w okresie gwarancyjnym. Jesli T < x, to
przeprowadza si¢ wymiang korekcyjna z kosztem cy, natomiast jesli T > x, to wykonuje
si¢ wymiang prewencyjna z kosztem c,. Wowczas dla dlugosci cyklu czasowego:

T gdy T<x
t(x) =
x gdy T>x
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i dla kosztu cyklu:

c dy T<x
CZ(X)—{d gay

¢, gdy T>x

Oczekiwany koszt na jednostke czasu okresla wzor:

o) = SR TeC) N
[R(u)du
0
Z zaleznosci (8) 1 (9) wynika, Ze:
ki(W)= ka(w) = Cpt (_:d -c, YE(w)

[R(u)du
0

Niech
k d >
o= [0 gy x>
ky(x) gdy x<w
Funkcja k(x) jest ciagta dla kazdego x > 0. Jesli zmienna losowa T oznaczajaca czas do

uszkodzenia posiada ggstos¢ prawdopodobienstwa, to funkcja k(x) dla x # w jest roz-
niczkowalna.

3.4.3. Optymalne strategie

W celu opracowania optymalnej strategii wyznaczono pierwsza pochodna funkcji
ko(x) 1 przyréwnano ja do zera. Dla produktu bez gwarancji otrzymano:

caf ()R (u)du—R(x)[ep +¢gF(X)]  cqREOM(O[R (u)du —F(x)~ P
ko' (1) = —— - 0 G
[[R(u)du]? [[R(u)du]?
0 0

Niech
H(x) = Mx) TR(u)du -F(x).
0

Funkcja H(x) odgrywa bardzo wazna rol¢ w zadaniach dotyczacych wymian wedlug
wieku oraz w profilaktyce obiektow technicznych. Wiasnos$ci tej funkcji beda badane
w rozdziatach 4 i 5. Podstawowa wlasno$¢ funkcji H(x) ujmuje lemat 2.

Lemat 2. Jesli A(t) jest funkcja rosnaca (F € IFR) i F(0) = 0, to H(x) jest takze funkcja
rosnaca oraz
H(0)=0,

lim H(x) = H(c0) = r(o0)ET — 1,

X—0



48

gdzie r(0) = limr(x), ET = [R(u)du jest warto$cia $rednia dla czasu zycia T.
X—>0 0

Dowdd tego lematu przeprowadzono w pracy [109]. Opiera si¢ on na zalozeniu, ze
funkcja A(t) jest rozniczkowalna dla kazdego t > 0. W rozdziale 4 niniejszej pracy prze-
prowadzono ten dowdd bez zalozenia o rozniczkowalnosci funkcji A(t). Warunki istnie-
nia minimum funkcji (8) ujmuje ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 3. Zatozono, ze F € IFR. Oznacza to, ze funkcja A(t) jest niemalejaca. Jesli

1 ¢ C - .
r(00) > ﬁ(lJr—p) , to istnieje jedna skonczona warto$¢ t dla produktu bez gwarancji
Cq
minimalizujaca oczekiwany koszt na jednostke czasu i min ky(t) = c4 At).
>0

W przeciwnym przypadku t = oo i ko(e0) = (cp+cq)/ET.

Dowdd powyzszego twierdzenia wynika z lematu 1. Podobna do powyzszej analize
istnienia optymalnego wieku t* wymiany elementu przy uwzglednieniu gwarancji prze-
prowadzono osobno dla dwoch przypadkéw: t <w it>w. Dla t > w pierwsza pochodna
k,(t) ma posta¢:
c
cgR(1) [H(t)—R(w)p}
Cd

ky*(t) = (10)

. 2
|:j'R(u)du}
0

Niech t;” bedzie optymalna wartoécia t minimalizujaca ki (t) dane wzorem (8) w prze-
dziale < w, ). Na podstawie (10) mozna udowodni¢ ponizszy lemat.

Lemat 3. Dla wolnej wymiany z gwarancja, T € IFRidlat € <w, o) zachodzi:

Rwie,) 1 . .
a) jeslir(o) < |1+——— ﬁ,to t; = iki(t; ) =R(w)(c, +cq) / EX

€4
b) jesli H(w) < R(w) ¢,/ cq < H(e), to istnieje jedyne i skonczone t,” > w takie, ze

H(t,") = R(W) ¢, / cq oraz k; (t,) = caM(t;)
c) jesli H(w)>R(w)c,/cq,to t,” =w oraz:

¢, +(cq —¢p)R(W)

ki (t)=k (W)= -
[R(u)du
0

Jezeli t <w, wowczas pochodna k,’(t) ma postac:

R(t)

ko'(t) = l(cq —cpH(D ¢, ]

{}R(u)du}
0
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Niech t,” bedzie optymalna warto$cia ky(t) w przedziale < 0, w). Analogicznie do lema-
tu 3 mozna sformutowac lemat 4.

Lemat 4. Dla wolnej wymiany z gwarancja , T € IFR i dla te < 0, w) zachodzi .

a) jesli cg < cp lub cqg 2 ¢, i H(w) < ¢,/ (cq — ¢p), to optymalna wartos¢ t, = w
i k() = ka(w), .

b) jesli cq > ¢, i H(W) > ¢,/ (cq — ¢p), to istnieje jedyne i skoficzone t, < w takie, ze
H(t,) > ¢, / (cq—¢,) i ka(t) = (ca— ¢) Mty .

Sformutowane wyzej warunki istnienia minimum kosztéw na jednostke czasu przy
wymianie elementow z gwarancja przeprowadzono dla dwoch wariantow t > w it < w.
Lematy 3 i 4 daja rozwiazania optymalne dla kazdego z przypadkéw osobno. Na pod-
stawie lematow 3 1 4 mozna sformutowaé¢ twierdzenie zawierajace warunki istnienia
optymalnego czasu wymiany.

Twierdzenie 4. Jesli czas zycia elementu ma dystrybuantg F € IFR i rozpatrywana jest
wolna wymiana elementow z gwarancja o okresie w, to dlat € <0, w) zachodzi:
(1) dlacq < ¢, jesli H(w) < R(w) ¢,/ cqg, to ty =t > w, w przeciwnym przypadku
t'(w)=w,
(2) dlacg>c,
— jesli H(w) <R(W) ¢,/ cg, to t (W) =1t,> W,
— jesliR(W) ¢,/ ca<H(W) <c,(ca—cp), toty, = w,
— jesliH(w)>¢,/(c,—c)tot (W)=t <w.

Na podstawie twierdzenia 4 mozliwe jest wyznaczenie optymalnego wieku wymiany
t'(w) dla obiektu z gwarancja. Jesli koszt usuniecia uszkodzenia cq jest mniejszy od
kosztu zakupu c,, wéwczas optymalny wiek wymiany powinien by¢ wigkszy od okresu
gwarancyjnego. Jesli koszt usunigcia uszkodzenia c4 jest relatywnie duzy, to obiekt
moze by¢ wymieniony przed uptywem gwarancji. Warunek na to, aby wymiana pre-
wencyjna rozpoczeta sig podczas okresu gwarancyjnego, jest nastgpujacy:

H(w)>c,/(ca—c,) >0

Podobnie mozna analizowaé przypadek, gdy optymalny czas wymiany t (w) przekracza w.
Poniewaz przy zalozeniach pracy (T € IFR) funkcja H(w) rosnie, to istnieje funkcja
odwrotna H™',

Z twierdzenia 4 wiadomo, Ze okres gwarancji spetnia warunek:

w<H'(R(W) ¢,/ cg)
wowczas optymalny wiek wymiany jest wigkszy niz okres gwarancji (t > w).
Jesli

H'(R(W) Cp/ Ca) SW< H’l(cp/ (ca—cp)), gdy cq4> ¢,
lub
w>H'(R(W) ¢,/ cq), gdy ca<c,

to optymalny wiek wymiany t (w ) jest zawsze rowny okresowi gwarancji w.
Jesli

w>H"(c,/ (ca—cp))
dla przypadku c4 > c,, to optymalny wiek wymiany t'(w) jest mniejszy od okresu gwa-
rancji w (t'(w ) < w).
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3.4.4. Poréwnanie wymian elementéw z gwarancja i bez gwarancji

W tym podrozdziale poréwnano minimalne koszty wymian wedtug wieku dla ele-
mentéw z gwarancja z elementami bez gwarancji. Dla 0 < w <t otrzymano:

¢, F(w)
ko(t) — ki(t) = ——
[R(u)du
0
natomiast dla 0 <t <w zachodzi:
c, F(t)
ko(t) — ka(t) = ——F——
[R(u)du
0

Z powyzszego wynika, ze dla kazdego czasu wymiany t koszt na jednostke czasu dla
obiektu bez gwarancji jest zawsze wigkszy od kosztu dla elementow z gwarancja.

3.4.5. Przyklady numeryczne

W podrozdziale przedstawiono mozliwosci zastosowania modelu wymian z gwa-
rancja. Jako dane do modelu trzeba przyja¢ wartosci dla parametrow c4, ¢, i W oraz
zatozy¢ typ rozkladu prawdopodobienstwa dla zmiennej T oznaczajacej czas do uszko-
dzenia obiektu technicznego.

Przyklad 3.7. Analogicznie do poprzednich dwoch modeli przyjgto, ze zmienna losowa
T ma rozklad gamma z rosnaca funkcja intensywnoS$ci uszkodzen. Zatozono, ze cqy= 4,
¢, = 1, w = 2. Przyjeto nastegpujace parametry rozktadu gamma: ae {2.5,2.75, 3}, b= 1.
Na rysunku 3.12 przedstawiono wykres strat k(x) na jednostke czasu w zaleznosci od
czasu wymiany x. Parametry modelu dobrano tak, aby trzy realizowane w tym przykta-
dzie funkcje strat osiagaly warto$¢ minimalna.

10 4 \
o
Bl
7
6 \ ................. p:2_5
= =
Z 5 \ —_—p=2.75
——p=3.0
4
3
2
] | ‘ ‘ .. ‘ ‘,N‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 0,4 0,8 1,2 1,6 2 2,4 2,8 3,2 3,6 4
X

Rys. 3.12. Realizacja funkcji strat k(x) rozkltadu gamma w modelu Yecha
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Przyklad 3.8. Przyjgto, ze zmienna losowa T ma rozktad Weibulla z parametrami
a=0.1,b e {12, 1.25, 1.3}. Wartosci parametréw modelu Yecha wynosza: ¢4 = 4,
cp,= 1, w = 2. Wykresy funkgcji strat na jednostke czasu przedstawiono na rysunku 3.13.

0,33 -

0,31 \

0,29 -

0,27 1 =12
% 0,25 | — b=1.25
3

0,23 4 / —b=1.3
0,21 \\

0,17 T T T T T T
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2

0,19

Rys. 3.13. Realizacja funkcji strat k(x) rozktadu Weibulla w modelu Yecha

Przyklad 3.9. Zatozono, ze zmienna losowa T ma rozklad prawdopodobienstwa bedacy
mieszaning rozktadu wyktadniczego i rozktadu z liniowa i rosnaca funkcja intensywnosci
uszkodzen. W analizowanym przykladzie przyjeto dla modelu Yecha: c4=4, c,=1, w =2,
natomiast dla rozktadu czasu T: A, =1,a=0.5,b=0.5, pe {0.1,0.2, 0.3}. Na rysunku 3.14
przedstawiono wykresy strat na jednostke czasu dla wybranych wartosci parametrow.

5,5 4

501\
\\\ e
.0 \\\ _——— T

3,5 T T T T T T T T 1

k(x)

Rys. 3.14. Realizacje funkcji strat na jednostke czasu k(x) dla mieszaniny w modelu Yecha



4. Model wymiany prewencyjnej

4.1. Wstep

Znane systemy eksploatacji modeluje si¢ za pomoca procesu semi-markowskiego.
Wynika to z faktu, ze zalozenie wyktadniczos$ci rozkladéw czasow przebywania obiektu
technicznego w stanach eksploatacyjnych systemu, jest malo realistyczne. Proces semi-
-markowski {X(t): t > 0} jest procesem stochastycznym, w ktorym czasy migdzy dwie-
ma kolejnymi zmianami stanéw sa zmiennymi losowymi, ktorych rozktad zalezy od
stanu z ktorego obiekt wychodzi.

W rozdziale przeprowadzono analiz¢ efektywnosci wprowadzania dodatkowych ob-
stug profilaktycznych po uptywie x jednostek czasowych pracy obiektu technicznego.
Sformutowano kryteria istnienia maksimum zysku na jednostkg czasu i wspoétczynnika
gotowosci dla réznych klas rozktadow opisujacych proces starzenia si¢ obiektow technicz-
nych. Wartos$ci funkcji celu zaleza od wartosci $redniej czasu trwania odnowy prewencyj-
nej, czasu naprawy, macierzy prawdopodobienstw przejScia wlozonego w proces semi-
-markowski tancucha Markowa. Problem wyznaczania optymalnego czasu odnowy profi-
laktycznej obiektu technicznego jest uogdlnieniem zagadnienia badanego przez Grabskiego
w pracy [45] i opisanego w rozdziale 3. Poczatkowe wyniki sa zawarte w pracach [67, 70].

W rozprawie formutuje si¢ kryteria istnienia maksimum zysku jednostkowego dla
znacznie ogodlniejszych zatozen. Przedstawione w pracy [45] kryteria odnosza si¢ do klasy
IFR rozktadow prawdopodobienstwa, natomiast kryteria sformutowane w tym rozdziale
odnosza si¢ do klasy szerszej zwanej MTFR (Mean Time to Failure or Repair), zawartej
migdzy klasami [FRA a NBUE. Klasa MTFR zawiera niektore rozktady prawdopodo-
bienstwa z jednomodalng funkcja intensywnosci uszkodzen. W ostatnim punkcie roz-
dziatu analizuje si¢ przyktady zastosowania przedstawionej metody.

4.2. Oznaczenia i zalozenia

Zatozono, ze proces semi-markowski X(t) ma przestrzen standw w postaci
S = {1, 2, 3}. Jesli X(t) =1, to obiekt techniczny znajduje si¢ w stanie S;. Stan S, jest
stanem poprawnej pracy (uzytkowania obiektu), S, stanem naprawy (odnowy) i S; sta-
nem obshugi profilaktycznej. Przez z; oznaczono zysk na jednostkg czasu wynikajacy
z przebywania obiektu w stanie S;, 1 =1, 2, 3. Przyj¢to, ze z; > 0, z, <0, z3 < 0. Zatozo-
no, ze chwile czasowe:

T<T <T<..<1,<...

sa chwilami zmian stanéw, natomiast v, = 1,— 1, ; dla n > 1, vo = 0 sa czasami przeby-
wania obiektu technicznego w stanach.
Proces semi-markowski zadaje si¢ za pomoca rozktadu poczatkowego w postaci:

P{X(0)=i} =p{”,i=1,2,3
i jadra definiowanego jako macierz:

Q(t) = [Qij(t)]s gdZie 19.] = 13 2’ 3
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gdzie:
Qii() =P{X(Twr1) =], Tar1 — T <t | X(T0) =1},1,j=1,2,3

Macierz:
P =[pj = Q()], gdziei,j=1,2,3

jest macierza wlozonego tancucha Markowa.
Jesli zmienne losowe T;, 1 = 1, 2, 3 oznaczaja czas przebywania obiektu w stanie S;,
i=1, 2, 3, to maja dystrybuanty:

Fi(t) = P{Ti <t} = P{tns1 — T <t X(t) = J}

wowczas:

3
F(t) = _ZlQij(t)»i: 1,2,3 (1)
iz

Niech Tj oznacza czas przebywania obiektu w stanie S; pod warunkiem, Ze nastgpnym
stanem bedzie S;. Dystrybuante zmiennej losowej Tj; definiuje sig nastgpujaco:

% dla pij >0
Ei (=1 pj )

0 w  przeciwnym przypadku

Wiadomo, ze:
F,J(t) = P{THH— T, <t | X(Tn+]) :j, X(Tn) = 1}

Ponadto przyjeto, ze wartoSci $rednie ET;, i = 1, 2, 3 sa skonczone, dodatnie i tancuch
Markowa X(t,), n =1, 2,... posiada jedna ergodyczna klasg. Na podstawie tych zatozen
i pracy [56] wywnioskowano, ze istnieja prawdopodobienstwa graniczne:

P;= limP{X(t) = j} = imP{X(t) = j| X(0) =i} dlai=1,2,3
t—o0 t—o0

W postaci:
p:ET.
PJ 2—3 J* J 5 (3)
2 piET
k=1

gdzie p? ,j=1, 2,3 sa prawdopodobienstwami granicznymi wlozonego tancucha Mar-
kowa X(t,), n =0, 1, 2, 3, ... z macierza prawdopodobienstwa przejs¢ P = [p;], gdzie
pij = Qij(0), 1, j = 1, 2, 3. Prawdopodobienstwa pj, j=1, 2,3 sa rozwiazaniami uktadu
rownan liniowych:

oy =i =1.2.3
z warunkiem:

3
2pi =1
ia
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4.3. Funkcja kryterialna w przypadku ogélnym

Zatozono, ze jadro Q(t) jest ztozone z funkcji ciaglych. Zdefiniowano proces:

Ky(t) = [1X(u) = jjdu,j = 1,2, 3
0

gdzie:

2 [ dla X@ =]
XOZH =0 dla X # |

oznacza catkowity czas przebywania procesu X(t) w stanie S; w przedziale czasowym
<0,t>.
Wartos¢:

3
L(H = $zEK;(1)
i=1
oznacza oczekiwany zysk z pracy obiektu technicznego w przedziale czasowym < 0, t >.
Granica:

L= lim&
too t
jest warto$cia $rednia zysku przypadajacego na jednostkg¢ czasu w nieskonczonym
przedziale czasowym. Warto$¢ L jest podstawa do konstrukcji funkcji celu. Na podsta-
wie definicji procesu Kj(t) j = 1, 2, 3 otrzymano:

EK.(t
m J():Pj,j=1,2,3
t—o0
Stad:
3
L= ZZIP1
i=1
Zgodnie z (3) uzyskano:
3
2z;p; ET;
L= _1:; 4)
2p; ET;

i=1

Konstrukcja funkcji (4) jest podobna do konstrukcji funkcji celu przedstawionej w pra-
cy [45].
Zmienna losowa T (x), x =0 zdefiniowano nastepujaco:

T] s Jeéll Tl <X

T, (x) = { (5)

x, jesli T >=x

Jesli czas pobytu T; w stanie | jest mniejszy niz X, to obiekt techniczny przechodzi ze stanu
1 do stanu 2 lub 3. Jesli T > x, to obiekt zmienia stan z 1 na 3. Dalej rozwaza si¢ proces



55

semi-markowski z macierza przejécia Py = [ p;;(x) ], 1, j = 1, 2, 3 wlozonego fancucha Mar-
kowa. Elementy pierwszego wiersza macierzy Py zaleza od x. Dla p3(x) otrzymano:

pi3(x) = P{X(1h1) =3 | X(t,) =1}
P{X(thr1) =3 | X(1) = 1, Ty <x} P{T) <x | X(1s) = 1}
P{X(te1) =3 | X(10) = 1, Ty 2 x} PAT, 2 x| X(z) = 1}

+

Na podstawie (5) uzyskano:
P {X(t) =3 | X(t) =1, Ty 2x} =1
Wykorzystujac wlasnosci prawdopodobienstwa warunkowego otrzymano:
PX(tw) = 3[X(w)=1,T <x}
= P{X(ti) =3, Ty <x [ X(t) = 1}/ P{T, <x [ X(10) = 1} = Qu3(x) / F1(x)
stad
p13(x) = Qu3(x) + Ry(x), gdzie Ry(x) = 1 - Fy(x)

Wykorzystujac (2):
p13(x) = pi3 Fiz(x) + Ry(x)
Podobnie, dla prawdopodobienstwa p;»(x), otrzymano:
pia(x) = P{X(ta1) =2 | X(t) = 1}

= P{X(tp1) =2 | X(tn) =1, Ty <x} P{T; <x | X(1,) = 1}
P{X(ty1) =2 | X(to) = 1, Ty 2x} P{Ty > x| X(1,) = 1}

+

Na podstawie definicji (5) wywnioskowano, ze:
P{X(tyr1) =2 | X(ty) =1, T 2x} =0

stad:
_ P{X(th1) =2 | X(w) = 1, T <x} = Qua(x) / F1(x)
i:
pi2(x) = Qua(X) = p12Fia(x)
Macierz prawdopodobienstw przejscia Py jest nastgpujaca:
0 ppFx) pish;x)+R(x)
Py=1py 0 P23
P31 P32 0
Funkcje kryterialng mozna zapisa¢ w postaci:
_ ET,(0)7p; () + ETyz,p5 (x) + ETy73p3 (%)
ET; (x)p; (x) + ETypy (x) + ET3p3 (x)

g(x) (6)

gdzie p? (x),1 =1, 2, 3 sg prawdopodobienistwami granicznymi tancucha Markowa

z macierza prawdopodobienstw przejscia Py, ET(x) jest warto$cia $rednia zmiennej
losowej T (x). Dla wartosci $redniej ET(x) mozna zauwazy¢, ze:

ET\(x) = )j(dFl (1) +xP{T} = x}
0



56

Calkujac przez czgsci otrzymano:

ET\(x) = TRl(t)dt (7
0

Prawdopodobienstwa graniczne p? (x),1=1, 2, 3 spelniaja uktad réwnan liniowych:

-1 Py P3| | PI(X) 0
pF(x) -1 p3p P; x)| =10 ¥
N A O

Wykorzystujac twierdzenie Cramera, wyznaczono rozwiazanie uktadu rownan:

pr(x)= (P21 P32 + P31) / W(x)
P2 (x) = (P32 + iz P3iF12(x)) / W(x) ©)
p3 () = (1= P21 P12 Fia)) / W(x)
gdzie W(x) jest wyznacznikiem glownym uktadu réwnan liniowych (8). Wykorzystujac
(9) funkcje kryterialng mozna zapisac jako:

g(x) (10)

gdzie wspoétczynniki A, B, By, C, C; mozna zapisa¢ w postaci:

A =Dy pa2tpa

Bi=p12(z2 ET2p31 — 23 ET3 p21)
B =pi, (ET,p31 — ET3p21)

C] =7 ET2 p32 + Z3 ET3

C = ET2 p32 + ET3

Pochodna pierwszego rzedu funkcji kryterialnej (10) wzgledem x zapisano w postaci:
, 1
g = M2 ){a(flz (ET (%) = B ()R (x)) +BR; (x) +vf1, (x)} )
X

gdzie Fi(x), Fi»(x) sa dystrybuantami zmiennych losowych T, i Ty, f1(x), f12(X) sa geg-
stosciami prawdopodobienstwa zmiennych losowych T, i T}, M(x) jest mianownikiem
wyrazenia (10). Wspotczynniki a , B 1y zdefiniowano nastegpujaco:

a=App [ET,psi (zo—2) + ET; p21 (21 — 23)]
B=AI[ET, px (zi —2,) + ET»(z, - z3)] (12)
y=AET,ET; (2, -2z)

Jesli ET, p3; > ET; ps3p, to dla pochodnej pierwszego rzedu funkcji M(x) otrzymano:
M’(x) = AR(x) + B fj5(x) >0 dlax >0
Z powyzszego wynika, ze M(x) jest niemalejaca i:
Mx)>M(@0)=C>0
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stad:
M(x)>0dlax>0

W dalszych rozwazaniach zatozono, ze:
2,>0,2,<0,23<0
7y < Zj (13)
ET, p31 2ET;s p32
Z zalozen tych wywnioskowano, ze:

a<0,p>0,y<0 (14)

4.4. Warunki istnienia maksimum funkcji kryterialnej
W celu sformutowania warunkéw istnienia maksimum funkcji kryterialnej g(x)
zdefiniowano funkcje:
115(x) = f12(x) ETy(x) = Fr2(x)Ry(x)
Lemat 1.
Warunek 11, (x) = 0 dla x > 0 jest spetniony wtedy i tylko wtedy, gdy:
Fia(x) = ETi(x) / ET,
Zmienna losowa T}, ma taki sam rozktad jak zmienna losowa z dystrybuanta:
ET I(X) / ET]

Dowdd. Warunek
I']z(X) =0dlax >0

jest rownowazny warunkowi:

fo(x) _ Ri(®)

dla x takich, ze Fj»(x) > 01 ET,(x) > 0.
Fy(x)  ET(x)

Calkujac obustronnie otrzymano:

Fi5(x) = CET(x),

gdzie C, jest stala.
Z powyzszej rownosci 1 z tego, ze:

X—>00

uzyskano C, =1/ ET}, co konczy dowdd lematu 1. 4

Rozklad z dystrybuanta ET(x) / ET, nazywa si¢ rozkladem réwnowaznym [35, 41].
Odgrywa on bardzo wazna rolg w teorii odnowy.
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Lemat 2.
Jesli spetniony jest warunek:

rp(x)=0dlax>0

to pierwsza pochodna g’(x) nie zmienia znaku dla x > 0.
Dowdd. Jesli:
rp(x) =0

to z (11) otrzymuje sig:

srey — R1(X) Vi1 (%)
& M%AWR@J

Na podstawie Lematu 1 otrzymano:
; R;(x)
gx)= — L2 g+t
M2(x) | ET,
Z ostatniego wzoru wywnioskowano, ze pochodna g’(x) nie zmienia znaku. 4

Z lematu 2 wynika, ze jesli spetniony jest warunek ri,(x) = 0, to funkcja kryterialna g(x)
nie osiaga maksimum.
W dalszej analizie warunkow istnienia maksimum funkcji g(x) badano funkcje:

hip(x) = aspp(x) + B+ 7 Aia(x)

gdzie:
s12(x) = ET(x) Ma(x) — Fr2(x)
f1,(x)
A _ 12
12(%) R,(x)
Lemat 3.

Jesli Ajx(x) jest niemalejaca, to s5(X) jest niemalejaca. Jesli Ajx(x) jest nierosnaca, to
s12(X) jest nierosnaca.
Dowdd. Rozwazajac rdznice:

sp(x+y)-spx)dlax,y>0
otrzymano:

spX+y)-sp(x) = ETi(X) [MaX+y)—ApX)] +Apx+y)ETi(x+y) -Fpx+y)+
= [Aa(x+y) ETi(X) - Fia(x)] (15)

Przyjmujac oznaczenia:
s(t) =Ap(x+y) ETi(x +1t) — Fjp(x + 1), gdzie 0 <t <y
dla pierwszej pochodnej otrzymano:

S’(t) = }\.12(X + y)Rl(X + t) — f]z(X +t ) = }\,12(X + y)Rl(X + t) — }LIZ(X + t)Rl(X + t) =
= [ha(x+y) A+ ORi(x+1)
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Jesli 0 <t <y, to dla A;»(x) niemalejacej mamy:
s’(t) > 01s(t) >s(0)
Jesli Ajx(x) jest niemalejaca, to z powyzszego i z (15) otrzymano:
sp(x +y)—sn(x)=0.

Jesli Aj5(x) jest nierosnaca, to dowdd jest analogiczny. U

Lemat 4.
Jesli Aj(x) jest nierosnaca, to h;,(x) jest niemalejaca i jesli A»(X) jest niemalejaca, to
h;»(x) jest nierosnaca.
Dowdd. Rozwazajac rdznice:
hjp(x +y) —hia(x) for (x, y = 0)
otrzymano:
hip(x +y) —hp(X) = a [spx +y) = si(x)] + v [Aa(x +y) = Aia(x)]
Z nier6wnosci (14) i z lematu 3 mozna wnioskowac, ze:
o [sp(x +y)—si(x)] <0and y [Ai(x +y) = Aa(x)] <0
stad:
hp(x+y)—hp(x) <0

Dowdd przypadku, gdy Aj»(x) jest niemalejaca, jest analogiczny. U

W naszych dalszych rozwazaniach, zostana rozpatrzone trzy przypadki dla funkcji
A12(X), mianowicie:
a) funkcja Ai»(x) jest niemalejaca do +oo,
b) funkcja Ajx(x) jest niemalejacai limA,(x)=2;,,
t—o0

c) funkcja Aj»(x) jest jednomodalna i limA,(x) =2, .
t—o0
Ponizej formutuje si¢ warunki, przy ktorych spetnieniu funkcja kryterialna g(x) osiaga

maksimum.

Twierdzenie 1.

Jesli funkcja A;5(x) jest ciagla i niemalejaca do +oo oraz spelnione sa zalozenia (13)
i B+ f1,(0") >0, to istnieje punkt X, taki, ze g(x,) jest maksymalna wartoscia g(x).
Dowdd. Na podstawie lematu 4 funkcja h;,(x) jest nierosnaca i z okreslenia h;,(x)
otrzymano:

hi5(07) =B + yf15(0") > 0, hyx(00) = — o0,

co konczy dowod. O

Twierdzenie 2.
Jesli funkcja Aqp(x) jest ciagla i niemalejaca do A, zatozenia (13) sa speklnione
iB+7vyf(0") >0 oraz:

}\/12 >(X——B
oET, +y

to istnieje doktadnie jeden punkt x, taki, ze g(x) jest maksymalna warto$cia g(x).
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Dowdd. Na podstawie Lematu 4 funkcja h;»(x) jest nierosnaca, stad:
h(0+) = ﬁ + Y f12(0+) > O, h(OO) = (ET1>\.12 — 1) + B + 'Y}\,lz <0

co konczy dowdd twierdzenia. U

Definicja 1.
Funkcja intensywnosci uszkodzen A(x) jest jednomodalna, jesli istnieje punkt x, taki, ze
AM(x) jest rosnaca dla x < X1 malejaca dla x > xq,

Twierdzenie 3.

Jesli funkcja A45(x) jest ciagla i unimodalna z punktem x,, w ktérym osiaga maksimum,
B+ (0" >0ihy(x)) <0, to istnieje lokalne maksimum funkcji celu g(x). Jesli zatozy
si¢ dodatkowo, Ze:

X—>00

gdzie:
lim A5 (x) =4y
X—0

to istnieje globalne maksimum funkcji g(x).
Dowaod. Jesli Ajx(x) jest ciagla i jednomodalna, to lim A, (x) istnieje. Na podstawie
X—>0
lematu 4 wywnioskowano, ze funkcja h;,(x) jest nierosnaca. Z tego, ze:
hi5(0) =B +v£1(0") > 0 to hyx(x;) <0

wynika, Ze istnieje X, takie, ze h;»(x;) = 0 i w punkcie x, funkcja hjy(x) osiaga lokalne
maksimum. Jesli hj»(e0) > 0, to na podstawie lematu 4 dla x > x; funkcja h;,(x) jest niema-
lejaca. Wynika stad, ze w przypadku, gdy h;, () > 0 istnieje lokalne maksimum i lokalne

minimum funkcji g(x). Jesli hy, () <0, to g(x) osiaga doktadnie jedno maksimum. 1

4.5. Przypadek szczegolny funkeji kryterialnej

W tym podrozdziale rozwaza si¢ szczegolny przypadek procesu semi-markowskiego
X(t) zaktadajac, ze:

Fio(x) =Fi(x) (16)
Z (1)1 (2) wynika, ze:
Fi(x) = p12 F1(x) + p13 Fi3(x)
oraz
Fi3(x) =Fi(x) (17)
Pierwsza pochodna funkcji kryterialnej g(x) mozna zapisa¢ w postaci:

gx) = {or(x) +BRy (x) + v ()} (18)

M?(x)

gdzie:
1(x) = fi(x)ET;(x) - Fi(x)R1(x)
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Jesli:
VA 1, Z2:0, 3= 0,

to g(x) jest granicznym wspotczynnikiem gotowosci. Wiadomo, ze r(x) = 0 dla x > 0 wtedy
i tylko wtedy, gdy zmienna losowa T; ma rozktad wyktadniczy [67]. Na podstawie (18)
wywnioskowano, ze klasa dystrybuant, dla ktorych r(x) > 0, jest bardzo wazna podczas
formutowania warunkow istnienia maksimum funkcji kryterialnej. Jesli r’(x) <0 dlax >0,
to wspotczynnik gotowosci g(x) jest funkcja niemalejaca dla x > 0 i nie istnieje maksi-
mum g(x). Jesli r’(x) > 0 dla x > 0, to znak pochodnej g’(x) moze si¢ zmienia¢ z dodat-
niego na ujemny. Z powyzszego wynika, ze warunek r(x) > 0 dla x > 0 jest warunkiem
koniecznym istnienia maksimum dla wspdtczynnika gotowosci w szczegdlnym przy-
padku okreslonym przez réwnos¢ (16).

Niech MTFR (Mean Time to Failure or Repair) begdzie zbiorem absolutnie cia-
glych zmiennych losowych takich, ze r(x) > 0 dla x > 0. Klasa MTFR bedzie badana
w rozdziale 7 pracy. Do klasy MTFR naleza niektore czasy zycia posiadajace jednomodal-
na funkcj¢ intensywnosci uszkodzen. Kryterium przynaleznosci do klasy MTFR zmienne;j
losowej T; z jednomodalng funkcja intensywnosci uszkodzen ujmuje ponizszy wniosek.

Whiosek 1.
Jesli:
Mx) = f(x) / R(x)
jest jednomodalna, to T; e MTFR wtedy i tylko wtedy, gdy:

AET,—1>0, gdzie limA(x) =2

X—®
Dowdd. Podstawiajac w lemacie 3:
s1(x) = M(x) ETy(x) - Fi(x)
otrzymano s;(0) =0 i:
lims;(x)= AET, -1

X—>0

Na podstawie lematu 1 wywnioskowano, ze jesli A(X) jest unimodalna, to s;(x) jest
takze unimodalna. Stad s;(x) > 0 dla x > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy L ET,; - 1>0.Q

4.6. Porownanie przypadkow ogolnego i szczegélnego

W przypadku ogélnym warunek r(x) > 0 dla x > 0 nie jest warunkiem koniecznym
na to, aby wspotczynnik gotowos$ci osiagat warto§¢ maksymalna.
Zalozono, ze zmienne losowe T}, 1 Tj3 maja rozne rozktady wyktadnicze z parametrami
A1 1 A3, gdzie Ajp # Aj3. Na podstawie (1) i (2) otrzymano:
Ri(x) = p12Ria(X) + p13Ru3(x) (19)
gdzie:
Rip(x) = e M2% | Rys(x) =¢ 13

Dla Aj»(x) uzyskano:

fo(x) _ hype 12

Aa(x) =
R;(x) Plze_hux +p]3e—x13x

(20)
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Ze wzoru (20) wynika, ze jesli Ajp > A3, to Aj2(X) jest malejaca. W przeciwnym przy-
padku, jesli Aj, <Aj3, to Ajp(X) jest rosnaca od A12(0) = A5 do Ajp(0) =4 / pra.
Dla hy,(x) otrzymano h,(0) = + vy A, oraz:

hix(0) =a (ET) A2/ prz— 1) + B+ M2/ pr2

Ze wzoru (19) wynika, Ze:

ET, = pﬁ+pﬁ
My A3
stad:
A A
ha(e0) = apﬁ L+B+yﬁ
P12 M3 P12

Jesli hy5(0) =B + v A2 > 01 hyy(0) < 0, to funkcja kryterialna g(x) ma doktadnie jedno
maksimum. Zmienna losowa T; jest mieszaning zmiennych T, i T3, Wiadomo, ze
M(t) = fi(t)/Ry(t) jest malejaca dla mieszaniny dwoch réznych rozkltadow wyktadni-
czych [12]. Na podstawie prac [9, 65, 67] wiadomo, ze dla klasy dystrybuant z rosnaca
funkcja intensywnosci uszkodzen (IFR) spetniona jest relacja:

IFR <« MTFR

Zatem mozna wnioskowa¢, ze T| ¢ MTFR. Ostatnia relacja przeczy temu, ze T, € MTFR
i jest warunkiem koniecznym istnienia maksimum granicznego wspotczynnika gotowo-
$ci dla ogdlnego przypadku funkcji kryterialnej.

4.7. Przyklady numeryczne

W rozwazanych nizej przykltadach przyjeto macierz P prawdopodobienstw przej-
$cia dla wlozonego tancucha Markowa w postaci:

0 08 02
P=(02 0 08
09 01 0

Wartosci $rednie zmiennych losowych T, i1 T sa nastgpujace: ET, = 0.2 1 ET; = 0.05,
natomiast zyski na jednostke czasu z; = 1, z, =— 1, zy = — 0.02.

Przyklad 4.1. Zatozono, ze zmienne losowe T, i T ; maja taki sam rozktad gamma
z parametrami a i b. Zmienna losowa T = p1, T}, + p13T 3 ma identyczny rozktad jak Ty,
i Ty3. Przyjgto, ze dla parametru ksztattu (formy) zachodzi a > 1. Wiadomo, ze w tym
przypadku funkcja intensywnos$ci uszkodzen A(t) jest rosnaca do b. Na podstawie
wniosku 4 stwierdzono, ze warunek istnienia maksimum funkcji zysku na jednostke
czasu ma postac:

ala—-1)+p+yb>0

Dla granicznego wspolczynnika gotowosci warunek ten mozna zapisac:

a(a—1)+p>0.
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Z powyzszych nierownosci wynika, ze jesli wspolczynnik gotowosci osiaga maksimum,
to zysk na jednostke czasu takze osiaga warto$¢ maksymalng. Na rysunku 4.1 przedsta-
wiono wykresy funkcji zysku na jednostke czasu w zaleznosci od dhugosci przedzialu
wymian profilaktycznych. Kazda z analizowanych realizacji funkcji kryterialnych osia-
ga jednoznaczne maksimum. Podstawiajac z; = 1, z, = 0, z; = 0 otrzymano graniczny
wspotczynnik gotowosci dla b =4, pe {8, 10, 12}. Wykresy funkcji wspotczynnika goto-
wosci w zaleznosci od dhugoscei przedziatu do wymiany przedstawiono na rysunku 4.2.

0,6 4
0,5 fv
0,4
// —p=2, b=4
g o3 —p=25,b=5
(=)
/ —p=3, b=6
0,2 I
0,1 ’
0 T T T T )
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
X
Rys. 4.1. Wykres funkcji zysku na jednostke czasu g(x) dla rozktadu gamma
1,0 4
0,9
0,8
0,7 /
2 0,6 —p=2, b=4
a / — p=2.5, b=5
=05 / —p=3, b=6

0,4

0,3 /
0,2 /
0,1 I

Rys. 4.2. Wykres wspolczynnika gotowosci wsp(x) dla przyktadu 4.1
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W przyktadzie 4.2 wykorzystany bedzie odwrécony rozkltad normalny (inverse-
-Gaussian). Niech IG(m, a) oznacza odwrocony rozktad normalny z parametrami m > 0,
a> 0, z gestoscia prawdopodobienstwa w postaci:

3 2
fx)= | 2x 2exp(~ W) dlax>0
2n 2m-x

Funkcja intensywno$ci uszkodzen A(t) rosnie od 0 w chwili t = 0 i maleje do niezerowej
warto$ci a/(2 m?) [30, 31]. Na podstawie wniosku 6, dla zmiennej losowej o rozkladzie
IG(m, a) otrzymano ponizszy wniosek.

Whiosek 7.
T € MTFR wtedy i tylko wtedy, gdy a>2 m.

Przyklad 4.2. Zatozono, ze zmienne losowe T, i T;3 maja dystrybuanty:
Fia(x) = Q2(x)/p12, F13(x) = Qu3(x)/p13
Z elementarnych wtasnos$ci procesu semi-markowskiego wiadomo, ze:
Fi(x) = pioF12(x) + pisFi3(x)

W przyktadzie 4.2 przyjgto, ze zmienna losowa Tj, ma odwrdcony rozktad normalny
i zmienna losowa T3 ma rozktad wyktadniczy z funkcja niezawodnosci R3(x) = exp(—As3x)
dla x > 0. Wniosek 5 zawiera zatozZenie, ze funkcja u;,(x) = f1,(x)/R;(x) jest unimodalna.
Pochodna pierwszego rzedu u’j»(X) mozna zapisaé w postaci:

un(x) = Rzl( {2 1(OR(X) + £ 21()]p12 + [ 1X)R15(X) + Fi2(x)fi3(x)Ipis}
[(x

Jesli funkcja u’5(x) osiaga maksimum w punkcie x = X, to:
£ 12(x0)R 12(x0) + £ %15(x0) = 0 21)
Parametr A,; dobiera sig tak, aby:
£712(X0)R13(X0) + £ 12(x) f13(x0) = 0 (22)
Poréwnujac (21) i (22) otrzymano:
fi,(x
Mia(x0) = % = ki3 (23)

Funkcja uy(x) przy zatozeniu (23) jest jednomodalna. Na rysunku 4.3 przedstawiono
wykres funkcji g(x) dla parametrow:

m=0,a e {5, 10, 20, 40},
ET2 = 02, ET3 = 005,
z1=1,2,=-1,23=-0.02,

natomiast na rysunku 4.4 — wspolczynnik gotowosci dla tych samych parametrow.
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a=5
X a=10
=] a=20
a=40
2,0
X
Rys. 4.3. Wykres funkcji zysku na jednostkeg czasu g(x) dla przyktadu 4.2
0,90 -
0,85 -
0,80 - o
0,75 a=5
3 a=10
o 0,70
2 / a=20
0,65 / ____a=40
0,60
0,55 - /
0,50 T T T T T T T

0,2 0,4 0,6 0,8

Rys. 4.4. Wykres wspotczynnika gotowosci wsp(x) dla przyktadu 4.2

Przyklad 4.3. Zatozono, ze zmienna losowa T, ma rozklad wyktadniczy z parametrem
A2 1 zmienna losowa T;; ma rozklad z liniowa i rosnaca funkcjq intensywnosci uszko-

dzen w pos

gdziea>0

taci:
Mt)=at+b

i b > 0. Funkcja niezawodnosci odpowiadajaca funkcji A,(t) ma postac:

Ry(t) = exp (— %atz —bt) dlat>0

Jest to szczeg6lny przypadek zmiennej losowej o rozktadzie Gurwicza [52, 91]. Wia-
domo, ze przy pewnych zalozeniach dotyczacych A, p, a i b, zmienna losowa
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T, = p12T12 + p13T1; ma rozklad z jednomodalna funkcja intensywnosci uszkodzen. Na
rysunku 4.5 przedstawiono wykresy zysku na jednostke czasu dla parametrow:

M =0.5,
p=0.1,
b=1.0,

a e{l,?2,3},

ET,=0.2, ET;=0.05,
z21=4,2,=-1,23=—0.02.

3,0 4

2,8 —_—

2,6

2,4
2,2 /

— =1
X 20 / —a=2
(=]
1,8 —_a=3
1,6
1,4
1,2
1,0

00 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 3,0

X

Rys. 4.5. Zysk na jednostkg czasu g(x) dla przyktadu 4.3

Analizowane realizacje zysku na jednostkg czasu posiadaja jednoznaczne maksimum.
Na rysunku 4.6 przedstawiono wykresy przebiegu wspotczynnika gotowosci dla tych
samych parametrow.

0,920

z 0,905 //\ — =1
% \ — =2
2 0,900 -

—a=3

0,895
0,890

0,885\ T T T T T T T T T T T
0,40 065 090 1,15 1,40 165 1,9 215 240 265 290 3,15

X

Rys. 4.6. Wspoétczynnik gotowosci wsp(x) dla przyktadu 4.3
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Przyklad 4.4. Zatozono, ze zmienne losowe T}, i T ; maja taki sam rozktad Weibulla
z funkcja niezawodnosci R(x) = exp(—axb) dla x > 0. Zmienna losowa T; ma taki sam
rozktad jak zmienne losowe T, i T}3. Na rysunku 4.7 pokazano przebieg wartosci zysku
jednostkowego dla warto$ci parametrow:

ET2 = 02, ET3 = 005,
z21=4,2,=-1,23=-0.02,
b=1,ae{2,2.5,3}.

3,0 4

2,8
2,6 1
2,4

2,2 ——
%20 / —a=25
o

1,8 I —a=3

1,6

1,4 /

1,2 1

1,0 T T T T T T 1

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4
X

Rys. 4.7. Zysk na jednostke czasu dla rozktadu Weibulla

Dla wspotczynnika gotowosci przyjeto b = 5. Na rysunku 4.8 przedstawiono przebieg
zmiennosci dla wspotczynnika gotowosci przy ae {2, 2.5, 3}.

0,9

o / S
0,7
0,6 /

3 051 a=2
s a=2.5
2 0,4+ a=3

0,3 -

0,2 I

0,1

0 . . . . T T )
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4

Rys. 4.8. Wspolczynnik gotowosci wsp(x) dla rozktadu Weibulla
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Przyklad 4.5. W tym przyktadzie pokazemy pewna modyfikacj¢ funkcji intensywnos$ci
uszkodzen zaproponowana przez Dhilon [38] i ponownie opublikowang w pracy
Avindav [5]. Funkcja A(t) zaproponowana w wyzej cytowanych pracach posiada naste-
pujaca wlasnosé:

Moo) = 0.

Wiadomo, ze jesli A(«0) = 0, to funkcja kryterialna g(x) nie osiaga maksimum. W tym
przyktadzie proponuje si¢ modyfikacje funkcji z prac [5, 38] w postaci:

_ dbln(x +b)

M= )

gdzie b, d>0 (24)

Dla tej funkcji fatwo sprawdzic, ze:
M0) =0, M) =d

oraz
b
maxA(x)=A(e—-b)=d(l1-——) dla0<b<1
x>0 alnb
Dla funkcji niezawodnosci R(x) = exp(— A(x)),

gdzie:
db 2
A(x) =dx — —— (In“(x+b)—In" (b))
2Inb

Niech:
db 2 5
o(x)=—— (In“(x+b)—In"(b)) dlabe (0, 1)
2Inb

Funkcja w(x) posiada minimum w punkciex =1—-b i:
®(1 -b)=db In(b)/2 <0.

Mozna sprawdzi¢, ze:
AX) g dlax=1-b
X b
oraz

lim A =d.

Xx— X
Na podstawie powyzszego wnioskuje sig, ze T ¢ IFRA, poniewaz funkcja A(x) /x nie
jest niemalejaca. Mozna zatem znalez¢ takie warto$ci parametréw b i d , ze T MTFR.
W tym przyktadzie zalozono, ze d = 4. Inny przyktad zmiennej losowej T spetniajace;j
warunki T ¢ IFRA i Te MTFR podano w [65]. Zmienna analizowana w pracy [65] jest
typu skokowego, natomiast zmienna omawiana w tym przykladzie jest zmienna abso-
lutnie ciagla. W przyktadzie zatozono, ze zmienne losowe T, i T|3 maja taki sam roz-
ktad z funkcja intensywnos$ci uszkodzen dang wzorem (24). Na rysunku 4.9 pokazano
trzy funkcje intensywnos$ci uszkodzen A(t) przy d = 4 i be {0.82, 0.86, 0.90}. Dla
b = 0.82 otrzymano ET d > 1, stad T € MTFR, natomiast dla b= 0.86 i b = 0.90 zacho-
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dzi ET d < 1, stad T¢ MTFR. Na rysunku 4.10 przedstawiono odpowiednie wykresy
funkcji g(x) zysku na jednostke czasu, a na rysunku 4.11 wspotczynniki zmiennosci.

Alt)

18
16 /
14

2 ~

o yar —b=0.9
/) - —b=0.86

/ / —b=0.82

N

Rys. 4.9. Funkcje intensywnosci uszkodzen wyrazone wzorem (24)

g(x)

0,70 -

0,65 T~
0,60 / \
0,55 // \ o

0,50 - ——b=09
—b=0.86
0,45 -

—Dh=0.82

0,40 -
0,35 -
0,30 -

0,25 \ \ \ \ i
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

Rys. 4.10. Zysk na jednostke¢ czasu g(x) dla przyktadu 4.5
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wsp(x)

0,90

0,85

0,80

0,75
0,70

0,65

0,60
0,55 4

0,50

0,0

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

Rys. 4.11. Wspolezynnik gotowosci wsp(x) dla przyktadu 4.5




5. Model n-stanowy

5.1. Oznaczenia i zalozenia

Wiele systemow eksploatacji wymaga modelowania procesu eksploatacji za pomoca
procesu stochastycznego o wigcej niz trzech stanach. W rozdziale tym przeanalizowano
mozliwosci uogdlnien modelu 3-stanowego na przypadek modelu n-stanowego. Pierwsze
takie proby podjeto w pracy [70]. Zatozono, ze modelem procesu eksploatacji obiektow
technicznych jest proces stochastyczny X(t) o przestrzeni stanéw S = {Sy, S,, ..., Si}. Jesli
X(t) =1, gdzie 1 <1<k, to oznacza, ze w chwili t analizowany obiekt techniczny znaj-
duje si¢ w stanie S;. Podobnie jak w rozdziale 4 zalozono, ze S; jest stanem uzytkowa-
nia obiektu technicznego, S, stanem odnowy (naprawy), Sy oznacza odnow¢ uprzedza-
jaca, S, Ss, ..., Si_1 sa pozostatymi stanami przestrzeni stanéw S. Przez z,i=1, 2, ..., k
oznaczono zyski (straty) przypadajace na jednostkg czasu, wynikajace z przebywania
obiektu technicznego w stanie S;. Przyjeto si¢, ze z; > 0,z;<0,dlai=2, 3, ..., k. Czasy
przebywania w stanach oznaczane sa przez T;, 1 = 1, 2, ..., k i maja dystrybuanty F;(x).
Dodatkowo zalozono, ze zmienna losowa T; ma gesto$¢ prawdopodobienstwa fi(x).
Podobnie jak poprzednio funkcja kryterialna wyznacza zysk przypadajacy na jednostke
czasu analizowany w dostatecznie dlugim przedziale czasowym. Funkcja kryterialna
zalezy od elementow macierzy przejscia P wlozonego tancucha Markowa, rozktadu
zmiennej losowej T oraz wartos$ci $rednich ET;, 1 =2, 3, ..., k. W dalszej analizie uzy-
wa si¢ zmiennej losowej T;(x) okreslonej wzorem (7) w podrozdziale 4.3. Wprowadze-
nie do modelu skracania pracy elementu (obiektu) czasu przebywania w stanie S; pro-
wadzi, tak jak poprzednio, do zmiany pierwszego wiersza macierzy P. Jesli obiekt tech-
niczny przebywal w stanie S, i czas przebywania przekroczyt x, to obiekt przechodzi do
stanu obstugi profilaktycznej Sy. W przypadku, gdy T, < x, to obiekt techniczny prze-

chodzi do jednego ze standow S,, S;, ..., Sy | zgodnie z rozkladem prawdopodobienstwa
reprezentowanym przez elementy pierwszego wiersza macierzy P,. Podobnie jak po-
przednio elementy pierwszego wiersza macierzy P, oznaczono przez pii(x),j =1, 2, ..., k.
Na podstawie rozwazan z podrozdziatu 4.3 mozna zapisac:
pPi(x) = pic Fiet Ru(x) (1)
oraz:
pi(x) =piFi(x)dlai=2,3,... . k-1 2

Mozna sprawdzié, ze dla prawdopodobienstw p;;(x) prawdziwe sa nastgpujace wnioski:
K
2py(x) =1
i=1

pik(X) = pix
piix) <pjdlai=1,2,.., k-1

W celu wyznaczenia prawdopodobienstw granicznych p; (x) dlai=1, 2, ..., k two-
rzy si¢ uktad rownan liniowych w postaci:
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-1 P21 P31 - Piois Pii | pi(x) [0]
po(x) =1 pyn o Prap Pra|| P2(®)
pPi3(x)  px =1 Pras Pia || p3s(x) [_ |0 3)
Pik—1(X) Pak—1 Pskar - —l Pk Py (X) 0
1 1 1 | 1 *
- e ] L
Przyjeto oznaczenia:
A — macierz uktadu rownan (3),
p - kolumna prawdopodobienstw granicznych,
u — kolumna wyrazéw wolnych.

Uktad rownan liniowych (3) mozna zapisaé nastgpujaco:
Ap =u.

Funkcje kryterialng g(x) wyrazajaca zysk na jednostke czasu mozna zapisa¢ w postaci:

* k *
p1 (xX)zETy(x) + Zzpj (x)z;ET;
J:

g(x)= “4)

* k ¥
P (XET (x) + Zzpj (X)ET;
i=

gdzie ET;(x) wyraza sig¢ wzorem (7) z podrozdziatu 4.3.

Podstawowym celem rozwazan zawartych w rozdziale 5 jest zbadanie wlasnosci funkcji
kryterialnej (4) i sformutowanie warunkow istnienia maksimum funkcji g(x) dla réz-
nych rozktadéw zmiennej losowej T;.

5.2. Wiasno$ci funkcji kryterialnej

W celu wyznaczenia prawdopodobienstw granicznych pj*(x), j=1,2, .., k analizu-
je si¢ rozwinigcie wyznacznika macierzy A wedhug elementow k-tego wiersza

k ki
det(A) = Zl(—l) 1 |Akj | 5)
=

gdzie |Aj| jest minorem powstatym w wyniku skreslenia k-tego wiersza i j-tej kolumny
w wyznaczniku det(A). Na podstawie analizy rozwinigcia (5) mozliwe jest sformutowa-
nie nastgpujacych wnioskow:

Whiosek 1. Rozwiazanie uktadu réwnan liniowych (3) mozna zapisa¢ w postaci:

(- | Ayl

,gdziej=1,2, ..,k 6
detA) gdzie ] (6)

p;(x)=
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Whiosek 2. Wszystkie dopehienia algebraiczne (—1)k+j|Akj |dlaj=1,2, .., k maja taki
sam znak.

Whiosek 3. Dopetnienie algebraiczne (—1)<"'| Ay, | nie zalezy od x.

Whiosek 4. Rozwiazanie pj*(x) dane wzorem (6) jest dla j =2, 3, ..., k ilorazem funkcji
liniowych w zaleznosci od F;(x), gdziei=2, 3, ..., k.

Whiosek 5. Znak wyznacznika |Ay jest taki sam jak znak wyrazenia (—1)', co mozna
zapisac:

sign (| Awc ) = (D"
Jako uzasadnienie tego wniosku trzeba zauwazy¢, ze przekatna wyznacznika |Ay| jest
ztozona z liczb —1, natomiast pozostate elementy sa z przedziatu <0,1> [13].

Whiosek 6. Dla wyznacznika det(A) prawdziwa jest rownosc¢:
sign (det(A)) = (-1)*!

Powyzsza teza wynika z wniosku 5 i z wniosku 1 przy j = k.
Podobnie dowodzi sie, ze

Whiosek 7.
sign (| Ay ) =1y, dlaj=1,2, ..., k1.

Whiosek 8. Wartosci funkcji kryterialnej g(x) danej wzorem (4) nie zmieniaja sig, jesli
zamiast prawdopodobienstw granicznych pj*(x) do funkcji kryterialnej zo-
stana wstawione funkcje uj(x) okreslone nastgpujaco:

uj(x) = (=D | Ay [sign(A]) dlaj=1,2, ...k (7)

Na podstawie wnioskdéw 6 1 7 mozna napisac:

uj () = (D7 A | @®)
sign(uj(x))=1dlaj=1,2,....k.

Dla funkcji w(x),j =1, 2, ..., k mozna sformutowa¢ wniosek:

Whiosek 9. Funkcja u,(x) nie zalezy od x. Funkcje u;j(x) dlaj =2, 3, ..., k zalezg linio-
wo od dystrybuant Fyi(x) dlai=1, 2, ..., k.

W dalszych rozwazaniach wykorzystano mozliwo$¢ przedstawienia funkcji uj(x) jako
funkcji liniowej dystrybuant F;(x), gdzie i =2, 3, ..., k. Mozna to uzyska¢ przez rozwi-
nigcie minora |Ay| wedlug elementdéw pierwszej kolumny. Minor otrzymany z wy-
znacznika |Ay4| przez skreSlenie i-tego wiersza oraz pierwszej kolumny oznacza sig
przez |Awj) nl- Rozwijajac minor |Ay| wedlug elementéw pierwszego wiersza
i uwzgledniajac (8) otrzymano:

. kel .
W) =D A an [+HED! IZZFU(X)PH(—DH] A | ©)
i=

gdziej=2,3, ...,k
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Dla j = 1 uzyskano:
ui(x) = [Ag| (10)
Po wprowadzeniu oznaczen:
Bi= D" pyi Awyanhdlai=2,3, ..,k j=2,3,....k (11)
Bii=C1Y A jyanhdlaj=2,3, ...k

Funkcjg uj(x) dlaj =2, 3, ..., k mozna przedstawi¢ nastgpujaco:
k-1
uj(x) = By + .%Fli(x)ﬁij (12)
i=

Przez L(x) i M(x) oznaczono licznik i mianownik funkcji kryterialnej (4). Uwzglednia-
jac rownosci (11) 1 (12) dla licznika funkcji kryterialnej otrzymano:

k k-1
L(x) = u;(x) z ET\(x) + ZzszTj {Byj + .Z2BijF1 (x)}=
j= i=

(13)
k k-1 k
=1 (x) ZETi(x) + 2 z;ET; 2 BjiF; (x) + ZETzBy;
j=2 i=2 =2
Wprowadzajac oznaczenia:
A= u(x)
k-1 )
Dj(x)= ZBjFi(x),dlaj=2,3,....k (14)
i=2
k
C[ = ZZ]ETJBIJ
=2
funkcje L(x) mozna zapisa¢ nastgpujaco:
k
L(x) = Az, ET\(x) + X z;ET;D;(x) + C, (15)
=2
Analogicznie dla mianownika M(x) funkcji kryterialnej g(x) uzyskano:
k k-l k
M(x) = u;(x) ET) (x) + X ET; X F;(x)B;; + ZETBy;. (16)
=2 Ti=2 =2
Wprowadzajac oznaczenie:
k
=2

funkcja M(x) ma postac:

M(x) = A, ET (x) + EETij(x) +C (18)
=2
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Uwzgledniajac (13) i (15) funkcjg kryterialng g(x) mozna zapisa¢ w postaci:

k
Az ETi(x)+ X z;ET:D:(x)+C
L(X) ~ 1“1+ "11 s’ Al 1

M(x)

g(x) = (19)

k
AET (x)+ Y ET;D;(x)+C
=2

Posta¢ funkcji kryterialnej wyrazona wzorem (19) jest podobna do postaci funkcji kry-
terialnej dla modelu 3-stanowego opisanej wzorem (10) w rozdziale 4.

5.3. Przypadek szczeg6lny
W podrozdziale rozwaza si¢ szczegodlny przypadek funkcji kryterialnej g(x), gdy

zachodzi:

Fix)=Fi(x)dlai=2,3, ...,k (20)
Przy zatozeniu (20) zachodzi:

L(x)=Az, ET\(x) + Fi(x) B;+ C,

M(x) = A; ETy(x) + Fi(x) B+ C

gdzie:

K k-1
B= ZZJ‘ETJ' ZBij (21
j=2 i=2
K k=2
B= Y ET; X B
=2 =2
Funkcja kryterialna dla przypadku szczegolnego ma postaé:

_ A,z ET, (x)+BEF (x)+C,
AlETl (X) + BF] (X) +C

g(x) (22)

Funkcja kryterialna g(x) dana wzorem (22) jest identyczna z funkcja kryterialna g(x)
opisang wzorem (10) w rozdziale 4 przy zatozeniu, ze Fi,(x) = F(x).

Podstawa do sformulowania kryteriow istnienia maksimum funkcji kryterialnej g(x) jest
pochodna g’(x). W celu wyznaczenia pochodnej g’(x) kolejno wyznaczono: pochodna
licznika L(x), mianownika M(x) i funkcji g(x).

Dla pochodnej licznika i mianownika otrzymano:

L’(x) = Aiz; Ri(x) + Bifi(x)
M’(x) = A; Ry(x) + Bfi(x)

L’ (x)M(x)=A%zET (x)F (x) + A;Biz;Fi(x)R(x) + A CziR(x) + A B ET,(x)f)(x) +
+BB, fi(x)F(x) + B,Cfi(x)

L(x)M’(x)=A%zET (x)F(x) + A;B; Fi(x)R;(x) + A,CR;(x) + A{BzET,(x)f;(x) +
+ BB fi(x)F(x) + BCfi(x)
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Licznik pochodnej wyraza sig wzorem:

L’(OM(x) - LM’ (x) =Fi(x)R1(x){ABz;— ABy} + Ri(x){Ai(z— A C))} +
+f1(X)F1(X) {AIBI - A]BZI} + fl(X) {BIC - BC]}

Analogicznie do odpowiednich wzoréow z rozdzialu 4 dla modelu 3-stanowego wpro-
wadzono oznaczenia:

(X:Al (* BZ] +B1)
B=A,(Cz-Cy) (23)
Y= C Bl -B C1

Pochodna funkcji kryterialnej ma postac:

g = {offi GOET; () = K ()R (x)]+BR; (x) +vf; (x)}

M2 (x)
Pochodna funkcji kryterialnej g(x) dla modelu k-stanowego ma taka sama postaé jak
pochodna dla modelu 3-stanowego okre§lona wzorem (11) w rozdziale 4.

W przeciwienstwie do modelu 3-stanowego wydaje si¢ trudnym sformutowanie warun-

koéw wyrazonych przez elementy macierzy P, wartosci $rednie ET;, i =1, 2, ..., k i zyski
jednostkowe z;, i=1, 2, ..., k na to, aby prawdziwe byly nieréwnosci:
0<0,>0,y<0 (24)

Podstawa do formutowania warunkéw na to, aby prawdziwe byly powyzsze nierdwno-
$ci moga by¢ wzory wyrazajace wspolczynniki o, B, y za pomoca macierzy P, warto$ci
srednich ET; i zyskow jednostkowych z,i=1,2, ..., k:

k k-1
o=A _ZZETJ' (zj— Zl)_ZzBij (25)
= i=
k
B=A ZzETj (21 —z; )Blj (26)
i=
k k k-1
Y= Z ET]BIJ Z ETr (Zr - ZJ)Z Bir (27)
j=2 r=2 i=2

Na podstawie ostatnich wzoréow sformutowano odpowiednie wnioski.

Whiosek 10. Jesli zmienna losowa T; ma rozklad wyktadniczy, to pochodna g’(x) wy-
raza si¢ wzorem:

_ (B+Ay)exp(=Ax)
M?(x)

g(x)

gdzie Ry(x) = exp(— Ax), A; > 0, x > 0. Z powyzszego wzoru wynika, ze funkcja kryte-
rialna g(x) nie osiaga wartosci maksymalne;j.

Whiosek 11. Jedliz; >0,z,<0dlai=2,3, ...,k to > 0.
Dowadd. Podstawiajac we wzorze (9) x = 0 otrzymano:
u(0)=Bydlaj=2,3,.. .k
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Wartosci By;dlaj =2, 3, ..., k sa proporcjonalne do prawdopodobienstw granicznych pj (0).

Stad wynika, Ze istnieje przynajmniej jedno pjf (0)> 0, zatem ze wzoru (26) otrzymuje si¢
p>0.0Q
W dalszej czgsci tego rozdziatu bada si¢ wspotczynnik gotowosci. W tym celu zatozo-

no, ze
z21=1,2,=0,23=0, ..., = 0.

Whiosek 12. Jesliz,=1,z=0dlai=2, 3, ..., k to y = 0 i pochodna g’(x) funkcji kryte-
rialnej g(x) ma postac:
' Rl (X)
gx)= Mz—()[aﬁ (x)+B]

X
gdzie r(x) = ET1(x)A(x) — F1(x).

Wiadomo, ze jesli 1;(x) > 0, to zmienna losowa T, nalezy do klasy MTFR. Gdyby praw-
dziwa bytfa nieréwnos¢ a > 0, to g’(x) > 0 dla T; € MTFR. Oznacza to, ze przy o > 0,
funkcja g(x) jest niemalejaca i nie osiaga maksimum.

5.4. Przyklady numeryczne rzeczywistych systemow eksploatacji

Przyklad 5.1. W przykladzie przedstawiono sposob maksymalizacji wspotczynnika goto-
wosci dla pewnego systemu eksploatacji. Zatozono, zek=6,z,=1,2,=0,z5=0, ..., =0,
ET,=1,ET;=0.1dlai=3,4,...,k-1, ET,=0.5.

Przyjeto, ze macierz P prawdopodobienstw przejscia dla wlozonego tancucha Markowa
ma postac:

[0.0 0.5 0.1 0.1 0.1 0.2]

0.8 00 0.0 0.1 00 0.1
0.7 0.1 00 0.0 00 0.1
0.7 00 0.1 0.0 02 0.0
0.8 0.0 0.0 02 0.0 0.0
08 0.0 00 00 02 0.0

Uktad réwnan liniowych do wyznaczania prawdopodobienstw granicznych pjf (x),

i1=1,2,3,4,5, 6 mozna zapisa¢ jako:

T 21 08 07 07 08 08]|PI®| o]
P12 (%) -1 0.1 0 0 0| |P2(x) 0
p13(x) 0 -1 01 0 0| |psx)| |0
pa(x) 0.1 0 -1 02 0l lpicy| |0
0 0 02 1 02| 0

p15(x) pl(%)
1 1 1 1 1 X 1
) Tlpe(x)| T
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lub w skrdécie macierzowo
Ap'(x)=b

gdzie A jest macierza uktadu rownan, p'(x) kolumna szukanych prawdopodobienstw
granicznych i b kolumna wyrazéw wolnych. Oméwiono przypadek szczegdlny modelu,
w ktorym py(x) = piiFi(x)dlai=2,3,4,5, 6.

Wykorzystujac wzor (14) obliczono A; = 0.95816.

Wzory na wspélczynniki B, B, C, C; zawieraja wielkosci

k
S; :,%Bij iByj=23,...k (28)
1=
Wartosci wspotczynnikow s;, By dlaj =2, 3, ..., k przedstawiono w poniZszej tabeli.

Tabela 5.1. Warto$ci wspotczynnikow s;, By

j 5 Bij

2 0.49048 0.0004
3 0.11400 0.0040
4 0.18184 0.0400
5 0.26348 0.1998
6 0.26348 0.9590

Dla wspoétczynnika gotowosci przyjmuje si¢ z; = 1, zz=0dlai=2, 3, 4, 5, 6. Wartosci
wspolczynnikéw B, B, C i C; sa nastgpujace:
B;=0,C;=0,B=0.18828, C = 0.06026.

Wspotczynniki a, B i y wystgpujace w warunkach istnienia maksimum rozwazanych
funkcji kryterialnych sa nastgpujace:

a=-0.1804,  =0.05774,y=0.
Do analizy przebiegu funkcji okreslajacej zysk na jednostke czasu przyjmuje sig:
z1=2,20=-04,2;=-0.1,z2,=-0.1,z5=—-0.1, z,=—0.1.
Dla tych warto$ci obliczono:
B, =0.062972, C, = 0.006062, B = 0.18828, C = 0.06026.
Wspotczynniki o, B iy sa w tym przypadku nastgpujace:
a=-0.30048, p =0.109669, y = 0.0026533.

Zgodnie z wnioskiem 11 zachodzi B > 0, ale w przeciwienstwie do modelu 3-stanowego
vy > 0. Ponizej wyznaczono warto$ci wspolczynnika gotowosci dla trzech rozktadow
prawdopodobienstwa czasu do uszkodzenia:

— rozktadu Weibulla,

— rozktadu gamma,

— rozkladu odwroconego normalnego.

W pierwszym przypadku funkcja intensywnosci uszkodzen ros$nie do o, w drugim ro-
$nie do pewnej statej, a w trzecim przypadku jest jednomodalna.



79

Przyklad 5.1.A. Zalozono, ze funkcja niezawodno$ci dla zmiennej losowej T; ma po-
sta¢ Ry(x) = exp(—ax®) dla x > 0. Na rysunku 5.1 przedstawiono przebieg wspélczynnika
gotowosci w funkcji czasu wymiany profilaktycznej dlaa=21ibe {2, 3,4, 5, 6, 7, 10}.
Parametry rozktadu Weibulla dobrano tak, aby dla kazdego przebiegu wspodtczynnika
gotowosci istnialo maksimum globalne.

0,97 -
0,92
0,87
0,82 - b=2
—b=3
% 0,77 | -
g -~ -b=5
2 0721 e
b=7
0,67
..................... b=10
0,62
0,57 -
R
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12
X

Rys. 5.1. Przebieg wspolczynnika gotowosci wsp(x) dla rozktadu Weibulla

Na rysunku 5.2 przedstawiono przebieg zysku na jednostke czasu dlaa=2,be {6, 7, 8, 10}.
Dla wszystkich rozwazanych wariantow funkcja zysku na jednostke¢ czasu przyjmuje
warto§¢ maksymalna.

1,85 -
1,80
1,75
' 7 b=10
g —Db=8
N — =
1,65 - b=7
— _b=6
1,60 /
1,55
1,50 T T T T T T T T 1
02 03 04 05 06 07 08 09 10 1,1
X

Rys. 5.2. Zysk na jednostke czasu z(x) dla rozktadu Weibulla
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Przyklad 5.1.B. Zatozono, ze zmienna losowa T| ma rozklad gamma z funkcja ggstosci
prawdopodobienstwa w postaci:

0 dla x<0
f(x)=1 pP
) b—x"’le’bX dla x>0
I'(p)
Dla funkcji intensywno$ci uszkodzen A(t) zachodzi:
Mo)=1/D

Dla p > 1 funkcja A(x) jest rosnaca, tzn. T,eIFR. Dystrybuanta rozkladu gamma
w przypadku ogdlnym wyraza si¢ catka nieelementarna z funkcji ggstosci. Catka ta nosi
w literaturze nazwe niepetnej funkcji gamma. Sposob obliczenia wartosci funkcji ET(x)
przedstawiono w podrozdziale 3.1. Na rysunku 5.3 przedstawiono przebieg wspotczynni-
ka gotowosci dla parametrow b =1, pe {2.5, 2.75, 3.0}. Parametry p i b rozktadu gamma
dobrano tak, aby kazdy z przebiegéw wspotczynnika gotowosci osiagal maksimum.

0,94 -
0,93 -
0,92

0,91 4

0,90 1 — p=25

0,89 —p=2.75

wsp(x)

0,88 -

0,87
0,86

0,85

0,84

01 04 07 10 13 16 19 22 25 28 31 34 37 40

X

Rys. 5.3. Przebieg wspotczynnika gotowosci wsp(x) dla rozktadu gamma

Na rysunku 5.4 przedstawiono przebieg zysku na jednostke czasu dla parametrow: b = 1,
pe{2.5,2.75,3.0}.
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1,90 -
1,88

1,86 /
1,84 /

1,82 /

—p=25
% 1,80 // — —z=2.75
1,78 /// —p=3
s |/
1,74
1,72 /

1,70 / \ \ T T T T T T T )

02 05 08 11 14 17 2 23 26 29 32 35 38 41 44
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Rys. 5.4. Zysk na jednostke czasu g(x) dla rozktadu gamma

Przyklad 5.1.C. Zatozono, ze zmienna losowa T; ma rozktad odwrdcony normalny
(invert-Guassian) z gestoscia prawdopodobienstwa w postaci:

0 dla x<0
f(x)=1 [n = —w)?

Lx 2exp{MX—ZM)} dla x>0

21 2u°x

W punkcie 2.6.4 przytoczono prace, w ktorych udowodniono, ze analizowana zmienna
losowa posiada jednomodalng funkcje intensywnosci uszkodzen. Funkcja intensywno-
$ci uszkodzen spetnia warunek:

Moo) =1/ (2u?).

W tym przykladzie pokazano, ze jesli wartos¢ A(w) jest dostatecznie duza, to wspot-
czynnik gotowosci i zysk na jednostke czasu sa funkcjami osiggajacymi maksimum. Na
rysunku 5.5 przedstawiono przebieg wspotczynnika gotowosci dla rozktadu odwroco-
nego normalnego z parametrami A = 40, pe {1.5, 2.0, 2.5, 3}.
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Rys. 5.5. Wspoétczynnik gotowosci dla rozktadu odwréconego normalnego

Analiza przebiegu wspotczynnika gotowosci pokazuje, ze parametry rozktadu odwroco-
nego normalnego dobrano tak, aby kazda z funkcji osiagala maksimum. Na rysunku 5.6
pokazano przebieg funkcji zysku na jednostke czasu dlaA =40, pe {1.5, 2.0, 2.5, 3}.

1,98 -

1,89
1,85 —p=15
N —_—=25
1,81 =3

1,77

04 07 1 13 16 19 22 25 28 31 34 37 4

X

Rys. 5.6. Zysk na jednostkg czasu dla rozktadu odwréconego normalnego

Trzy rozktady rozwazane w przyktadzie 5.1 pokazuja, ze celowe jest dziatanie profilak-
tyczne, poniewaz funkcja zysku na jednostkg czasu i wspotczynnik gotowosci zawsze
osiagaja warto$§¢ maksymalng. Przebieg wykresu funkcji kryterialnych silnie zalezy od
typu rozktadu prawdopodobienstwa czasu T, do uszkodzenia obiektu technicznego.
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Przyklad 5.2. W tym przykladzie zostanie przeanalizowany rzeczywisty system eks-

ploatacji autobuséw komunikacji miejskiej. System ten jest ztozony z n = 11 stanéow

eksploatacyjnych:

S| — realizacja zadania przewozowego na trasie,

S, — oczekiwanie na realizacjg zadania przewozowego na placu zajezdni autobusowe;j,

S; — uszkodzenie na trasie,

S, — diagnozowanie przez jednostke pogotowia technicznego,

Ss — naprawa przez jednostke pogotowia technicznego,

S¢ — zjazd awaryjny,

S; — uzupehienie paliwa,

Sg — realizacja obstugi codziennej,

S¢ — realizacja obstugi techniczne;j,

Sio— diagnozowanie na stanowisku diagnostycznym zajezdni autobusowej (przed
naprawg lub po naprawie),

Si1— naprawa na stanowiskach zajezdni autobusowe;j.

Na podstawie danych zebranych z procesu eksploatacji oceniono macierz P prawdopo-
dobienstw przejscia wlozonego tancucha Markowa.

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0.184 0 0 0 0.816 0 0 0 0
0 0 0 0.982 0 0.018 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0.976 0.024 0 0 0 0 0
0 0.975 0 0 0 0 0.025 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0.955 0 0.045 0
0.883 0 0 0 0 0 0 0 0.014 0 0.103
0.835 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.165
0 0 0 0 0 0 0 0.416 0 0 0.584
| 0 0 0 0 0 0 0 0.773 0 0.227 0 |

Na podstawie danych z eksploatacji rzeczywistego systemu wyznaczono przyblizone
wartosci Srednie czaséw przebywania w stanach modelu eksploatacji.
ET,=7.842 h, ET,=5.834 h, ET; =0.106 h, ET, = 0.260 h, ET5 = 0.353 h, ETc = 0.506 h,
ET;=0.097 h, ETg=0.124 h, ETy =3.928 h, ET;, = 0.405 h, ET,; =5.216 h.
W przyktadzie rozwaza si¢ przypadek szczegolny modelu k-stanowego przedstawione-
g0 w tym rozdziale pracy. Na podstawie wyzej przedstawionej macierzy P prawdopo-
dobienstw przejscia i wektora wartosci srednich ET;, i=1, 2, ..., 11 obliczono wartosci
wspotczynnikow:

S. =

L
i

M=

By iBydlaj=2,3,..,11
2

Warto$ci wspotczynnikéw s;i By dlaj=2,3, ..., 11 przedstawiono w ponizszej tabeli.
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Tabela 5.2. Wspodtczynniki s; i B;; dla modelu z przyktadu 5.2

i 5 Bij

2 0.64 0.78
3 0.14 0.00
4 0.14 0.00
5 0.14 0.00
6 0.01 6.00
7 0.64 0.00
8 0.71 0.87
9 0.01 0.01
10 0.05 0.23
11 0.10 1.00

Wystepujace w wyrazeniu (22) wspotczynniki Ay, Cy, By, B i C sa rowne:
A;1=0.78,C,=-11.09,B;=-1.13,B=4.15,C=12.55.
Warto$ci wspotczynnikow o, B iy okreslone wzorami (25), (26) i (27) sa nastepujace:
a=-065.23,3=203.43,y=31.76.

Nalezy podkresli¢, ze a <0, B> 0, y > 0. Jednak w przypadku, gdy analizuje si¢ wspot-
czynnik gotowosci, to y = 0, podobnie jak w modelu 3-stanowym.

Dla wyzej przedstawionych parametrow modelu 11-stanowego jako czas do uszkodze-
nia przeanalizowano nastgpujace rozktady:

— rozklad Weibulla,

— rozklad mieszaniny rozktadu wyktadniczego z rozktadem Rayleigha,

— rozktad Weibulla potggowy.

Przyklad 5.2.A. Zatozono, ze zmienna losowa T; ma rozktad Weibulla. Parametry
rozktadu Weibulla dobiera sig tak, aby warto$¢ srednia zmiennej losowej T, byta rowna
sredniej empirycznej wyznaczonej na podstawie badan eksploatacyjnych:

a=0.0001,b=3.9,
a=0.0002,b=4.2,
a=0.00005,b = 4.6.

Wykresy realizacji wspotczynnika gotowosci dla wymienionych wyzej par parametrow
a i b rozkladu zmiennej losowej T, przedstawiono na rysunku 5.7. W analizowanym
zakresie czasO6w do uszkodzenia tylko dla trzeciej pary parametrow a i b wspotczynnik
gotowosci osiaga maksimum wartosci.
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s ——b=4.6 a=0.00005
0,75 -
0,70 T T T T T T T 1
4 5 6 7 8 9 10 11 12
X

Rys. 5.7. Wspolczynnik gotowosci dla przyktadu 5.2.A

Dla tych samych warto$ci parametrow a i b i dla wczeéniej ustalonych wartosci zyskow
z,1=1,2, ..., 11 na jednostk¢ czasu wyznaczono trzy realizacje funkcji zysku na jed-
nostke czasu. Wykresy tych funkcji przedstawiono na rysunku 5.8. Wszystkie realizacje
funkcji zysku osiagaja w analizowanym zakresie warto$¢ maksymalna.

2,75
2,70

2,65 4

2,60 ——b=3.9 a=0.0001
—hb=4.2 a=0.0002
——b=4.6 a=0.00005

z(x)

2,55

2,50 -
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X

Rys. 5.8. Zysk na jednostke czasu z(x) dla przyktadu 5.2.A

Przyklad 5.2.B. Zatozono, ze zmienna losowa T; ma rozklad bedacy mieszaning roz-
ktadu Rayleigha i rozktadu wyktadniczego. W rozdziale 7 tej pracy sformutowano wa-
runki, aby funkcja intensywnosci mieszaniny byta jednomodalna. Funkcja niezawodno-
$ci dla tej mieszaniny ma postac:

R(t; p, A, ) = p exp(-At) + (1 — p)exp (—%tzj dlat>0
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Rozktad zmiennej losowej T, zalezy od parametréw p, A i a. Dla tego przyktadu ustalo-
no, ze o = 5, A = 0.064. Zmieniono natomiast wspotczynnik p, pe {0.4, 0.45, 0.5}. Na
rysunku 5.9 przedstawiono trzy realizacje funkcji zysku na jednostke czasu. Zadna
z tych realizacji nie osigga w analizowanym przedziale czasu maksimum. Wynika to
z przyjetego modelu dla zmiennej losowej T;.

45 -

4,0 —
3,5 /
3,0 //
——p=04

2,5 //

20 // — p=0.45
15 y ——
1,0 y s

0,5 -

0,0 T T T T T T T T T 1
0 3 6 9 12 15 18 21 24 27 30

z(x)

Rys. 5.9. Zysk na jednostke czasu z(x) dla przyktadu 5.2.B

Przyklad 5.2.C. Zatozono, ze zmienna losowa T; ma potggowy rozktad Weibulla opi-
sany w podrozdziale 2.4. Dystrybuanta zmiennej losowej T; ma postac:

F(t) = (1 - exp(—atb ))

W przyktadzie przyjeto a = 0.0001, b =4.2, ce {1.1, 1.5, 2.0}. Wykresy trzech realiza-
¢ji funkcji zysku na jednostke czasu przedstawiono na rysunku 5.10. Analizowane reali-
zacje w kazdym z przypadkow osiagaja maksimum.

C
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Rys. 5.10. Zysk na jednostkg czasu dla przyktadu 5.2.C
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Na podstawie analizy modelu n = 11 stanowego mozna stwierdzi¢, ze w dwoch przy-
padkach (5.2.A i1 5.2.C) zysk na jednostke czasu osiaga warto$§¢ maksymalna. W przy-
ktadzie 5.2.B zysk nie osiaga warto$ci maksymalnej. Fakt istnienia warto§ci maksymal-
nej silnie zalezy od typu rozktadu zmiennej T,. Powyzsze podkresla wazno$¢ identyfi-
kacji parametrow niezawodnos$ciowych systemow eksploatacji w praktyce obstugiwania
systemow eksploatacji.



6. Model wymiany prewencyjnej dla obiektow technicznych
Z gwarancja

6.1. Sformulowanie problemu i podstawowe oznaczenia

W punkcie 2.5.4 przedstawiono rézne wyniki dotyczace wymian elementow (obiek-
tow) posiadajacych gwarancje producenta. Gwarancja jest podstawowym elementem
wspolczesnego rynku. Podstawowa rola gwarancji jest wskazanie mowiace jakie czynnosci
powinien podja¢ kupujacy, gdy produkt ulegnie uszkodzeniu podczas trwania gwarancji.
Gwarancja producenta na produkt tworzy zachete dla kupujacego do réznych zobowiazan,
podnosi reputacje producenta, ma wplyw na udziat w rynku i potencjalne zyski [73].

Rozwazania przedstawione w tym rozdziale sa proba uogélnienia wynikow z pra-
cy [109]. Cytowana praca zawiera analizg prostego modelu wymian wedlug wieku dla
obiektow z gwarancja. Zakltada sig, ze czas do uszkodzenia ma niemalejaca funkcjg
intensywnosci uszkodzen A(t). Oprécz rozktadu zmiennej losowej T, oznaczajacej czas
do uszkodzenia, w modelu tym dane sa: ¢, — koszt zakupu nowego elementu, cq — koszt
usunigcia uszkodzenia. Czasy napraw sa pomijane. W rozdziale tym wprowadza si¢
4-stanowy model wymian elementow posiadajacych gwarancjg. Odrzuca sig zatozenie,
Ze czasy wymian i napraw sg pomijalne. Wszystkie wyniki prezentowane w tym roz-
dziale sa wynikami uzyskanymi przez autora.

Dla dalszych rozwazan przyjeto nastepujace oznaczenia:

T — losowy czas zycia elementu (obiektu technicznego),

f(t) — gestos¢ prawdopodobienstwa zmiennej losowej T,

F(t), R(t) — dystrybuanta i funkcja niezawodnosci zmiennej losowej T,

Mt) — funkcja intensywnosci uszkodzen,

X — wiek wymiany elementu,

w — dlugos¢ okresu gwarancji,

z — zysk przypadajacy na jednostke czasu wynikajacy z bezawaryjnej pracy,

7 — koszt jednostkowy wymiany uszkodzonego elementu (podczas gwarancji),

73 — koszt jednostkowy zakupu elementu (wymiana prewencyjna),

74 — koszt jednostkowy wymiany uszkodzonego elementu w okresie po gwarancji,

ET, — $redni czas wymiany uszkodzonego elementu podczas gwarancji,

ET; — $redni czas zakupu elementu (wymiana prewencyjna),

ET, — $redni czas wymiany uszkodzonego elementu w okresie po gwarancji,

g(x,w) — zyskna jednostkeg czasu dla czasu wymiany x i dlugos$ci okresu gwarancji w,

IFR — klasa rozktadow dla czaséw zycia z niemalejaca funkcja intensywnosci
uszkodzen A(x),

MTFR - klasa rozkladow czasow zycia z niemalejaca w zaleznosci od x wartoscia

$rednig czasu zycia migdzy wymianami.

W pracy [109] koszt przypadajacy na jednostke czasu, pod warunkiem przeprowa-
dzenia wymiany prewencyjnej po czasie X, wyraza si¢ wzorem:
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¢, R(x)+c4F(x)
%, dla x<w
ET(x)
g(x,w) =
¢, R(W) +cyF(x)
_ dla x>w
ET(x)

gdzie ¢, oznacza koszt zakupu nowego elementu, ¢4 koszt wymiany uszkodzonego
elementu,

ET(x) = [R(t)dt
0

Funkcja g(x, w) jest ciagta dla x > 0 i rézniczkowalna dla x # w przy zalozeniu, ze
zmienna losowa T posiada gesto$é. W cytowanej wyzej pracy podano warunki, przy
spelieniu ktorych funkcja g(x, w) osiaga minimum. Powyzszy model nie uwzglgdnia
zyskoéw wynikajacych z poprawnej pracy elementu oraz faktu, ze czasy napraw i czasy
zakupu sa czgsto wielkosciami losowymi.

6.2. Model wymian dla obiektu z gwarancja

Jako model matematyczny procesu wymian elementow wedlug wieku dla elemen-
tow z gwarancja przyjmuje si¢ 4-stanowy proces semi-markowski X(t). Przyjeto, ze
proces X(t) posiada przestrzen stanow S = {sy, sy, S3, S4}, gdzie:

s; — stan poprawnej pracy obiektu technicznego, zysk na jednostkg czasu jest rowny
2(z>0),

s — wymiana w okresie gwarancji i po uszkodzeniu, zysk jednostkowy wynikajacy
z przebywania w stanie s, jest rowny z, (z, < 0),

s; — Wwymiana prewencyjna elementu po okresie gwarancji, ale przed uszkodzeniem

lub wymiana prewencyjna przed uplywem gwarancji z zyskiem jednostkowym
rownym z; (z; < 0),

s4 — wymiana uszkodzonego elementu po okresie gwarancji i przed planowang od-
nowa, jednostkowy koszt tej wymiany jest rowny z4 (z4 < 0).

Po to, aby wyznaczy¢ podstawowe charakterystyki wilozonego w proces semi-
markowski tancucha Markowa, konieczne jest wyznaczenie macierzy prawdopodo-
bienstw przejs$cia. Dla prawdopodobienstwa pi,(x) otrzymano:

F(x) dla x<w

p12(X) = P{X(t"r X) = 2 | X(t) = 1} = {F(W) dla X>W

W celu wyznaczenia prawdopodobienstwa p3(x) wystarczy zauwazyc¢, ze obiekt tech-
niczny znajdzie si¢ w stanie ss, jesli T; > x, stad p;3(x) = Ry(x). Dla prawdopodobien-
stwa p4(X) otrzymano:

x) 0 dla x<w
X)=
P14 Fx)-F(w)  dla x>w

Zaklada sig, ze dla analizowanego procesu semi-markowskiego X(t) macierz przejicia
wlozonego tancucha Markowa ma postac:



90

0 pp(x) pi3(x) pa(x)

1 0 0 0
P=

1 0 0 0

1 0 0 0

Prawdopodobienstwa graniczne pj*(x), j=1,2,3, 4 dla wlozonego tancucha Markowa
dla x <w wyrazaja si¢ wzorami:
1

pi(x)= 5

pr(%) = - F(x) (1)

[\

M®=§mw

P4*(X) =0

natomiast dla x > w:

pl*(X) =

| —

M®:§Hm @)

M®=%mw

széww—mm

Na podstawie rozwazan z rozdzialu 4 wiadomo, ze funkcja kryterialna g(x, w) wyrazajaca
zysk przypadajacy na jednostkg czasu w modelu semi-markowskim wyraza si¢ wzorem:

ZET(x)p; (X) + 2, ETyp5 (X) + 23 ETyps (x) + 2, ETypy (x)
ET(x)p; (x) + ET,p, (x) + ET3p3(x) + ETyp4 (%)

g(x, w) = (3)

Uwzgledniajac wzory na prawdopodobienstwa graniczne (1) 1 (2) dla x < w otrzymano:

_ ZET(x) + z,F(x)ET, + z;R(X)ET;

X, W 4
gx W) ET(x)+F(x)ET, +R(x)ET; @
Po prostych przeksztatceniach wzor (4) przyjmuje postac:
zET(x)+B,F(x)+C
g(X, W) — ( ) 1 ( ) 1 (5)
ET(x)+BF(x)+C

gdzie wspoélezynniki B, By, C i C; wyrazaja si¢ wzorami:

B[Z ZzETz — Z3ET3



B=ET,-ET;
C,=z3ET;
C=ET;
Dla x > w funkcja kryterialna g(x, w) ma postac:
zET(x) + 2, ET,F(w) + Z; ETzR(x) + 2, ET, (F(x) — F(w))

g(x, w) =
ET(x)+ET,F(w)+ET;R(x) + ET, (F(x) — F(w))

Po przeksztalceniach otrzymano:

g(x, w) = ET
(x)+(ET, —ET;)F(x) - F(W)ET, + ET,F(w) + ET,

Przyjmujac oznaczenia:
D;=z,ET4— z;ET;
D=ET,-ET;
E;=(zET, — zET4)F(w) + z;ET;
E=(ET, - ET4F(w) + ET;
funkcje kryterialna (8) mozna zapisa¢ w postaci:
zBET(x)+DF(x) + E;

B W) = e 0% DR + E
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(6)

(7

(®)

)

(10)

Poréwnujac funkcjg kryterialna dang wzorem (5) z funkcja kryterialna (10) mozna
stwierdzi¢, ze funkcja g(x, w) w obu przypadkach ma taka sama posta¢. Pochodna

pierwszego rzgdu funkcji kryterialnej g(x, w) wzglgdem zmiennej x ma postac:

2% W) = )45 (MET(x0) - F(x)+ B+ ()}
M2(x)

gdzie, jesli x < w:
o) = Bl -zB

Bi=zC-C,
v =BC-B(C,
M(x) oznacza mianownik funkcji kryterialnej (5), natomiast dla x > w:
o, =D;—-2zD
B, =2zE - E,
v.=D,E - DE,

M(x) oznacza mianownik funkcji kryterialnej (10).
Jesli x < w, to:
o = ETy(zy — 2) + ETs(z — 25)

B =ETs(z —z3)
v1 = ET, ET3(z, — z3)

(11

(12)

(13)

(14)
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natomiast dla x > w:
0y = ET3(z — z3) + ET4(z4 — 2)

B2 =F(W)(ET4(z4 — 2) + ETo(z — 7)) + ET5(z — z3) (15)
Y2 = F(W)[ZsET4(ET,— ET3) + 2,ET2(ETs — ETy) + z3ET3 (ET4— ETy)] + ET:ETy(z3 — z4)

W celu sformutowania odpowiednich warunkow istnienia maksimum funkcji g(x, w) ze
wzgledu na zmienna x przyjeto nastgpujace zatozenia:

a) z>0,7,<0,23<50,24,<0,

b) z4< 75, 24 < 73,

C) =175+ 73,

d) ET4>ET;, ET;>ET..

Na podstawie powyzszych zatozen tatwo mozna udowodni¢ nastgpujace tezy:

Whniosek 1. a,<0.

Whiosek 2. o; —0,>0.

Whiosek 3. ,>0.

Whiosek 4. B, — > = F(W)(a; — ).

Whiosek 5. Funkcja g(x, w) jest okreslona dla x = 0, poniewaz g(0, w) = z3 < 0.

Whiosek 6. Pochodna pierwszego rzedu g’(x, w) funkcji g(x, w) wzgledem zmiennej x
dla x = 0 jest rowna

By +71f(07)

(0, w) =
g’(0, w) ET,

Whiosek 7. Funkcja kryterialna g(x, w) jest ciagta w punkcie x = w, ale nie jest w tym
punkcie rozniczkowalna.
Definiuje si¢ funkcjg h(x)

h(x) = oy H(x) + By + 71MX), jesli x <w

h(x) = 0, H(x) + B2 + 72MX), jesli x > w
gdzie H(x) = Mx)ET(x) — F(x).
Ze wzorow (14) i (15) wynika, ze wspotczynniki ay, oy, By 1 v; nie zaleza od dlugosci prze-
dziatu gwarancji w. Z powyzszego wynika, ze celowe jest badanie r6znicy h(w) — h(w"),

gdzie h(w") oznacza granice prawostronna funkcji g(x, w) w punkcie x = w. Réznice
h(w) — h(w") na podstawie wzordéw (14), (15) oraz wniosku 4 mozna zapisaé jako:

h(w) —h(w") = Mw)((01 — a2)ET(W) + 71 —72)

Niech u(x) = (a; — o) ET(X) + v — v2.
Dla u =0 jest u(0) = y; — v,, stad:

u(0) = ET5(ETx(z, — z3) + ET4(z5 — z4))
Uwzgledniajac zalozenie c), po prostych przeksztatceniach otrzymano:
u(0) =ET;(z (ET,—ET4) —z;ET4) >0
Z postaci y; i v, = v,(w) wynika, ze funkcja u;(x) = y; — y2(W) ma postacé
u(x)=A+Fw)B
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gdzie:
A =ET,ET3(z; — z3) + ET3 ET4 (24 — 73),
B= Zy ET4 (ET3 — ETz) + 2z ET2 (ET4 — ET3) + 273 ET3 (ET2 — ET4)

Jesli B > 0, to funkcja u;(w) jest niemalejaca dla w > 0, stad:
u(w) = (a; — 02) ET(W) + uy(w) 20

Jesli B < 0, to funkcja u;(w) jest nierosnaca dla w > 0. Po to, aby u;(w) > 0 wystarczy
udowodnic, ze:
ul(OO) =A+B=>0

Po wykonaniu prostych obliczen otrzymano:
A+B=- Zy ET2 ET4 + Z2ET2ET4Z 0

Ostatnia nier6wno$¢ pozwala na sformutowanie ponizszego wniosku.

Whiosek 8. Jesli spetnione sa zatozenia a), b) i ¢) , to dla w > 0 prawdziwa jest nier6wnosc:
h(w) —h(w") >0
Niech h(x) = a H(x) + B + v AM(x).

Lemat 1.

Jesli a ET(x) + v >0, to z tego, ze A’(x) > 0 wynika, ze h’(x) > 0 i odwrotnie, z tego,
ze A’ (x) < 0 wynika, ze h’((x) <0.

Jesli a ET(x) + v <0, to z tego, ze A’(x) > 0 wynika, ze h’(x) < 0 i odwrotnie, z tego,
ze X’ (x) < 0 wynika, ze h’;(x) > 0.

Jesli o ET(x) + v zmienia znak z ,,—” na ,,+”, T € IFR, to funkcja h(t) jest nierosnaca dla
w € (0, wy) i niemalejaca dlaw € (w, +o).

Jesli o ET(x) + y zmienia znak z ,,—" na ,,+”, T € IFR, to funkcja h(t) jest niemalejaca dla
w € (0, wy) i nierosnaca dlaw € (w,, +o).

Jesli o ET(x) + v > 0, to znak pochodnej h’(x) jest taki sam jak znak pochodnej A’((x)
i odwrotnie, jesli a ET(x) + vy <0, to znak pochodnej h’|(x) jest inny niz znak pochodne;j
A 1(x).

Dowdd. Wystarczy pokazad, ze h’(x)= A’ (x)( a ET(x) +v). 4
W celu sformutowania warunkéw istnienia jednoznacznego maksimum funkcji kryte-
rialnej g(x, w) rozwazono cztery przypadki.

Przypadek 1: 0,> 0, y; > 0, wtedy a; ET(x) + vy, > 0, stad wnioskuje sig, ze h;(x) > 0 dla
x € (0, w). Z powyzszego wynika, ze funkcja kryterialna g(x, w) dla x € (0,w) jest nie-
malejaca i dla x € (w, +o0) jest nierosnaca (o, < 0). Jesli h(w0) < 0, to funkcja g(x, w)
osiaga jednoznaczne maksimum w pewnym punkcie x> w.

Przypadek 2: 0, <0, y; <0, wtedy o, ET(x) + vy, <0, stad h;(x) < 0 dla x € (0, w). Funk-
cja h(x) jest nierosnaca dla w > 0. Jesli h(o0) < 0, to istnieje tylko jeden punkt x,, dla
ktorego funkcja kryterialna g(x, w) osiaga maksimum.
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Przypadek 3: a, < 0, y; > 0. Jesli a; ET(x) + vy, > 0, to h(x) > 0 dla xe (0, w). Jezeli
o < 0 1 h(w0) < 0 to h(x) dokladnie raz zmienia znak z ,,+” na ,,—”. Wynika stad, ze ist-
nieje xo=> w takie, ze funkcja kryterialna g(x, w) osiaga dokladnie jedno maksimum.
Jesli a; ET(x) + vy, zmienia znak z ,,+” na ,—”, to istnieje takie x;, ze funkcja h;(x) jest
rosngca dla x € (0, x;) i malejaca dla x € (x;, w). Jesli h(w) <0, to istnieje punkt ekstre-
malny xo< w.

Jesli h(w) > 0, to z tego, ze o, < 0 1 h(e0) < 0 wynika, ze istnieje xo> w.

Przypadek 4: a,> 0, v, <0. Jesli a; ET(x) + v, <0, to h(x) jest malejaca dla x € (0, w).
W tym przypadku, jesli a, < 0, h(e0) <0, to istnieje jednoznaczne maksimum.

Jesli o ET(x) + y; zmienia w punkcie x; znak z ,—” na ,,+”, to dowodzi sig, ze h;(x) > 0.
Dalej wyznacza si¢ warto$¢ h(x;)

h(Xl) = (llH(Xl) + B]“F Y1 }\.(X]):A.(XI) ((XIET(XI) + 'Y) + Bl — U,IF(X]).

Na podstawie wzoréow (14) otrzymuje sig:

&:1+ET2(ZZ—Z)

o o
Stad:
By
o
zatem
h(Xl) > 0

Z tego, ze h(x;) > 0 wynika, ze h(x) > 0 dla x € (0, w). Stad wynika, ze funkcja kryte-
rialna g(x, w) jest niemalejaca w przedziale (0, w). Z nieréwnosci o, < 0 1 h(0) <0
wynika, ze istnieje jednoznaczne maksimum funkcji g(x, w) w punkcie x,>w. U1

Rozwazane wyzej przypadki pozwalaja na sformutowanie ponizszego twierdzenia:

Twierdzenie 1. Jesli zmienna losowa T € IFR i spetnione sa zatozenia a), b), d) i:
Bi+v:1f(0)>0

AM(o0) > By

to istnieje doktadnie jedno maksimum funkcji kryterialnej g(x, w).

6.3. Wspoélczynnik gotowosci

Funkcja g(x, w), jest w szczegolnym przypadku wspotczynnikiem gotowosci dla
duzego czasu obserwacji. W tym celu przyjmuje sig:

z=1,2,=23=24=0.

Dla x <w zachodzi:
o = ET3 — ET2

B]ZET3
71=0
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natomiast dla x > w otrzymano:
o = ET3 — ET4

B, =F(W)(ET,—ETy) + ET; (16)
v2=0

Niech:
H(x) = Mx)ET(x) — F(x)

h(x) = a H(x) + B.
Pochodna funkcji kryterialnej g(x, w) wzgledem x na podstawie (11) wyraza si¢ wzorem:
_ RX)
M%)

g'(x, w) h(x) (17)
Zmiana znaku pochodnej g’(x, w) zalezy tylko od zmiany znaku funkcji h(x). Wiadomo, Ze:

h(0)=p,=ET;>0 (18)
W rozdziale 3 pokazano, ze jesli funkcja intensywnos$ci uszkodzen A(x) jest nierosnaca,

to takze funkcja H(x) jest nierosnaca i odwrotnie, jesli funkcja A(x) jest niemalejaca, to
H(x) jest rowniez niemalejaca.

Whniosek 9. Warunkiem koniecznym istnienia maksimum wspodtczynnika gotowosci
g(x, w) jest warunek h(w0) < 0.

Przy pewnych ogdlnych zalozeniach mozna sformutowaé warunki konieczne na istnie-
nie maksimum wspotczynnika gotowosci, ktore ujmuje ponizszy wniosek.

Whiosek 10. Jesli H(x) > 0 dla x > 0, ET; > ET,, ET; > ET;, TeIFR, h(x) < 0, to
wspolczynnik gotowosci g(x, w) osiaga warto$¢ maksymalng w pewnym punkcie Xg
takim, ze Xo>w.

Dowad. Jesli a,= ET; — ET, > 0, H(x) > 0, B; = ET; > 0, to funkcja h(x) rosnie dla x < w.
Natomiast dla x > w funkcja h(x) maleje, poniewaz o, = ET; — ET4 < 0. Z tego, ze h(x0) <0
wynika zmiana znaku pochodnej g’(x, w) dla x > w. Zatem istnieje doktadnie jedno
maksimum funkcji g(x, w) w punkcie xo > w. 1

W przypadku wspoélczynnika gotowosci funkcja h(x) w punkcie x = w jest nieciagla
1 zachodzi:
h(W) = (ET3 — ETz)H(W) + ET3

h (W+) = (ET3 — ETz)H(W) + ET3 + F(W)(ETZ — ET4)

Mozna zatem sformutowa¢ wniosek 11 bedacy szczegdlnym przypadkiem wniosku 8.

Whiosek 11. Warunek ET, > ET, jest warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby:
h(w) —h(w") > 0.
Nierownosc¢ h(oo) < 0 jest rOwnowazna nierdwnosci:
(ET; — ET,) ET M(o0) + F(W)(ET, — ET,) + ET; < 0 (19)

Na podstawie wnioskéw 10, 11 i nierdwnosci (19) mozna sformutowac ponizszy wniosek.
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Whiosek 12. Jesli T e IFR, ET,> ET,, ET, > ET; i:

F(w)ET, + R(W)ET,

ET M) + 1>
ET, - ET,

(20)

to wspolczynnik gotowosci g(x, w) osiaga jednoznaczne maksimum.

Niektore rozktady prawdopodobienstwa z klasy IFR, na przyktad rozktad Weibulla,
spetniaja warunek A(o0) = co. Dla takich rozktadéw nier6wnosc (20) zawsze jest praw-
dziwa. Wyzej sformulowano rozne kryteria istnienia zysku jednostkowego i wspot-
czynnika gotowosci dla zmiennych losowych (czasow zycia) z niemalejaca funkcja
intensywnos$ci uszkodzen, to znaczy dla zmiennych T (T € IFR). W dalszych rozwaza-
niach podjeto probg uogodlnienia wynikow dla wspotczynnika gotowosci dla rozktadow
prawdopodobienstwa z jednomodalna funkcja intensywnosci uszkodzen. Podobnie jak
dla zysku na jednostke czasu w klasie IFR, rozwazono kilka przypadkéw szczegdlnych.

Przypadek I: o, > 0, x> w, gdzie xy jest punktem, w ktorym funkcja A(x) osiaga war-
to$¢ maksymalnag, h() <O0.

Zatozenie o, > 0 jest rtownowazne nieréwnosci ET; > ET,. W analizowanym przypadku
funkcja h(x) = o, ET(x) + B; jest niemalejaca dla x € <0, w>. Z wniosku 11 wynika, ze
h(w) > h(w"). Z tego, ze a, = ET; — ET4 < 0 wynika, Ze funkcja h(x) dla x € (w, «) ma-
leje do h(x) < 0. Z powyzszego wynika, ze istnieje dokladnie jeden punkt x> w taki,
ze h(x) = 0.

Przypadek 2: o, > 0, xy < w, h(c0) < 0. W tym przypadku funkcja h(x) = o, ET(x) + B, osia-

ga doktadnie jedno maksimum w punkcie xy < w. Dla x € (xy;, w) funkcja h(x) maleje.

Mozliwe sa dwa przypadki:

— istnieje xo < w takie, ze h(xo) = 0, wtedy funkcja g(x, w) osiaga maksimum w punk-
cie Xg < w,

— h(w) > 0, w tym przypadku na podstawie a, < 0 istnieje xo > 0, w ktorym funkcja
g(x, w) osiaga maksimum.

Przypadek 3: a; <0, x> w, h(0) < 0. Funkcja h(x) jest malejaca dla x € <0, w> i jesli
h(w) < 0, to istnieje xo < w takie, ze h(xq) < 0. Jesli h(w) > 0, to istnieje x,> w takie, ze
funkcja g(x, w) osiaga maksimum lokalne.

Przypadek 4: o, < 0, Xy < w, h(0) < oo. Przypadek ten jest najbardziej ztozony z dotych-
czas rozwazanych. Warunki istnienia maksimum wspodtczynnika gotowosci zaleza od
liczby rozwiazan rownania:

H(x):—% dla x (0, w) 1)
1

Z faktu, ze funkcja A(x) jest jednomodalna wynika, ze roéwnanie (21) moze posiadad
najwyzej dwa rozwigzania. Jesli rownanie (21) posiada doktadnie jedno rozwiazanie, to
h(w) < 0 i istnieje doktadnie jeden punkt x, < w, w ktorym wspdlczynnik gotowosci
przyjmuje warto$¢ maksymalna. Jesli rOwnanie (21) ma dwa rozwiazania x¢; 1 X takie,
7e Xo1< Xg2 < W, to h(w) > 0. Mozliwe sa dwa przypadki szczegélne: pierwszy h(w") <0
i drugi h(w") > 0.
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W pierwszym przypadku wspotczynnik gotowosci osiaga warto§¢ maksymalng w punk-
cie Xo=w, w drugim w punkcie x,> w. Zatem w przypadku istnienia dwoch rozwiagzan
réwnania (21) wspotczynnik gotowosci osiaga dwa maksima lokalne w punktach xg;
1 Xg, minimum lokalne w punkcie xg,. Jesli g(xo;, W) # g(Xo, W), to jedno z tych maksi-
mow lokalnych jest maksimum globalnym. Jezeli g(xo;, W) = g(Xo, W), wowczas sa dwa
maksima lokalne bgdace maksimum globalnym.

Twierdzenie 2.

Jesli oy = ET; — ET, > 0, ET5 < ETy, h(e) < 0, A(t) jest jednomodalna, to istnieje do-
ktadnie jeden moment czasowy X,, w ktorym wspotczynnik gotowosci g(x, w) osiaga
warto$¢ maksymalna.

Jesli ET; < ET,, ET; < ETy, h(0) < 0, A(t) jest jednomodalna i rownanie (21) posiada
najwyzej jedno rozwiazanie, to istnieje dokltadnie jeden moment czasowy X, dla ktore-
go wspotczynnik g(x, w) osiaga warto§¢ maksymalna.

Jesli ET; < ET,, ET; < ETy, h() < 0, A(t) jest jednomodalna i rdwnanie (21) posiada
doktadnie dwa rozwigzania x¢; 1 Xgy (Xo1 < Xg2 < W), to wspotczynnik gotowosci g(x, w)
osigga dwa maksima lokalne w punktach x¢;1 xo> w.

6.4. Przyklady numeryczne

W podrozdziale przeanalizowano cztery przyklady wyznaczania wspotczynnika
gotowosci 1 zysku na jednostke czasu dla réznych rozktadéw prawdopodobienstwa
czasu do uszkodzenia. W szczeg6lnos$ci omoéwiono rozktady:

—  Weibulla,

— odwrdcony normalny,

— Birnbauma-Saundersa z uogo6lnieniem Owena [93],
— modyfikacje rozktadu Dhilon.

Przyklad 6.1. W przyktadzie rozwaza si¢ rozktad Weibulla z funkcja intensywnosci
uszkodzen w postaci A(t) = a t°. Zatozono, ze parametry modelu wymian sa nastepujace:
z=4,7,=-0.03,2;=-0.01, z,=—0.08, ET,=0.15, ET;= 0.06, ET,= 0.2.

Dlugosc¢ przedziatu gwarancji w = 2.

Na rysunku 6.1 przedstawiono wykresy wspolczynnika gotowosci b =2 iae{l, 1.1,
1.2}.
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Rys. 6.1. Wspoétczynnik gotowosci wsp(x) dlaae {1, 1.1, 1.2}

Na rysunku 6.2 pokazano wykresy funkcji zysku na jednostkg czasu dlabe {2, 3, 4}.
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Rys. 6.2. Zysk na jednostkg czasu g(x, w) dlabe {2, 3, 4}

Przyklad 6.2. Zaktada sig, ze czas do uszkodzenia ma rozktad odwrécony normalny,
opisany w podrozdziale 2.6. Na rysunku 6.3 pokazano przyktadowe przebiegi funkcji
intensywnosci uszkodzen A(t) dla par parametrow (a, m) € {(1, 2), (0.5, 0.5), (0.7, 1)}.
Jako parametry modelu przyjeto: A =2, p =1, ET; = 0.05, ET, = 0.2. Na rysunku 6.4
przedstawiono trzy wykresy wspotczynnika gotowosci dla ET, e {0.17, 0.175, 0.18}.
Dla zysku na jednostke czasu zalozono, ze z =2, z, = — 0.05, z;=—-0.05, zz=—0.1. Na
rysunku 6.5 pokazano trzy realizacje zaleznosci zysku na jednostkg czasu od dhugosci
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przedzialu wymiany dla ET, € {0.159, 0.1595, 0.16}. Analiza wykresow tej funkcji
pozwala na stwierdzenie, ze mamy do czynienia z przypadkiem, gdy funkcja kryterialna
ma dwa maksima lokalne. W drugim z tych maksiméw funkcja nie jest rézniczkowalna.

Mt)

3,0 +
s - N\

|

—_—g=05m=0.5
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/ ——a=1m=2

wll /
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Rys. 6.3. Funkcja intensywnosci uszkodzen A(t) dla wybranych parametrow

wsp(x)
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Rys. 6.4. Wspotczynni gotowosci wsp(x) dla rozktadu odwrdconego normalnego
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Rys. 6.5. Zysk na jednostke czasu g(x,w) dla rozktadu odwroconego-normalnego

Przyklad 6.3. Przyjeto, ze zmienna losowa oznaczajaca czas do uszkodzenia ma roz-
ktad z funkcja intensywnosci uszkodzen w postaci:

Mt)=d +a In(x + b)/(x +b)

Funkcja ta jest pewna modyfikacja funkcji Dhilon z pracy [38 ] oraz funkcji z przyktadu 4.5.
Parametry a, b i ¢ dobiera sig¢ tak, aby A(0) > 0. Wiadomo, ze A(x0) = d. Funkcja A(t) jest
jednomodalna.
Jako parametry modelu przyjeto: a=5,b=0.85,d =1, ET,=0.05, ET;=0.07, ET,=0.5.
Na rysunku 6.6 przedstawiono trzy wykresy wspotczynnika gotowosci dla
we {0.5, 0.75, 1}. Dla zysku na jednostk¢ czasu zatozono, ze z = 4, z, = — 04,
Z3= — 001, Zy4= — 0.5.
Na rysunku 6.7 przedstawiono trzy realizacje zaleznosci zysku na jednostke czasu
od dhugosci przedzialu wymiany dla w e {0.5, 0.75, 1}.
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Rys. 6.6. Wspolczynnik gotowosci wsp(x, w) dla rozktadu z funkcja intensywnosci uszkodzen
AMt)=d+aln(x+b)/(x+Db)
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Rys. 6.7. Zysk na jednostkg czasu g(x ,w) dla rozkladu z funkcja intensywnos$ci uszkodzen
AMt)=d+aln(x+b)/(x +b)

Przyklad 6.4. Przedstawiono przyktady obliczen dla rozktadu Birnbauma-Saundersa
z modyfikacja Owena, opisanego w podrozdziale 2.7. Dla rozktadu Birnbauma-
-Saundersa z modyfikacja Owena wyznaczono trzy przyktadowe przebiegi funkcji in-
tensywnosci uszkodzen, przyjmujac a =2, b = 1, ke {0.4, 0.5, 0.6}. Wykresy funkcji
Mt) przedstawiono na rysunku 6.8. W przyktadzie tym jako parametry modelu przyjgto:
ET, = 0.05, ET; = 0.07, ET; = 0.5. Ze wzoru (17) punktu 2.7 wynika, ze dla
k = 0.5 mamy zwykly rozktad Birnbauma-Saundersa, natomiast dla pozostalych warto-
$ci parametru k rozktad ten nie jest rozkladem Birnbauma-Saundersa. Analiza wartos$ci
funkcji intensywnosci uszkodzen A(t) pokazuje, ze dla k = 0.4 funkcja ta rosnie dla
dostatecznie duzych t.

2,00 +
1,80
1,60
1,40
1,20
1,00 ~
0,80
0,60
0,40
0,20
0,00 T T T T T T T T T )

—k=0.4
— —k=0.5
- = = .k=0.6

Alt)

Rys. 6.8. Funkcja intensywnosci uszkodzen A(t) dla rozktadu Birnbauma-Saundersa z modyfika-
cja Owena
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Na rysunku 6.9 pokazano wykresy wspolczynnika gotowosci dla takich samych para-
metrow jak poprzednio dla funkcji A(t).

0,995 -

0,990 -
0,985 -
0,980

------- k=0.4
k=0.5
— —k=06

0,975

wsp(x)

0,970

0,965 -
0,960 -

0,955 T T T T T T T
4 6 8 10 12 14 16 18

Rys. 6.9. Wspolczynnik gotowosci wsp(x) dla rozktadu Birnbauma-Saundersa z modyfikacja
Owena

Dla zysku na jednostke czasu zalozono, ze z =4, z,=— 0.02, z;=-0.02, z;,=— 0.1. Na
rysunku 6.10 przedstawiono wykresy funkcji zysku na jednostkg czasu dlaa=2,b =1,
ke {0.4, 0.5, 0.6}. Analizujac wykresy mozna stwierdzi¢, ze dla k = 0.6 funkcja kryte-
rialna nie osiaga maksimum.
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X 39
3,88
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k=0.5
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Rys. 6.10. Zysk na jednostke czasu g(x) dla rozktadu Birnbauma-Saundersa z modyfikacja Owena



7. Wybrane wlasnosci modeli czasow do uszkodzenia
dla obiektow technicznych

7.1. Klasa MTFR

W rozdziale 4 zauwazono, ze w zadaniu maksymalizacji wspolczynnika gotowosci
szczegolnie przydatne sa rozklady prawdopodobienstwa, dla ktérych zachodzi:

r(x) = f(x)ET(x) - F(x)R(x) >0 dlax >0 (1

Znak pochodnej wspotczynnika gotowosci zalezy od znaku wyrazenia a r(x) + B, gdzie
r(x) zalezy tylko od rozktadu zmiennej losowej T, oznaczajacej czas do uszkodzenia.
Wspotczynniki a i B zaleza od wartosci srednich ET, i ET3 oraz macierzy prawdopodo-
biefistw przejscia P = [p;], 1, j = 1, 2, 3 wlozonego tancucha Markowa. Dla rzeczywi-
stych systemow eksploatacji zachodzi o < 0, B > 0. Zatem, aby analizowany w rozdziale
4 model wspodtczynnika gotowosci miatl dla réoznych o i B osiaga¢ warto$¢ maksymalna
potrzeba, aby r(x) > 0, dla x > 0.

Jesli element (obiekt techniczny) jest wymieniany po czasie x lub po uszkodzeniu, to
$redni czas do obshugi mozna zapisa¢ nastgpujaco:

_ ET(x)

M(x) dlax e {x: F(x)>0}

Przypadek, gdy funkcja M(x) jest monotoniczna analizowano w pracach [9, 65, 82].
W rozdziale 4 zauwazono, ze gdy stosunek F(x)/ET(x) jest funkcja niemalejaca, to
zachodzi (1). Funkcja r(x) okreslona wzorem (1) jest uzyteczna podczas formutowania
kryteriow istnienia maksimum zysku na jednostk¢ czasu i maksimum wspotczynnika
gotowosci. Ponizej podaje sig definicje klasy MTFR.

Definicja 1. Zmienna losowa T (czas do uszkodzenia) nalezy do klasy MTFR (Mean
Time to Failure or Repair), jesli funkcja M(x) jest nierosnaca dla x € {x: F(x) > 0}.
Jesli T posiada ggstos¢ prawdopodobienstwa, to T e MTFR i:

r(x) = f{(x)ET(x) - F(x)R(x) > 0 dlax > 0.

Wtasnosci funkcji r(x) badano w pracach [65, 67, 68, 69, 70, 75]. Na podstawie [9, 65]
prawdziwa jest inkluzja:
IFR ¢ MTFR < NBUE

W pracy [9] udowodniono, ze jes$li zmienna losowa T ma rozklad z gestoscia prawdo-
podobienstwa f(x), to prawdziwa jest inkluzja:

IFRA < MTFR

W pracy [72] stwierdzono, ze inkluzja ta jest prawdziwa dla dowolnych zmiennych
losowych. Klasa MTFR posiada caly szereg bardzo waznych wiasnosci, udowodnio-
nych w pracach [71, 72]. Ponizsza wlasnos$¢ 1 dotyczy tworzenia systemoéw réownole-
glych zlozonych elementéw (obiektow technicznych), ktorych czasy do uszkodzenia
naleza do MTFR.
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Wilasnos¢ 1. Jesli czasy Ty, T, ..., T, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi posiadaja-
cymi gestos¢ prawdopodobienstwa f(x), T,e MTFR dlai =1, 2, ..., n, to dla czasu
uszkodzenia systemu roéwnoleglego zachodzi:

Y, =max(T;, T, ..., T,)e MTFR

Nastepna wlasnos$¢ dotyczy tworzenia systemow szeregowych ztozonych z ele-
mentow (obiektow technicznych), ktorych czasy do uszkodzenia sa zmiennymi loso-
wymi nalezacymi do MTFR.

Wilasnos¢ 2. Jesli zmienne losowe Ty, T, ..., T, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi
o takim samym rozktadzie posiadajacym gestos¢ prawdopodobienstwa f(x), to dla czasu
do uszkodzenia systemu szeregowego zachodzi:

Z,=min(T;, Ty, ..., T,) e MTFR
Klasa MTFR jest zamknigta ze wzgledu na dodawanie zmiennych losowych [68].

Wlasnos$¢ 3. Jesli zmienne losowe T, i T, sa niezalezne, T, T, MTFR, to zmienna
losowa T =T, + T, e MTFR.

Inne wlasnosci udowodnione w pracy [72] nie beda w rozprawie analizowane. Dotycza
one zbieznosci ciagu dystrybuant i mieszanin rozktadow.

Analizowana klasa MTFR zawiera niektore rozktady z jednomodalna funkcja in-
tensywnos$ci uszkodzen analizowane w podrozdziale 4.5. Z drugiej strony analiza da-
nych pochodzacych z rzeczywistych systemow eksploatacji pokazuje, ze wlasnos¢ jed-
nomodalnosci jest dosy¢ czesto spotykana w praktyce [39, 75, 89]. W podrozdziale 2.2
rozprawy podano rézne zastosowania rozktadow z jednomodalna funkcja intensywnosci
uszkodzen. Powyzsze wskazuje na celowos¢ wysitkow zmierzajacych do budowania
modeli czaséw do uszkodzenia posiadajacych jednomodalng funkcje intensywnoS$ci
uszkodzen. Niektore znane rozktady, takie jak uogdlniony rozktad gamma, potegowy
rozktad Weibulla, rozktad Birnbauma-Saundersa, dla pewnych warto§ci parametrow
posiadaja jednomodalng funkcj¢ intensywno$ci uszkodzen. Rozktad odwrécony nor-
malny ma dla dowolnych parametréow jednomodalna funkcjg intensywnosci uszkodzen.
Oprocz wymienionych wyzej rozktadow, istnieje mozliwo$¢ tworzenia rozktadow z jed-
nomodalng funkcja intensywnosci uszkodzen za pomoca mieszanin rozktadéw. Z wyko-
nanego w podrozdziale 2.8 przegladu literatury wynika, Ze problem tworzenia mieszanin
z jednomodalna funkcja intensywnosci uszkodzen jest stosunkowo stabo zbadany.

7.2. Tworzenie mieszanin rozkladu prawdopodobienstwa z jednomodalng
funkcja intensywno$ci uszkodzen

Mozliwe jest budowanie mieszanin rozktadow dajacych w wyniku rozktad z jed-
nomodalng funkcja intensywnos$ci rozkladow. Ponizej rozwaza si¢ mieszaning dwoch
rozkladow czasow zycia T, i T, z ggstosciami fi(t) 1 f5(t), funkcjami niezawodnosci
Ri(t) 1 Ry(t) 1 funkcjami intensywnosci uszkodzen A,(t) i Ay(t). Gegstos¢é prawdopodo-
biefstwa mieszaniny wyraza si¢ wzorem:

£(® =pfi) + (1 —p) £2(0)
gdzie p jest waga, 0 <p < 1.
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Dla funkcji niezawodno$ci mieszaniny zachodzi:
R(® =p Ry(®) + (1 - p) Ra(t)
Funkcja intensywno$ci uszkodzen mieszaniny wyraza si¢ wzorem:
M) = w(t) L(0) + [1 = w(B] L))
gdzie w(t) = p Ry(t) / R(t). Na podstawie powyzszych rownosci mozna udowodni¢ caty

szereg wnioskow dotyczacych wlasnosci funkcji A(t).

Whiosek 1. Pochodna pierwszego rzedu w’(t) funkcji w(t) wyraza si¢ wzorem:
w(t) = w(t) (1 - w(t)) (Aa(t) — Ai(1))
Whiosek 2. Pochodna pierwszego rzedu A’(t) wyraza si¢ wzorem:
R0 = (1= w() (= WORa(t) = L 1() + L 75(0) + W(t) 271(t)

Ostatnie wyrazenie mozna uprosci¢, gdy wprowadzi si¢ dodatkowe zalozenie, ze
zmienna losowa T| ma rozktad wykladniczy. Fakt ten ujmuje nastgpny wniosek.

Whiosek 3. Jesli Ry(t) = exp (— At), to:
R () = (1= w(1) (= W) = A1)* + 2°o(1)
Mieszanina posiadajaca jednomodalng funkcje intensywnos$ci uszkodzen musi spehniaé
warunek A°(0) > 0.
Whiosek 4. Jesli R;(t) = exp (—Ast), to A’(0) > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy:
2(0) = p(ho(0) = 1y)?
Dalsze rozwazania prowadzono przy zatozeniu, ze:
ha () =yt + (a/ B)(t/B)""
gdzie o > 1. Funkcja niezawodnosci dla zmiennej losowej T, ma postaé:
Ry(t) = exp(~ % yt* — (t/ B)*) dla t > 0 ()
Funkcja (2) jest szczegdlnym przypadkiem funkcji niezawodno$ci wykorzystywanym
do modelowania losowych sit niszczacych (kruszacych) materiaty [52].
Bez zmniejszania ogolnosci rozwazan mozna zalozy¢, ze B = 1. Jest oczywistym, ze:
M(t)=0,(t)=ydlaa>1.
Niech hy(t) = w(t) (Aa(t) — &) hao(t) = X'5(t) =y + a(a — 1) t*2. Funkcja Ay(t) rosnie od 0
do . Wynika stad, ze istnieje t; takie, ze h;(t;) = 0 1 hy(t;) > 0. Z okreslenia funkcji h(t)
1 hy(t) otrzymuje sig:
lim) _

Z powyzszego wynika, ze rownanie:
h(t) =h(t) —hy(t) = 0

posiada przynajmniej jedno rozwigzanie, co na podstawie wniosku 3 pozwala stwier-
dzi¢, ze funkcja A(t) osiaga przynajmniej jedno maksimum lokalne.
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7.2.1. Przypadki szczegélne

W tym punkcie rozwaza sig przypadki szczego6lne funkcji A,(t) tak dobranej, aby funk-
cja intensywnosci A(t) mieszaniny byta jednomodalna.

Whiosek 5. Jesli 2 < a < 6 i pA,> <y, to A(t) jest jednomodalna.

Dowodd. Wiadomo, ze rownanie h(t) = 0 ma dla t > t; przynajmniej jedno rozwiazanie.
Bada si¢ utamek:

(1)

Wiadomo, ze u (t;) = 0 iu(e0) = o . Pierwsza pochodna u’(t) ma postaé:

u ()

, Ay (D) =N 2
(0= 207N b0 P 22 (0000 ~4))
T L or 2 200202}

Niech u(t) = 2 [M2()]* — A7°(t) (Ma(t) — Ay). Podstawiajac odpowiednie wyrazenie za
M(t), A’°(t) 14,7°(t) otrzymano:

(1) =2y + ya (a— D26 — o) + o (a— Dt ***+ o (0 — 1) (0 —2)t*

Jesli2 <a<6,tou(t)>0iu(t)>0dlat>t,. Z wniosku 7.1 wynika, ze w’(t) > 0,
zatem w(t) ro$nie dla t > t;. Stad u;(t)w(t) = u(t) ro$nie od u(t;) = 0 do u(w) = . Row-
nanie h (t) = 0 ma doktadnie jedno rozwigzanie i A(t) jest jednomodalna. U

Whiosek 6. Jesli a > 6 i pA2 <y < min {a®, A(a —2)} / (a — 6), to funkcja A (t) jest
jednomodalna.
Dowdd: Jeslit > 1, to:

w® =29 +a (o Dy (6- ) +a’] ¢+ ha (0 - D)(a-2)t* 3)

ijesliy < a’(a—6), to uy(t) > 0.
Jeslit<1, to:

w(®) =27+ a(@— DIy (6—0) + M(a—2)]t*° + o’(a—1) 4
ijesliy<A(a—2)/ (a—6), to otrzymuje si¢ uy(t) >0 dlat>t,.
Z (3)i(4)dla

y <min{a?, M(a—2)} / (0. — 6)

otrzymano u;(t) >0 dlat>t,.
Z powyzszego wynika, ze u;(t) jest rosnaca i w(t)u;(t) jest rosnaca od 0 do . Rownanie
h(t) = 0 ma tylko jeden pierwiastek i A(t) jest unimodalna. O

Whiosek 7. Jesli 1 <a <2 iph?® <y, to A (t)jest jednomodalna.
Dowdd: Jesli 1 < a <2, to ’5(t) jest malejaca od oo do y i w(t)(Ma(t) — M) <y dlat<t,

idlat>t; w(t)(A(t) — A;)* rosnie od 0 do co. Wynika stad, ze rownanie h (t) = 0 ma
doktadnie jedno rozwiazanie i A (t) jest jednomodalna. U
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7.2.2. Przyklady numeryczne
Wyznaczono przyktady mieszaniny rozktadéw analizowanych we wnioskach 5, 61 7.

Przyklad 7.1. Zatozono A((t) = 1, zmienna losowa T, ma rozktad z funkcja niezawod-
no$ci dana wzorem (2) z parametrami B =1,y =1, a € {2.5, 3, 4, 5, 6}. Wspotczynnik
wagowy jest p = 0.8. Funkcja intensywnos$ci uszkodzen dla tej mieszaniny jest jedno-
modalna. Na rysunku 7.1 przedstawiono wykresy funkcji A(t) dla roznych wartoSci
parametru o.

—_—a=2.5

1,9 4

—a=5

Mt)

0,7 T T T 1

Rys. 7.1. Funkcje intensywnosci A(t) uszkodzen dla przyktadu 7.1

Przyklad 7.2. Przyjgto, ze A, = 1 i dla zmiennej losowej Ty: =2, =1,y€{2, 3,4, 5, 6}.
Wspotczynnik wagowy p = 0.8.

Na rysunku 7.2 przedstawiono wykresy funkcji intensywnosci dla réznych wartosci
parametru y.
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At)

2 24

0,7

0,4 0,8

Rys 7.2. Funkcje intensywnosci uszkodzen A(t) dla przyktadu 7.2

Przyklad 7.3. Zatozono, ze A; = 2 i dla zmiennej losowej Ty: o= 3, B = 1. Wspotczyn-
nik wagowy p € {0.4, 0.3,0.2, 0.15, 0.1}. Na rysunku 7.3 przedstawiono wykresy funk-

¢ji intensywnosci uszkodzen.

Alt)

Rys. 7.3. Funkcje intensywnosci uszkodzen A(t) dla przyktadu 7.3
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Przyklad 7.4. Przeanalizowano dane pochodzace z eksploatacji autobusow komunikacji
miejskiej. Zbidr danych zawiera n = 4020 czaséw migdzy kolejnymi uszkodzeniami
uktadu elektrycznego autobuséw komunikacji miejskiej. Zalozono, ze funkcja nieza-
wodno$ci ma posta¢ mieszaniny:

R(t) =p exp (-M) + (1 —p) exp (- 0.5v £ — (t/ B)") )

Wykorzystujac metode najwigkszej wiarygodnosci dla danych pogrupowanych w klasy,
obliczono: p = 0.76, o = 15.56, B = 99.03, A = 0.082. Wykres funkcji intensywnosci
uszkodzen przedstawiono na rysunku 7.4.

o+ ""—"—TT—7T—7T—7T T
123456 7 8 91011121314151617 181920 21 22 23 24 25 26 27 28 29

t

Rys. 7.4. Wykres funkcji intensywnosci uszkodzen A(t) dla systemu elektrycznego autobusu

Dla wyznaczonych warto$ci parametrow mieszaniny wykonano klasyczny test zgodno-
§ci x> Pearsona i obliczono odpowiadajacy tej wartoci poziom istotnosci o = 0.46.
Warto$¢ ta swiadczy o wysokiej zgodnosci danych empirycznych z przyjetym mode-
lem. Jest to argumentem do wykorzystania mieszanin rozkladow do tworzenia ztozo-
nych modeli probabilistycznych dla czasow zycia obiektow technicznych.

7.3. Mieszanina rozkladu wykladniczego z rozkladem Rayleigha

Rozwazana w podrozdziale 7.2 mieszanina (5) zalezy od pigciu parametrow:

R(t; p, A, 0, B, 7).

W praktyce zdarzaja si¢ klopoty z ocena tych parametrow, dlatego w tym podrozdziale
rozwaza si¢ mieszaning rozktadu wyktadniczego z rozkltadem Rayleigha posiadajacym
funkcj¢ niezawodnosci w postaci:

R, (t) =exp (—%9] dlat>0
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Funkcja niezawodnosci dla mieszaniny ma postac:
R(t; p, A, @) =p exp(-A t) + (1 — p)exp (—%9] dlat>0 (6)

Stosowanie tego modelu wymaga oceny trzech parametrow: p, A i o w przeciwienstwie
do pigciu parametréow poprzedniego modelu. Ponizej udowodniono dwa wnioski dla tej
mieszaniny.

Whiosek 8. Jesli pA? < o, to funkcja intensywnosci uszkodzen A(t) jest jednomodalna.

Dowdd. Na podstawie wniosku 1 mozna stwierdzi¢, ze funkcja w(t) jest malejaca dla
te (0, t;), gdzie t; = L / a1 jest rosnaca dla te (t;, ). Z powyzszego wynika, ze jesli
t < t;, to w(t)(Ay(t) — A;)” maleje od pA> < a do 0 i dla t > t, funkcja w(t)(Ay(t) — A,)* To-
$nie od 0 do 0. Réwnanie w(t) (A(t) — 1)* = a posiada doktadnie jedno rozwiazanie t,
takie, ze:

t, > t;, Mt) ro$nie dla te (0, t,) i maleje dla te (tp, ). U

Whiosek 9. Jesli pkz > 0, to istnieja t3 1 ty takie, ze t; < t; <ty 1 M(t) maleje w przedziale
(0, t3), ro$nie w przedziale (t3, t;) 1 maleje w przedziale (ty, ).

Dowdd. Jesli h(t) = a — w(t)(ha(t) — X)% to h(0) = o — pA* < 0, h(t;) = a > 0, h(cw) = — o0,
Funkcja h(t) roénie od h(0) = a — pA* < 0 do h(t;) = o > 0 i maleje do h(e0) = — co. Stad
wynika, Ze istnieja t; i t, takie, ze 0 < t; < t; < t,, M(t) maleje w przedziale (0, t;), ro$nie
w (t3, t4) i maleje w (tg, ). 1

Przyklad 7.5. W pracy [89] analizowano dane dotyczace uszkodzen silnikow autobu-
sowych. W cytowanej pracy stosuje si¢ opisany w rozdziale 2 rozprawy potegowy roz-
ktad Weibulla, posiadajacy dla pewnych wartosci parametréow jednomodalng funkcje
intensywnosci uszkodzen A(t). Estymacja parametréw potggowego rozkladu Weibulla
wykonana w pracy [89] pokazuje, ze dla analizowanych danych istnieje przypadek
z jednomodalna funkcja intensywnos$ci uszkodzen. Wykorzystujac dane empiryczne
przedstawione w pracy [89], za pomoca metody najwigkszej wiarygodnosci dla danych
pogrupowanych w klasy obliczono:

p=0.6433, 0= 0.001284, A = 0.0288

Dla tych warto$ci parametrow p, o i A wykonano test zgodnosci x> Pearsona i obliczono
¥ = 0.68. Wyznaczona warto$¢ x* pokazuje wysoka zgodno$é rozktadu z danymi empi-
rycznymi. Na postawie wniosku 8 mozna stwierdzi¢, ze A(t) jest jednomodalna.

7.4. Kryterium przynaleznosci do klasy MTFR

W podrozdziatach 7.2 1 7.3 rozwazano mieszaning rozkladu wykladniczego
z funkcja niezawodnosci R (x) = exp(— Ax) 1 innym rozktadem z funkcja niezawodnos$ci
Ry(x). Funkcja niezawodno$ci mieszaniny ma postaé:

R(x) =p exp(=Ax) + (1 - p) Ry(x)
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Warto$¢ $rednia zmiennej losowej T mozna zapisa¢ jako:
ET=p/A+(1-p)ET,

W podrozdziale 4.5 podano nastgpujacy warunek nalezenia zmiennej losowej T z jed-
nomodalna funkcja intensywnosci uszkodzen do klasy MTFR:

ET M) - 120
W rozwazanym wyzej przypadku warunek ten mozna zapisa¢ w postaci:
ET, >ET, ()

Okazuje sig, ze warunek ten w przypadku mieszaniny rozktadu wyktadniczego z roz-
ktadem Rayleigha ma postaé:

>)2X
*=h ®)

jexp[—lat2jdt = /l
0 2 20,

Z wniosku 8 wynika, ze analizowana mieszanina jest jednomodalna, gdy:

a>ph’ )

poniewaz

Dla mieszaniny rozwazanej w podrozdziale 7.2 warunek (7) ma postac:
0 t o
kjexp(—tzl—(—j ydt >1 (10)
0 2 \B
Ciekawym wydaje si¢ spostrzezenie, ze warunki (8) i (10) nie zaleza od p.

7.5. Uwagi dotyczace Sredniego czasu miedzy uszkodzeniami

Wspo6lna miara niezawodno$ciowa charakteryzujaca systemy naprawialne jest sredni czas
migdzy uszkodzeniami (Mean Tim Between Failure) oznaczany przez MTBF [4, 86].
W podrozdziale 7.1 tego rozdziatu podano, ze

L
MFBF = O (f) R(s)ds

W tym podrozdziale omowiono oceny dla MTBF. W pracy [4] udowodniono, ze:

RO _vr< b
HON IR{0)
Dla T € IFRA pokazano, ze:
! <MTBF < 1
InR(t) F(t)

Dla klasy MTFR szerszej od IFRA (IFRA < MTFR) zachodzi ponizszy wniosek.
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Whiosek 10. Jesli T € MTFR, to:

L <MTBF< L min{t,ET}
M) F(t)
Dowdd. Niech:
1
h(t)=——
© MTBF

Pochodna pierwszego rzedu dla h(t) ma postac:
_ f(OET(t) - F(H)R(t)
(ET(1))°

h'(t

Wiadomo, ze jesli T e MTFR, to h’(t) > 0, stad:
1
MTBF > MTBF. = —— dlate {t: M(t) <0}
M)
Nastepujaca oczywista nierownos¢:
t
[R(s)ds < min{t,ET}
0
jest podstawa do budowy oceny z géry dla MTBEF. Ocena z géry ma postaé:
1.
MTBF; =——min{t,ET}. 4
F(t)
W pracy [4] zaproponowano oceng:
t 1+R(t)

MTBE, =— o

Jednak z cytowanej pracy nie wynika, czy MTBF, jest ocena z dotu czy z gory dla
MTBF. Problem ten czg$ciowo rozwiazuje nast¢pujacy wniosek.

Whiosek 11. Jesli zmienna losowa T ma malejaca gestos¢ prawdopodobienstwa f(t), to
MTBF, jest ocena z gory dla MTBF.

Jesli gestos¢ prawdopodobienstwa f(t) jest funkcja jednomodalng z moda w punkcie t,,,
to istnieje t; > t,, takie, ze MTBF, jest ograniczeniem dolnym dla MTBF dla te <0, t,>
1 MTBF, jest ograniczeniem gornym dla MTBF dla te (t;, ).

Dowdd. Analizujac roznice:

_ET(t) t R()+1

&0=%0 "2 Fo

oraz

gi(t) =ET(t)- % (R(t)+1)
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mozna przekona¢ si¢, ze g,(0) = 0, g;(+w) = — . Pochodna pierwszego rzedu funkcji
g,(t) ma postac:

() =%(tf<t) ~F(1))

Jesli f(t) jest funkcja malejaca, to g”1(t) <01 MTBF, jest ocena z gory dla MTBF.
Jesli f (t) posiada modg w punkcie t,, to istnieje t; takie, ze t,, <t;, g’(t) >0 dla
te (0, 1) oraz g’y(t) <0 dlate(t, «). 4
Przyklad 7.6. Dla mieszaniny z przyktadu 7.5 w tabeli 7.1 umieszczono kolejno: war-

tosci funkcji niezawodnosci R(t), czas t, dokladna wartos¢ MTBF, oceng z gory
MTBFy, oceng z dotu MTBF = 1/A(t) i ocen¢ MTBF,.

Tabela 7.1. Doktadne i przyblizone wartosci dla MTBF

R(t) t MTBF | MTBF; | MTBF, | MTBF,
0.99999 0.00054 53.97 53.97 53.97 53.97
0.9999 0.0054 53.97 53.97 53.97 53.97
0.999 0.05398 53.95 53.98 53.93 53.95
0.99 0.54031 53.76 54.03 53.55 53.76
0.9 5.43971 51.67 54.40 49.22 51.68
0.8 10.9261 49.15 54.63 44.05 49.17
0.7 16.4696 46.62 54.90 39.17 46.66
0.6 22.1619 4421 55.40 34.90 44.32
0.5 29.1751 41.98 56.35 34.81 42.26
0.4 34.8007 39.94 58.00 34.81 40.60
0.3 42.5854 38.11 49.73 34.81 39.54
0.2 52.8174 36.50 43.51 34.81 39.61
0.1 70.2655 35.23 38.68 34.81 42.94

Analiza obliczen zamieszczonych w tabeli pokazuje, ze dla funkcji niezawodnosci R(t)
bliskiej 1 wszystkie wymienione oceny sa bardzo doktadne Dla R(t) < 0.5 najlepsza
oceng z gory jest MTBF,.



8. Podsumowanie

1. Na podstawie wynikow badan wtasnych oraz dostgpnej literatury zaproponowano
modele wyznaczania optymalnych okresow obstug profilaktycznych, ktoére sa ade-
kwatne do rzeczywistych systemow eksploatacji.

2. Na podstawie danych pochodzacych z rzeczywistych systemow eksploatacji wyka-
zano, ze czasy do uszkodzenia dla wybranych uktadéw autobusu moga mie¢ rozkta-
dy prawdopodobienstwa z jednomodalna funkcja intensywnos$ci uszkodzen. Udo-
wodniono zatem, ze niektore uszkodzenia nie zostaly skutecznie usunigte i pojawia-
ja si¢ ponownie w procesie eksploatacji. Wykazano, ze dobrymi modelami czasow
do uszkodzenia sa rozktady bedace mieszaninami rozktadéw prawdopodobienstwa.

3. W opracowanym semi-markowskim 3-stanowym modelu wymian profilaktycznych
uwzgledniono fakt, ze naprawa i obstuga profilaktyczna nie zawsze prowadza do
pelnej zdatno$ci obiektu technicznego. W modelu wymian uwzgledniono takze cza-
sy do uszkodzenia z jednomodalng funkcja intensywnosci uszkodzen.

4. Model n-stanowy jest uogoélnieniem modelu 3-stanowego i jest dobrym narzg¢dziem
do modelowania pracy ztozonych systemow eksploatacji. Dane uzyskane w procesie
identyfikacji rzeczywistego systemu eksploatacji umozliwity oceng parametréw dla
n = 11 stanowego modelu wymian profilaktycznych. Na podstawie analizy modelu,
w ktorym wykorzystano rzeczywiste dane, wykazano, ze mozliwe jest podnoszenie
efektywnosci funkcjonowania systemu eksploatacji.

5. Zbudowany ogdlny model wyznaczania obstug profilaktycznych dla systemow eks-
ploatacji z obiektami posiadajacymi gwarancje producenta nadaje si¢ do wyznacze-
nia optymalnych okreséw wymian profilaktycznych. Jest to model bardziej ztozony
w stosunku do tych znanych w literaturze i znacznie doktadniej opisuje system eks-
ploatacji. W przeciwienstwie do przedstawionych w innych pracach przyjmuje sig,
ze czasy napraw przed i po gwarancji, czas wymian sg zmiennymi losowymi. Moz-
liwe jest takze badanie istnienia maksimum funkcji kryterialnych dla przypadku, gdy
czas do uszkodzenia ma rozktad z jednomodalna funkcja intensywnosci uszkodzen.

6. W pracy zdefiniowano tez klas¢ rozkltadéow niezawodnosciowych MTFR, ktora
zawiera rozklady z jednomodalna funkcja intensywnos$ci uszkodzen. Klasa MTFR
W sposob naturalny zostala zdefiniowana podczas formutowania warunkéw istnienia
maksimum wspotczynnika gotowosci dla systemu 3-stanowego.

7. Za pomocg zbudowanych w tej pracy modeli wymian profilaktycznych mozna uza-
sadni¢ konieczno$¢ szczegodtowej identyfikacji rozktadu czasu do uszkodzenia dla
elementow (obiektow technicznych). Udowodniono, ze funkcje kryterialne: zysk
przypadajacy na jednostke czasu i wspotczynnik gotowosci silnie zaleza od typu
rozktadu prawdopodobienstwa czasu do uszkodzenia.

8. Z przeprowadzonych badan wiasnych wynika potrzeba dalszej analizy wtlasnosci
modelu n-stanowego, zwlaszcza dla budowania kryterium istnienia maksimum
wspolczynnika gotowosci.

9. Na podstawie analizy rzeczywistych systemoéw eksploatacyjnych mozna wykazaé
konieczno$¢ dalszych badan nad budowa modeli wymian profilaktycznych, co stwa-
rza w efekcie mozliwo$¢ racjonalnego sterowania zyskiem przypadajacym na jed-
nostke czasu i wspotczynnikiem gotowosci.
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METODA WYBORU EFEKTYWNEJ STRATEGII EKSPLOATACII
OBIEKTOW TECHNICZNYCH

Streszczenie

Praca dotyczy zastosowan wymian wedlug wieku obiektow technicznych oraz
probleméw zwiazanych z rozktadem czasu zycia obiektu technicznego. Gtowny nacisk
potozono na optymalizacjg zysku na jednostke czasu i wspdtczynnik gotowosci systemu
eksploatacji.

Cel i zakres pracy przedstawiono we wstgpie.

Po wstgpie nastgpuje rozdzial 2, w ktorym wprowadzone zostaty niezbgedne w dal-
szych rozwazaniach oznaczenia i pojgcia. Zdefiniowano rozktady czasow zycia stoso-
wane do wymian wedlug wieku i klasy rozkladow niezawodnosci. W szczegdlnosci
rozwazane sg rozklady z jednomodalng funkcja intensywnosci uszkodzen.

Trzy modele: Harriagi, Grabskiego i Yecha sa prezentowane w rozdziale 3. Ten
rozdziat zawiera takze przyktady roznych rozktadéw czaséw zycia w modelach wymian
wedhug wieku.

Rozdziat 4 jest zwiazany z uogdlnieniem 3-stanowego modelu wymian wedlug
wieku obiektow technicznych. Ten model wykorzystuje procesy semi-markowskie.
Zatozono, ze wymiana i naprawa nie prowadza do pelnej efektywnosci obiektu tech-
nicznego.

W rozdziale 5 wprowadzono uogolnienia wynikow 3-stanowego modelu wymian.
Ten rozdziat zawiera takze wyniki badan zysku na jednostkg czasu i gotowosci wielo-
stanowego systemu eksploatacji. Przykltady numeryczne rzeczywistych systeméw eks-
ploatacji pokazuja stosowalnos¢ tego uogoélnienia 3-stanowego modelu wymian.

W rozdziale 6 badano uogdlnienie modelu Yecha wymian wedtug wieku obiektow
z gwarancja. W tym modelu zaktada sig, ze niepomijalne sa czasy wymiany i naprawy.

W rozdziale 7 zaprezentowano wyniki z klas rozkladow starzejacych, mieszanin
rozktadow i ograniczen dla $redniego czasu migdzy naprawami. W szczegdlnosci wy-
znaczono mieszaning rozktadow majacych jednomodalna funkcje intensywnosci uszko-
dzen. Wyniki z mieszanin rozktadow wykorzystane do estymacji funkcji niezawodnosci
i funkcji intensywnosci uszkodzen zastosowano do systemu elektrycznego autobusu.

Ponadto dotaczono szeroka bibliografig tematu.
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THE METHOD OF CHOICE THE EFFICIENCY STRATEGY
OF THE MAINTENANCE OF TECHNICAL OBJECTS

Summary

The book deals with application of the age replacement of the technical object and
problems connected with the distribution of lifetime of the technical object. The main
emphasis is put on optimization of the profit per unit time and the availability of the
technical maintenance system.

The aim and the scope of the work are presented in Introduction.

In Chapter 2, that follows the Introduction, some basic notions necessary to further
considerations are introduced. The lifetime distributions applicable to the age replace-
ment investigation and the reliability classes of distributions are defined. The lifetime
distributions with the unimodal failure rate function are particularly considered.

Three models: Harriaga, Grabski and Yech are presented in Chapter 3. This chap-
ter also contains the examples of various lifetime distributions in the age replacement
models.

Chapter 4 is connected with the generalization of the 3-state model of the age re-
placement of technical object. This model utilizes the semi-Markov process. It has been
assumed that the replacement and the repair do not lead to full efficiency of the techni-
cal object.

The generalization of the results 3-state replacement model is introduced in Chapter 5.
This chapter also contains the results of investigations of the profit per unit time and the
availability of multi state technical systems. Numerical examples of the real mainte-
nance system show applicability this generalization of the 3-state age replacement
model.

In Chapter 6 the generalization of Yech model age replacement technical object
with warranty are considered. In this model, it has been assumed that the time of re-
placement and the time of repair are not negligible.

The results on ageing distributions classes, the mixture of distributions and the
bounds for mean time between repairs are presented in Chapter 7. In particular of the
mixture of the standard distributions having unimodal failure rate function are deter-
mined. The results on the mixture distributions used for the reliability function and the
failure rate function estimation are applied to electrical circuit of a bus.

Moreover, wide bibliography of topic is enclosed.





