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I. FUNKCJE JEDNE] ZMIENNE] - JE] WEASNOSCI
I GRANICE

Uwaga. Jezeli przyjmiemy, ze —oo, oo, 1, 0 to granice pewnych funkcji, wowczas

nalezy pamigta¢, ze wyrazenia typu:

olo

,=,0 00,00 —00,0°1%,00° — to symbole

nieoznaczone.

Przyklad 1.
Oblicz granice:

a) lim (4x°> —x%? + 3x + 2),

X—>—0

Rozwigzanie.

Przeksztalcamy badany wielomian wytgczajac przed nawias x°:

1 3 2
lim (4x° —x? +3x+2) = limx5<4—F+—+—>,

X——00 X——00 Xt x5
Zgodnie z twierdzeniem dotyczacym obliczania granicy funkcji, ktora jest iloczynem
dwoch funkcji, mozna obliczy¢ osobno kazda z granic wystepujacych funkcji
(pod warunkiem, Ze istniejg).

Mamy wiec

li (4 ! + > + 2 ) =4
XHPOO x3 x4 x5, 7
poniewaz trzy granice ulamkow rownajg si¢ zeru. Na podstawie definicji granicy

lim x3% = —co.

X——0

Ostatecznie

1 3 2

lim (4x° —x? + 3x + 2) = lim x5(4——+—+—) =[— 4] = —on,
xX——w X—>—00 x3 x* x5

Uwaga. W przypadku obliczania granicy wielomianu przy x — 4o lub x - —oo,

mozna bezposrednio skorzysta¢ z twierdzenia powigzania stopnia wielomianu

1 kierunku dazenia x, z ostateczng warto$cia granicy.

Odpowiedz. lim (4x° — x2 + 3x + 2) = —oo,

X——0



Funkcje jednej zmiennej — jej wlasnosci i granice

x%=3x+2

b) lim

X——00 x3— !

Rozwigzanie.

Podstawiamy wartos¢ do ktorej dazy x

1 o2

o0
i otrzymujemy symbol nieoznaczony. W zwiazku z tym przeksztalcamy badang
funkcje (patrz przyktad a.)
3,2
2 242
x*=3x+2 X (1 x+x2)

R M. L il =x11@wr_§.

Przy obliczaniu granicy funkcji, ktora jest ilorazem dwoch funkcji korzystamy

z odpowiedniego twierdzenia, ktdre sprowadza si¢ do obliczenia granicy z licznika
funkcji oraz granicy z mianownika badanej funkcji, o ile granica mianownika # 0
3,2

. 3. 2
- 12ty Jm(1-3+5)

“a(i-L) amx(i-%)

Granice trzech utamkow rownajg si¢ zeru, mamy wigc

x2
1
lim x<1 ——3) = -
X—>—w0
Zatem otrzymujemy
3,2 3. 2
i-gg dm (1-F+5) 1
lim o 1 === 0.
X——0 . —
x(1-5)  Jimx(1-53)

Uwaga. W praktyce obliczajac granice przy x — 4o lub x = —oo funkcji, ktora jest
ilorazem wielomianow warto podzieli¢ kazdy z wystgpujacych wielomiandéw
w funkcji przez x podniesiony do najwyzszej potegi, jaka wystepuje w mianowniku

badanej funkcji — jest to inny sposob przeksztatcenia badanej funkcji, czyli



Funkcje jednej zmiennej — jej wlasnosci i granice

2, . x? 3x+2 1 3+2

X< —3x + 00 — 00 Y3 3 T3 Y 2 T 53

lim :[ ]=limx 3x X~ — lim X xZ
X—>—0 X —1 X—>—0 X 1 X—>—00 1 1
x3 x3 T x3

Nastepnie nalezy skorzysta¢ z odpowiedniego twierdzenia (j/w) i obliczy¢ kazda

Z granic z osoba:

1 3 2 .1 2
i 22 Ve ezt 9=
oL lim 1 ——5 1
x X—>—00

Odpowiedz. lim

X——0 x3—

¢) lim=—2

x—=2 x2+x 6’

Rozwiazanie.
Podstawiajac x =2 do badanej funkcji zaréwno jej licznik, jak i mianownik

przyjmuja warto$¢ rowna zeru

}clig x2 +x - [0]
W zwigzku z tym x =2 jest miejscem zerowym wielomianéw: x3 —8
oraz x? + x — 6. Wydzielamy wiec czynnik x — 2 z licznika korzystajac ze wzoru:
a®—b® = (a—b)(a*+ ab + b?).
Mamy
x3 =23 =(x—2)(x* + 2x + 4).
Natomiast mianownik sprowadzamy do postaci iloczynowej

x2+x—6=(x—2)(x+3).

Stad
_ x3-8 (=2t +2x+4) . [x—2 x*P+2x+4\ 12
lim—— = lim = lim . ==
x->2x2+x—6 x-02 (x—2)(x+3) x-2\x — 2 x+3 5
gdyz
i x—2_1 X2 +2x+4 [22+2-2+4] 12
wax—2 7 i% x+3 | 2+3 5
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P x3-8 12
Odpowiedz. lim =—
x-2

x2+x—6 5

d) hnl(fif)zx_f

x—0o \X+5

Rozwigzanie.
Podstawiajg wartos¢, do ktérej dazy x otrzymamy symbol niecoznaczony (g) ,

dlatego nalezy przeksztatci¢ badana funkcje w taki sposob, by mozna byto skorzysta¢

Z nastepujacego wzoru
1 n
lim (1 + —) =e.
n-zoo n

Wykonujemy przeksztatcenie

(x_3)2x—4—_<x+5_8)2x—4_(x+5+ _8 >2x—4_(1+ _8 )Zx—4_
x+5 B x+5 “\x+5 x+5 B x+5 B

2x—4 (x_—-'—;'x_—é)Zx 4
1
=\t x+5 l x+5 -
-8 -8
5 -8 5\ —8-(2x—4
(Cores)2—4 (%)‘%
=[1 —1 =|1 !
- + x+5 - + x+5
-8 -8

Korzystajac z odpowiedniego twierdzenia dotyczacego obliczania granic oraz

pOWYyZszego wzoru, mamy

s —8:(2x—4)
r i
o (x =3 l 1 l Jim —&:2x=9
lim (x m 5) =lim|| 1+ P = exow xt5 = g 16
X—00 X—00
-8
gdyz
—8:-(2x—4
lim ( ) 16
xX—00 x+5

Uwaga. Inny sposob rozwigzania powyzszego przyktadu. Dokonujemy przeksztal-

cenia
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Funkcje jednej zmiennej — jej wlasnosci i granice

3
3\42X—4 x —;(2x—4)

Podobnie jak powyzej, korzystajac z odpowiedniego twierdzenia dotyczacego

obliczania granic, przedstawionego wzoru oraz przeksztalconego powyzej wyrazenia,

mamy
_xq~ @) et
(1) ] (14 %)
x —3 2x—4 -3 X—® -3
9lcl—r>130 (x + 5) - 9lcl—r>lgo %-(2x—4) - 10xx_20 '

x x
5 5
5 5

Obliczamy kazda z granic z osobna:

— 7 licznika
—6x+12
_x x
[ )
. —6x+12
. lim
lim 1+ — = ex—mo( x ) =e 6’
X—0 —_—
3
— z mianownika
10x-20
X x
5
1 Ji 10x=20
lim 1+ x = ex-on X = el().
X—00 i
5/
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Zatem otrzymujemy

—6x+12
_g x
1
lim||1+ —
X—0 _Z -6
3 e
— — 16
10x—20 el0 ’
x x

5
. 1
lim (“z)
5

x—3 2x—4
Odpowiedz. llm( ) = e~ 16,

x—o \X+5

Przyklad 2.
Wyznacz asymptoty, zbadaj wiasnos$ci funkcji (parzysto$¢ i nieparzysto$¢) oraz

wyznacz punkty przecigcia z osiami wspotrzednych:

X
f0= w57
Rozwigzanie.
1) Dziedzina funkcji: x2 —5x +4 # 0
a=1b=-5c=4
A= b? — 4ac
A= (-5)2—-4-1-4=09
VA=+9=3
-b—VA —(-5)-3
X = = = 1’
2a 2-1
-b+VA —(-5)+3
X, = = =4
2a 2-1

Zatem dziedzing funkcji jest zbior R — {1, 4}.

2) Granice na koncach przedzialu i w punktach nieciaglosci:

! 0
x2 N
xll)—ooxz —S5x+4 [ - xllrzloox 5 X 4 1 [1] 0,
x2 Tx2 T T2

10
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1
x 3 _ xZ _[9 2
xll>+oox2—5x+4 [oo oo] xliriloox X 1 [1]_0’
-5t

lim

X
a}lﬂ’f x2—-5x+4 [0_‘] -
lim [ ]=—
x4~ x2—5x+4 0-

x
xll>4+ x2—5x+4 [0+] -

3) Asymptoty

x—-1" x2 —5x+4 [0+] -

Z wyliczonych granic wynika, ze prosta y = 0 jest asymptota pionowa obustronng

funkcji (lir_}_l fx) = 0). Ponadto proste x =1 oraz x =4 s3 asymptotami
X—> 100

pionowymi obustronnymi.

4) Wiasnosci funkcji
—Xx

f(=x) =

X

—f() =

Mamy
f=x) # (),
f(=x) # —f(x),
Zatem funkcja nie jest parzysta ani nieparzysta.
5) Punkty przecigcia z osiami

a) z0X,czyli f(x) =0

X2—5x+4
dlax = 0.
Mamy zatem punkt (0, 0).
b) z0Y, czyli x=0

f(0) =

02-5. 0+4

x2 +5x+4

x2 —5x +4

11



Funkcje jednej zmiennej — jej wlasnosci i granice

Mamy zatem punkt (0, 0).
Odpowiedz. Funkcja nie jest parzysta ani nieparzysta, prosta y = 0 jest asymptota
pionowa obustronng funkcji, proste x = 1 oraz x = 4 s3 asymptotami pionowymi

obustronnymi.

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

Zadanie 1.

Wyznacz dziedzing funkcji:

a) f(x) =v2x—4,

b) f(0) =
©) f(x) - fo;;+4’

d) £ =Y (—x+D(x - 2),
e) f(x) =(x—4)?

f) f(x):#;_z,

g) f(x) _ e"‘3+2"’

h) f(x) = ej?,

) ) =—a—,
1—-e X

D @) =sing—s,
K G0 =in(5).
l) f(x) _ In(1+x)—In (1-x)

X

m) F(0) = log |-,
n) f() = /;"_*j,

0) f(x) =55 +J=x—6,
p) fx) =——+=

log(—x) + 5_x’

b

12
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qQ f(x) =log,(—x* +3x +10) + _xx—_zs ,
2_
1) f(x) = In(x? —5x+8) — 3/;;_;.
Zadanie 2.
Oblicz granice:
3_3,_ Vi3
a) lim al 23x 2, 0) lim 22 3,
xX——0o X“—2X X7 x2-49
. 3-3x-2 VxZ+5-3
b) lim (x — x), im 2=
) X—0 x2-2x p) }Cl_l')l'zl 2x—4
i x-1 . sin?x
©) xll)rpoo x2+3x-4" Q) }Cl_r% I—cost’
d) lim x2(1 — x .
V. 0 lim(5-2)
x—
e) lim (lxs —x* + x3), . Sinx—cosx
x—>—00 \5 S) IIII%W,
f) lim——= o
x>0 sins5x ’ £ lim sin7x
x—-0 3x >
. N v vt
) )lcl_l;l(;lo(x x X+ 1)’ u) lim sin7x—sin5x

sinx

x—0
h) lim(V4n? + 50— 7 — 2n),
n—o 2-Vx744

v) lim
. . x3-3x-2 ) x—0 Vx2+9-3’
) lim=— ,
x—w X“+x—6 ) l]m -3
w xS
N 1 sinat t x-3Vx—2-1
j) lim —4—),
t—0 t sin4t li VxZy1-1
x) lim —=——
. 2x%2-1 ) x—0 Vx2+25-5’
k) lim —
X——o0 X2+3x—4 x3+125
. 2 y) xirfls 2x2-50
D lim(JO+2)0+2%) - ),
Y . V2x?—ax+3
2 z) lim ————,
. x“+2x+1 X—00 X
m) lim ———,
x—->—-1 x“-1 2
. X“=x=2
 ox-a aa) lim -
n) lim ——, x->2 —2xt
x—-—-2 x“—4
Zadanie 3.
Oblicz granice:
. 5\% . 3\*
a) lim (1 +—) , b) lim (1 ——) ,
X—0 X X—0 X
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. x2 . n2—2n+1\"
c) ;lcl—r>?o (:ﬁ:) ) b ,IBLE‘O (n2—4n+2) ’
. ox . [5x+1\°X2
d) lim (Z2)7, o lim(Z)
. _ . 23%4%4q
e) 1111_r>r010[(ln(n+ 1) — In(n))n], h) lim=—=——.

Zadanie 4.
Zadanie oblicz granice jednostronne funkcji w podanych punktach:
a) f(x) = xiiz;z , x=0 x=2,
b) f() =55 x=-1,x=3,
C) f(x)_—x+6’ X—5,X—6,
d) f(x) =x-Vx —x2, x=0 x=1,
e) f(x) =—, x=0,
1+ex
f) f(x) = e, x=-1x=1,
o) flo) =52 x=0,
3x+4
h) f(x) = ctgx, x=0,
. 1-cosx
D Fo) =, x=0,
. __ In(1+x)-In (1-x) _
D) =m0 x=0.
Zadanie 5.
Wyznacz asymptoty f(x):
3 1
a) f(x) = L f) f(x) = el-x,
3x
_— — 1_
b f0) =5 o f6)= [
3x
) f¥) =7 h) f(x) = In(—x +3),
__x i =Vx+x—6.
d) flx) = T i) f(x) x2+x
x3+x2-1
o) f(x) =—F—

14



Funkcje jednej zmiennej — jej wlasnosci i granice

Zadanie 6.
Sprawdz, czy podana funkcja jest ciggla:
x2-2x+1
a)ﬂm={—;r‘ x#1
0 x =1,
_(x*+5x x=0
b= (5% 120
x? —2x+3 x €(-1,3)
¢) fx) = x € (—o0,~1)
x € (3,),
Ix 3' x < -1
d) f(x) = { 2x+3 —-1<x<1
24+ 2x + x? x>1,
x2-3 _
o f() = { x €R—{-1,1}
x €{-1,1},
(—x + 1 5)2 x<15
H f0G) = { x > 1,5.
ODPOWIEDZI
Zadanie 1.
a) x € (2,), j) x €R—{2},
b) x € R\{2,3}, k) x € (—1,1),
c) X ER, ) xe(-1,0)u(0,1),
d) x€€eR, m) x € (3,),
e) X ER, n) x € (2,3),
f) x € (1,2), 0) x € (—0,—6),
g) XER, p) XE(—OO,—].)U(—].,O),

h) x € (—00,—2) U (0, ),
i) xeR—-{-1,0,2},

Zadanie 2.
a) —oo,
b) 2,

c) 0,

qQ x € (=22),
r) x €R—{3}.

) —e, 9 %

)~ b %,
1

n L,

15



Funkcje jednej zmiennej — jej wlasnosci i granice

1) 0, p) é’ W) 29
D 3, q 2, x) 5,
15
k) 2, I') 0, y) T
b3, s) _ﬁ, 7) V2,
m) 05 2 3
1 t) z aa)_z'
n) -, 3
2
1 u) 2’
0) —— ,
v) -
Zadanie 3.
a) eSa d) eg’ f) 62’
b) 6_3, e) 1’ g) e_z,
c) 0, h) 1.
Zadanie 4.
Punkt lewostronna prawostronna
a) 0 —0o0 +o0
2 4= 42
2 2
b) —1 —00 +00
3 —0o0 + o0
c) 5 0 0
6 +o00 —00
d) 0 nie istnieje 0
1 0 nie istnieje
e) 0 0 0
f) -1 0 +o0
1 +0oo 0
3
g 0 " 0
h) 0 —00 %)
. 1 1
1) 0 E E
Do 2 2
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Zadanie 5.
a)Dz. x € R—{-1}, y=0 — asymptota pozioma obustronna, x = —1 -
asymptota pionowa obustronna,
b) Dz. x € R — {1}, y = 0 — asymptota pozioma obustronna, x = 1 - asymptota
pionowa obustronna,
¢)Dz. x € R —{-3,3}, y =0 — asymptota pozioma obustronna, x = —3 oraz

x = 3 - asymptoty pionowe obustronne,
d Dz.xe€R-{-22},y= —ix — asymptota ukos$na obustronna, x = —2 oraz

x = 2 - asymptoty pionowe obustronne,

e)Dz. x e R —{—1,1}, y = x + 1 — asymptota uko$na obustronna, x = —1 oraz
x = 1 - asymptoty pionowe obustronne,

f) Dz. x € R — {1}, y = 1 — asymptota pozioma obustronna, x = 1 - asymptota
pionowa lewostronna,

g) Dz.x € (—1,1), x = —1 - asymptota pionowa prawostronna,

h) Dz x € (—,3), x = 3 - asymptota pionowa lewostronna,

i)Dz. x € (—00,—3)U (2,0), y = —x — % - asymptota uko$na lewostronna,

1 .
y=x++ > asymptota ukosna prawostronna.

Zadanie 6.

a) ciagla,

b) ciagla,

¢) wx = —1 - ciggla prawostronnie, w x = 3 — ciagla lewostronnie,
d) wx = —1 - ciagla prawostronnie, w x = 1 — ciagta,

e) wx = —1 - nieciggla, w x = 1 — nieciagla,

f) ciagla.

17



II. ELEMENTY RACHUNKU ROZNICZKOWEGO FUNKC]JI JEDNE]
I DWOCH ZMIENNYCH

Przyklad 1.
Wyznacz przedzialy monotoniczno$ci oraz ekstrema lokalne funkcji
x
f@) = x2 —5x+4

Rozwigzanie.

Rozpoczynajac jakakolwiek analize funkcji nalezy zbada¢ zawsze jej dziedzing.
1) Dziedzina funkcji: x2 —5x + 4 # 0

a=1b=-5-c=4.

A= b* — 4ac
A= (=5)2—-4-1-4=9
VA=+9 =3
-b—vA —(-5)-3
X, = = =1’
2a 2-1
_—b+VA —(-5)+3
=T T T 21 T

Zatem dziedzing funkcji jest zbior R — {1, 4}.
2) Pochodna funkcji
x'-(x? —5x+4)—x(x*—-5x+4) 1-(x*-5x+4)—x(2x—5)
(x%2 — 5x + 4)? - (x%2 —5x + 4)2 -
. —x*+4
T (x2=5x+4)%

f'l) =

3) Dziedzina pochodnej: x? — 5x + 4 # 0. Zatem dziedzina pochodnej jest taka
sama, jak dziedzina badanej funkc;ji.
4) Miejsce zerowe pochodnej f'(x) = 0
—x%+ 4
(x2 — 5x + 4)?
—x24+4=0,

=0,

x=-2Vx=2.

18



Elementy rachunku rézniczkowego funkcji jednej i dwdch zmiennych

Zatem funkcja ma dwa punkty stacjonarne (—2,0) oraz (2,0) — s3a to punkty
podejrzane o istnienie ekstremum.
5) Znak pochodnej funkcji w sasiedztwie punktow stacjonarnych
Vyepz(x? = 5x + 4)%2 > 0,
Zatem na znak pochodnej wptywa tylko licznik pochodne;j.
Stad
f'(x) >0dla x € (—2,1) U (1,2),
f'(x) <0dla x € (—0,—2) U (2,4) U (4, ).
Zatem funkcja jest rosngca w przedziatach (—2,1) oraz (1,2), a w przedziatach
(—o0,—2) oraz (2, 4) oraz (4, ) jest malejgca.
Z powyzszego wynika, ze w punkcie x = —2 funkcja osigga minimum lokalne,
a w punkcie x = 2 funkcja osigga maksimum lokalne.

Ponadto

f(-2) = = S
(=2 —5-(=2)+4 9

2 p—
22—-5.2+4

Odpowiedz. Funkcja jest rosngca w przedziatach (—2, 1) oraz (1, 2), a w przedziatach

f2) = 1.

(—o0,—2) oraz (2,4) oraz (4, ) jest malejagca. W punkcie x = —2 funkcja osigga

minimum lokalne, a w punkcie x = 2 funkcja osiaga maksimum lokalne.

Przyklad 2.

Wyznacz przedziaty wklestosci i wypuktosci oraz punkty przegiecia funkcji:

fx) =16 = 3/(x — 2)5.

Rozwigzanie.
1) Dziedzina funkcji x € R.

2) Pierwsza pochodna

5
o) =3V -2

3) Dziedzina pierwszej pochodnej — taka sama jak dziedzina funkcji, czyli x € R

4) Druga pochodna
19



Elementy rachunku rézniczkowego funkcji jednej i dwdch zmiennych

10 1
9¥x=2

5) Dziedzina drugiej pochodnej: x — 2 # 0, czyli x # 2.

f'x) =

6) Znak drugiej pochodne;j

f"(x) > 0dlax > 2, zatem f(x) jest wypukta - f U, dla x > 2,
f"(x) < 0dlax < 2,zatem f(x)jestwklesta-f N, dlax <2
Punktx =2 nie nalezy do dziedziny drugiej pochodnej, ale nalezy do
dziedziny funkcji i skoro w jego sasiedztwie wykres funkcji zmienia si¢
z wklestej na wypukta, wiec punkt o odcigtej x = 2 jest punktem przegigcia
fo).

Odpowiedz. x = 2 jest punktem przegiecia f(x), fUdlax > 2, f ndlax < 2.

Przyklad 3.
Zbadaj przebieg zmiennosci funkcji i sporzadz jej wykres
2x3
fO) = F—

Rozwigzanie.
Przebieg zmiennosci funkcji mozna wykonywac opierajac si¢ o pewien schemat:
1) Dziedzina funkcji: x2 — 4 # 0
(x—2)(x+2)+0.
Zatem dziedzing funkcji jest zbior R — {—2, 2}.

2) Granice na koncach przedzialu i w punktach niecigglos$ci:

)3 2x3
X —00 ? —00
xo—w X2 — 4 oo]_xl—1>r—noox2 4_[1]__00'
x2  x2
i 2x3 [oo . 2x
= |—| = —_— ) = 0
x—l>I-Poo x2 —4 fe'e) x—1>I-Poo 1 !
1- 4)?

2x3 [—16]
= = —Q00
x>-2-x% — 4 0+ ’
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2% [-16
xl—}I—nZ"x2 —4- [0__ -
o 2x3 16
xllgl-xz —4 0_‘] -

2x3 [16]
= = oo

lim 0—+ =

x-2+ x2 — 4
3) Asymptoty
Z przeprowadzonych powyzej obliczen wynika, Zze proste x = —2 oraz x = 2 sa

asymptotami pionowymi obustronnymi badanej funkcji.

Ponadto badamy, czy funkcja posiada asymptot¢ ukosng y = mx + k,

Obliczamy warto$ci wspotczynnikow m i k, przy x — —oo:

2x3
3

X Y2 _ 4 2x
m= lim&=limu=lim = =2
x—>—00 X —o0 x xo—00 X3 — 4x  x—>—00 1 4
-2
x
k= lim [f() 1= 1 x3 ae) = 1 2x® —2x% +8x
- x—l>r—noo flx mxl = x—l>r—noo x2 — )= x—l>r—noo x2 —4 -
8
— 2
X

Te same warto$ci wspotczynnikéw otrzymamy, gdy powyzsze granice obliczaé

bedziemy przy x — co.
Zatem prosta y = 2x jest asymptota uko$ng obustronng badanej funkcji.

4) Wiasnosci funkcji

—2x3
fe0)= 5%
2x3
—fl) =- 24

Mamy f(—x) = —f(x), zatem badana funkcja jest nieparzysta, czyli symetryczng
wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych.
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5) Punkty przecigcia z osiami

a) z0X,czyli f(x) =0

2x3 _o
x%>—4
dlax = 0.
Mamy zatem punkt (0, 0).
b) z0Y,czylix =0
FO) = =0

Mamy zatem punkt (0, 0).

6) Pochodna funkcji
(2x3)" - (x* —4) — 2x3(x* — 4)’ B 6x% - (x> —4) —2x3 - 2x 3
(x2 —4)? (x2 — 4)2
_ 2x*—24x?  2x%(x* —12)
(x? —4)? (x? —4)?

[l =

7) Dziedzina pochodnej: x? — 4 # 0. Zatem dziedzina pochodne;j jest taka sama, jak

dziedzina badanej funkcji.

8) Miejsce zerowe pochodnej f'(x) = 0
2x%(x? = 12) _ 0
(x? —4)? '
2x*(x*—12) = 0.
Mamy
x=0Vx=-2V3 vx=2V3.
Zatem funkcja ma trzy punkty stacjonarne (—2\/§, 0), (0,0) oraz (O, 2\/§) —s3

to punkty podejrzane o istnienie ekstremum.

9) Badamy znak pochodnej funkcji w sasiedztwie punktow stacjonarnych
/\xEDz(x2 - 4’)2 > O,

zatem na znak pochodnej wptywa tylko wielomian z licznika pochodnej funkcji.
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Ponadto Ayep,2x? =0 , wiec o znaku pochodnej decyduje znak wielomianu
x?—12.

Zatem

f'(x) >0dla x € (—00, —2\/§) U (2\/§, 00),

f'(x) <0dla x € (—2v3,-2) U (2,00 U (0, 2) U (2,2V3).

Zatem funkcja jest rosngca w przedziatach (—00, —2\/§) oraz (2\/§, 00),
a w przedziatach (—2v3, —2), (-2, 2) oraz (2,2v3) jest malejaca.

Z powyzszego wynika, ze w punkcie x = —2+/3 funkcja osigga maksimum
lokalne, a w punkcie x = 2v/3 funkcja osiagga minimum lokalne. Punkt x = 0 nie

jest punktem ekstremum, poniewaz w jego sasiedztwie funkcja nie zmienita

znaku.
Ponadto
3
f(-2v3) = =2 (_Z‘F) =63,
(—2v3)" -4
3
f(2v3) = ﬂ = 6V3.
(2v3) -4
10)Druga pochodna
(2x* —24x2)" - (x* — 4)? — (2x* — 24x?) - ((x%2 — 4)?)’
') = Z_ 4y =
_ (8x® —48x) - (x* —4)? — (2x* — 24x%) - 2+ (x* —4) - 2x _
(x? —4)*
_8x-(x*—4) - [(x?* —6) - (x* —4) — (x* —12x?)]
(x? —4)*
_8x-(x2—4)-(x‘*—4x2—6x2 + 24 — x* + 12x2) B
(x% —4)*
_ 8x - (x?—4) - (2x* +24)
G4t

11)Dziedzina drugiej pochodnej — jest taka sama jak dziedzina funkcji.
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12)Miejsce zerowe drugiej pochodnej f''(x) = 0

8x-(x2—4)-(2x2+24)_0
(x% —4)* B

dlax =0,

poniewaz Ayepy s(2x% 4 24) > 0 oraz x = —2, x = 2 nie naleza do dziedziny
drugiej pochodnej funkcji.

Zatem otrzymali$my punkt (0, 0).

13)Znak drugiej pochodnej - dla kazdego x nalezacego do dziedziny drugiej

pochodnej wielomiany 2x? + 24 > 0 oraz (x? — 4)* > 0, wiec nie wplywaja na
jej znak.

Zatem

8x-(x2—4)>0dlax € (—2,0) U (2,0),

8x-(x?—4)<0dlax € (—,—2) U (0,2).

Stad

f'"(x) >0 dla x € (—2,0)U(2,0), wiegc wykres  f(x) jest wypukly
w przedziatach dla (—2,0) oraz (2, ),

f'"(x) <0 dla x € (—o0,—-2)U(0,2), wigc wykres  f(x) jest wklesly
w przedziatach dla (—oo, —2) oraz (0, 2).

Natomiast w punkcie x =0 f(x) posiada punkt przegiecia (wykres funkcji

w otoczeniu x = 0 zmienia si¢ z wypuklego na wklesty).

Ponadto
—-2.03

0) = = 0.

FO0) = 5
14)Tabela i wykres funkcji
x —00 |+ | —24/3 | - -2 |0 2 24/3 [e%)
(%) — — | Asymptota | + | 0 | — | asymptota | + +
f’(X) + 0 — — 0 | - _ 0 +
fx) N |-6v3|N © | U n © | U |min |U |
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Przyklad 4.

Oblicz granicg funkcji korzystajac z twierdzenia de L’ Hospitala
lim SL
xo=5y[—x —4—1

Rozwigzanie.
Bezposrednio z twierdzenia de L’Hospitala mozemy korzystaé, gdy mamy symbol

. @ 0
nieoznaczony typu — lub e

W przypadku badanej funkcji, gdy x = —5 otrzymujemy

y 54x [0]
im ———=|<|.
x>-5y—x—4-1 10

Stosujac wskazane twierdzenie wyznaczamy pochodna — osobno - funkcji z licznika

oraz mianownika i otrzymujemy

, 5+x H ) 1 )
ey P L s S i
2V—x—4
S TAERT S5+x
Odpowiedz. lerES ==t 2.
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Przyklad 5.
Wyznacz ekstrema lokalne funkcji

flx,y) =2y + x%y + x? + 5y2.

Rozwigzanie.
1) Wyznaczamy dziedzing badanej funkcji, czyli (x,y) € R?.
2) Obliczamy pochodne czastkowe rzgdu pierwszego wzgledem kazdej ze

zmiennych i mamy

d
%=2xy+2x,
of
— = 6y? 2 +10y.
3y ye +x“ + 10y

3) Dziedzing powyzszych pochodnych czastkowych sg x € R, y € R.
4) Wyznaczamy punkty stacjonarne (przyrownujgc pochodne czastkowe rzedu

pierwszego do zera)

(9f _
(o
k@=0

Mamy
{ 2xy+2x =0
6y%+x%+ 10y = 0.

Z pierwszego rownania wyznaczamy mamy
2x(y+1)=0
stad
x=0Vvy+1=0.
Zatem
x=0vy=-1.
Postawiamy wyznaczone warto$ci do drugiego roOwnania.
L Gdy x = 0 mamy
6y%+ 0%+ 10y =0,
y(6y +10) = 0.
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Stad

Mamy

y=0vé6y+10=0.

Otrzymalismy dwa punkty (0, 0) oraz (0, - Z)

II. Gdy y = —1 mamy

Zatem

xX=2Vx=-2.

Mamy zatem dwa punkty (—2,—1) oraz (2,—1).

6(—1)2 + x2 + 10(=1) = 0,
x2—4=0.

Ostatecznie mamy cztery punkty stacjonarne: P;(0,0), P, (0, —g),Pg, (=2,-1) oraz

P,(2,—1), w ktorych badana funkcja moze mie¢ ekstrema lokalne.

5) Wyznaczamy wszystkie pochodne czgstkowe rzgdu drugiego

*f
Py 2y + 2,
d*f
a—yz = 12y + 10,
o*f 0%f
= = 2x
0xdy 0dydx

6) Obliczamy warto$ci pochodnych czastkowych rzgdu drugiego w punktach

stacjonarnych — w celu bardziej przejrzystego zapisu postuzymy sie tabela

5
P,(0,0) | P, <0, —§) Pi(=2,—-1) | Py(2,-1)
% f 4
— = 2 —= 0 0
EP% 2y + 2 3
s =12y +10 10 -10 -2 -2
ay? y
92 a2
f = f =2x 0 0 —4 4
dxdy 0dyox
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69, 65

(g)‘p (a;z;]) Pl dla kazdego punktu stacjonarnego:
9yox/ p dy? P
2 0
0 10

Zatem w P; (0, 0) badana funkcja ma minimum lokalne.

7) Budujemy hesjany

- dla P;(0,0) mamy [(2) 100], skad det [ ] = 20> 0, przy czym 2 > 0.

4 4
- dla P, (0,%) mamy [_5 0], skad det [_5 0] =43—0>0, przy czym
0 -10 0 -10

~i<o0.
3

Zatem w P, (0, g) badana funkcja ma maksimum lokalne.

- dla P;(~2,—1) mamy [_2 :‘2*], skad det [_2 “Y=0-16=-16<0.

Zatem w P;(—2,—1) badana funkcja nie ma ekstremum.

- dla P,(2, —1) mamy [g _‘2*], skad det [2 _‘2* —0-16=-16 <0,

Zatem w P,(2,—1) badana funkcja nie ma ekstremum.

Uwaga. Wnioski dotyczace ekstremoéw badanej funkcji wyciagane sa na podstawie
odpowiedniego twierdzenia, w ktorym sprawdza si¢ wyznacznik hesjanu dla
konkretnego punktu i jezeli jego wartosc¢ jest:

- wicksza od zera, to funkcja ma ekstremum,

- mniejsza od zera, to funkcja nie ma ekstremum,

- rdwna zeru, to mamy do czynienia z przypadkiem nierozstrzygnietym, czyli funkcja
moze mie¢ lub nie w danym punkcie ekstremum — przypadku tego nie bedziemy

rozstrzygac.

Odpowiedz. Badana funkcja ma ekstremum w P;(0,0) — minimum, w P, (O,S) -

maksimum, natomiast w P;(—2,—1) oraz P,(2, —1) nie ma ekstremum.

28



Elementy rachunku rézniczkowego funkcji jednej i dwdch zmiennych

ZADANIA DO ROZWIAZANIA
Zadanie 1.
Korzystajac z definicji, wyznacz — o ile istnieje - warto§¢ pochodnej funkcji f(x)

w danym punkcie x,:

a) f(x) = 2x+5, xp = 3,
b) f(x) = 2 - 3x, Xo = —2,
¢) f(x) = x%2+1, Xy = 4,
d) f) =, %o = 3,
e) f(x) = 2sin3x, X = 118,
f) f(x) = ctgx, X =7,

g f(x) = Ix-3|, X = 3.
Zadanie 2.

Korzystajac z definicji, wyznacz pochodna funkcji:

a) f(x) = 2x?+3, X ER,

b) f(x) = 2Vx, x € R — {0},
0) fG) =2, x € R — {0},
d) f(x) = cos3x, x ER,

e) f(x) = tygx, x ER,

f) f(x) = Inx, x € (0, ).
Zadanie 3.

Korzystajac ze wzoréw na pochodne funkcji elementarnych, wyznacz pochodna
funkcji:

a) f(x) = 3x* —5x + 2,

b) f(x) = 4x°+10x% —3 + €7,

c) f(x) =3x* —2\/§+\/E+%+’;_7,

d) f(x)=((x—-3)*+(x+1)3,

&) Fx) = 4% + 20167,
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f) flx) =v6—2x2,

g f() =(2x+9)°,

h) f(x) = e 3 (x +Vx),

) fO)=(x-49% (x*-3),

D ofl) =(@x*+3x2+2) (x? —1) +Vx - (4x% + 3),
k) f(x) = sin3x + sin*2x + tg(sinx),
) f(x)=3-(2x—4)5 - (x2+5x+6),
m) £ () =x +Vx,

n) f(x) =sin(e™ +3) - lni + W,
0) f(x) = 2sin®x + 3cos2x — ctgix,
p) f(x) ==x-tgx,

8x+1
q) f(x) - 4x+3,
5
D F) ==,
x%+x+1
S) f(x) T x2-x41°
) f(x) _ (x%2-2x+3)?
(x-1)3

u) f(x) = $+ arctgV1l + x?,
v) f(x) = In(x? + 5x — 3) + Inv/cosx,

1 \2
w) f(x) = 4ln3 (sian + m) ,

x) f(x) =log[2 — sin(3e™** + x?)],
y) f(x) =x*,

2) f(x) = (tgx)*".

Zadanie 4.

Wyznacz pochodng rzedu drugiego funkcji:
a) f(x)=x3+3x-2,

b) f(x) =—,

¢) f(x) =8x*—x*,

4x2+1
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5

d f(x) = 2

e) f(x) =(x—3) V3,
f) f(x) = x%inx,

g) f(x) =e*-ctgx,
h () =%,
i) f(x)=e 2 +e*,
j) f(x) = cos>2x,

k) f(x) =16 —3/(x — 2)5.

Zadanie 5.

Wyznacz pochodng rzedu czwartego funkcji:
a) f(x) = Inx,

b) f(x) = sin5x,

c) f(x) =e”,

d) f(x) = 2x5 +5x% —3 + e 2%,

e) f(x) = xlnx.

Zadanie 6.
Oblicz granice:
a) lim -1 h) lim Yoo
x——00 X2=3x-4" x>0 Vx2+4-2">
2
. x“+2x+1 . . 5—-x
b) lim ——— i) lim——
)x—>—1 x2-1 ) x-5Vx—1-2"
i VETE-3 i) lim 22
2
C) xlzg x—2 > x—0 tgx
x
. sin®x k) lim
d) lim , ) lim ==
x—0 1—cosx
1-cosx
. Sinx—cosx 1) li >
e) lim————, x50 %
xolk C0S2x
4 . e*+4e*-5
sindx—sin2x m) lim ’
. - x
f) lim——, x=0
x—0 sinx
. 1 1
. Sindx 1’1) hi% (;_ex—l)’
g) lim , x
x-0 3x

0) xli_)r{1+[(x -1 -In(x-1)].
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Zadanie 7.

Wyznacz przedziaty monotonicznosci i ekstrema lokalne funkcji:

a) f(x)=%x4+x3, n) f(x) =x-Vx —x2,
b) f(x) =%x4—x3, o) f(x) =%,

o ) =52, p) fOO =eT +e,
0 f6) = V0=

e) f(X) =§x5—x4+x3, r) f(x) za’

1
f(x) = e x2-3x+6,

f) f(x) =x3+3x—2, )
g) f(x) =x%(1—-x), t) f(x)—;—z
h) f(x) =3x° —5x%, w f(x) = (16 —x2) - Va2,
) f)=Q0Q-x*)-1-x%, v f(x) = —x-V8—x2,
e =gy w) 00 = Gz =9,
B fo) =520 x) f() =8-(x-3)3,
) f(x)=vx?2+1—x, y) f(x)—16 \/(X— 3)3,
m) f(x) =x%-Vx +1, 2

2) f(x) =e
Zadanie 8.
Wyznacz przedziaiy wypuktosci i wklgstosci oraz punkty przegiecia funkcji:
a) () =2, o) fl) ===,
b) f(x) = 8x* —x*, ) f(x)=Yx—1+5,
9 fG) =x"(1 =), o f@) =G-8,
d) f) ==,
Zadanie 9.
Zbadaj przebieg zmiennosci funkcji i narysuj jej wykres:
a) f(x)=4x—§x3, ¢) f(x) =x3+6x*+9x,
b) f(0) = 5, d) f) =22
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e) f(x)=(x—3)-V3, h) f() ==,
D =350 D Fe) =2

g f(x) =x?Inx, D o) =3(x = 3)e.

Zadanie 10.
Wyznacz najmniejsza i najwickszg wartos¢ funkcji na podanym przedziale:
a) f(x) =8x%—x*, x € (—1,3),
b) f(x) - x2_9 ) X E <172)a
¢) f(x) =x-V2—x, x € (0,2),
d) fO) =Y -8 x €40,2),
_ x5
e) f(x) = —o x € (0, 4),
) f(x) =4x— §x3, x € (=2/3, 24/3).
Zadanie 11.

Oblicz pochodne czastkowe rzgdu pierwszego wzgledem kazdej ze zmiennych:
a) f(x,y) =3x*—5y° -8,

b) f(x,y) = 5x°y3 — 3xy? + 2x,

) f(x,y) = (3x* —5y° —8)%,

d) f(x,y) =sin(3x +5) + cos(x — y),

e) f(x,y) =4+ 3x%y —5xy?,

f) flxy) = (2 - 6x*y —50)%,

g f(xy) =Insin,

h) fx,y) =e* ™ - xy,

i) floy)=InEx+x2+3)-y,
D fly) =x",

K fey) =e x+2,

2x%+y
y2

D fGy) =
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m) f(x,y) =e?in (x + 1),
n) f(x,y) = x - siny,

X

0) f(xy) = .
Zadanie 12.

Oblicz wszystkie pochodne czastkowe rzgdu drugiego:
) floy) =2

b) f(x,y) = x - cosy,

o) flx,y) =e*",

d) flxy) =e?,

e) f(x,y) =x%y® —3xy?+2x+ 3,

H fGy) =e*(x*+y),

2 flxy) = In(x + 2y?),

h) f(x,y) = cos?(4x + 3y),

i) fO,y)=xy—x*—x+6y.

Zadanie 13.

Zbadaj istnienie ekstremum lokalnego podanych funkcji
a) fx,y) =x*+y*—4y,

b) fx,y) =2x2+3xy+y?—2x—y+1,
©) flx,y) =x>+y®+3xy,

d) fl,y) =x°—y® + 9y,

e) flx,y) =x*+y*+xy—x—5y,

0 flx,y) =x*+2y?> —xy —x + 4y + 10,
g floy) =x*—2y*—2x+1,

h) fO,y) = (x—1)% +2y?,

i) f(x,y) = —8x%y — 16x2 +§y3,

D floy) = —e¥ 7 (x? = 2y?),

k) f(x,y) = xy+i+i.
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ODPOWIEDZI
Zadanie 1.
a) f'(3) = 2,
b) f'(-2) = -3,
) f'(4) =8,

1

d) f'3)=—;

99

e) f' (%) = 3v3,
nri)=-3

g) Nie istnieje pochodna w punkcie x, = 3.

Zadanie 2.

a) f'(x) = 4x, d) f'(x) = —3sin3x,
b) f'(0) = == o) f'®) =
o) flx)=—=, N f@=1
Zadanie 3.

a) f'(x) =6x -5,

b) f'(x) = 20x* + 20x + e*,

¢) f'(x) =12x3 —%—i—i %xG ,

d) f/(x) =2x—6+3-(x+ 1) =3x%+8x — 3,
1
sin2x

e) f'(x) =4%-In4 — 2¢9%.

-In2,

2x

f) f'(x) = =k
g f'(x) =12-(2x +9)°,

h) f'(x) = e=3* (—3x —3Vx+ =+ 1) ,

i) f'(x) =4x3 —24x% + 26x + 24,

. ' .5 3 _ 3 3
D f'(x) =6x>+8x 2x+2\/}+10x2,

k) f'(x) = 3cos3x + 8sin32x - cos2x +

cosx

cos?(sinx)’
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) f'(x) =6-(2x—4)*- (7x? + 26x + 20),

, MR 2yx+1
m) f'(x) = 2xvx A x T

n) f'(x) =—cos(e™*+3)-e7*- ln% —sin(e™ +3) -%,

’ _ £ 2 _ 7 l; . L
0) f'(x) = 6sin“xcosx — 6sin2x + 352 (m) Wiz

p) f'(x) = tgx + —,

Q) £/ =

D ) =5

9 f10) =

0 fl) = (xz—thJ?:)_-ia)cj—Zx—S),

IR

W [ = Fns Tt

W G = 24 (sin2x 4 512) o (2cos2r - ),

3x+2

! [—cos(Be™2* + x?)] - (—6e™** + 2x),

x) f'(x) = [2—sin(3e~2*+x2)]In10

y) f'(x) =x*-(lnx + 1),

z) f'(x) = (tgx)e" - (e" -Intgx + e* -

tgx-cos? )

Zadanie 4.

a) f"(x) = éx,

b) () ==,

c) f"(x) =16 —12x2,

' _ —10(3x%-1)
d) [0 =—om
e) f"(x) =0,
f) f"(x) =2Ilnx+ 3,
g) f"(x) = e* (ctgx +29272),
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Elementy rachunku rézniczkowego funkcji jednej i dwdch zmiennych

h) f”(x) — 3lnx§— 8’
4x2

i) f"(x) =4e %"+ e*,
D f"(x) =12cos2x - (2sin?2x — cos?2x),

b [0 =S

Zadanie 5.

) [ == d) fV(x) = 240x + 16e~2*,
2

b) f(x) = 625sin5x, ) V() =3

) f1"(x) = e,

Zadanie 6.

a) 2’ f) 2a k) _1,

b) 0, 9 %, n L

z 2

c) > h) 2 m) -3,
1

d) 2, ) —4, n) :

V2 .
&) — j) 2, 0) 0.
Zadanie 7.

Oznaczenia: f T - funkcja rosngca, f | - funkcja malejaca, min. — minimum lokalne,

max. — maksimum lokalne funkcji,

a) fTdlax € (—=3,2), f ldlax € (—o,—3), wp. x = —3 ma min,

b) fTdlax € (3,00), f ldlax € (—,3), wp. x = 3 ma min,

¢) fTdlax € (—o,—1) orazx € (1,), fldlax € (—1,1),wp.x = —1ma
max, w p. x = 1 ma min,

d) fTdlaxe(-1,1),f ldlax € (—o0,—1) oraz x € (1,0), w p. x = —1 ma min,
w p. x = 1 ma max,

e) fT dlax € (—o0,1) oraz x € (3,00), f 1 dlax € (1,3), w p. x =1 ma max,
W p. x = 3 ma min,

f) f Tdlax € R, brak ekstremum,,
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Elementy rachunku rézniczkowego funkcji jednej i dwdch zmiennych

g) fTdlax € (0,2), fl dlax € (—,0) oraz x € (2,00), w p. x =0 ma min,
wp.x=§mamax,

h) fTdlax € (—oo,—1) oraz x € (1,0), f L dlax € (—1,1), w p. x = —1 ma max,
w p. x = 1 ma min,

i) fT dlax € (—,0) oraz x € (1,00), f | dlax € (0,1), w p. x =0 ma max,
w p. x = 1 ma min,

) fTdlaxe(—1,1), fldlax € (—o,—1) oraz x € (1,), w p. x = —1 ma min,
w p. x = 1 ma max,

k) fTdlax € (—-1,1), fldlax € (—o,—1) oraz x € (1,), w p. x = —1 ma min,
w p. x = 1 ma max,

1) fldlax €R, brak ekstremum,

m) f T dlax € (—1,—%) oraz x € (0,0) , fl dlaxe€ (—E,O), wDp. x= —g ma
max, w p. x = 0 ma min,

n) fTdlax € (0,%), fldlaxe G,l),wp.x =%mamax,

o) fTdlax € (0,e?), f ldlax € (e?, ), wp. x = e? ma max,

p) f1dlax € (2n2,0).f Ldlax € (—oo, 2in2), wp.x =2in2 mamin,

q) fTdlax € (—o,1), f ldla x € (1,), wp. x = 1 ma max,

r) fTdla x€(1,0),fldlax € (—,0)orazx € (0,1), wp. x = 1 ma min,

s) fT dlax € (—,2) oraz x € (2,2), fl daxe (2,3) oraz x € (3, ),

W p. X =§mamax,

t) fTdla x € (e,), fldlax € (0,1) orazdlax € (1,e), w p. x = e ma min,

u) f1 dlax € (—o0,—2) oraz x € (0,2), fl dlax € (—2,0) oraz x € (2,00),
Wp.x = —2orazx = 2 mamax, wp. x = 0 ma min,

v) fT dlax € (—2\/2—2) oraz x € (2,2\/5), fldlaxe(-2,2), wp x=-2
oraz x = —2 mamax, W p. X = 2 ma min,

w) f 1 dlax € (=3,0) oraz x € (3,), fl dlax € (—»,—3) oraz x € (0,3),
wp.x = —3 orazx = 3 ma min, w p. x = 0 ma max,

x) f Tdlax € (3, ), brak ekstremum,
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Elementy rachunku rézniczkowego funkcji jednej i dwdch zmiennych

y) fTdlax € (3,0), fldlax € (—,3), wp. x =3 ma min,
z) fldlax € (—,2) oraz x € (2, ), brak ekstremum.

Zadanie 8.
Oznaczenia: f U - funkcja wypukta, f N - funkcja wklesta

a) fU dla x € (—V3,0) oraz x € (V3,0), fn dla x € (—0,—V3) oraz x €

(O, \/§), punkty przegiecia: x = —V/3,x = 0,x = V/3,

b) fU dla x € (—? ﬁ), fndaxe (—(ﬁ—?) oraz € (?,Oo), punkty

'3

Lo 2V3 2V3
przegigcia: x = —T,X = 5

b

¢) fudlax e (—00, g), fndlax € (é,w), punkt przegigcia: x = 2

3’

d) fudlax € (—1,), f ndlax € (—oo,—1), brak punktow przegiecia,
3 3 3

e) fudlaxe (82,00), fndlaxe (0,62), punkt przegiecia x = ez,

f) fudlax € (—o,1), f ndlax € (1, ), punkt przegiecia x = 1,

g) fudlax € (8,0), f Nndlax € (—,8), punkt przegiccia x = 2.

Zadanie 9.

a) fTdlax € (—=2,2), fldlax € (—o,—2) oraz x € (2,0), w p. x = —2 ma min,
w p. x =2 ma max, f U dla x € (—,0), f N dla x € (0, ), punkt przegi¢ccia
x =0,

b) fT dlax € (—,0), f1 dla x€ (0,0), w p. x=0 ma max, fU dla x €

(—00,— \/;) oraz dla x € (g,OO), fndaxe (—g,g), punkty przegiecia:
_
2’ 2’

¢) fTdlax € (—o,—3) oraz x € (—1,), f l dlax € (—3,—1), wp. x = —3 ma
max, w p. x = —1 ma min, f U dla x € (=2,0), f N dla x € (—o, —2) punkt

przegigcia x = —2,
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Elementy rachunku rézniczkowego funkcji jednej i dwdch zmiennych

d) f1T dlax e (—00,—9 oraz x € G,OO), flda xe (—%,0) oraz x € (O,%),
w p. x=—§ ma max, w p. x=§ ma min, fU dla x € (0,), fNn dla
x € (—, 0) brak punktow przegigcia,

e) f Tdlax € R, brak ekstremum, brak punktow przegigcia — funkcja liniowa,

f) fTdlax € (—o,—1) oraz x € (1,2), oraz x € (2,), f ldla x € (—1,0) oraz
x€(0,1),wp.x =—1mamax, wp. x =1 mamin, fUdlax € (0,0), fndla
x € (—, 0) brak punktow przegiecia,

g fT dlaxe (e_%,w), fl dlaxe (O,e_%), w p. x=e_% ma min, fU dla

3

X € (e_;, 00), fndlaxe (O,e_%), punkt przegiecia x = e 2,

h) f Tdlax € (0,), f L dlax € (—o0,—1) oraz x € (—1,0), w p. x = —0 ma max,
fudlax € (—1,0), f ndlax € (—o, —1), brak punktéw przegiecia ,

i) fT dla x€e(l,o), fl dlax€(—,1), w p. x=1 ma min, fU dla
X € (—0,2), fndlax € (2, ), punkt przegigciax = 2 ,

) fTdla x€(-3,0), fl dlax € (—o,—3), w p. x =—3 ma min, f U dla
x € (—o0,—-3), fndlax € (—3, ), punkt przegieciax = —3 ,

Zadanie 10.

a) Warto$¢ najmniejsza —9 dla x = 3, warto$¢ najwigksza 16 dla x = 2,

b) Warto$¢ najmniejsza —g dla x = 2, warto$¢ najwigksza — i dlax =1,

¢) Warto$¢ najmniejsza 0 dla x = 0 i x = 2, warto$¢ najwieksza 4—\9/6 dlax = §=
d) Warto$¢ najmniejsza 0 dla x = 2, warto$¢ najwicksza 4 dla x = 0,

e) Warto$¢ najmniejsza % dla x = 4, wartos¢ najwicksza g dlax =4,

f) Warto$¢ najmniejsza _Tlé dla x = —2, warto$¢ najwigksza ? dlax = 2.
Zadanie 11.
o _ 9 _ _15y2
a) Pl 6x, rvhe 15y~ ,
Of _ 4c,8y3 _ 342 o _ 4,92 _
b) Pl 45x°y° — 3y + 2, 3y 15x°y* — 6xy,
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Elementy rachunku rézniczkowego funkcji jednej i dwdch zmiennych

c) Z—i = 18x(3x2 — 5y3 — 8)2, Z—£ = —45y2(3x2 — 5y3 — 8)2,
d) o~ 3cos(3x + 5) — sin(x — y), F sin(x —y),
ax ady
of _ _gy2 9 _ 3.2
e) Pl 6xy — 5y°, 3y 3x* — 10xy ,
f) z—i =4-(2—-6x%y—5x)% - (—12xy — 5), g—f/ =4.-(2—6x%y —5x)% (—6x?)

af 1 x 1 of 1 x [—x
g -=—FC0S-:—, —=—%-c0S_"|=)
dx sm; y y 0y sln; y y

b L= err(2x?y +y), L= e (—xy + ),

. 6_f _ y . 1+2x 6_f _ [~ o2
i) ax  Vx+xZ2+3 2Vx+x2’ 3y In(Vx +x* +3),

: of _ Iny-1 of _ 1 ny
1) ax—lnyx ,ay—ylnxx ,
af 2 y of 1

k) ==e*(2x2+1)—=, ===

) ox € ( x°+ ) x2’ oax x°

1) of _4x Of _ —4x’-y
ax  y’ ay = y3 °
af x ( 1 af

m)—=e?(y-In(x+1)+—), —=xe™ 1

VL= e (y InGt D +25). L=xe¥in(x+1),

af . af
n) —=sSsn — = X"*C0S

) ox Vs dy Y

O) a_f _ 1 ﬂ __ —Xxcosy
ax  siny’dy  sin2y

Zadanie 12.

o L TL_ 0 _ oy 1
ox2 "’ 9y2  y3’ axdy  oyox  y?

92%f 92%f 9%f o%f .
b) — =0, — = —xcosy, —— = ——= —sin

) ox2 ' 9y? Y, 0xdy  dyodx Y,

o) Of _ pxty O _ pxvy O _ 9 _ x4y
dx? 7 ay? 7 9xdy  0ydx i
a%f a%f a%f a%f

d) = =y?%eW, —=x%e¥, —=—=eY(1+x

) dx2 y " ay2 ' 9xdy  0yodx (1+xy),
a2f 3 0% 2 o*f _ 9*f 2

e) — = 2 —_— —_ = = —

) ox? Yo 9y? 6x%y = 6x, d0xdy  dyox 6xy 6y,
a%f el a%f a%f a2%f -
—=e ¥ (x° —4x 2), ~42=0 —2=—2=—¢7%

f) ox2 ( Ty s ), dy? " 9xdy  dyox >

y Lo L O vyt O O 4y

g 0x? (x+2y2)2° dy2  (x+2y2)2° dxdy  dydx  (x+2y2)2°
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Elementy rachunku rézniczkowego funkcji jednej i dwdch zmiennych

) 2L = —32(1 — 2 sin(4x + 3y)), ZZT]; = —18(1 — 2 sin(4x + 3y)),

dx?

O _ 9 41 — 2sin(4x + 3y))

0x0y  0ydx Y,

f _ 5 9 _ __x 9 _9f _ 1

ax2z T ay? T afyZ’oxdy  oydx 2y
Zadanie 13.

a) P(0,1) — minimum,

b) P(—1,2) - brak ekstremum,

¢) P;(—1,—1) - maksimum, P,(0, 0) - brak ekstremum,

d) P(0,0) - brak ekstremum, P (3, —3) - minimum,

e) P(—1,3) - minimum,

f) P(0,—1) — minimum,

g) P(1,0) - brak ekstremum,

h) P(1,0) - minimum,

i) P,(0,0) - przypadek nierozstrzygniety, P, (1, —2) - brak ekstremum,
P;(—1, —2) - brak ekstremum,

) P;(0,0) - brak ekstremum, P,(—4, —2) - maksimum,

k) P(1,1) - minimum.
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III. WYBRANE ZAGADNIENIA RACHUNKU CALKOWEGO -
CALKOWANIE PRZEZ PODSTAWIENIE I CALKOWANIE
PRZEZ CZESCI

Przyklad 1.

Oblicz catke nieoznaczong:

f(xz +1)% - (x — 1)dx.

Rozwigzanie. Przeksztatcajac funkcj¢ podcatkowa do postaci wielomianu, m.in. przez

podniesienie funkcji podcatkowej do kwadratu i wymnozenie, otrzymujemy

f(x2 +1)%-(x—1)dx = f(x4 +2x2+1)(x — Ddx =

=f(x5—x4+2x3—2x2+x—1)dx.

W tej postaci korzystajac z whasnosci catek nieoznaczonych i podstawowych wzoréw

rachunku catkowego mamy

fodx—fx4dx+2fx3dx—2fx2dx+fxdx—fdx=

—x X +2X 2x3+x2 +c =
R

Odpowiedz. Rozwigzaniem cafki jest rodzina krzywych o réwnaniu
1 1 1 2 1
“x6—xS+oxt—cxd+-xP-x+c.

6 5 2 3 2

Przyklad 2.

Oblicz catke nieoznaczona:

f(x3 +1)? - x? dx.
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Wybrane zagadnienia rachunku catkowego...

Rozwigzanie. Powyzszy przyktad mozna rozwigza¢ na dwa sposoby. Po pierwsze
mozna t¢ calke roztozy¢ na trzy sktadniki, stosujac m.in. wzér skréconego mnozenia

(patrz przyktad 1.)
f(x3+1)2-x2 alx=f(x6+2x3+1)x2 dx=f(x8+2x5+x2)dx:

x 2x° x3 x® x® x3
=gttty o=yt
Mozemy réwniez zastosowac podstawienie
X*+1=t
Rézniczkujac obustronnie otrzymujemy
3x%dx = dt,

skad
2d ! dt
x*dx = =dt.
3
Stosujgc wzoOr na zmiang zmiennej, mamy
1
f(x3+1)2-x2 dx=§ft2dt.

Powyzsza catke mozna rozwigza¢ za pomocag elementarnych wzoréow rachunku

catkowego, otrzymujac

1ft2dt—1t3+ —1t3+
3 T33 7 ¢T9t T

Powracajgc  do zastosowanego wczesniej podstawienia mamy ostatecznie
1
f(x3 +1)?-x%dx =§(x3 +1)3 +c.
Odpowiedz. Rozwigzaniem catki jest rodzina krzywych o rownaniu % P +1)3+c.

Uwaga. Powyzsze rozwigzania ,,r6znig si¢” o statg 5 Jednak rozwigzaniem kazdej

z catek nieoznaczonych jest pewna rodzina funkcji réznigca si¢ o stala ¢, c € R, wigc
rozwiazania powyzsze ,,pokryja si¢” w zaleznosci od wartosci, jaka przyjmie ta stala.

(Stata wartosc¢ + stata warto$¢ = inna stala warto$¢ ze zbioru liczb rzeczywistych).



Wybrane zagadnienia rachunku catkowego...

Przyklad 3.

Oblicz catke nieoznaczong :
dx
| a=
Rozwiazanie. Zakltadamy, ze x > g Wykonujemy podstawienie
3x —5=t,
skad rézniczkujgc obustronnie mamy
3dx = dt,
dx = 1dt.
3

Podstawiajac powyzsze wartosci do calki i korzystajac z podstawowych wzorow

rachunku catkowego, otrzymujemy

1
dx 3dt 1 1¢'/2 2 2
= = — -1/2 = —_— = — = — —
f—Bx—S 7 3ft dt 3 % +c 3\/f+c 3\/3x 5+ c.

Odpowiedz. Rozwiazaniem catki jest rodzina krzywych o réwnaniu gv 3x —5+c.

Przyklad 4.

Oblicz catke nieoznaczona:

foexzdx.

Rozwigzanie. Wykonujemy podstawienie
x% =t.
Roézniczkujac obustronnie mamy
2xdx = dt,
stad

foe"zdx = f etdt = et +c=e* +c.

Odpowiedz. Rozwiazaniem calki jest rodzina krzywych o réwnaniu e +c.

Przyklad 5.
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Wybrane zagadnienia rachunku catkowego...

Oblicz catke:

Inx
—dx.
X

Rozwigzanie. Zakladamy x > 0 i dokonujemy podstawienia lnx = t. Rézniczkujac

obustronnie mamy i dx = dt, stad

Inx t? 1,
f—dx=ftdt=—+c=—ln x + c.
X 2 2

Odpowiedz. Rozwigzaniem catki jest rodzina krzywych o réwnaniu % In’x +c.

Przyklad 6.

Oblicz catke nieoznaczong:
x4
——dx.
f 25+ 6

Rozwigzanie. Zaktadamy 2x° + 6 # 0. Stosujac podstawienie

2x°+ 6 =t
1 r6zniczkujac obustronnie, mamy
10x*dx = dt,
stad
1
*dx = —dt.
xdx = 75

Podstawiajac wyrazenie do caltki otrzymujemy

f AP ALt +c= L imj2xs + 6]+
25 +6 " 10) T T 1o M TET oM ¢

Odpowiedz. Rozwigzaniem catki jest rodzina krzywych o rownaniu % In|2x> + 6| +c.

Przyklad 7.

Oblicz catke nieoznaczona:

fx - cosx dx.
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Wybrane zagadnienia rachunku catkowego...

Rozwigzanie. Funkcja podcatkowa jest iloczynem dwodch funkcji, ktore nie sa
w zaden sposOb poprzez dzialanie rézniczkowania ze soba powiazane. W zwigzku
z tym nalezy zastosowac¢ wzor na catkowanie przez czesci przyjmujac
u = x, skad du = dx,
oraz
dv = cosx dx, skad v = [ cosxdx = sinx.

Podstawiajac do wzoru, dang calk¢ mozemy zapisaé w postaci
jx - cosx dx = xsinx — j sinxdx = xsinx + cosx + c.

Odpowiedz. Rozwigzaniem calki jest rodzina krzywych o réwnaniu xsinx + cosx + c.

Przyklad 8.

Oblicz catke oznaczona:

T
f e3* . cos2x dx.
0

Rozwiazanie. Obliczajac calk¢ oznaczong mozna postgpowaé w rézny sposob, tzn.
wyznaczy¢ najpierw catke nieoznaczong i nastgpnie podstawic granice catkowania lub
od razu rozwiazywa¢ catke¢ wraz z granicami catkowania.

Rozwigzemy powyzszy przyklad wyznaczajac najpierw catke nieoznaczona, czyli
-f e3* - cos2x dx.

W celu wyznaczenia tej catki nalez postuzy¢ si¢ metoda catkowania przez cze¢sci,
dlatego tez podstawiamy

u=e>*, dv = cosx dx,
skad

1
du = 3e3* dx, v = f cos2x dx =§sin2x.

Obliczajac catke [ cos2x dx mozna skorzystaé z podstawienia 2x = t.

Po skorzystaniu ze wzoru na catkowanie przez czesci otrzymujemy
3x L osx; 3 axe;
e** - cos2x dx = Sevsinx —o | e sin2x dx.
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Wybrane zagadnienia rachunku catkowego...

Ponownie korzystamy ze wzoru na catkowanie przez czesci i mamy
u = e3*, dv = sin2x dx,
skad

1
du = 3e3* dx, v = fsian dx = — zcost.

Zatem

1 ) 3 ,
Ee3x5m2x - E,f e3*sin2x dx =

=le3"sian—E —le3x0052x— 3f e3x (—lCOSZX) dx| =
2 2 2 2

L osxe; 3 s O s«

= Ee sin2x + Ze coSs2x — Zf e**cos2x dx.

W wyznaczonej catce otrzymalismy postac catki, ktorg mieliSmy rozwigzaé
f e3* . cos2x dx = %e3x5in2x + %e”cost — %j e3*cos2x dx,

zatem po przeniesieniu jej na lewg stron¢ otrzymujemy

131 ., 1L 3

Tf e** - cos2x dx = Ee (stx + Ecost) .
Ostatecznie wigc catka nieoznaczona wynosi

f e3% . cos2x dx = 12—3e3x (sian + ;COSZX) + c.

Podstawiajac granice calkowania mamy

YA
YA

f e3* . cosx dx = [ie:”‘ (sian + Ecost)] =
13 2 o
0

2 3 2 3

— 3w i _ — __p30 I . — . =

=13 e [sm(Zn) + 5 cos(Zn)] 3 e [sm(Z 0) + > cos(2 0)]
3 3 3

— _ _p3m _ 3T _
B¢ "o D

Odpowiedz. fon e3* . cos2x dx = % (e3™ —1).
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Wybrane zagadnienia rachunku catkowego...

Przyklad 9.

Oblicz catke oznaczona:

2x - cosx? dx.

A INEL

Rozwigzanie. Wyznaczajac calkg korzystamy z najpierw z podstawienia

stad
2x dx = dt.
Dokonujgc zamiany zmiennych w funkcji podcalkowej, zmianie ulegng réwniez

granice catkowania

x 0 I3
2
t= Xz 0 T 2 T
CE
Calka jest zatem postaci
n T
2 2

z T
f 2x - cosx? dx = f cost dt = [sint]? = sinz— sin0=1-0=1.
0 0

Uwaga. Catke oznaczona mozna najpierw rozwigza¢ jako calke nieoznaczong i na
koncu postawi¢ granice catkowania — nie dokonujemy wowczas zamiany granic
catkowania — patrz przyktad 8.

Odpowiedz. fo\ﬁ 2x - cosx? dx =1.

Przyklad 10.

Oblicz pole obszaru ograniczonego liniami: y = x2 — 1,y = x + 2 oraz x = 0.

Rozwigzanie. Wykonujemy rysunek pomocniczy, aby wyznaczy¢ cze$¢ wspoOlna

ograniczong liniami z tre§ci zadania
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Wybrane zagadnienia rachunku catkowego...

ey = (%=1 ) (54 1)

—=t ]

x=0

Pole, ktore mamy obliczy¢ jest na wykresie zamalowane.
Pole sktada si¢ z dwoch czesci P = Py + P,.
Obliczamy kazde z p6l osobno, wigc

2

2 2 2 s
_ Moz —Dar = x| [ =
P, —.!(x+1)dx 1j(x 1)dx [2 +x]0 [3 x]

1

8 1 14
=2+2-—+2+-—1=—(?).
+2-3+2+3 > (%)

Pole P, znajduje si¢ pod osig Ox, to zgodnie z definicjg i interpretacjg catki
oznaczonej, pole wynosi

1

1 1
3
P2:_bf(xz_1)dx:b[(_x2+1)dx:[_%+x] =—%+1=§(]'2).

0

Mamy zatem

14
P=P +P=—

2 16
—=_(j2
3+3 3(])'

Odpowiedz. Szukane pole wynosi % Jj2.
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Wybrane zagadnienia rachunku catkowego...

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

Zadaniel.

Wyznacz nast¢pujace catki nieoznaczone (korzystajac z podstawowych wzorow

rachunku catkowego):
a) f(x2 —3x+i+8) dx,

3x5+2x%-3x+8

b) [ dx,
o) f(2x? —x+1)~(x—2)dx,
d) fx\/—+x\/_ dx,

e) J-4x\/i+x\/§ dx,

) [(x—2)?dx,
g) [(x*+2)%-xdx

Zadanie 2.

i) f 4x—3vx—43xB+8

hy J(5+ ¥x)° dx,

) f6x2—3\/—+\/_ dx,

dx
232 ’

k) [(4sinx — e¥)dx,

D f( _—4 x2+1) dx,

m) fCOS 2x

n) [2*5% dx.

Wyznacz nastepujace catki nieoznaczone (korzystajac z metody catkowania przez

podstawienie):
a) [(x?—3)*-xdx
2x dx
b) f(x2_3)3 >
2
©) fsf—x3 dx,
x4—
d) f(3_2x5)2 dx,
e) [2V5x + 3 dx,

f) [xVx2—3dx
g) [8(2x*—3)°-x3dx,

. -3
D [g=dx
k) [ x-cosx?dx,

) [3x2-e*dx,

dx
n) f4sin2(5x+1) ’

0) [12x%-cos(2x® — 1) dx,

p) [ cosx - six3x dx,

D J e

) fcos x5
s) [e*-sin(e* + 2)dx,

) f ctgx

sin?x

Inx
) f % dx,

sinx

V2+cosx >

’

V) f% - sin(Inx) dx,
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Wybrane zagadnienia rachunku catkowego...

w) [ bb) f < S g
e
X) f3ex+6 dx, Cc)f9x2+16’
y) ftQBx dx: dd) f%
z) [sin*x - cos3x dx,
COS X

)fsm“x

Zadanie 3.

Wyznacz nastepujace calki nieoznaczone (korzystajac z metody catkowania przez

czgsci):

a) [Inxdx, k) [e?* -sine* dx,
b) [e*-cosxdx, ) [x3-(Inx)? dx,
¢) [xPe*dx, m) f:cg’e"2 dx,

d) [x?-cosxdx, n) [x-tg?xdx,

e) [x?-sin6x dx, 0) fln x

f) [e?*-sin3x dx,

g) [Vx-Inxdx,
h) [(2x + 5)sinx dx,

p) [xsinxcosx dx,

qQ J2*-cosxdx
r) f x-arcsinx dx

i) [ cos(lnx) dx, Vi-x?
i) [x-2%dx,
Zadanie 4.

Oblicz nastgpujace calki oznaczone:

2 2x
a) f—l mdx,

b) [, Inxdx, g [, x%Inx dx,
3 e*

) Jo o i

d) [#sinxcosx dx, : -

) I [ 5t dx,

e) f_21 xe* dx, dx,

. 5 x
I e
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Wybrane zagadnienia rachunku catkowego...

1 21/x

k) f% = d

Zadanie 5.
Oblicz pole obszaru ograniczonego liniami:
a)xy=4, y=-2x+6,
byy=e* x=-3, x=1,y=0,
)y=x2—-1, y—2x=2,

x2

dy=r5 ="
e)y?=2-—x, x=-2,
Hy*=xy=x%

9y =x y=>x% y=3x,
hyy=2x+1ly=—-x+1x =2,
)y=—x?+x+2,y=x+1

ODPOWIEDZI
Zadanie 1.

a)

3
%—§x2+4\/§+8x+c,
4
b) 3i+2x—31nx—§+c,
4 X

1 5 3
¢) Ex" —§x3 +5x2 —2x+oc,

6 15
d) E3613/6_|_%ng/15 +e,

4 1

e) 8\/}—5%4'&

X3
f) ?—2x2+4x+c,

x6 4 2
2) - tx +2x* +c,
h) 25x + 2V +2Va +c,
. 6 5
1) 6x+\/—§—%+c,
j) 3Va? =2 - 2R+ 123 +



Wybrane zagadnienia rachunku catkowego...

k) —4cosx —e* +c,

1) —4arcsinx + 2arctgx + c,
m) 3tgx + c,

n)

10%
In10

+ c.

Zadanie 2.

a) %(x2 -3)° +c,

b) +c,

_2(x2—3)2
¢) =In|5+x3| +c,
3

1

d) ~ 3062y T &
€) % (5x +3)3 +¢c,
NS JEE-3P+c,
g) s (2x* =3+,
h) §m+c,
i)g (x* + 6)® +c,

D Va2 -2 G+ 27+,
k) %sinx2 +c,

D —e ™ 4,

m) -e ¥ +c,

n) —%ctg(Sx +1)+c,

0) 2sin(2x3—1) +c,

Zadanie 3.

a) xlnx —x +c,
b) %ex(sinx + cosx) + c,

c) e¥(x3—-3x?+6x—1)+c,

54

p) isin“x +c,

qQ) —2v2 + cosx +c,
r) Etgx5 +c,

s) —cos(e* +2) +c,
t) —%ctgzx +c,

u) iln"x +c,

v) —cos(Ilnx) + c,

1
4ln*x

w) — +ec,

X) ~in|3e* + 6| +c,
3

1
2cos2x

y) + In|cosx| + c,

1, 1.
z) -sin®x —=sin®x + ¢
5 6 ’

1

+

aa) —
) 3sin3x  sinx

+c,
bb)—2cosvx + c,

1 3
cc) S arctg; x+c,

dd); arcsin2x+c.



Wybrane zagadnienia rachunku catkowego...

d) (x? — 2)sinx + 2xcosx + c,

e) —%xz

f) —1—136‘2x(25in3x + 3cos3x) + ¢,

2) E\/F(lnx - g) +c,

h) (—2x — 5)cosx + 2sinx + c,

i) lx(sinlnx + coslnx) + c,
i)l 22 (xln2 —1D+ec,

k) —e*cose* + sine* +c,

1) %x“ (lnzx —%lnx + é) +c,
m) ée"z(x2 -1 +c,

n) xtgx — %xz + In|cosx| + c,

0) 2vx(In’x — 4lnx +8) +c,

XC0S2x sin2x

-——+—+c

P -—, 5 ;
) 2%(sinx+cosxIn2)

q 1+In22 ’

r) —V1—x2%arcsinx +x + c.

Zadanie 4.

-1 1?2 3
2) [2(x2—3)2]_1 Y
b) [xlnx —x]§ =1,

¢) [Inle* +1]]3 =

1 . 1
co0sbx + —xsinbx + —cos6x + c,
18 108

o [ (e =D = 5o - 5

v [1

[, =
) In5 1y Ins’

b [vxZ—S]S =2(\5-1),

) [lnz
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Wybrane zagadnienia rachunku catkowego...

Zadanie 5.
P= 3_4‘122, =l.2
a) P=(3—4n2)j n P=3j7
b) P = (e —e ?)j?, 27 .
g) P=712,
¢) P=09j ,
h) P = 8j%,
_ (T _1\.2
@ P=(5-3)/% i) P=2j2
¢) P=3j2
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IV. ELEMENTY ALGEBRY LINIOWE]

Przyklad 1.
Wykonaj mnozenie macierzy:

1 0 -1 2 0
a) |2 3 =2(-|1-1 4
4 —4 51 1-2 3

Rozwigzanie.
Uwaga. Wykonujac mnozenie macierzy nalezy najpierw sprawdzi¢, czy dziatanie jest
mozliwe do wykonania, czyli czy liczba kolumn pierwszej macierzy jest rowna liczbie
wierszy drugiej macierzy.
W podanym przyktadzie liczba kolumn macierzy pierwszej jest rowna 3, a liczba wierszy
macierzy drugiej jest rowna 3, zatem dziatanie jest mozliwe do wykonania.
Wymiar macierzy ktéra uzyskamy w wyniku mnozenia bedzie rowny liczbie wierszy
pierwszej macierzy i liczbie kolumn macierzy drugiej, zatem 3 X 2
1 0 -1 2 0
[2 3 —2] . [—1 4
4 —4 51 1-2 3

1:240-(-D+(1)-(-2) 1-0+0-4+(-1-3
=12-243-(-1)+(-2)-(-2) 2:0+3-4+(-2)-3|=
4-24+(-4)-(-1)+5-(-2) 4-0+(—4)-4+5-3

4 -3
=15 6
2 -1

1 0 -1 2 0 4 -3
Odpowiedz: |2 3 =2|-]1-1 4|=|5 6
4 —4 5 2 3 2 -1

1 ] (= -1)- -
o33 0 B
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Elementy algebry liniowej

Przyklad 2.
Stosujac twierdzenie Laplace’a, oblicz wyznacznik macierzy
0 5 =3 1
-1 -4 2 -1
3 4 =2 o)
1 2 3 4

Rozwigzanie. Korzystajac z twierdzenia Laplace’a nalezy wybra¢ dowolny wiersz lub

A=

kolumng, wedlug ktérych bedziemy dokonywac¢ rozwinigcia. Wybieramy kolumng
czwartg, zatem

det A= ay4 D1y + a4 - Dyy + 34 - D3y + Qg - Dyg,

gdzie:
D;j - dopetienie algebraiczne elementu a;;.
-1 -4 2 0 5 -3
det A=1-(=1)'"*-det| 3 4 2|+ -(-1***-det|3 4 -2|+
1 2 3 1 2 3
0 5 -3 0 5 -3
+0-(-1)3**.det|-1 —4 2|+4-(-D**"*-det|-1 -4 2.
1 2 3 3 4 =2

Nalezy obliczy¢ poszczegdlne wyznaczniki macierzy wystgpujace w tym rozwinigciu.
Obliczamy po kolei wyznaczniki macierzy, stosujac ponownie rozwini¢cie Laplace’a:
- wzgledem pierwszego wiersza:

-1 -4 2
det| 3 4 =2|=

1 2 3

— 1 .(—1)1+1, 4 -2 _ (—1)1+2 , 3 -2 (—1)1+3
= —1- (D)W det[) TE|+ () (0P det[] TE]+2-(-D)

3 47
-det1 2]—
=—(12-(-49))+4-9+2)+2-(6—4) =32,
- wzgledem pierwszej kolumny:
0 5 -3
det|3 4 =2|=
1 2 3
0. (—1)2. 4 =2 (133 5 -3 (14 . 5 -31_
=0 (-1)-det[; T5|+3-(-D%-det[) TI]+1-(-D*-det|] "o|=

=-3-21+2=-61.
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Elementy algebry liniowej

Trzeciego wyznacznika nie obliczmy, poniewaz w wyniku pomnozenia jego wartosci
przez 0 otrzymamy 0.
Uwaga. Wyznacznik macierzy stopnia 3-go mozna szybko obliczy¢ korzystajac z tzw.
schematu Sarrusa.
Wedlug tej metody obliczymy ostatni z wyznacznikow, czyli

0 5 -3 0 5 =31 0 5

det [—1 —4 2] = det [—1 —4 2] -1 —4=

3 4 =2 3 4 =213 4

=0-(—4)-(-2)+5:2:3+(-3)-(-1)-4—3-(—4)-(-3)—4-2-0—(=2) - (1) -5 =
=0+30+12—-36—-0—-10 = —4.

Majac obliczone wszystkie wyznaczniki wracamy do obliczenia wyznacznika macierzy A:
detA=-32—-(—61)+0+4-(—4) =13.
Zatem detA = 13.

Przyklad 3.
2 1 5 =3
Oblicz rzad macierzy A =| 1 -1 2 1|
-3 -3 -8 7

a) korzystajac z definicji rzgdu macierzy i z wlasnosci mozliwych do wykonania dziatan
na rzedach macierzy,
b) korzystajac z twierdzenia o podmacierzy nieosobliwej,

c) korzystajac z przeksztatcen elementarnych.

Rozwigzanie a). Korzystajac z definicji rzedu macierzy i z wlasnosci mozliwych do

wykonania dziatan na rzgdach macierzy obliczmy

2 1 5 -3
rzA=rz| 1 -1 2 1
-3 -3 -8 7

do elementéw wiersza pierwszego dodajemy elementy wiersza drugiego pomnozone

przez (—2),

czyliw; = w; + (=2) - w,
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0 3 1 -5
=rz| 1 -1 2 1=
-3 -3 -8 7
do elementdéw wiersza trzeciego dodajemy elementy wiersza drugiego pomnozone przez
3,
czyliwg; = wz + 3-w,
0 3 1 -5
=rz|l -1 2 1| =
0 -6 =2 10
Zauwazamy, ze kolumna pierwsza jest liniowo niezalezna od pozostatych (czyli od
kolumny drugiej, trzeciej i czwartej). Dokonujac (podobnych) przeksztatcen, mozemy w
drugim wierszu w kolumnach: drugiej, trzeciej i czwartej uzyskac zera, stad wiersz drugi
jest rowniez liniowo niezalezny od pozostatych, czyli od wiersza pierwszego i trzeciego.
Zatem, mamy jeden wiersz (jedna kolumng) liniowo niezalezny od pozostatych i
opuszczajac liniowo niezalezny wiersz 1 liniowo niezalezng kolumn¢ — w naszym

przyktadzie wiersz drugi i kolumng pierwsza - kontynuujemy obliczanie rz¢du macierzy

1 -5]_
-2 10

Wiersz drugi jest liniowo zalezny od wiersza pierwszego (i odwrotnie), poniewaz, gdy do

=1+rz[_2

elementow wiersza drugiego dodamy elementy wiersza pierwszego pomnozone przez 2,

uzyskamy same zera w wierszu drugim, wy; = w, + 2-w; (w, = —2w;). Podobnie
mozna wyzerowaé kolumne, np. pierwsza i trzecia, gdyz k; = 3k, oraz k; = =5k,

_ 3 1 =5]1_

=1+rz 0 0 0] =

Zgodnie z wiasnos$cia rzedu macierzy — rzad macierzy nie ulegnie zmianie, gdy usuniemy
wiersz (kolumng) ztozong z samych zer, zatem

=1+rz[3 1 -5]=2.
Zatem rzA = 2.

Odpowiedz. rzA = 2.

Rozwigzanie b). Korzystajac z twierdzenia o podmacierzy nieosobliwej

2 1 5 -3
A= 1 -1 2 1]

-3 -3 -8 7
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Skoro w twierdzeniu jest mowa o podmacierzy nieosobliwej (ktorej wyznacznik jest
rozny od zera), nalezy wzia¢ pod uwage tylko macierze kwadratowe. W naszej macierzy
— najwigksza podmacierza kwadratowa, jest macierz stopnia 3. W naszym przyktadzie sg
mozliwe do utworzenia 4 podmacierze stopnia 3-go.
Wybieramy podmacierz — po usunigciu pierwszej kolumny i odliczamy wyznacznik
1 5 -3
det [—1 2 1] =0

-3 -8 7
Nie mozemy stwierdzi¢, ze rzA # 3, poniewaz nie zbadaliSmy wszystkich podmacierzy,
zatem szukamy dalej podmacierzy nieosobliwej o najwyzszym stopniu (3):

- po usuni¢ciu kolumny drugie;j:

2 5 =3
det| 1 2 1|=0,
-3 -8 7
— po usuni¢ciu kolumny trzecie;j:
[ 2 1 3]
det| 1 -1 1
-3 -3 7]
— po usunigciu kolumny czwarte;j:
[ 2 1 5]
det| 1 -1 2
-3 -3 -8l

Zadna z mozliwych podmacierzy stopnia 3-go nie jest nieosobliwa, zatem 7z4 < 3 i w
zwigzku z tym nalezy szukaé nieosobliwej podmacierzy stopnia 2-go.
Wybieramy dowolng podmacierz stopnia 2-go (jest 18 mozliwo$ci) — po usunigciu

pierwszej i czwartej kolumny oraz trzeciego wiersza mamy
1 5]1_
det|_; S]=7%0.

Wybrana podmacierz stopnia 2-go jest najwicksza niecosobliwg macierza (wszystkie
mozliwe do utworzenia podmacierze stopnia 3-go mialy wyznacznik réwny 0), dlatego
rzad naszej macierzy A jest réwny 2.

Odpowiedz. rzA = 2
Rozwiazanie c). Korzystajac z przeksztalcen elementarnych
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2 1 5 -3
A=]11 -1 2 1|.
-3 -3 -8 7
Szukamy stopnia macierzy jednostkowej wystepujacej w jej postaci kanoniczne;j,
[1 «x i R
0, 0,

Zamieniamy miejscami wiersz pierwszy z drugim i otrzymujemy
1 -1 2 1
2 1 5 =3
-3 -3 -8 7
Do elementéw wiersza drugiego dodajemy elementy wiersza pierwszego pomnozone
przez (—2) i do elementéw wiersza trzeciego dodajemy elementy wiersza pierwszego

pomnozone przez 3, otrzymujemy

[1 -1 2 1]
0 3 1 -=5]
0 -6 -2 10/
Kolumne trzecig zamieniamy miejscami z druga i otrzymujemy
[1 2 -1 1]
0 1 3 =5|.
0 -2 -6 10/

Do elementow wiersza pierwszego dodajemy elementy wiersza drugiego pomnozone
przez (—2) i do elementow wiersza trzeciego dodajemy elementy wiersza drugiego

pomnozone przez 2, otrzymujemy

1 0 =7 11
0 1 3 —5|.
00 0 O
Po powyzszy przeksztalceniach otrzymali§my posta¢ kanoniczng macierzy A
1 0 -7 11
0 1 3 -5
0 0 : 0 o0

w ktérej macierz jednostkowa jest stopnia 2-go.

Zatem rzad macierzy A jest rowny 2.

Odpowiedz. rzA = 2.
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Przyklad 4.

Wyznacz macierz odwrotng do podanej macierzy:

a) korzystajac z definicji dla

A=[_; é

agq a12]
b

Rozwigzanie. Korzystajac z definicji A-A™1 =A 1 A =1, gdzie A™! = [a21 g

mamy
-1 17 [@11 4121 _[1 O
[ 2 3]'[a21 azz]_[o 1]'

Wykonujgc mnozenie dwoch macierzy, otrzymujemy:

—ay1 +az; —ap+ azz] _ [1 0]
2a4, +3a,; 2a,, +3az,1 7 10 1F

W oparciu o definicje rownosci dwoch macierzy, otrzymujemy uktad réwnan:
_a11 + a21 = 1
2a41 +3a,;, =0
_a12 + a22 = O !
2(112 + 3(122 == 1
a doktadnie — dwa uktady rownan z dwiema niewiadomymi kazdy

—Q1; + A =0

{_all + a21 = 1
2a12 + 3a22 = 1

2a11 + 3a21 =0 Oraz{
Rozwigzujac powyzsze uklady réwnan (np. metoda przeciwnych wspotczynnikéw),

otrzymujemy

Szukana macierza odwrotng do macierzy A, jest macierz postaci

A=

5

Uwaga. Wyznaczanie macierzy odwrotnej w oparciu o definicje¢ jest bardzo pracochtonne.

Ul — Ul -

W przypadku, np. macierzy stopnia 3-go, zeby znalez¢ do niej macierz odwrotng nalezy

rozwigza¢ trzy uktady rownan z trzema niewiadomymi.
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3
Odpowiedz. A™* = | ,°

GlR Ul

2
5

b) korzystajac z metody wyznacznikowej dla

0 5 =3 1
-1 -4 2 -1

3 4 -2 of

1 2 3 4

B =

Rozwigzanie. Metoda wyznacznikowa wynika bezposrednio z twierdzenia i oparta jest na

wzorze:
-1 _ 1 . ad
detA ’
gdzie A? oznacz macierz dolgczona, czyli transponowang macierz dopetnien
algebraicznych.
W naszym przykladzie szukamy macierzy B~* = deltB - B4,

Dyy Diz Diz Dy’
D
dzie B¢ = | %
& Dy D5, Dsz Day
Dyy Dy; Dyz Dy
Obliczamy wyznacznik macierzy (patrz przyktad 2.)
0 5 -3 1
1 -4 2 -1

detB = det 3 4 o 0 =13

1 2 3 4

Macierz B jest macierza nieosobliwa, w zwigzku z tym istnieje do niej macierz odwrotna.

Wyznaczamy dopelnienia algebraiczne dla wszystkich elementéw macierzy:

—4 2 -1 5 -3 1
Dy, =(—-DY'.det| 4 -2 0]|=-16, D31=det[—4 2 —1]=—3,
| 2 3 4l 2 3 4
-1 2 -1
Dy, = (—D™2.det| 3 —2 0|=—-(=27) =27,
1 3 4

0 -3 1
D32 = _det -1 2 —1| = 14,
1 3 4
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-1 -4 -1 0 5
D13 = (_1)4 * det 3 4‘ 0 = 30, D33 == det —1 _4'
1 2 4] 1 2
[—1 —4 2] [ 0 5
D14_ = (_1)5 . det 3 4 _2 = _32, D34 = _det -1 —4
1 2 3] L 1 2
5 -3 1 [ 5 -3
2 3 4 L 4 -2
0 -3 1 0 -3
D22 = det 3 -2 o = 47, D42 = det -1 2
1 3 4 3 -2
0 5 1 0
D23 = —det 3 4 0Of = _(_58) = 58, D4,3 = —det -1
1 2 4 3
0 5 =3 0 5
D24_ = det 3 4’ —2 = _61- D44 = det —1 _4'
1 2 3 3 4
Zatem otrzymujemy macierz dotaczona nastgpujacej postaci
-16 27 30 -32]" [-16 -24 -3 =2
Bl — —24 47 58 —61| _ | 27 47 14 5
-3 14 17 -19 30 58 17
-2 5 7 -4 |—-32 —-61 -—-19 -4
Stad macierz odwrotna do macierzy B ma postaé
1 3 11 3
16 13 13
-16 -24 -3 =2 Zi 3£ 11
g1 L.| 27 47 14 5[_| 13 13 13
13 30 58 17 7 ) 4 4 6 1 4
-32 —-61 -19 -4 13 13 13
2 6 4 i 1 6
13 13 13

5
-4
4

1

—11 =
4
—37

2

-1
0

1
_1] _

0

1
_1l

0

-3
2l =
-2

17,

5,

=7,

—4.

Uwaga. Zaprezentowana metoda jest do$¢ czasochtonna juz w podanym przykladzie, czyli

dla macierzy stopnia 4-go. Zwigkszajac stopien macierzy, dla ktorej szukamy macierzy

odwrotnej wykonywane obliczenia staja si¢ coraz bardziej ucigzliwe.

_1_

16

1

2_

Odpowiedz. B! = 22
13

L,

11 3
12 =
13 13

8 1
3— 1—
13 13

6 4
4— 1—
13 13

9 6
42 12

2

13
5

13

7 |

13
4

13-
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Elementy algebry liniowej

¢) korzystajac z metody opartej na przeksztalceniach elementarnych dla

-1 -4 1
c=|2 4 -2|

1 4 3

Rozwigzanie.

Uwaga. Nalezy pamigtal, ze przeksztalcen elementarnych nalezy dokonywaé wytacznie
na wierszach - jednocze$nie dla danej macierzy i zapisanej obok macierzy jednostkowej,
tego samego stopnia, czyli dla macierzy [C : I] . Wykonujac odpowiednie dziatania
nalezy macierz C przeksztalci¢ do macierzy jednostkowej, wowczas w miejscu macierzy

jednostkowej otrzymamy macierz odwrotng do danej macierzy, czyli macierz C 1.

C
Jezeli macierz jednostkowg zapiszemy pod dang macierza, czyli utworzymy macierz [] ,
I

wowczas przeksztalcenia elementarne mozemy wykonywa¢ wytacznie na kolumnach.

Zapisujemy dang macierz, do ktérej mamy wyznaczy¢ macierz odwrotng i macierz
jednostkowa obok, tworzac macierz postaci

-1 -4 1 :1 0 0
[c : Il=]| 2 4 -2 + 0 1 0
1 4 3+ 001

Przeksztalcen dokonujemy od elementu c;;, nastgpnie zerujemy wszystkie pozostate
elementy w kolumnie pierwszej. P6zniej przechodzimy do kolumny drugiej, zmieniamy
element c,, i zerujemy pozostale elementy w drugiej kolumnie i przechodzimy do
nastepnej kolumny — do czasu, az otrzymamy macierz jednostkowa.

W zwigzku z tym w utworzonej macierzy [C i ], mnozymy wiersz pierwszy przez

(—1) i otrzymujemy

1 4 -1 : -1 00
2 4 =2 : 0 1 o0f
1 4 3 0 0 1

Do elementow wiersza drugiego dodajemy elementy wiersza pierwszego pomnozone

przez (=2), czyliwy = wy, + (—=2) - wy

1 4 -1 :+ -1 0 O
0 -4 0 : 2 1 0f
1 4 3 ¢ 0 0 1
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Elementy algebry liniowej

a do elementow wiersza trzeciego dodajemy elementy wiersza pierwszego pomnozone

przez (—1) i otrzymujemy

1 4 -1 ¢+ -1 0 O
0 —4 0 : 2 1 0
0 0 4 1 0 1

Przechodzimy do kolumny drugiej, przeksztatcajac wiersz drugi, poprzez przemnozenie

elementow tego wiersza przez (— i), stad

1 4 -1 ¢ -1 0 0
01 0 : ! ! 0

: 5 2 .
0 0 4 : 1 01

Do elementéw wiersza pierwszego dodajemy elementy wiersza drugiego pomnozone

przez (—4) i otrzymujemy

1 0 -1 1 1 0

01 0 : ! ! 0
o2 4

0 0 4 1 0 1

Elementy wiersza trzeciego mnozymy przez i, mamy

[1 0 -1 1 1 0]
lo 1 o : -% -1 g
| 2 4 |

0 0 1 ! !

l 4 4

Ostatnim dziataniem jest dodanie elementéw wiersza trzeciego do elementéw wiersza

pierwszego, skad otrzymujemy

1 0 0 511
4 4

010 11o
2 4

0 0 1 101
4 4
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Elementy algebry liniowej

Zatem szukana macierz odwrotna jest postaci

5 1
3 1
1 1
Cl=[-= —= o}
2 4
1 . 1
4 4
[ 1 4]
Odpowiedz. c—1=|—l 2 o|.
| 2+ |
[+ 04
4 4

ZADANIA DO ROZWIAZANIA
Zadanie 1.

Wykonaj mnozenie macierzy:

[ 1 -2 0 3 2 5]
a) |—-1 3 4] . [O -1 6|
5 -3 2114 -2 1l
[ 1 2 31 [1 1 O]
b) |-1 -2 —3]-[2 1 0|,
| 2 5 4 11

11

o132 )

1 0
2 1
d[-1 2 0 1] S
-2 3
12 -1 o[t 000
01 0 0
e) |0 2 4 =310 9 1 ol
23 1 o) 001
1 -3
2 50
f)l:_:l.|:_2 1]5
1 -1 3 0 4
2 507711 -3 4
g)[1 -1 3] [—2 1 ob

1
h)y [2 5 —3]-[0],
3
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Elementy algebry liniowej

|

100 0
Jo 3 0 0
00 2 of
00 0 4

- —_—
N on —_ -
- o ¥ [ —
NN o OO0 MmN oA
_ _ l ~Nwno
E— NNOF O
o Moy |
— | | o m:mo
| —— oo
OO H NNNN
| I Nt NN o —H NN
o - o |
—— O — O N M
— o o | | 4 No |
= = - =

Zadanie 2. Dla podanych macierzy:

-1
-3

1 1

|

—
|
NN
|
NN
|
—_— N N
— — |
|
— -
o N |
e—
Il 1l
© o
m.ﬂ.v_.ﬂ_.:,s_ Socoo —
cooHAO
NN AN
coHA oo
o <+ -
I oOo-HO OO
m el =N=NeNo]
e e ———
— O - 1l
_ ™
[r————
05n_/_ N O N <+
— NN N
— NN |
Il Il
< <
I\ 3

(o ile to mozliwe) wykonaj dziatania:

a) A-B-A,

b) A-B-AT,
¢) B-C,
d) B?,

e) C-B,

f) 4-(A+B)- A,
g) (A-B)T,

h) A+ CT,
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Elementy algebry liniowej

iy A-C+A-B.

Zadanie 3.
Oblicz iloczyny A - B oraz B - A dla podanych macierzy:

[0 2
1 3 4
a)A:[ ]B=5 6],
2 8 4 0 —1
[5
b) A=[1 3 -=2] B=]|2],
4
1 5 3 1 2 0
¢c) A=|-1 0 2|B=|0 1 5]
3 4 6 2 0 1
Zadanie 4.

Dla macierzy A = [(1) (1)] znajdz wszystkie macierze B spetniajagce warunek: A-B = B - A.

Zadanie 5.

Wyznacz wzor na A", gdy:

balt
b) A= (1) (2’]

Zadanie 6.

Wykaz, ze macierz 4 = [_g _é] jest miejscem zerowym wielomianu: x? — 5x + 31.

Zadanie 7.
0 0 0

Dla jakiego n € N n-ta potega macierzy A = |1 0 0] jest macierza zerowa.
0 1 0

Zadanie 8.
Wykaz, ze dla dowolnej macierzy kwadratowej A, suma A+ AT  jest macierzg

symetryczng.
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Zadanie 9.

Oblicz wyznacznik macierzy:

—
— O N
— M N
—
I
=
~
-~
—
™M O
— _
N N
[N Te)
— e |
I Il
< [Sa)
~
s o

sa o

c)C=[

i)

1
logs

log,3
1

|

e)E=[

d) D

sinx
—CcoSsx

|

CoSx
Sinx

Zadanie 10.

Oblicz wyznacznik macierzy stosujac rozwini¢cie Laplace’a:

—_ — Nt NN o
HANFF AN NN SN
| | N—= 0 N
N— N MmN | | | oo o« o
Yo A -
tNO - m [ TONFTO ocomo o
— HHONM O OMm
- @AM | I oNo o o
N —H N M NN N—=ANMNMN N—"FNMNN A OO0 o
———————————
Il Il Il I
k. S G ~
~ ~
= o0 = =
_|3_
— N <~ N
. S N — NN
T - o - , |
NMAN—AF OO N
- oo N FNO M
— o Tt HH ON— M
NN NN —“— o oo
— M N | o RHAMN A= MNO |
A TN INOMAN HMNOO NN MAN
Il Il Il Il Il
< s} O Q S5
s =) ) =) )



Elementy algebry liniowej

e ———
— O OO OO

Zadanie 11.

Sprawdz, ktére macierze sa nicosobliwe:

L
o o

AN

«

[——

NN HO O F O

© — N
N =N~ N
| | <+ © n
O — N
- — N o — N ™
| ma—g
Il Il Il
< [Sa) O
= o )

Zadanie 12.

Wyznacz rz¢dy nastgpujacych macierzy:

|

—_— N %N
31_:1 | |
- NN N
NN NN O |
|
1ol SN RN
N~ N _L_.:HZ I i
(.
oo H O
—c o oo ©o
= =) — O
_ [ N TN AN
s T MO A HNm N — N ™
— N | I I
| ©o -+ N
—“aNmn — NN — NN ™
—NO NNNO I Il
I Il Il Il Il
<< 2} O Q S
s =) ) =} )
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Elementy algebry liniowej

4 —4 4
0 0 0
3 -3 6 4 -7
6= 5 _g _4 7]’
1 2 0 3
2 3 0 1
h)H_1—224’
1 2 1 5
[0 0 0
1)1_[000’
0 0 3
D J=[0 2 0]
1 0 0
-1 2 0 2 1
[2 1 5—4—2]
13 -5 1 -6 -3
k)K_—z 0 -4 4 2f
1 1 3 =2 -1
2 -1 3 -4 =2
Zadanie 13.

Dla jakiego x rzad macierzy jest:

2 -1 0 1
.. 12 0 1 3
a) mniejszyod4 A= 5 x 2 ol
0 0 1 1
2 =1 0 1
b) rowny3 B =2 0 1 3j
2 x 2 0

1 4 3
c) rowny3 C=]| 2 -2 -=2|.
-3 1 x

Zadanie 14.

Za pomocg macierzy odwrotnej rozwigz rownania macierzowe:

a) AX-BX=X+B,
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Elementy algebry liniowej

b) X +XB = 4,
) A—XA=1,

d) 2X = A+ BX,

e) BX — AX = —3X + 211,

1 2 1 1 1 0
gdzie A = |2 3 3|, B=|0 1 11.

0 -3 0 1 -1 -1
Zadanie 15.

Napisz przyktadowa macierz A,¢, ktorej rzad
a) jestrowny 4,
b) jest mniejszy od 4,
c) jest wickszy od 4,
d) jest rowny 1.

Zadanie 16.
Co mozesz powiedzie¢ o istnieniu macierzy odwrotnej do macierzy A, ktdéra jest
postaci:

a) Auxg17ZA =4,

b) AyusirzA =3,

c) Azy3irzA =3,

d) AgyegirzA =5.

ODPOWIEDZI
Zadanie 1.
[ 3 4 -7 1 2 -1 0
a) |13 -13 17|, e) |10 2 4 -3,
123 9 9 2 3 1 0
[ 8 6 3 -8 -1
b) |-8 -6 —3], D [ 3 8]’
16 11 4 0 -5 8
_1 g) [ 7 —16 20‘,
©) [ 4]’ 6 3 0
[

d) [1 5], h)
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Elementy algebry liniowej

[1 5 2
) [9 -2 4
8 0 3
[ 1 6 6

Do 6 6

19 27

k) 10 -6/

Zadanie 2.
1a) Dziatanie niemozliwe,

5 10
1b) [12 28F

1c) Dziatanie niemozliwe,

-1 14 11]
-6 29 26
-2 18 22]

-2 6 =2
le) -1 20 23

-6 44 46|
3 16 231

1f) Dziatanie niemozliwe,

0 0
5 8],
0 —4

1h) Dziatanie niemozliwe,

1d)

lg)

1i) Dziatanie niemozliwe.

3a) Dziatanie niemozliwe,
3b) Dziatanie niemozliwe,

3c) Dziatanie niemozliwe,

24

-1 -6 —6 —24
24|
-4 —6 —10 —24

13 6 17 11
11 8 23 0
1 6 15 14|
0 4 8 —12J
14 2 20 5
[ 5 —4 3]
2a) |13 125 -=35|,
81 —46 35
[ -3 -2 -1]
2b)| 35 135 7|,
[-35 —4 3l
[9 8
2c) |1 —9|,
7 5
[13 16 5
2d)| 7 7 =10},
(11 14 4
2e) Dziatanie niemozliwe,
68 8 12
2f) 128 200 —44|,
64 —32 0
-1 20 -7
2g)| 0O 19  2f,
2 -—-15 28

2h) Dziatanie niemozliwe,

2i) Dziatanie niemozliwe.
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Elementy algebry liniowej

[1 0 0 O 0]
01 0 0 O
3d) |0 01 0 0|,
lO 0 0 1 OJ
0 0 0 0 1

Wil 222

3f) Dziatanie niemozliwe,

3g) Dzialanie niemozliwe,

2 1
1 -2
3hy|4 3],
5 2
30

3i) Dziatanie niemozliwe.

Zadanie 3.
—4 16 8
a) A-B= ﬁ) 4118’ B-A=|-7 63 44],
2 -8 —4
5 15 -10
b) A-B=1[3], B-A=|2 6 -4,
4 12 -8
7 7 28 -1 5 7
¢c) A-B=|3 -2 2|, B-A=|14 20 32|
15 10 26 5 14 12
Zadanie 9.
a) —13, e) 1, i) 0,
b) 27, f) 0, ) 0,
c) 8a, g) 65, k) 0.
d) 0, h) 9,
Zadanie 10.
a) 9, d) 4,
b) 17, e) —162,
c) 8x — 48, f) 0,
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Elementy algebry liniowej

g) —184, i { 1 dla 4nlub 4n + 1,
b 0 V' 1=1  dlad4n+21ub4n+3,

nec,.
i) nl, *

Zadanie 11.
a) Tak,
b) Nie,
c) Tak.

Zadanie 12.
a) 2, e) 3, i) 0,
b) 3, f) 1, ) 3,
c) 3, g 2, k) 2.
d) 4, h) 4,

Zadanie 13.
a) x = —4,
b) x ER,
c) x #—14.

Zadanie 14.

d x=2|7 8 10

7 -1 1

6 0 3
2 7 8]
5

-7 1

Wk Wk
S

o
—_—

10 14 13]

a) X =

WIRPRWlRr WINOVINOVIWON

e) X =

[EnN

b) X =

[
N =
o
N wlowl|r

c) X =

WD WkRr =
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V. UKEADY ROWNAN I NIEROWNOSCI LINIOWYCH

Przyklad 1.

Rozwigz uktad rownan:

2x—3y— zZ =4

{ X+ Y+ z =4
x—2y+3z=13.

Rozwigzanie. Powyzszy uklad jest ukladem 3 réwnan z 3 niewiadomymi, ktory
mozna zapisa¢ w postaci macierzowej AX = B, gdzie:

5 bl [

2 —3 —1
1
Nalezy sprawdzi¢, czy podany uktad jest uktadem Cramera, czyli czy detA # 0.
1 1 111 1
detA=det|2 -3 —-1|2 -3=-9-1-4+3-2-6=-19.
1 -2 311 -2
Zatem detA # 0, wigc jest to uklad Cramera i uklad ten ma doktadnie jedno

A=

rozwigzanie, ktéore mozna wyznaczy¢ za pomoca wzoréw Cramera. Obliczamy
kolejno wyznaczniki macierzy, w ktorych poszczegdlne kolumny zastepujemy

wektorem wyrazow wolnych

[ 4 1 114 1
detA, =det| 4 -3 —-1|4 -3=-36—-13-8+39-8-12 = -38,
113 -2 3113 -2
[1 4 1)1 4
detA, =det|2 4 -1(2 4=12-4+26—-4+13-24=19,
1 13 31113
1 1 471 1
detA, =det|2 -3 4|2 -3=-39+4-16+12+8-26=-57.
1 -2 1311 -2
Stad
= —detAx = _—38 =2, = —dEtAy = E = —1, zZ = —dEtAz = _—57 = 3.
detA ~ -19 detA ~ -19 detA ~ -19

Odpowiedz. Rozwigzaniem powyzszego uktadu rownan jest trojka liczb x = 2,y =
-1,z = 3.
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Uktady réwnan i nieréwnodci liniowych

Przyklad 2.

Rozwigz uktad rownan

x— y—z=3

{Zx-l- 5y+3z=1
x +3y— z=3.

Rozwiazanie. Powyzszy uktad jest uktadem 3 réownan z 3 niewiadomymi, ktory

mozna zapisa¢ w postaci macierzowej AX = B, gdzie:

2 5 3 ve 1
A=11 - —1,X=[y],B=3.
1 3 -1 z 3

Nalezy sprawdzi¢, czy podany uktad jest uktadem Cramera, czyli czy detA + 0.

2 5 312 5
detA=det|1 -1 -1{1-1=2-5+9+3+6+5=20.
1 3 111 3

Zatem detA # 0, wigc jest to uktad Cramera i uklad ten ma doktadnie jedno
rozwigzanie, ktore mozna wyznaczy¢ za pomocg macierzy odwrotnej. Rozwigzanie
uktadu Cramera jest postaci:

X=A"1.-B.
Skoro detA # 0, wigc istnieje macierz odwrotna do macierzy A4, ktdra wyznaczamy

dowolng metoda:

17 1
ipao1e o2 2 010
A'=—]0 -5 5[=|l0 -= —|
200, 1 o 4 1

l1 1 7J

5 20 20

Podstawiajgc wyznaczong macierz do wzoru X = A~1 - B otrzymujemy

17 1
[5 10 10]

1 2
1 1
X=|o -= ~-1-13|=10|
4 4l [3] |;
1 1 7
5 20 20

Odpowiedz. Rozwigzaniem powyzszego uktadu rownan jest x = 2,y = 0,z = —1.
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Uktady réwnan i nieréwnodci liniowych

Przyklad 3.
Rozwigz uklad réwnan, podaj ile rozwigzan bazowych moze posiada¢ uklad

1 wyznacz je wszystkie oraz podaj jedno rozwigzanie szczegodlne

5x+ 5y+ z=1
x— Yy—2z=3
3x +7y+5z= —5.

Rozwigzanie. Powyzszy uklad jest ukladem 3 réwnan z 3 niewiadomymi, ktory

mozna zapisa¢ w postaci macierzowej AX = B, gdzie:

5 5 1 X 1
A=|1 -1 =2 ,X=[y],B= 3|.
3 7 5 z -5

Nalezy sprawdzi¢, czy podany ukltad jest uktadem Cramera, czyli czy detA # 0.
Stad

5 5 1
detA=det|1 -1 -=-2|=0.
3 7 5

Poniewaz detA = 0, wigc powyzszy uklad nie jest ukladem Cramera, zatem
korzystajac z twierdzenia Kroneckera-Capellego i sprawdzamy, czy uktad ma
rozwigzanie. W tym celu obliczamy rzad macierzy ukfadu oraz rzad macierzy
uzupetionej uktadu réownan. Skoro detA = 0, wigc rzA < 3, wybieramy wigc
podmacierz stopnia drugiego i otrzymujemy

5 5
1 -1

Obliczamy rzad macierzy uzupehionej (czyli macierzy powstatej poprzez dotgczenie

detA’ = det[ ] = —10 # 0, zatem rzA = 2.

do macierzy uktadu kolumny wyrazow wolnych) — zerujemy elementy kolumny

pierwszej i trzeciej, przez elementy z wiersza drugiego

5 5 1 1 0 10 11 -14
rzU =rz [1 -1 =2 3‘ =rz [1 -1 =2 3] =1l+rz 18 ﬂ :11]
3 7 5 —s 0 10 11 -14

= 2.
Otrzymalismy rzA = rzU =2 <3 (ilos¢ niewiadomych), zatem na mocy
twierdzenia Kroneckera-Capellego powyzszy uktad ma rozwigzanie i jest ukladem

nieoznaczonym.
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Uktady réwnan i nieréwnodci liniowych

Skoro rzU =rzA = 2, wigc w powyzszym ukladzie rownan mamy 2 zmienne
bazowe i (3 — 2) = 1 zmienng swobodna.
Wybrana weczesniej podmacierz A’, jest nieosobliwa, zatem przy jej pomocy

sprowadzamy nasz uktad do postaci

{5x+ S5y=1-z
x— Yy=3+2z

gdzie zmienna z jest zmienng swobodng. Wprowadzajac oznaczenie z = t, gdzie
t € R, powyzszy uklad przyjmuje postaé

{5x+ Sy=1-t
x— y=3+12t.
Powyzszy uktad jest uktadem rownan liniowych Cramera, mozna go wigc rozwigzaé
za pomoca macierzy odwrotnej lub korzystajac ze wzoréw Cramera. Korzystajac ze
wzorow Cramera otrzymujemy nastgpujgce rozwigzanie
111- 8 9
oLt 5]=_+_t’
1013 +2t — 5 10

15 1= ¢ 7 11

y = — — ] = —_—— — t’
101 3+2t 5 10

z =t,gdziet € R.

Powyzsze rozwigzanie jest jednym z rozwigzan ogdlnych. Rozwigzaniem bazowym

jest rozwigzanie, w ktorym zmienne swobodne przyjmuja warto$¢ zero. Maksymalng

liczbe rozwiagzan mozna wyznaczy¢ w nastepujacy sposob:

(Iloéé zmiennych z wylaczeniem sta%ych) _ (3) _ 3 _
Ilo$¢ zmiennych niebazowych RS VARETrTa

Rozpatrywany uktad réwnan moze posiada¢ co najwyzej 3 rozwigzania bazowe.
Z powyzszego rozwigzania ogdlnego otrzymujemy nastgpujgce rozwigzanie bazowe:
8 7
x=-,y=—-,z=0.
5Y 5
Przeksztalcajac rozwigzanie ogolne — zamieniajagc rolami zmienne, otrzymamy
pozostale dwa rozwigzania bazowe. Niech x bedzie zmienng niebazowa, czyli

x=a,a€R
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= —q - —

9 9"
. 10 16 .
Skoro z = t, wigc z = 5 a0 natomiast

7 11(10 16) 5 11

y=-5"15(5%" 5)=5 9%
Otrzymali$my zatem inne rozwigzanie ogolne
5 11 10 16
x =a, y=§—?a, Z=?a—3, a € R.

Postepujac w analogiczny sposob, czyli zmienng y traktujac jako zmienng niebazowa
otrzymamy trzecig posta¢ rozwiagzania ogoélnego.

Na tej podstawie mozemy wyznaczy¢ pozostale dwa rozwigzania bazowe:

x=0 _SZ_ 16orazx—5 =0,z= 14
'y 9’ 9 11’y ! 11°

Rozwigzanie szczegolne, jest wowczas, gdy zmienne swobodne przyjmuja dowolng

warto$¢ ze zbioru liczb rzeczywistych, np. gdy t = 2,to x = %, y=- 1—58.

Odpowiedz. Rozwigzaniem powyzszego ukladu jest x = §+ %t, y = —g— %

b

z = t, gdzie t € R. Uklad moze posiadac¢ co najwyzej trzy rozwigzania bazowe, ktore

g postaci
T T T
E, - g, 0] , [O,g, - %] , [%, ,— %] . Rozwigzanie szczegole jest postaci
T
224,
5 5
Przyklad 4.
Stosujac metode Gaussa-Jordana rozwigz uktad rownan liniowych
X+ y + 7= 1
{ 2x+y— z=2
—X +2z=—1.

Rozwigzanie. Macierz uzupekiona powyzszego uktadu réwnan jest postaci

1 1 1 1
u=] 2 1 -1 2]
-1 0 2 -1
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Przeksztalcamy ja tak, aby w lewym gornym rogu otrzymaé macierz jednostkowa —
nalezy pamigta¢, ze mozna przestawia¢ kolumny z podmacierzy A, ale trzeba
wiedzie¢, ktore kolumny zostaly przestawione, poniewaz odpowiadaja one
wspotczynnikom przy konkretnych zmiennych.

Do elementéw wiersza drugiego dodajemy elementy wiersza pierwszego pomnozone
prze —2, natomiast do elementéw wiersza trzeciego dodajemy elementy wiersza

pierwszego i otrzymujemy

[1 1 1 1]
0 -1 -3 0]
10 1 3 0l
Dodajemy do elementéw wiersza trzeciego, elementy wiersza drugiego, mamy
[1 1 1 1]
0 -1 -3 0}
0 0 0 ol

Elementy wiersza drugiego mnozymy przez —1

1 1 1 1

0 1 3 0f

0 0 0O
Dodajac elementy wiersza drugiego pomnozone przez —1 do odpowiednich
elementow wiersza pierwszego otrzymujemy szukang macierz postaci

1 0 -2 1

0 1 3 0}

0 0 0O
Powyzsza macierz jest postacig kanoniczng macierzy uzupetnionej U , na podstawie

ktorej odczytujemy rozwigzanie zadanego uktadu rownan

x =1+ 2t
y = =3¢,
z=t,t €ER.

Odpowiedz. Rozwiazaniem uktadu rownan jest x = 1 + 2t,y = —3t,z =t,t € R.
Uwaga. Jezeli dokonujac przeksztatcen na macierzy U otrzymamy chociaz jeden
wiersz postaci [0 0 .. 0 al, gdzie a # 0, wowczas rozpatrywany uktad rownan

liniowych jest uktadem sprzecznym.

83



Uktady réwnan i nieréwnodci liniowych

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

Zadanie 1.

Rozwiaz uktad réwnan:

2x+3y=1
2) 3x +5y =3,
—3a+2b=2
b) 4a —5b =2,

x+3y+2z=1
c) 2x—2y+ z=3
2y +3z= -1,

—x+2y+ z=1
d) {2x +3z=-2
—x+3y+4z=1,
—x+2y+ z=1
e) { 2x  +3z=1
—2x+y-3z=1,

-x—2y+z=-3
f) {—2x+y—-3z=9
x—3y+2z=—4,

a+b—2c+2d=-1
) <2a+4b—56+2d=0
8 1-a+5p-3c—3d=2
2b—3d =3,

(2a+b+c+d=0
3a+2b+2c+d=0
a+3b+c+3d=6
\a+2b+2c+d=4,

2a+b+c+d=-1
3a+2b+2c+d=-2

a+3b+c+3d=6

a+2b+2c+d=4,

( b+2c+d=1

4a+2b+d=-7
—2a+c+2d=2
\3a + 2b + 2c = -3,

x+2y+3z=1
k) \—x+4y+5z=2
2x—2y—2z=3,

h)

3

x+2y+3z=—1
) {—x+4y+5z= -5
2x—2y—2z=4,

—4x+y+3z=4%
m)i—x+3y+2z=1
7x +y—4z =15,

3x-3y+45z=3
n){ —2x+2y—3z=-2
—5x+ 5y —7,5z = -5,
x—2y+3z=6
0) {—2x+4y—6z=—-12
3x — 6y +9z = —18,
x+3y—2z=0
p) 1—2x—6y+4z=0
—x—3y—6z=0,
x+3y—-2z=0
qQ 1—2x—4y+4z=0
—x—3y—6z=0,

x—2z=-1
T) 5y =10
—3x + 6z =3,
a +2c +3d=0
5) 2a +5p—3c— d=-1
3a + 3b — d=2

a+2b+3c+4d=1
3a — b +2d=1

9 Y4a + b+3c+6d=2
a+ b+ c+ d=0,
2a—3b —4c+5d=-13
4a—6b + ¢ — d=14

u) A

6a—9b + c+2d=13
\—4a + 6b + 4c + 8d = —18,

la +2c—3d=-2

3a+ b +8c—4d=-1
—2a—b —6¢c+ d=2

2a4+2b+ 2c+2d =4,
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la +2c—-3d=1 2a+6b—2c—4d = -6
W) | 3a+ b +8c—-10d =6 ) —3a—9+3c+6d=9
—2a—b —6c+ 7d=-5 Y'Y —a=3b+3c+2d=5
\ 2a+42b+ 8c — 8d =4, —2a—6b+ 2c + 4d = 6.
la +2c—3d=1
3 | 3a+ b +8c—10d=6
—2a—b —6¢c+ 7d=—-5
2a+2b + 8c — 8d =8,
Zadanie 2.
Rozwiagz uktady rownan:
) {2x+5y+ z=2 2x — Y 4+3z=0
x+3y+3z =1, 2x t4y —5z= -1
) Y4y +3y —27= -1
b){ 2a—b—3c+d =2 dx — 2y +37= —3
—2a+b+3c—4d=8, x =
o (2otte= v
— —4d=3, —aC=
2a+b+3c—4d h) 4 he e —pe— —1
2a +2c+5d=3 —5b +8¢c=1,
d) {4 +3c+2d="5
) Zf22+22+6d= 0 3a —3b—6c+1,5d = 3
’ i) { 2a —2b—4c+ d =2
3a— I;+ZC= gl —2a+2b+4c— d= -2,
¢) { at2b—c= a+ b+8c+ d=0
3a+ b+4c=1 : B
2a— b+5c= —5, i) 1—a+2b+3c— d=0
2a+ b— c+2d=0,
2a — b+3c=0 xt —0
p | 2a+4b=5c=—1 9 Y o
—3a + ¢c=2 Y+z :0
4a —2b +3c= =3, z+n=0
Zadanie 3.

Wyznacz wszystkie rozwigzania bazowe i jedno inne rozwigzanie szczegoélne

uktadow:
{ 3x— y= 6 a —2c=-1
) 1—6x + 2y = ~12, o) b =10
b) { b+c =0 d) { 2a—b—3c+ d=2
c+d=0, —2a+b+3c—-3d= 6,
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x+2y+3z= -1 la +2c—-3d=1
e) {—x+4y+52= -5 ) 3a+ b +8c—-10d =6
2x—2y—27= 4, 8Y-2a-b—-6c+7d=-5

a+2b+3c+4d=1 2a+2b + 8c — 8d = 8.

3a — b +2d=1

D 4a + b+3c+6d=2
a+ b+ c+ d=0,
Zadanie 4.

Ile moze posiada¢ rozwigzan bazowych (i wyznacz wszystkie jakie istniejg) uktad
rownan, ktorego rozwigzanie ogdlne jest postaci:

a)<c=t1€R d)<z=aER
d=t, ER, n=>bER,
a=3+3t a=3+t
L P ) Yc=1+t¢
d=t, ER, d=tER,
x=2+a x=2+a
c) ¥y =—2a f) 1y=3
Z=a€R, Z=a€R.
Zadanie 5.

Wyznacz wszystkie rozwiagzania bazowe oraz dwa rézne rozwigzania ogdlne uktadu

réwnan, majac dang posta¢ bazowa macierzy uzupetnione;j:

1 0 0 1 1 d)[10024]
alo 1 0 0 2| 011 0 ol
0 0 1 4 0

10 0 2 4

lo 1 1 =3 2|,

0 0 0 0 0

101 2 4

C)[01000]’

Zadanie 6.

Napisz przyktad macierzy uzupetionej uktadu 4 rownan 3 niewiadomymi, wiedzac,
ze rzad macierzy wspotczynnikow:
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a) rzA =2,
b) rzA = 3.

Co mozesz powiedzie¢ o rozwigzaniu tego uktadu?

Zadanie 7.

Napisz przyktad macierzy uktadu rownan, tak aby miata wymiar 4 X 6 oraz:
a) rzA =4,

b) rzA = 3.

Co mozesz powiedzie¢ o tym uktadzie rownan?

Zadanie 8.

Napisz przyklad macierzy uzupetnionej uktadu 5 réwnan z 4 niewiadomymi, tak zeby
rzA = 3 oraz uklad ten byt:

a) sprzeczny,

b) niesprzeczny.

Zadanie 9.

Przeprowadz dyskusje¢ dotyczaca rozwigzan uktadu 6 réwnan z 6 niewiadomymi,
jezeli rzad macierzy:

a) ukladu réwnan jest rowny 6,

b) uzupethionej uktadu réwnan jest rowny 6,

¢) ukladu réwnan jest rowny 3,

d) uzupetnionej uktadu réwnan jest rowny 4.

Zadanie 10.
Rozwiaz uktady rownan AX = B, gdy:

5 A= Y x-[la-[3)

2 1 -1
1 - 3
2 4 1

b) A=

X 3
;X:[Y];B: _2]’
z 1
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[0 2 17 a 7
o) A=|2 0 —3,X=[b],B= 1|,

3 -3 2] c —11

1 0 —2] a —1]
d A=| o0 5 0,X=[b],B= 10[,

-3 0 6l c 31
N A:[z 3 —Z]X:; B:[l]

0 3 -1V Z ’ 21

1 1 0 X 0

o1 1], o

D A=|, 1,X—[3ZI],B— ol

1 0 1 0
Zadanie 11.

Rozwigz graficznie uktady nieréwnosci:

x > -2 2x —Y=-2
a) {2x—y < -3 d) { x 2y < -1
y =3, 3x +2y < 2,
X < 3 e) {_2x+y = _1
b) {2x+4y=>6 x=y 20,
2y < 4, —4x+2y <8
x + y=-1 —yz-1
x + y<3 -2 -y
c) —x +3y>-3 —X <2
—3x + y<3,
Zadanie 12.
Rozwiaz uktady nieréwnosci:
x+ y+ z<2 (x+}’+zs3
a) {x+2y+ z<4 2x+3y <1
x+ y+3z<5, d) {—x—2y+ z< -2
a + b+ c+2d<2 X +3z<4
b) {a +2b+ c+ d<4 2x +y+4z<7.
2a+ 2b+2c+4d<5,
xt+y-2z51
c) 13x+ y—3z=>2
2x+2y—4z> 4,

88



Uktady réwnan i nieréwnodci liniowych

ODPOWIEDZI
Zadanie 1.
a) x =—4,y=3,
b) a=-2,b=-2,
c) x=1§,y=0,z=—§
d x=-1,y=0,z=0,
e) x=2,y=2,z=-—1,
) x=1y=-1,z=—4,
g a=1b=0,c=0,d=-1,
h) a=-2,b=0,c=2,d=2,
) a=-3,b=1,c=3,d=3,
j) a=-=5b=8c=-2,d=-3,
k) uktad sprzeczny,
D x=1-5t,y=-1-3t z=t tER,
m) uktad sprzeczny,
n) x=t, y=-1+t+15¢t, z=t,, t;,t, ER,
0) uktad sprzeczny,
p) x=3t, y=t, z=0, t ER,
qQ x=0,y=0,z=0,
r) x=—=-14+2t, y=2,z=t t€ER,
s) a=—2+%t, b=—2—§t, c=—1—%t, t €ER,
t)y a=t, b=—-1-7t, c=1+4+11t, d =-5t, t €R
u) a=t b=—§+§t, c=2 d=-2 t€ER,
v) uktad sprzeczny,
w) uktad sprzeczny,
X) a=1-2t;+3t,, b=3-2t;+t,, c=t, d=t, t;,t, ER,

y) a=t, b=t c=1,d=1+§t1+1§t2, t,t, ER
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Zadanie 2.
a) x=1+12¢t;,, y=-5t;, z=1¢t;, t; ER,
b) a=t1, b= _12+2t1_3t2, C=t2, d= 10, tl'tZ ER,

c¢) uktad sprzeczny,

d)a=1+10t, b=2+2t, c=2-2¢ d=t, tE€R,
2 2 2 2
e)a=1 b=2, c=-1,
f) uktad sprzeczny,
g x=08 y=-14; z=-1,
hy a=————t,b=—=4+2t, c=t, tER,
10 10 5 5

i) a=1+t1+2t2—§t3, b=t, c=ty, d=ts ty,tyts ER
j)) a=t, b=0,¢c=0d=-t, t ER,
ky x=—t, y=t, z=—-t, n=t, t €ER.

Zadanie 3.

a) Rozwigzania bazowe: [2,0]7, [0, —6]T,
Rozwigzanie szczegodlne: [3, 3],

b) Rozwigzania bazowe: [0, 0,0,0]7,
Rozwigzanie szczegdlne: [—3,3, —3, 3],

¢) Rozwigzania bazowe: [—1, 2, 0], [0, 2,%]T
Rozwiazanie szczegdlne: [5,2,3]7,

d) Rozwigzania bazowe: [0, —6,0,—4]7, [0,0,—2,—4]7,[3,0,0,—4]T
Rozwigzanie szczegdlne: [1,—7,1, —4]T,

e) Rozwigzania bazowe: [1,—1,0]7, [%, 0,— %]T, [0,-5,3]T
Rozwiazanie szczeg6lne: [—-1,—9,6]7,

1

f) Rozwiazania bazowe: [0,—1,1,0]7, [— = 0,— %.

ST L A g 5T
7] g 11’ 11’ 11]
Rozwiazanie szczegdlne: [2,—15,23,—10]7,

g) Rozwigzania bazowe: [1, 3, 0,0]7, [0,13—0, 0, §]T, [0, 2,%, 0]7,[-8,0,0,—3]"

[-2,0,2,017,10,0,2,1]"
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Rozwigzanie szczeg6lne: [-9, -3, 2,—2]T.

Zadanie 4.
a) Conajwyzej 6: [3,2,0,01". [0,0,5,71",0,8,0,~31".[4,0,0,11", [0,5,2,0] ,
[5,0,—1,01",
b) Co najwyzej 3: [0,2,4,~11",[3,0,4,01,
¢) Conajwyzej 3:[2,0,0,]7,[0,4,-2]7,
d) Co najwyzej 6: [0,0,0,0]7,
[3,2,1,01", [2,4,0,—1]", [4,0,2,1]",[0,8,-2,~3]",
[2,3,017, [0,3,—2]".

e) Co najwyzej 4:
f) Co najwyzej 2:

Zadanie 5.
a=1-t a=teR
)b=2 )b=2

R PRRPEE S P

d=t€R d=1-t
rozwiazania bazowe: [1, 2, 0,0]7, [0, 2, —4, 1],

a=4_2t2 a=t163R
) INe=t,er Y Yec=t,€eR ’

rozwigzania bazowe:

[1,2,0,0]",[0,0,-8,2]",[0,8,0,2]", [4,0,2,0]", [5,0,0,-2]",

x=4—a-2b (x=a€R

=0
Jy=0 1Y
o L3V . ,II.{beeR :
1 1
n=>b€EeR kn—Z—Ea—;b

rozwiazania bazowe: [0, 0,0, 2]7, [0, 0, 4,0]7, [4,0,0,0]7,
x=4-2b (¥7 azf R
= — y -
1Y a .

n=b€R kd =2-sa
rozwiazania bazowe: [4,0,0,0]7, [0,0, 0, 2]7.
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,tER,

,t ER,

Zadanie 10.
T 2
a) X_[_g]’
1
b) X=1| 0],
-1
¢c) a=2,b=3c=1,
[—1 + 2t]
d X= 2
t
143
2 2
e) X = 2_1,
3 3
| t
[0
) X=|0].
0
Zadanie 12.

3 5 1
a) x=_5_5t1+t2+5t3,y=2+t1_t2,Z=_

by a=-m—-3n—-2t;+¢t,, b=n+2+t;—t,, c=m, d =n,
m,nER, tl,tZZOi—2t1+t2=1,

c) uklad sprzeczny,

d) x=4_3a_t2,y=_1+2a_t1+t2,Z:aER;
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TreSci przedstawionych zadan, jaki i niektére przyklady zostaly zaczerpnigte
z powszechnie znanych i dostepnych podrecznikéw i zbiorow zadan oraz wlasnych
notatek autorki z czaséw nauki. Cze$¢ z przykltadow zostala wymys$lona przez
autorke. Poniewaz trudno do przykladu przypisa¢ oryginalne zrodlo, dlatego tez nie
jest ono podawane przy zadaniach i1 przyktadach. Wykaz najpopularniejszych

(wedtug autorki) publikacji znajduje si¢ ponize;.
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