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1. Wstep

Cyfrowe przetwarzanie sygnatow (w skrocie: DSP — od ang. Digital Signal
Processing) obejmuje zagadnienia zwiazane z przedstawianiem sygnalow za
pomoca ciagdw liczb oraz z przeksztatcaniem tych sygnatéw wedtug okreslo-
nego algorytmu w dane wyjsciowe bedace réwniez pewnym ciagiem liczb.
Przetwarzany sygnat moze by¢ funkcja jednej, dwoch lub wielu zmiennych,
czyli moze by¢ on odpowiednio sygnatem jednowymiarowym (1-D), dwuwy-
miarowym (2-D) lub wielowymiarowym. DSP jest dyscypling rozwijajaca si¢
bardzo dynamicznie w ostatnich trzydziestu latach. Zwiazane jest to z inten-
sywnym rozwojem technologii cyfrowych uktadow scalonych oraz pojawia-
niem si¢ coraz szybszych komputeréw. DSP znajduje zastosowanie w wielu
dziedzinach nauki i techniki, np. w telekomunikacji, rozpoznawaniu i syntezie
glosu, telewizji cyfrowej, analizie widmowej, przetwarzaniu obrazow, przetwa-
rzaniu danych medycznych, geologicznych i radarowych, itd. [np. 31, 41, 47,
95,102,112, 113, al3, 149, 202].

Jednym z najwazniejszych i najczestszych zadan DSP jest filtracja, tzn.
przetwarzanie polegajace na oddzieleniu zawartych w sygnale uzytecznych
sktadowych widma od sktadowych niepozadanych [31]. W niniejszej pracy sa
rozpatrywane sygnaly i filtry cyfrowe 1-D oraz 2-D. Sygnaty i filtry 1-D oma-
wiane w pracy bgdziemy niekiedy nazywac krotko sygnatami i filtrami. W czg-
$ciach pracy dotyczacych sygnatow i filtrow 2-D bedziemy wyraznie zaznaczac,
ze rozwazamy sygnaty i filtry 2-D.

Filtry cyfrowe moga by¢ zarowno liniowymi, jak rowniez nieliniowymi
uktadami dyskretnymi. W niniejszej pracy rozpatrywaé¢ bedziemy jedynie filtry
liniowe, ktore stanowia najszerzej stosowana klase filtréw cyfrowych.

Charakterystyki filtru cyfrowego sa zalezne od wartosci wspotczynnikow
jego transmitancji. Wspotczynniki te moga by¢ stale lub zmienne w czasie.
Filtrami o wspotczynnikach zmiennych w czasie sa np. filtry adaptacyjne [31,
149, a8, 202]. W niniejszej pracy bedziemy zajmowac si¢ jedynie filtrami cy-
frowymi o statych wspotczynnikach.

Wspbtezynniki transmitancji filtru cyfrowego o statych wspotczynnikach®
sa okreslane w trakcie jego projektowania. Metody shuzace do wyznaczania
tych wspotczynnikéw nazywane sa w literaturze [np. 120, 190] metodami pro-
jektowania filtrow cyfrowych™ . Metody te mozna najogolniej podzieli¢ na dwie
grupy - na metody tradycyjne oraz metody wspomagane komputerowo. W me-

" Poniewaz w niniejszej pracy sa rozpatrywane jedynie filtry cyfrowe o statych wspot-
czynnikach, w dalszym ciagu pracy filtry tego typu nazywane sa krotko filtrami cy-
frowymi lub po prostu filtrami.

" Rowniez w literaturze anglojezycznej, np. [71, 88, 112, 113, 139, 164], metody stuza-
ce do wyznaczania wspotczynnikow filtréw cyfrowych sa okreslane terminem design
methods for digital filters lub methods for the design of digital filters, co w thumacze-
niu na jezyk polski oznacza metody projektowania filtrow cyfrowych.
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todach tradycyjnych projektowanie filtru jest przeprowadzane bez uzycia tech-
nik iteracyjnych. W przypadku metod wspomaganych komputerowo, wspot-
czynniki filtru sa najcze$ciej wyznaczane w wyniku rozwigzania okreslonego
zadania aproksymacji zadanej charakterystyki lub zadanych charakterystyk
filtru odpowiednia charakterystyka lub odpowiednimi charakterystykami rze-
czywistego filtru cyfrowego nalezacego do okreslonej klasy. Metody wspoma-
gane komputerowo moga by¢ jeszcze podzielone na grupy w zaleznosci od
stosowanego rodzaju aproksymacji. W praktyce najczesciej wykorzystywane
sa: aproksymacja minimaks, nazywana réwniez aproksymacja czebyszewow-
ska, aproksymacja w sensie Czebyszewa lub aproksymacja jednostajna (w skro-
cie: aproksymacja MM), aproksymacja rownomiernie falista (w skrocie: aprok-
symacja EQ — od ang. equiripple), ktora w pewnych okreslonych przypadkach
jest rownowazna aproksymacji MM, oraz aproksymacja $redniokwadratowa
(w skrocie: aproksymacja LS — od ang. least-squares).

W literaturze opisywane sa rézne wspomagane komputerowo metody pro-
jektowania filtrow o skonczonej odpowiedzi impulsowej (w skrécie: FIR — od
ang. finite impulse response) oraz filtrow o nieskonczonej odpowiedzi impul-
sowej (w skrocie: IIR — od ang. infinite impulse response) z zastosowaniem
zaro6wno aproksymacji EQ, jak i MM oraz LS. Nie istnieje bowiem jedna meto-
da nadajaca si¢ do projektowania zaroéwno filtrow typu FIR, jak i IIR, ktoéra
moglaby by¢ uznana za najlepsza we wszystkich warunkach. Prezentowane
metody maja okreslone zalety i wady oraz okre$lony zakres stosowalnosci.
Z tego wilasnie powodu oraz ze wzgledu na bardzo szeroki obszar zastosowan
filtrow cyfrowych, na calym $§wiecie stale prowadzone sa badania majace na
celu ulepszanie istniejacych oraz opracowywanie nowych metod projektowania
tych filtrow.

Celem niniejszej rozprawy jest zaproponowanie ogdlnej metody pro-
jektowania filtrow cyfrowych z zastosowaniem aproksymacji rownomier-
nie falistej. Zaproponowana metoda moze by¢ wykorzystywana do projekto-
wania filtrow 1-D typu FIR oraz IIR, jak réwniez do projektowania filtrow wie-
lowymiarowych, w tym w szczeg6lnosci filtrow 2-D. W metodzie tej rozpatry-
wane zadanie zaprojektowania filtru jest przeksztalcane w odpowiednie zadanie
optymalizacji nieliniowej poprzez wprowadzenie funkcji celu o szczegodlnej
postaci. W przypadku rozpatrywanej metody, w zadaniu projektowania moga
by¢ réwniez uwzglednione dodatkowe warunki lub ograniczenia zaréwno li-
niowe, jak i nieliniowe. Zaproponowana metoda umozliwia wigc jednolite po-
dejscie do rozwiazywania réoznych zadan projektowania filtrow cyfrowych,
w ktorych stosowana jest aproksymacja EQ.

Zaproponowana funkcja celu moze by¢ ponadto wykorzystana jako jeden
ze wskaznikoéw jakosci w tych zadaniach projektowania filtréw, w ktorych jed-
nym z kryteriow poprawnosci rozwiazania jest uzyskanie rGwnomiernie faliste-
go przebiegu okre$lonej charakterystyki w pewnym zakresie czestotliwosci.
Przyktadami tego rodzaju zadan sa np. zadania projektowania filtrow z zasto-
sowaniem aproksymacji EQ w pasmie przepustowym oraz aproksymacji LS
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w pasmie zaporowym (w skrocie: aproksymacji EQLS). W pracy rozpatrywane
sa zaréwno zadania projektowania filtrow 1-D, jak i 2-D z zastosowaniem
aproksymacji EQLS. Podany jest rowniez przyktad zadania projektowania filtru
2-D typu FIR z zastosowaniem aproksymacji LS w pasmie przepustowym
i aproksymacji EQ w pasmie zaporowym (w skrocie: aproksymacji LSEQ).
Innymi przyktadami wykorzystania zaproponowanej funkcji celu jako jednego
ze wskaznikéw jakosci w zadaniach projektowania sa prezentowane w pracy
zadania projektowania zespolow (bankow) filtrow.

Za pomoca opracowanej metody projektowania filtrow i zespotow filtrow
cyfrowych mozna nie tylko odtworzy¢ wyniki uzyskane w typowych przypad-
kach metodami dotychczas stosowanymi, ale rowniez, w okre§lonych przypad-
kach, polegajacych np. na uwzglednieniu dodatkowych warunkéw, mozna uzy-
ska¢ wyniki lepsze, np. mniejsze btedy aproksymacji aproksymowanych cha-
rakterystyk.

W pracy generalnie zaklada sig, ze projektowane filtry sa filtrami o wspot-
czynnikach rzeczywistych. Jedynie w rozdziale 8. przedstawiono projektowanie
nieprzyczynowych filtrow 1-D typu FIR o wspotczynnikach zespolonych.

W rozprawie pokazano, ze korzystajac z zaproponowanych metod projek-
towania filtrow 2-D typu FIR o liniowej charakterystyce fazowej z zastosowa-
niem aproksymacji EQ oraz EQLS mozliwe jest przeprowadzanie zrownolegle-
nia obliczen w celu ich wykonywania na maszynach wieloprocesorowych.
Autorka opracowata odpowiednie algorytmy i programy oraz wykonywata obli-
czenia na maszynie wieloprocesorowej Sun Fire 6800 podczas pobytu na Uni-
wersytecie w Edynburgu w ramach grantu numer HPRI-CT-1999-00026 (the
TRACS Programme at EPCC) w 5. Programie Ramowym. Zrownoleglenie
obliczen powoduje wyrazne zmniejszenie czasu ich wykonywania, co jest istot-
ne w przypadku projektowania filtrow 2-D oraz wielowymiarowych, gdyz przy
tego rodzaju zadaniach czasy wykonywania obliczen sa wyraznie dluzsze niz
w przypadku projektowania filtrow 1-D.

W niniejszej pracy rozpatrzono jedynie projektowanie filtrow dolnoprze-
pustowych (w skrocie: LP — od ang. lowpass). Nie zmniejsza to ogoélnosci roz-
wazan, gdyz zaproponowane metody rozwigzania zadan projektowania z zasto-
sowaniem aproksymacji EQ, EQLS oraz LSEQ moga by¢ stosowane rowniez
do projektowania filtrow goérnoprzepustowych (w skrocie: HP - od ang. high-
pass), pasmowoprzepustowych (w skrocie: BP — od ang. bandpass) 1 pasmowo-
zaporowych (w skrocie: BS — od ang. bandstop), po wprowadzeniu jedynie
niewielkich modyfikacji. Ponadto, w wielu przypadkach projektowanie filtrow
HP, BP i BS mozna przeprowadzi¢ na bazie filtréw LP [np. 102, 202].

Rozprawa sktada si¢ z jedenastu rozdziatéw i jednego Dodatku. Rozdziat 1.
jest rozdziatem wstepnym.

Rozdzial 2. zawiera oméwienie ogoélnych wlasciwosci filtrow cyfrowych
1-D oraz 2-D. Podane sa tez cechy filtrow typu FIR i [IR, w tym filtréw FIR
o liniowej charakterystyce fazowe;.
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W rozdziale 3. przedstawiono poszczegélne etapy procesu projektowania
filtréw cyfrowych. Omoéwione sa rowniez rodzaje aproksymacji wykorzystywa-
ne w procesie projektowania tych filtréw, ze szczegdlnym uwzglednieniem
aproksymacji EQ oraz MM. W rozdziale tym zaprezentowany jest ponadto po-
dzial metod projektowania filtrow cyfrowych. Zwrdécono przy tym uwage na
ograniczony zakres stosowalno$ci metod tradycyjnych.

W rozdziale 4. oméwiono wspomagane komputerowo metody projektowa-
nia filtrow cyfrowych z zastosowaniem aproksymacji EQ oraz MM. Oddzielnie
przedstawiono metody projektowania filtrow 1-D typu FIR oraz IIR. Metody
projektowania filtrow FIR sa podzielone na metody projektowania filtrow
o liniowej charakterystyce fazowej oraz metody projektowania filtrow o zadane;
charakterystyce czestotliwosciowej.” Z kolei metody projektowania filtrow IIR
sa podzielone na metody projektowania filtrow o zadanej charakterystyce am-
plitudowej lub opodznienia grupowego oraz metody projektowania filtrow
o zadanej charakterystyce czgstotliwosciowej. W koncowej czesci rozdziatu sa
opisane metody projektowania filtrow 2-D typu FIR o liniowej charakterystyce
fazowej. W podsumowaniu zwrdécono uwage na niedogodnosci omoéwionych
metod oraz wciaz istniejace potrzeby w zakresie opracowania nowych metod
projektowania filtrow cyfrowych.

Rozdziaty 5., 6., 7., 8., 9. oraz 10. stanowia zasadnicza cz¢$¢ rozprawy.
W rozdziale 5. w sposob ogolny sformutowano zadanie projektowania filtru
cyfrowego z zastosowaniem aproksymacji EQ z dodatkowymi warunkami za-
réwno liniowymi, jak i1 nieliniowymi oraz zaproponowano skuteczna metodg
jego rozwiazania (wyznaczania wspolczynnikow filtru). Metoda ta umozliwia
przeksztatcenie zadania projektowania filtru cyfrowego z zastosowaniem aprok-
symacji EQ w odpowiednie zadanie optymalizacji nieliniowej z ograniczeniami
poprzez wprowadzenie funkcji celu o specyficznej postaci. W rozdziale 6.
przedstawiono zastosowania zaproponowanej metody do projektowania filtrow
1-D typu FIR oraz IIR. W pierwszej czesci tego rozdzialu omoéwiono projekto-
wanie filtrow FIR o liniowej charakterystyce fazowej bez uwzglgdniania dodat-
kowych ograniczen oraz z uwzglednianiem dodatkowych wymagan zaréwno
liniowych, jak i nieliniowych, a ponadto projektowanie filtrow FIR o zadanej
charakterystyce czgstotliwo$ciowej. Druga cze$¢ rozdzialu dotyczy zastosowa-
nia zaproponowanej metody do projektowania filtrow IIR. W tej czg$ci kolejno
przedstawiono projektowanie filtrow IR o zadanej charakterystyce amplitudo-
wej, filtrow IIR o zadanej charakterystyce op6znienia grupowego oraz filtrow
IIR o zadanej charakterystyce czestotliwosciowe;.

" Mowiac o zadanej charakterystyce czestotliwosciowej w przypadku filtrow FIR mamy
na mysli charakterystyk¢ realizowalna, przy czym zaktada sig¢ jednoczesnie, ze cha-
rakterystyka fazowa jest nieliniowa; w przypadku filtréw IIR mamy natomiast na my-
$li charakterystyke realizowalna, przy czym charakterystyka fazowa moze by¢ liniowa
lub rézna od liniowe;j.
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Rozdziat 7. jest poswigcony aproksymacji EQLS. Zaproponowano w nim
metod¢ projektowania filtrow 1-D typu FIR zaréwno o liniowej, jak i o i nieli-
niowej charakterystyce fazowej oraz filtrow 1-D typu IIR z zastosowaniem
tej aproksymacji. Podkreslone sa zalety aproksymacji EQLS w poréwnaniu
z aproksymacja EQ. Ponadto pokazano, ze wykorzystujac zaproponowana me-
tode projektowania mozna uzyskaé wyraznie lepsze rezultaty, niz przy uzyciu
nielicznych opisanych w literaturze metod umozliwiajacych uzyskanie rozwia-
zan kompromisowych pomigdzy aproksymacja EQ w pasmie przepustowym
i aproksymacja LS w pasmie zaporowym.

W rozdziale 8. przedstawiono wykorzystanie zaproponowanej metody pro-
jektowania z zastosowaniem aproksymacji EQLS do projektowania nieprzyczy-
nowych filtrow 1-D typu FIR o wspolczynnikach zespolonych. Pokazano, ze
réwniez w przypadku tych filtrow mozna uzyska¢ mniejsze zafalowania charak-
terystyki amplitudowej w pasmie przepustowym niz w przypadku odpowied-
nich filtrow o wspodtczynnikach zespolonych projektowanych z zastosowaniem
aproksymacji rownomiernie falistej w pasmie przepustowym i zaporowym.

Rozdziat 9. zawiera przyktady zastosowania zaproponowanej funkcji celu
jako jednego ze wskaznikow jakosci w zadaniach projektowania zespotow lu-
strzanych filtrow kwadraturowych (w skrécie: QMF — od ang. quadrature mir-
ror filters). Rozpatrzone sa zadania projektowania dwukanatlowego zespotu
QMF o liniowej charakterystyce fazowej oraz dwukanalowego zespotu QMF
o matym opo6znieniu rekonstrukcji. Nalezy podkresli¢, ze zaproponowana me-
toda projektowania jest jedna z bardzo nielicznych metod umozliwiajacych
projektowanie zespotow QMF o malym opdznieniu rekonstrukcji.

Rozdziat 10. poswigcony jest projektowaniu filtréw 2-D typu FIR z zasto-
sowaniem aproksymacji EQ oraz EQLS. Pokazano tez przyktad projektowania
filtru 2-D typu FIR z zastosowaniem aproksymacji LSEQ. Przedstawiono roz-
wigzania zadan projektowania filtrow o réznych rodzajach symetrii, w tym fil-
trow centrosymetrycznych uzyskanych przy uzyciu zaproponowanych metod
projektowania. Pokazano na przyktadach, ze rowniez w przypadku filtréw 2-D
typu FIR, przy uzyciu zaproponowanej metody projektowania z zastosowaniem
aproksymacji LSEQ mozliwe jest uzyskanie mniejszych bledow aproksymacji
niz w przypadku odpowiednich filtréw projektowanych z zastosowaniem
aproksymacji rownomiernie falistej w pasmie przepustowym i zaporowym. Na
przyktadzie projektowania poétpasmowych filtréw 2-D typu FIR pokazano row-
niez mozliwo$¢ uwzglednienia w zadaniu projektowania dodatkowych ograni-
czen. W rozdziale tym pokazano tez, ze mozliwe jest przeprowadzenie zroéwno-
leglenia obliczen przeprowadzanych z wykorzystaniem zaproponowanych me-
tod projektowania, zarowno z zastosowaniem aproksymacji EQ, jak i EQLS, w
wyniku czego uzyskuje si¢ zwigkszenie szybkosci wykonywania tych obliczen.
Podano rowniez informacje dotyczace efektywnos$ci przeprowadzonego zrow-
noleglenia obliczen. W koncowe;j czgsci rozdzialu zaprezentowano przyktadowe
zastosowania zaprojektowanych filtrow o symetrii kolowej oraz filtru pétpa-
smowego w przetwarzaniu obrazow.
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Rozdzial 11. zawiera wnioski koncowe.

W Dodatku A scharakteryzowano podstawowe metody poszukiwania mi-
nimum z ograniczeniami. Spo$rdd nich wybrana jest nast¢pnie metoda rozwia-
zywania rozpatrywanych w pracy zadan programowania nieliniowego. Ponadto
omoéwiona jest zastosowana w pracy metoda przeksztalcenia zadania poliopty-
malizacji w zadanie programowania nieliniowego.
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2. Ogolne wlasciwosci filtrow cyfrowych jedno-
i dwuwymiarowych

2.1. Wprowadzenie

Filtr cyfrowy jest liniowym uktadem dyskretnym, niezmiennym wzglgdem
przesunigcia, realizowanym za pomoca arytmetyki o skonczonej precyzji [118].
Jednowymiarowy (1-D) filtr cyfrowy przetwarza sygnat wejsciowy x(n) w sy-
gnat wyjsciowy y(n) wedtug pewnego algorytmu. Zmienna » moze by¢ interpre-
towana jako numer probki lub tez jako czas fizyczny unormowany wzgledem
okresu probkowania 7, .

Uktad liniowy, niezmienny wzgledem przesunigcia jest w petni scharakte-
ryzowany przez jego odpowiedz impulsowa /(n). Niech X(z), Y(z) i H(z)
oznaczaja odpowiednio transformaty Z sygnalu wejsciowego x(n), sygnatu wyj-
Sciowego y(n) oraz odpowiedzi impulsowej /(n) uktadu. Transformate

H(z2) = Z[h(n)] =% @1

przy zerowych warunkach poczatkowych [31] nazywamy transmitancjg lub
funkcja przenoszenia uktadu. Charakterystyka czestotliwo$ciowa uktadu jest to
transmitancja okre$lona na okrggu jednostkowym, czyli funkcja:

H(e/*)=H(2)__,jo 22)
gdzie w=QT), jest pulsacja unormowana wzgledem szybkosci probkowania
F,=1/T,,a Q - pulsacja sygnatu.

Charakterystyka amplitudowa A(w) oraz fazowa ¢(w) ukladu sa okreslo-
ne nastgpujaco [112, 120]:

A(w) = ‘H(ejw)‘ 2.3)

P(w) =arg H(e!?) (2.4)

Z charakterystyka fazowa zwiazana jest charakterystyka opdznienia grupowego
7(w) uktadu zdefiniowana wzorem:

T(a))z—j—w[argH(ejw)] (2.5)
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Jezeli dany filtr cyfrowy jest uktadem liniowym, niezmiennym wzgledem
przesunigcia, stabilnym i przyczynowym, to jego charakterystyka czgstotliwo-
Sciowa moze by¢ wyrazona nastepujaco [112, 120, 190, 202]:

H(e'®)y= Y hk)e /* (2.6)
k=—oo
Ze wzgledu na czas trwania odpowiedzi impulsowej filtry cyfrowe dzieli
si¢ na dwie klasy, a mianowicie uktady o skonczonym czasie trwania odpowie-
dzi impulsowej (FIR) oraz uktady o nieskonczonym czasie trwania odpowiedzi
impulsowej (IIR). Podstawowe wlasciwosci obu tych klas filtrow zostang krot-
ko omoéwione w nastgpnych podrozdziatach.

2.2. Jednowymiarowe filtry FIR

Niech A(n) bedzie odpowiedzia impulsowa o dlugosci N przyczynowego
filtru 1-D typu FIR. Transmitancja przyczynowego filtru 1-D typu FIR jest wie-

lomianem stopnia N —1 zmiennej zespolone;j z 1o postaci:

H(z)=h0)+h()z " +...+ h(N-1)zN"! (2.7)

gdzie N —1 jest rzedem filtru.

Charakterystyka czgstotliwo$ciowa filtru 1-D typu FIR jest okreslona zalezno-
Scia:
. N—l .
H(e'?)= D" h(n)e /™ (2.8)
n=0
Mozna wykaza¢, ze w klasie uktadow przyczynowych jedynie uklady FIR
umozliwiaja realizacj¢ doktadnie liniowej charakterystyki fazowej. W takim

przypadku charakterystyka czgstotliwo$ciowa moze by¢ przedstawiona w na-
stepujacej postaci [112, 143]:

H(e!?)= H(w)e! " (2.9)

gdzie ¢(w)= P —aw, a H(w) jest funkcja rzeczywista, nazywana w literaturze

charakterystyka czgstotliwosciowa o fazie zerowej (ang. zero-phase frequency
response) [110, 181].

Pomigdzy funkcjami H () oraz H (ej @Y zachodzi nastgpujacy zwiazek:

‘H(ejw)‘ =|H () (2.10)
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W literaturze [108, 112, 141, 143, 190, 202] rozpatrywane sa cztery typy
charakterystyk czestotliwosciowych filtrow FIR o liniowej charakterystyce
fazowej, a mianowicie:

typI: N jest nieparzyste oraz spelniony jest warunek:
h(n)=h(N -1-n), n=0,1,..,N—-1;

typ II: N jest parzyste oraz spetiony jest warunek:
h(n)=h(N -1-n), n=0,1,...,. N —1;

typ III: N jest nieparzyste oraz spetniony jest warunek:
h(n)=—=h(N —=1-n), n=0,1,...,N —1;

typ IV: N jest parzyste oraz spelniony jest warunek:
h(n)=—h(N —1-n), n=0,1,...,N—1.

Charakterystyka czgstotliwosciowa filtru FIR kazdego z tych czterech typow
moze by¢ wyrazona nastgpujaco [108]:
N -1

H(e®) = H(w) exp[j(%” - o @.11)

przy czym
= 0 dla typow I 1 1I
1 dla typow III i IV

Zaleznie od wartosci N oraz od charakteru odpowiedzi impulsowe;j filtru,
funkcja H (@) przyjmuje odpowiednio jedna z czterech postaci [108, 143]:

Postaé 1: N nieparzyste, odpowiedz impulsowa symetryczna:

H(w)= fa(k) cos(ak) (2.12)
k=0
gdzie: M =(N-1)/2,
a(0)=h(M),
a(k)=2h(M —k), k=12,.,M.

Postaé 2: N parzyste, odpowiedz impulsowa symetryczna:
— M 1
H(w) =Y b(k)cos[a(k — E)] (2.13)
k=1

gdzie: M=N/2,
b(k)=2h(M -k), k=12,..,M.
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Postaé 3: N nieparzyste, odpowiedz impulsowa antysymetryczna:

M
H(w) = c(k)sin(ak) (2.14)
k=1
gdzie: M=(N-1/2,
c(k)=2h(M —k), k=12,..M,
h(M)=0.

Postaé 4: N parzyste, odpowiedz impulsowa antysymetryczna:

H(w)= %d(k) sin[a)(k—%)] (2.15)
k=1

gdzie: M=N/2,
d(k)=2h(M - k), k=12,..,M.

Nalezy zauwazy¢, ze wystgpujacy we wzorze (2.11) czton exp[j(L—; —(?)(o)]

nie ma wptywu na charakterystyke amplitudowa filtru. Ksztatt tej charaktery-
styki zalezy jedynie od wartosci funkcji H (@) . Zadanie zaprojektowania filtru
o okreslonej charakterystyce amplitudowej sprowadza si¢ wigc do wyznaczenia
odpowiednich wartosci wspotczynnikow funkcji H (w).

2.3. Jednowymiarowe filtry IIR

Transmitancja jednowymiarowego filtru IIR jest ilorazem dwoch wielo-
miandw zmiennej z7! , czyli funkcja wymierna o postaci:
_Wi(z) _ap+ alz_1 + azz_2 +...+ aNz_N

Wo(z)  14+byz +byz 2+ +byz ™

(2.16)

gdzie: ay , b; — state wspotezynniki.

Dzigki wystepowaniu biegundéw transmitancji, filtry IIR umozliwiaja z re-
guly realizacje zadanej charakterystyki czestotliwo$ciowej przy uzyciu filtru
nizszego rzedu, niz by to miato miejsce w przypadku filtréw FIR. W przypadku
przyczynowych filtréw IIR nie ma natomiast mozliwo$ci uzyskania doktadnie
liniowej charakterystyki fazowe;.

Wazna klasa filtrow IIR sa uklady wszechprzepustowe, nazywane rowniez
filtrami wszechprzepustowymi. Uklady te sa czesto wykorzystywane jako ko-
rektory fazy [147, 153]. W przypadku tych uktadow dla wszystkich czestotli-
wosci zachodzi nastgpujaca zaleznos$¢ [112, 147]:
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‘H(ejw)‘z -1 2.17)

W ogdlnym przypadku transmitancja uktadu wszechprzepustowego / ,(z) ma
nastepujaca postac [147]:

Mol
Hy(2)=e T2~ (2.18)
k=11—zpz"

gazie zj oznacza 11ICZb¢ Sprzezong z Zk .

Nalezy zauwazy¢, ze bieguny i zera tej transmitancji wystgpuja w punktach
odpowiadajacych sprzezonym odwrotnosciom okreslonych liczb zespolonych.
Jezeli transmitancja H(z) wyrazona wzorem (2.18) ma by¢ funkcja rze-

czywista, zespolone zera musza by¢ zwierciadlanym odbiciem (wzgledem okrg-
gu jednostkowego) biegunoéw, a ponadto musi zachodzi¢ réwnos¢ ¢=0 lub

¢ =m [147]. Transmitancja ta moze by¢ woOwczas wyrazona w nastgpujacej
postaci::

Z_MW2 (z_l) by +bM_12_1 +bM_22_2 +otz M
W, (2) 1+byz 7 +byz 2+ by z ™M

H,(z)= (2.19)

2.4. Sygnaly i uklady dwuwymiarowe

Wtasciwos$ci sygnatow 1 uktadow 1-D moga by¢ uogdlnione na przypadek
wielowymiarowy. Uktady cyfrowe wielowymiarowe opisane sa m.in. w pracach
[41, 80, 95, 120]. Najczesciej wykorzystywanymi w praktyce sygnalami
i uktadami wielowymiarowymi sa sygnaty i uktady dwuwymiarowe (2-D).

Niech A(m,n) bedzie odpowiedzia impulsowa 2-D uktadu liniowego, nie-
zmiennego wzgledem przesuniecia” oraz niech sygnat y(m,n) bedzie odpowie-
dzia tego uktadu na pobudzenie x(m,n). Sygnat y(m,n) moze by¢ wyrazony
w postaci [120]:

y(m,n) = i i hk,r)x(m—Fk,n—r) (2.20)

y=—c0 ff=—o0

Transmitancja 2-D uktadu jest okre$lona nastgpujaco:

" W przypadku ukltadu 2-D, okreélenia ukfadu liniowego, niezmiennego wzgledem
przesunigcia, stabilnego i przyczynowego sa uogdlnieniami okreslen sformutowanych
dla uktadow 1-D. Okreslenia te dla przypadku 2-D mozna znalez¢ np. w pracy [120].
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Hzz)= Y Shimmz "z (221)

M=—00 p=—00

Transmitancja okreslona dla z; = e/ i zZy = e/ , czyli funkcja:

H(e/D e/®2) = > > h(m, n)e /M g @n (2.22)
M=—o0 p=—c0
nazywana jest charakterystyka czestotliwo$ciowa 2-D uktadu.

W przypadku filtru 2-D typu FIR, transmitancja oraz charakterystyka cze-
stotliwo$ciowa uktadu sa wyrazone odpowiednio wzorami:

M-IN;-1
H(zy,z2)= > > h(myn)zy ™z, (2.23)

m=0 n=0

, . M;—-1IN -1 . .
He/,e/2)= 3 > h(m,n)e™/ A=/ P20 (2.24)
m=0 n=0
gdzie M; 1 N; sa liczbami naturalnymi (liczbami wspotczynnikéw odpowied-
nio w poziomie i w pionie).
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3. Projektowanie filtrow cyfrowych

3.1. Wprowadzenie

W procesie projektowania filtrow cyfrowych mozna wyrdzni¢ nastepujace

podstawowe etapy [31, 112]:

e okreslenie pozadanych wilasciwos$ci uktadu, np. pozadanych charakterystyk
filtru,

e wybor klasy filtru cyfrowego, ktéry ma realizowac pozadane wlasciwosci,

e ustalenie kryterium, wedlug ktérego bedzie dokonywany wybor filtru, kto-
rego wlasciwosci najlepiej przyblizaja pozadane wlasciwosci,

e sformutowanie zadania znalezienia filtru najlepszego wedlug ustalonego
kryterium w wybranej klasie,

e wybor odpowiedniej metody rozwiazania sformutowanego uprzednio zada-
nia oraz jego rozwiazanie,

e realizacje zaprojektowanego filtru za pomoca arytmetyki o skonczonej pre-
Cyzji, np. przy uzyciu programu komputerowego, procesora sygnatowego
[31], uktadu FPGA (ang. Field Programmable Gate Array) lub uktadu sca-
lonego wielkiej skali integracji (VLSI).

Pierwszy etap uzalezniony jest od zastosowan filtru. Nalezy zadecydowac,
czy projektowany filtr jest filtrem 1-D czy 2-D oraz jakie sa jego pozadane od-
powiedzi. W wigkszosci przypadkow pozadana odpowiedzia uktadu jest okre-
$lona charakterystyka amplitudowa lub fazowa lub tez zadany jest przebieg obu
tych charakterystyk. Niekiedy zamiast charakterystyki fazowej okreslona jest
pozadana charakterystyka op6znienia grupowego uktadu. Zagadnienie ustalania
pozadanych wilasciwosci filtru nie jest w tej pracy rozpatrywane. Informacje
dotyczace sposobu formulowania wymagan przy projektowaniu filtru cyfrowe-
g0 sa podane m.in. w pracach [112, 120, 190, 202].

Drugim etapem procesu projektowania filtru jest ustalenie klasy filtru, kto-
ry ma realizowa¢ zadane wilasciwosci. Przede wszystkim nalezy zdecydowac,
czy zastosowac filtr typu IIR czy FIR. Nalezy wzia¢ réwniez pod uwagg fakt, ze
przy realizacji niektorych struktur filtrow typu FIR oraz IIR, na transmitancjg
filtru moga by¢ dodatkowo natozone pewne ograniczenia [112]. W takich przy-
padkach posta¢ transmitancji filtru jest $cisle zwiazana z jego implementacja.
Sytuacja taka ma miejsce np. w przypadku pewnych struktur filtréw bardzo
efektywnych obliczeniowo oraz filtrow o matej czutosci [112].

Po to, aby moc zaprojektowac filtr wybranej klasy, ktorego wlasciwosci
najlepiej przyblizaja pozadane wiasciwosci, nalezy ustali¢ kryterium, wedlug
ktorego bedzie dokonywany wybor takiego filtru. Ustalenie tego kryterium jest
z kolei zwiazane z wyborem rodzaju przyblizenia czyli aproksymacji pozada-
nych wlasciwosci. Najczgsciej stosowane rodzaje aproksymacji oraz zwigzane
z nimi miary btedu beda omdéwione w podrozdziale 3.2.
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Sformutlowanie zadania znalezienia filtru najlepszego wedtug ustalonego
kryterium w wybranej klasie, sprowadza si¢ do sformulowania odpowiedniego
zadania aproksymacji pozadanych wlasciwosci filtru wlasciwosciami realizo-
walnego filtru cyfrowego nalezacego do wybranej klasy. Zadanie to nalezy
nastepnie rozwiazaé. Kolejnym etapem procesu projektowania jest wigc wybra-
nie istniejacej lub opracowanie nowej metody rozwiazania zadania aproksyma-
cji pozadanych wlasciwosci uktadu wiasciwosciami filtru realizowalnego. Roz-
wiazanie tak sformutowanego zadania aproksymacji, czyli rozwiazanie zadania
zaprojektowania filtru, sprowadza si¢ do wyznaczenia odpowiednich wartosci
wspotczynnikéw transmitancji lub charakterystyki czestotliwosciowej filtru
wybranej klasy. Metody stuzace do wyznaczenia warto$ci tych wspotczynnikow
nazywane sa w literaturze metodami projektowania filtréw. Mozna je podzieli¢
na metody tradycyjne oraz na metody wspomagane komputerowo, w ktoérych
wykorzystuje si¢ rdzne rodzaje aproksymacji i rozmaite techniki iteracyjne.
Tradycyjne metody projektowania filtrow typu FIR 1 IIR sg krétko oméwione w
podrozdziale 3.3. W rozdziale 4. sa natomiast scharakteryzowane wspomagane
komputerowo metody projektowania filtrow typu FIR i IIR z zastosowaniem
aproksymacji MM i EQ.

Ostatnim etapem rozwazanego procesu jest realizacja zaprojektowanego
filtru i sprawdzenie, czy filtr ten spetnia stawiane mu wymagania. Synteza dane;j
transmitancji filtru cyfrowego mozliwa jest przy zastosowaniu roznych struktur.
Przy wyborze okreslonej struktury bierze si¢ zwykle pod uwage [190]: stopien
ztozonosci uktadu lub algorytmu; wrazliwo§¢ wybranych charakterystyk filtru
i/lub wrazliwo$¢ zer oraz biegundéw transmitancji na kwantowanie parametrow
uktadu; efekty nieliniowe zwiazane z kwantowaniem wynikow operacji arytme-
tycznych, w wyniku czego moga powsta¢ oscylacje pasozytnicze; wplyw szu-
moéw addytywnych wynikajacych z przyblizonego przedstawienia liczb i wyni-
kéw operacji arytmetycznych. Znalezienie takiej struktury, przy ktérej wpltyw
niepozadanych efektow na prace uktadu bylby minimalny, jest jednak trudne,
gdyz wlasciwosci poszczegdlnych struktur czesto sa zalezne od wartosci licz-
bowych parametréw. W praktyce wyboru odpowiedniej realizacji czgsto doko-
nuje si¢ poprzez poréwnanie wilasciwosci réznych struktur dla konkretnych
warto$ci parametrow. Zagadnienie realizacji danej transmitancji filtru nie jest w
niniejszej pracy rozpatrywane. Metody syntezy transmitancji oraz wiasciwosci
podstawowych struktur filtrow cyfrowych sa opisane m.in. w pracach [31, 112,
120, 190].

3.2. Rodzaje aproksymacji wykorzystywanych w procesie
projektowania filtréw cyfrowych
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W ogdélnym przypadku aproksymacja funkcji polega na zastgpowaniu da-
nej funkcji f przez inna funkcje g nalezaca do ustalonej klasy (np. bedaca wie-
lomianem), ktéra w okreslonym sensie najlepiej przybliza /- Funkcja g nazywa-
na jest funkcja aproksymujaca. Jezeli funkcja g jest funkcja liniowa, mowimy
o przypadku aproksymacji liniowej. Klasyczne zadanie aproksymacji liniowe;j
mozna sformulowac w sposob nastepujacy [73]:

Definicja 3.1.
Dla ustalonego elementu f z przestrzeni liniowej unormowanej X szukamy

* . . , . . ., .
elementu g, nalezacego do danej skonczenie wymiarowej polprzestrzeni
liniowej U przestrzeni X , takiego ze:

|7 -g"|<lr -l G.)

dla wszystkich ge U .

Bledem aproksymacji elementu f wzgledem potprzestrzeni U nazywamy
wielko$¢ g (f) rowna:

ey (f) = g“elf] 17 -gl (3.2)

* 7 o Iy
a element g , dla ktorego zachodzi rownos¢ H - g*H =g/ (f) — elementem

optymalnym.

Element optymalny jest tym sposréd elementéw potprzestrzeni U, ktory
jest najblizszy (w sensie odleglo$ci mierzonej norma przestrzeni) przyblizanego
elementu f. W ogélnym przypadku jednak element optymalny nie musi by¢
wyznaczony jednoznacznie [73, 109].

W zaleznosci od rodzaju funkcji aproksymujacej mozna wyrdzni¢ rozne
rodzaje aproksymacji. Najczgsciej stosowang aproksymacja jest aproksymacja
liniowa. Funkcja aproksymujaca jest w tym przypadku wielomian uogoélniony
[48]. Aproksymacja liniowa funkcji f polega na okresleniu wspotczynnikow

.o ES .
ap,ap,....a, funkcji g =agpy+a@ +...+a,p,, gdzie ¢y,¢...p, sa funk-
cjami bazowymi n+1 wymiarowej polprzestrzeni liniowej U.
Innym rodzajem aproksymacji jest aproksymacja wymierna. W tym przy-
padku funkcja aproksymujaca ma posta¢ [48]:
_ appo + a1 +...+a,Q,
bowo + by + by

(3.3)
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gdzie ¢@; i yi,i= 0,1,....n; j = 0,1,...,m, sa elementami tej samej bazy k-wymia-
rowej potprzestrzeni liniowej (k = max(n,m) ), natomiast a;, bj sa stalymi

wspotczynnikami, ktore nalezy wyznaczy¢.

W procesie projektowania filtrow cyfrowych wykorzystywana jest zarow-
no aproksymacja liniowa, jak i aproksymacja wymierna. Charakterystykami
aproksymowanymi moga by¢ nastgpujace charakterystyki: amplitudowa, fazo-
wa, opdznienia grupowego lub czgstotliwosciowa.

Przy formulowaniu zadania aproksymacji istotne znaczenie ma wybor
normy i rodzaju przestrzeni X. Wybor ten decyduje o okres$leniu wartosci bledu
aproksymacji oraz rodzaju aproksymacji zwiazanego z przyjeta definicja funkcji
btedu. W procesie projektowania filtrow cyfrowych najczeséciej stosowane sa
nastgpujace rodzaje aproksymacji [112, 113]:

e Aproksymacja minimaks. W tym przypadku stosowana jest norma
Czebyszewa z waga. Dla funkcji f(x) okre§lonej na przedziale [a,b] po-

szukujemy funkcji g(x) dajacej najmniejsze maksimum wazonej rdznicy
miedzy f(x) i g(x) na calym przedziale [a,b]. Funkcja btedu jest wyra-
zona nastgpujaco:

E(x) =W (x)|f(x) - g(x) (34)
a wartos$cia, ktora ma by¢ zminimalizowana jest
£= max E(x) (3.5)
xela,b]

e Aproksymacja réwnomiernie falista. W przypadku tej aproksymacji
funkcja btedu ma J ekstremoéw o jednakowych wartosciach bezwzglednych.
W pewnych przypadkach, przy okreslonej liczbie J ekstremow funkcji ble-
du, aproksymacja EQ jest jednoczesnie aproksymacja MM. W rozwiaza-
niach uzyskanych z zastosowaniem aproksymacji EQ btad aproksymacji
jest rownomierne roztozony w catym rozpatrywanym przedziale aproksy-
macji i ma czgsto z gory zadana wartos$c¢.

e Aproksymacja Sredniokwadratowa. W tym przypadku stosowana jest

norma L, z waga. Dla funkcji f'(x) okreslonej na przedziale [a, b] poszu-
kujemy funkcji g(x), dla ktorej catka:

b
Ey = [W()Lf (x) - g(x)] dx (3.6)

ma warto$¢ minimalng. Jezeli funkcja f'(x)dana jest na dyskretnym zbio-
rze argumentow, woéwczas poszukujemy minimum sumy:
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Ey = Y W)f(x)—gx)? , W) 20dlai=0,1,..n (3.7)
i=0

e Aproksymacja w sensie najmniejszej p-tej potegi bledu. Jest to uogo6l-
nienie aproksymacji sredniokwadratowej. W tym przypadku zamiast normy
L, stosowana jest norma L ,, gdzie p jest liczba catkowita. Dla funkeji

f(x) okreslonej na przedziale [a,b] poszukujemy funkcji g(x), dla ktorej
catka:

b
E, = [W@)Lf (x)~ g(0)]F dx 3.8)

a

ma warto$¢ minimalng. Mozna wykaza¢, ze jezeli p — oo, rozwiazanie
minimalizujace powyzsza catk¢ dazy do rozwiazania aproksymacji MM
[34, 112, 120]. Fakt ten jest wykorzystywany w pewnej grupie metod pro-
jektowania filtrow IIR.

e Aproksymacja maksymalnie plaska. W przypadku tego typu aproksyma-
cji funkcja aproksymujaca jest otrzymana w drodze rozwinigcia w szereg
Taylora w okreslonym punkcie funkcji aproksymowanej. Z reguly zaktada
sig, ze tym punktem jest x =0. W niektorych przypadkach, jak np. przy
projektowaniu filtrow 1-D typu FIR o maksymalnie ptaskiej charakterysty-
ce amplitudowej, bierze si¢ pod uwage dwa punkty, przy czym najczesciej
sanimi x=01ix=7m.

W wigkszo$ci metod projektowania 1-D filtrow cyfrowych stosowany jest
jeden z omowionych powyzej rodzajow aproksymacji. Niekiedy wykorzysty-
wane sa jednocze$nie dwa rodzaje aproksymacji, np. w przypadku charaktery-
styk amplitudowych filtru 1-D typu FIR o liniowej charakterystyce fazowej
stosowana jest maksymalnie ptaska aproksymacja w pasmie przepustowym
i aproksymacja EQ w pasmie zaporowym [159, 169, 171, a4, a6]. Oméwione
rodzaje aproksymacji wykorzystywane sa rowniez przy projektowaniu filtrow
2-D, przy czym w tym przypadku aproksymacje¢ przeprowadza si¢ w przestrzeni
2-D. W niniejszej pracy bedziemy zajmowac si¢ gltdéwnie aproksymacja MM
i EQ.

Aproksymacja MM jest czgsto stosowana przy projektowaniu filtrow za-
rowno analogowych, jak i cyfrowych, gdyz jej zastosowanie zapewnia spetnie-
nie zatozen projektowych za pomoca filtru nizszego rzedu niz miatoby to miej-
sce przy zalozeniu innej postaci funkcji btgdu [112, 120]. Z tego wlasnie powo-
du stosowanie tego rodzaju aproksymac;ji jest korzystne, mimo ze rozwiazywa-
nie zadan aproksymacji MM jest z reguly bardziej skomplikowane obliczenio-
wo niz zadan aproksymacji LS.
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Charakterystyka uzyskana w wyniku aproksymacji MM ma nastepujace za-

lety [112, 120]:

e przy danym pasmie przepustowym umozliwia ona uzyskanie najmniejszego
maksymalnego zafalowania charakterystyki wewnatrz pasma,

e przy danym maksymalnym zafalowaniu charakterystyki wewnatrz pasma
przepustowego pozwala ona na uzyskanie najszerszego pasma przepusto-
wego,

e przy danym maksymalnym zafalowaniu charakterystyki wewnatrz pasma
przepustowego pozwala ona na uzyskanie najwickszej selektywnosci (tzn.
najszybszego opadania charakterystyki poza tym pasmem),

e przy danej szeroko$ci pasma przepustowego oraz zadanych maksymal-
nych zafalowaniach charakterystyki wewnatrz pasma przepustowego
1 zaporowego umozliwia uzyskanie pasma przejsciowego o najmniejszej
szerokosci.

Filtry zaprojektowane z zastosowaniem aproksymacji MM czgsto nazywane sa
w literaturze filtrami optymalnymi.

W przypadku pewnych typéw zadan aproksymacji, funkcja btedu w roz-
wiazaniu optymalnym w sensie Czebyszewa ma przebieg rownomiernie falisty
o okreslonej liczbie ekstreméw. Ma to miejsce np. w zadaniach projektowania
filtréw 1-D typu FIR o liniowej charakterystyce fazowej oraz filtrow 1-D typu
IIR o zadanych charakterystykach amplitudowych. W tego rodzaju zadaniach
aproksymacja MM jest rdwnowazna aproksymacji EQ o okreslonej liczbie eks-
treméw. W przypadku innych typéw zadan, zamiast znalezienia rozwiazania
optymalnego w sensie Czebyszewa, zadawalajacym rozwiazaniem jest uzyska-
nie rozwiazania o réwnomiernie falistym przebiegu funkcji bledu [25, 138, 156,
180].

Zadania aproksymacji MM charakterystyk amplitudowych filtrow 1-D ty-
pu IIR oraz FIR o liniowej charakterystyce fazowej sa zadaniami aproksymacji
sformutowanymi w dziedzinie liczb rzeczywistych. W przypadku tych zadan,
uzyskane rozwiazanie, o ile takie istnieje dla zatozonych danych wejsciowych,
jest rozwigzaniem jednoznacznym [np. 104, 108, 112]. Problem istnienia i jed-
noznaczno$ci rozwiazania zadan projektowania réznych rodzajéw filtrow zo-
stanie omowiony w podrozdziale 5.4.
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3.3. Podzial metod projektowania filtréw cyfrowych

Podziat metod projektowania filtrow cyfrowych moze by¢ przeprowadzony
w roézny sposob w zaleznosci od przyjetego kryterium. Przy przyjeciu jako kry-
terium podzialu wymiaru projektowanego filtru, metody projektowania mozna
podzieli¢ na metody projektowania filtrow 1-D, filtrow 2-D oraz filtrow wielo-
wymiarowych.

Innym czgsto przyjmowanym kryterium podziatu jest klasa filtrow, do pro-
jektowania ktorej rozpatrywane metody sa stosowane. Przy przyjeciu takiego
kryterium, metody projektowania mozna podzieli¢ na metody projektowania
filtrow IIR oraz metody projektowania filtrow FIR. Rozwigzanie zadania zapro-
jektowania filtru cyfrowego, zarowno FIR, jak i IIR, sprowadza si¢ do wyzna-
czenia odpowiednich wartosci wspotczynnikow transmitancji. W przypadku
filtru FIR transmitancja ma posta¢ wielomianu, natomiast w przypadku filtru
IIR jest ona funkcja wymierng. Przy projektowaniu filtrow FIR jest wigc stoso-
wana aproksymacja wielomianowa, a przy projektowaniu filtrow IIR - aprok-
symacja wymierna. Z tego wilasnie powodu metody projektowania filtrow IR
istotnie r6znia si¢ od metod projektowania filtrow FIR.

Jako inne kryterium podzialu metod projektowania filtrow cyfrowych
mozna przyja¢ zlozono$¢ obliczeniowa metody. W takim przypadku metody
projektowania filtréw cyfrowych mozna podzieli¢ na metody tradycyjne oraz na
metody wspomagane komputerowo. Pod pojgciem metod tradycyjnych rozu-
miemy tutaj metody, w ktorych projektowanie filtru jest przeprowadzane bez
uzycia technik iteracyjnych. Metody tradycyjne sa wigc niezbyt skomplikowane
obliczeniowo. Zakres zastosowan tych metod jest jednak ograniczony do do$¢
szczegblnych przypadkow aproksymowanych charakterystyk.

Tradycyjne metody projektowania filtrow 1-D typu FIR umozliwiaja pro-
jektowanie filtrow o liniowej charakterystyce fazowej oraz uktadow minimalno-
fazowych. W przypadku filtrow FIR o liniowej charakterystyce fazowej wyma-
gania stawiane filtrowi moga dotyczy¢ wylacznie jego charakterystyki amplitu-
dowej, przy czym charakterystyka ta moze przyjmowac jedynie stale wartosci w
poszczegblnych pasmach. Przy stosowaniu tradycyjnych metod projektowania
nie ma mozliwosci uwzgledniania w procesie projektowania dodatkowych wy-
magan dotyczacych wlasciwosci filtru w dziedzinie czasu lub czgstotliwosci.

Do tradycyjnych metod projektowania filtrow 1-D typu FIR o liniowej
charakterystyce fazowej zaliczamy metodg projektowania z zastosowaniem sum
czg$ciowych szeregu Fouriera, rozne metody okien czasowych oraz metodg
projektowania filtrow o maksymalnie ptaskiej charakterystyce amplitudowe;j.
Szczegotowe opisy tych metod mozna znalez¢é m.in. w pracach [112, 120, 190,
202].

Tradycyjne metody projektowani filtrow 1-D typu IIR polegaja na zapro-
jektowaniu prototypowego filtru analogowego o pozadanych wlasciwosciach,
a nastgpnie przeksztalceniu zaprojektowanego filtru analogowego w odpowied-
ni filtr cyfrowy spetniajacy zatozone wymagania. W praktyce stosowanych jest
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kilka metod przeksztatcenia prototypowego filtru analogowego w odpowiedni
filtr cyfrowy, a mianowicie: metoda transformacji dwuliniowej (biliniowe;),
metoda niezmiennosci odpowiedzi impulsowej oraz metoda oparta na nume-
rycznym rozwiazywaniu roéwnan rozniczkowych. Metody te oraz zakres ich
stosowalnosci sa szczegblowo omoéwione m.in. w pracach [31, 112, 120, 202].

Do tradycyjnych metod projektowania 2-D filtrow FIR o liniowej charakte-
rystyce fazowej zaliczamy 2-D metode funkcji okien, metode¢ prébkowania
w dziedzinie czegstotliwosci oraz metody oparte na transformacji McClellana.
Metody nalezace do pierwszych dwoch grup stanowia rozszerzenie metod 1-D
na przypadek 2-D i nie umozliwiaja uzyskania optymalnych charakterystyk
amplitudowych. Metody oparte na transformacji McClellana umozliwiaja prze-
ksztalcenie prototypowego filtru 1-D w filtr 2-D. Metody te maja z kolei dos¢
ograniczony zakres stosowalnosci. Opisy wymienionych metod mozna znalez¢
m.in. w pracach [41, 80, 95].

W przypadku bardziej ogolnych wymagan dotyczacych charakterystyk fil-
trow zardwno 1-D, jak i 2-D, projektowanie tych filtréw odbywa si¢ z wykorzy-
staniem metod wspomaganych komputerowo. W metodach tych stosowane sa
rézne rodzaje aproksymacji, do przeprowadzenia ktéorych wykorzystywane sa
rozmaite techniki iteracyjne. Metody wspomagane komputerowo moga by¢
wiec jeszcze podzielone na grupy w zaleznosci od stosowanego rodzaju aprok-
symacji. Metody projektowania 1-D i 2-D filtréw cyfrowych z zastosowaniem
aproksymacji MM 1 EQ omowione sa w rozdziale 4.

Opisy metod projektowania 1-D i 2-D filtrow cyfrowych zaréwno typu
FIR, jak i IIR, z zastosowaniem aproksymacji LS mozna znalez¢ m.in. w pra-
cach [9, 15, 43, 54, 55, 58, 81, 93, 112, 130-132, 146, 159, 198, 199, a8], nato-
miast opisy metod z wykorzystaniem aproksymacji maksymalnie ptaskiej m.in.
w pracach [57, 112, 158, 161]. Aproksymacja w sensie najmniejszej p-tej potegi
btedu jest bardzo rzadko stosowana w przypadku filtréw 1-D typu FIR.
Jest ona jednak wykorzystywana w pewnej grupie metod projektowania filtrow
1-D typu IIR [np. 11, 20, 27, 33, 168] oraz filtréw 2-D typu FIR oraz IIR [np.
97, 144].
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4. Metody projektowania filtrow cyfrowych
z zastosowaniem aproksymacji czebyszewowskiej
i rownomiernie falistej

We wspomaganych komputerowo metodach projektowania filtréw cyfro-
wych wspotczynniki filtru wyznaczane si¢ w wyniku rozwigzania okre§lonego
zadania aproksymacji pozadanej charakterystyki odpowiednia charakterystyka
filtru wybranej klasy. W dalszej czg$ci niniejszego rozdzialu zostang przedsta-
wione opisywane w literaturze metody projektowania filtrow cyfrowych z za-
stosowaniem aproksymacji MM i EQ. Metody projektowania filtrow 1-D typu
FIR oraz IIR zostana oméwione oddzielnie — odpowiednio w podrozdziale 4.1.
14.2. W podrozdziale 4.3. zostang natomiast krotko scharakteryzowane metody
projektowania filtréw 2-D typu FIR o liniowej charakterystyce fazowej. Projek-
towaniem innych filtréw 2-D nie bedziemy si¢ zajmowac si¢ w niniejszej pracy.
Informacje dotyczace metod projektowania tych filtrow mozna znalez¢ np. w
pracach [41, 80, 95, 144].

4.1. Metody projektowania filtrow 1-D typu FIR

Metody projektowania filtrow 1-D typu FIR z mozna podzieli¢ na dwie
podstawowe grupy, a mianowicie na:

e metody projektowania filtrow 1-D typu FIR o liniowej charakterystyce fa-
ZOWej,

e metody projektowania filtrow 1-D typu FIR o zadanej charakterystyce czg-
stotliwosciowe;j.”

W przypadku filtréw FIR o liniowej charakterystyce fazowej wymagania
dotycza przebiegu charakterystyki amplitudowej. Filtr 1-D typu FIR o liniowe;j
charakterystyce fazowej zaprojektowany z zastosowaniem aproksymacji MM
ma réwnomiernie falista charakterystyke amplitudowa. Do wspomaganego
komputerowo projektowania tego rodzaju filtrow stosowane sa najczesciej:
¢ metoda McClellana i Parksa oparta na algorytmie Remeza,

e metody wykorzystujace programowanie liniowe.

W przypadku filtréw 1-D typu FIR o zadanej charakterystyce czgstotliwo-
sciowej wymagania dotycza zaro6wno przebiegu charakterystyki amplitudowe;j,
jak 1 fazowej filtru. Filtry te moga by¢ projektowane wylacznie metodami
wspomaganymi komputerowo [113].

" Méwiac o zadanej charakterystyce czestotliwosciowej mamy na mysli charakterystyke
realizowalna, przy czym zaklada sig, ze charakterystyka fazowa jest nicliniowa.
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4.1.1. Metody projektowania jednowymiarowych filtréow FIR o liniowej
charakterystyce fazowej

Rozpatrzmy dolnoprzepustowy (LP) filtr 1-D typu FIR o charakterystyce
czestotliwosciowej typu I. Niech H(w) bedzie charakterystyka czestotliwo-
$ciowa o fazie zerowej tego filtru, okre§lona wzorem (2.12). Z zaleznosci (2.10)
wynika, ze zadanie aproksymacji MM zadanej charakterystyki amplitudowe;j
A;(w) jest rownowazne zadaniu aproksymacji MM odpowiedniej charaktery-
styki o fazie zerowej Hy(w) (Ay = ‘ﬁ d (a))‘ )- W przypadku, gdy A4, (@) jest
charakterystyka amplitudowa idealnego LP filtru 1-D, odpowiednia charaktery-
styka o fazie zerowej jest okre§lona nastepujaco:

1 — w pasmie przepustowym,
4.1)

Hq(@)= {0 — W pasmie zaporowym.

Przy zastosowaniu aproksymacji MM, funkcja bledu E(w) jest wyrazona za-
leznoscia:

E(@) =W (@)[H(®)~Hy(@)] (4.2)

gdzie W(w) jest dodatnia funkcja wagi. Zaprojektowanie filtru polega na zna-
lezieniu takich wspoétczynnikéw filtru, dla ktérych zminimalizowana jest war-
tos¢:

£= max |E(o)| (4.3)

we PUS

Funkcja H(w) otrzymana w wyniku takiej aproksymacji ma posta¢ pokazana
na rysunku 4.1. Wielkosci 6; i 0, sa maksymalnymi odchytkami funkcji
H(w) od aproksymowanej funkcji H ;(w) odpowiednio w pasmie przepusto-
wym P i zaporowym S. Pomiedzy przedziatami P a S, w ktorych funkcja H (o)
ma Scisle okre§lony przebieg, wystepuje pasmo przejsciowe, w ktorym wyma-
gania odno$nie przebiegu tej funkcji nie sa sprecyzowane. Zastosowana funkcja
wagowa W (w) jest okre§lona nastgpujaco:

1 — w pasmie przepustowym,

W(a))={w - w pasmie zaporowym, (44)

gdzie: w=—
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Rys. 4.1. Charakterystyka czgstotliwosciowa o fazie zerowej filtru LP typu I otrzymana
w wyniku aproksymacji MM

W dalszej cze$ci niniejszego rozdziatu bedziemy rozpatrywaé projektowa-
nie filtréw LP typu I. Podobne rozwazania mozna przeprowadzi¢ dla filtrow
o charakterystykach czgstotliwo$ciowych typu II, III i IV, a informacje na ten
temat sa podane m.in. w pracach [108, 112].

Wartos$ci maksymalnych dopuszczalnych odchylen charakterystyki ampli-
tudowej od charakterystyki idealnej (maksymalnych dopuszczalnych btedow)
w pasmach przepustowym i zaporowym sa niekiedy podawane w decybelach.
Wartosci te, oznaczane odpowiednio 4, 1 4, sa wowczas najezesciej okresla-

ne w sposob nastepujacy [112]:
4, =20logo(6;) [dB] 4.5)

Ag =20logo(6,) [dB] (4.6)

Czasami rowniez warto$¢ maksymalnego dopuszczalnego btedu charakterystyki

amplitudowej w pasmie zaporowym jest definiowana nieco inaczej, a mianowi-
cie [112]:

Ay =-2010g((5,) [dB] (4.7)
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Tak okreslona wartosci ZS jest dodatnia i odpowiada warto$ci minimalnego

thumienia w pasmie zaporowym.

Niezalezny wybor wielkosci M, @,,, @y, 6; i 6, w zadaniu projektowa-

ps
nia filtru 1-D typu FIR o liniowe] charakterystyce fazowej nie jest mozliwy.
W metodach projektowania opisanych przez Herrmanna [63] oraz Hoffstettera,
Oppenheima i Siegela [65] danymi wejsciowymi sa M, &, i J,, a w wyniku
P 1 wy. Parks i McClellan [108, 128, 143]

opracowali natomiast metodg, w ktorej dla ustalonych M, @, 1 @, obliczane sa

obliczen otrzymywane sg wartosci @

0 1 0,. Metody z danymi wejsciowymi M, 0; i 0,, sa w praktyce rzadko
wykorzystywane, gdyz umozliwiaja jedynie bardzo ograniczona kontrolg poto-
zenia czestotliwosci krancowych, a tym samym szerokosci poszczegodlnych
pasm, co w wielu zastosowaniach ma znaczenie pierwszoplanowe. Metoda
Parksa i McClellana jest natomiast jedna z najczesciej uzywanych metod pro-
jektowania filtrow 1-D typu FIR o liniowej charakterystyce fazowe;.

4.1.1.1. Metoda McClellana i Parksa

Parks i McClellan [128, 143] sformutowali tzw. twierdzenie o przerzutach
oraz wykazali, ze przy ustalonych M, @, 1 @, problem projektowania filtru

1-D typu FIR o liniowej charakterystyce fazowej i réwnomiernie falistej
charakterystyce amplitudowej staje si¢ problemem aproksymacji MM na zbio-

rach roztacznych. W przypadku filtru LP typu I, H (@) moze mieé tacznie co

najwyzej (M —1) lokalnych ekstreméw w przedziatach otwartych 0 <w < w,

i w;<w<m. Ponadto, H(w) ma zawsze lokalne ekstrema w punktach
w=0 1 w=nm.Z definicji pasm przepustowego i zaporowego wynika tez, ze
H(w,)= 6, oraz ze I?(a)p):l—é'l.

Jezeli dla zadanych wartoSci M, @, 1 @, oraz K zadanie aproksymacji

MM charakterystyki 4, (@) filtru LP ma rozwiazanie, to zachodzi jeden z po-

nizszych przypadkow:

1. W otrzymanym rozwigzaniu funkcja btgdu ma M+3 ekstrema lokalne o jed-
nakowych wartosciach bezwzglednych. Jest to tzw. przypadek ,,ponadrow-
nomiernie” falisty (ang. extraripple solution).

2. W rozwiazaniu uzyskuje si¢ funkcj¢ btedu posiadajaca M + 2 ekstrema lo-
kalne o jednakowych wartosciach bezwzglednych oraz jedno ekstremum lo-
kalne o mniejszej warto$ci bezwzglednej (ang. scaled extraripple solution).

3. W otrzymanym rozwiazaniu funkcja btedu ma M + 2 ekstrema lokalne
o jednakowych wartosciach bezwzglednych (ang. equiripple solution).
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Zgodnie z twierdzeniem o przerzutach [120], jezeli otrzymane rozwiazanie
rownomiernie faliste ma jedng z trzech wymienionych postaci, jest ono réwniez
rozwigzaniem zadania aproksymacji MM.

Metoda projektowania Parksa i McClellana [128, 143] oparta jest na zna-
nym z teorii aproksymacji algorytmie Remeza [np. 54, 73, 136]. Obliczenia,
zgodnie z twierdzeniem o przerzutach, rozpoczyna si¢ od ustalenia (M + 2)
wartosci w; € PUS, i=12,..,M +2, dla ktérych funkcja blgdu E(w) osiaga
ekstremum. Zakladajac, ze te wartoSci sa rzeczywiscie pulsacjami ekstremow
funkcji bledu mozemy utworzy¢ nastgpujacy uktad M + 2 rownan liniowych
z niewiadomymi a[0],a[1],...,a[M] oraz € :

M .
W (o) H (@) Y alnlcos(nay)] =—(=1)'e, i=12,..M+2. (4.8)
n=0

Po rozwiazaniu tego uktadu i wyznaczeniu wartosci niewiadomych, okre§lamy
wielomian trygonometryczny, ktéry w punktach «; € P przyjmuje wartosci

1+ e, a w punktach @; € § — wartoéci &£ . Nastgpnie wyznaczamy polozenie

ekstremow lokalnych funkcji bledu dla tego wielomianu. Jezeli potozenie to nie
pokrywa si¢ z przyjetymi warto$ciami @;, i =1,2,...,M +2, cykl obliczen nale-
zy powtorzy¢. Obliczenia powtarzane sa tak dlugo, az otrzymana warto$¢ &
przestaje si¢ zmienia¢ w kolejnych cyklach.

Metoda Parksa i McClellana oraz jej modyfikacje [np. 164] sa bardzo efek-
tywne pod wzgledem obliczeniowym. Przy uzyciu tych metod nie jest jednak
mozliwe uwzglednienie w procesie projektowania dodatkowych warunkow czy
ograniczen ani w dziedzinie czasu, ani w dziedzinie czgstotliwos$ci.

Selesnick i Burrus [160] zaproponowali natomiast metode projektowania
filtrow 1-D typu FIR o liniowej charakterystyce fazowej, ktora stanowi pota-
czenie metody Parksa i McClellana oraz metody Hoffstettera, Oppenheima
i Siegela [65]. Metoda ta moze znalez¢ zastosowanie w tych przypadkach, gdy
czestotliwosci sygnatu i szumu zachodza na siebie i nie mozna wyraznie wy-
rozni¢ czestotliwosci krancowych pasma przepustowego i zaporowego.

4.1.1.2. Metody wykorzystujace programowanie liniowe

Rabiner [140, 141] przedstawit sformutowanie problemu projektowania fil-
trow 1-D typu FIR o rownomiernie falistej charakterystyce amplitudowej, row-
nowazne sformulowaniu Parksa i McClellana, w postaci zadania programowa-
nia liniowego.

Przy zatozeniu, ze funkcje H ;(w) 1 W(w) sa okreSlone na zbiorze dyskret-
nych wartosci w;, i = 1,2,...,K1, w;e P oraz w;, k = 1,2,..K2, @, €S,
a ponadto Ze rozpatrywany filtr jest filtrem LP typu I, odpowiednie zadanie pro-
gramowania liniowego moze by¢ sformutowane w sposob nastgpujacy [112]:
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zminimalizowa¢ O; przy ograniczeniach

M, _
Za[n]cos(na),-) — 51 IW(w;))<Hy(w;), i=12,.,KI1 (4.9)
n=0

M _
— Za[n]cos(nw,-)—éi IW(@)<-Hy(w), i=12,.,K1 (4.10)
n=0

M, —
Za[n]cos(na)k) < Hd (C()k) + 52 /W(C()k), k=12,.,K2 4.1 1)
n=0

M _
— Y a[n]cos(nwy) < —H () + 6, IW(awy), k=12,..,K2 (4.12)
n=0

Nalezy zaznaczy¢, ze w powyzszym zadaniu J; jest niewiadoma, a o, jest

stata. Do tak sformutowanego zadania programowania liniowego mozna w pro-
sty sposob wprowadza¢ dodatkowe ograniczenia, ktore sa rowniez liniowymi
funkcjami wspotczynnikow a[n].

Metoda projektowania filtrow 1-D typu FIR oparta na programowaniu li-
niowym jest o wiele bardziej elastyczna niz metoda Parksa i McClellana.
Umozliwia ona bowiem uwzgle¢dnienie w procesie projektowania filtru dodat-
kowych liniowych ograniczen sformulowanych zaréwno w dziedzinie czasu,
jak 1 w dziedzinie czgstotliwosci. Jej zasadnicza wada jest natomiast wyraznie
dluzszy czas wykonywania obliczen niz w przypadku wykorzystania metody
Parksa i McClellana.

W literaturze opisane sa przypadki projektowania filtrow 1-D typu FIR
o liniowej charakterystyce fazowej i rownomiernie falistej charakterystyce am-
plitudowej z ré6znymi rodzajami ograniczen liniowych. Steiglitz [169] projek-
towal w ten sposob filtry o charakterystyce amplitudowej monotonicznej
W pasmie przepustowym i rownomiernie falistej w pasmie zaporowym, Samueli
[151] — filtry Nyquista, natomiast Lim [92] — filtry z ograniczeniami dotycza-
cymi odpowiedzi jednostkowej. Projektowanie filtrow Nyquista oraz innych
filtrow FIR o liniowej charakterystyce fazowej z dodatkowymi ograniczeniami
w dziedzinie czasu i czgstotliwosci jest rowniez opisane m.in. w pracach [74,
90, 112, 171].
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4.1.2. Metody projektowania filtrow 1-D typu FIR o zadanej charaktery-
styce czestotliwoSciowej

W niektorych zastosowaniach zachodzi potrzeba projektowania filtrow
1-D typu FIR, w przypadku ktérych, oprocz wymagan dotyczacych charaktery-
styki amplitudowej, niezbedne jest uzyskanie charakterystyki fazowej o prze-
biegu ré6znym od liniowego. Ma to miejsce np. przy projektowaniu korektorow
fazy FIR [116, 170]. Ponadto, zamiast doktadnie liniowej charakterystyki fazo-
wej, niekiedy wystarczajace jest uzyskanie charakterystyki fazowej o przebiegu
jedynie w przyblizeniu liniowym w pasmie przepustowym [22, 25, 138].
W takich przypadkach zadanie aproksymacji charakterystyki czgstotliwosciowe;j
filtru jest formulowane w dziedzinie zespolonej. Istnieja rézne podejscia do
rozwiazywania tego zadania. W czg$ci z nich, projektowanie przeprowadza sig
w drodze rozwiazania zadania aproksymacji charakterystyki czgstotliwoSciowe;j
filtru bezposrednio w dziedzinie zespolonej. W innych natomiast, zadanie pro-
jektowania filtru sformutowane w dziedzinie zespolonej przeksztalca sig
w odpowiednie, prawie rownowazne, zagadnienie rzeczywiste 1 nastgpnie roz-
wigzuje si¢ je w dziedzinie rzeczywistej.

W przypadku filtrow 1-D typu FIR o nieliniowe] charakterystyce fazowe;j
uzyskanie rownomiernie falistej funkcji bledu o okreslonej liczbie ekstreméw
nie jest jednoznaczne ze znalezieniem rozwigzania zadania aproksymacji MM
[139, 180]. Przy projektowaniu tych filtrow dazy sie¢ najczgSciej jedynie do
znalezienia rozwiazania o rownomiernie falistej funkcji btedu.

Metody projektowania filtrow 1-D typu FIR o zadanej charakterystyce czeg-
stotliwo$ciowej 1 rownomiernie falistej funkcji btedu mozna najogolniej podzie-
li¢ na nastgpujace grupy:

metody wykorzystujace optymalizacje wielokryterialna,

metody wykorzystujace programowanie liniowe,

metody oparte na uog6lnieniach algorytmu Remeza,

metody oparte na minimalizacji btedu LS z zastosowaniem odpowiednich
wag.

Wymienione grupy metod zostana kolejno omowione w dalszej czgsci niniej-
szego rozdziatu.

W latach siedemdziesiatych byly proponowane réwniez metody projekto-
wania oparte na oddzielnej aproksymacji czgs$ci rzeczywistej i urojonej charak-
terystyki czestotliwosciowej [29, 66]. Metody te nie sa juz w zasadzie stosowa-
ne, gdyz powstaty inne, bardziej efektywne.
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4.1.2.1. Metody wykorzystujace optymalizacje wielokryterialna

Cortelazzo 1 Lightner [27] zaproponowali zastosowanie optymalizacji wie-
lokryterialnej do projektowania 1-D filtrow FIR o nieliniowej charakterystyce
fazowej i rownomiernie falistej funkcji bledu oraz do projektowania 1-D filtrow
IIR o zadanych charakterystykach amplitudowej i op6znienia grupowego. Przy
zatozeniu, ze x jest wektorem rzeczywistych wspolczynnikow filtru,

a |H (o, x)| i 7(w,x) — odpowiednio charakterystyka amplitudowa i opdznienia
grupowego filtru o wspotczynnikach okreslonych przez wektor x, Cortelazzo
i Lightner przeksztalcili zadanie zaprojektowania filtru 1-D typu FIR lub IIR
W nastepujace zadanie optymalizacji nieliniowej z ograniczeniami:

znalez¢

min o (4.13)
X,0

przy ograniczeniach:
-dotyczacych charakterystyki amplitudowej:

42 @) | H(@;. 0|

leA((ojl) <0 a)ﬂeBl (414)

-dotyczacych charakterystyki opoznienia grupowego:
e (@p)eg (@)~ (@), 0)|<8 @€ By (4.15)

oraz ewentualnych dodatkowych ograniczeniach,

gdzie: Ay(w) 1 745(w) sa charakterystykami aproksymowanymi odpowiednio
amplitudowa oraz opo6znienia grupowego, B; i B, reprezentuja w ogdlnym
przypadku rézne podprzedziaty przedziatu [0,7], W4 (w) 1 W, (@) sa nieujem-
nymi funkcjami wagi zwiazanymi z btedem aproksymacji charakterystyki am-
plitudowej i charakterystyki opdznienia grupowego, a para nieujemnych liczb
V1 1 v, stanowi wspolczynniki wagowe w zadaniu optymalizacji wielokryte-
rialnej. Do rozwiazywania tego zadania Cortelazzo i Lightner zastosowali me-
tode sekwencyjnego programowania kwadratowego (ang. sequential quadratic
programming).

Powazna wada przedstawionej metody projektowania jest diugi czas
wykonywania obliczen, w wyniku czego stosowanie tej metody jest mato przy-
datne w przypadku, gdy rzad filtru FIR przekracza 10 lub rzad filtru IIR
przekracza 5 [27]. Zdaniem autordéw, istotna przyczyna uzyskania tak stabych
rezultatow jest wykorzystanie do poszukiwania minimum z ograniczeniami
algorytmu sekwencyjnego programowania kwadratowego.
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4.1.2.2. Metody wykorzystujace programowanie liniowe

W przypadku tych metod projektowanie filtru 1-D typu FIR o zadanej cha-
rakterystyce czestotliwosciowej 1 wspdlczynnikach rzeczywistych zostaje spro-
wadzone do rozwiazania odpowiedniego zagadnienia optymalizacji liniowe;j.

Steiglitz [170] sformutowat ogélny problem aproksymacji zadanej charak-
terystyki czestotliwo$ciowej w sposob nastepujacy:

Dany jest zbior pulsacji @, k=1,.,Ky, 0<a@, <7z . Dlatego zbioru pulsa-
cji okreslone sa wartosci charakterystyki amplitudowej A, i fazowej @ oraz
odpowiednie zbiory zadanych tolerancji 74 . iT o - Nalezy znalez¢ taki zbior

N rzeczywistych wspolczynnikow h(n), n=0,..,N —1, filtru FIR, aby zmi-
nimalizowaé parametr A w nastgpujacych zaleznos$ciach:

|H (@) - 4| < AT, (4.16)

jarg H (@) — ¢y | < ATy, 4.17)

Tak sformutowany problem jest zadaniem optymalizacji nieliniowe;.

Steiglitz zaproponowat aproksymacjg¢ nierownosci (4.16) i (4.17) nierow-
nosciami liniowymi wzgledem wspotczynnikow /(n) i oszacowat blad popet-
niany przy takiej aproksymacji. Do rozwigzania otrzymanego w ten sposob
zadania optymalizacji liniowej zastosowat on metode sympleksow [46, 118].

Glashoff i Roleff [52] zaproponowali ogoélny sposob rozwigzania zespolo-
nego problemu aproksymacji MM w wyniku rozwiazania zadania programowa-
nia liniowego z nieskonczona liczba ograniczen, badz poprzez rozwiazanie za-
dania dualnego ze skonczona liczba ograniczen. Streit i Nuttall [173] przedsta-
wili nastgpnie algorytm shuzacy do rozwiazania zadania pierwotnego sformuto-
wanego w pracy [52]. Chen i Parks [22] zaadaptowali metode aproksymacji
opisana w pracach [52] i [173] do projektowania filtrow 1-D typu FIR
o zadanej charakterystyce czestotliwosciowej i wspotczynnikach rzeczywistych.
Do rozwiazania otrzymanego zadania programowania liniowego wykorzysty-
wali oni zmodyfikowana metode sympleksow. Metoda zaproponowana przez
Chena i1 Parksa wymaga bardzo duzej pamigci komputera i duzego
naktadu obliczen [22]. Tang [177] przedstawil sposob rozwiazania zadania du-
alnego sformulowanego przez Glashoffa i Roleffa. Algorytm Tanga zostat na-
stepnie zaadaptowany przez Alkhairy’ego, Christana i Lima [5] do projektowa-
nia filtrow 1-D typu FIR o zadanej charakterystyce czgstotliwosciowej
i wspotczynnikach rzeczywistych. Zaleta metody Alkhairy’ego, Christana
i Lima w poroéwnaniu z metoda Chena i Parksa jest wigksza doktadnos¢, wigk-
sza szybko$¢ wykonywania obliczen oraz mniejsze wymagania dotyczace wiel-
kosci niezbednej pamigci komputera [16, 76].
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Burnside i Parks [16] oraz Vuerinckx [186] zaproponowali kolejne mody-
fikacje metody projektowania 1-D filtrow FIR o zadanej charakterystyce czgsto-
tliwos$ciowej opartej na rozwiazaniu zadania dualnego. Charakteryzuja si¢ one
wicksza szybkos$cia zbieznosci niz algorytm Tanga [177]. Przy uzyciu tych
metod, zdaniem autoréw, mozliwe jest projektowanie bardzo dlugich filtrow — o
dhugosci rzedu 1000.

Nordebo i Zang [117] opisali ujednolicone podejscie do projektowania fil-
trow 1-D typu FIR o zadanej charakterystyce czgstotliwosciowej oraz filtrow
Laguerre’a, w ktorym jest wykorzystywany efektywny obliczeniowo wariant
metody sympleksow.

Qin [139] zaproponowal natomiast inna, korzystajaca z interpretacji geo-
metrycznej ograniczen, metodg projektowania filtréw 1-D typu FIR o zadanej
charakterystyce czgstotliwosciowej. Jej zaleta jest znaczne zmniejszenie nakta-
du obliczeniowego oraz mniejsze wymagania dotyczace wielkosci pamigci
komputera.

4.1.2.3. Metody oparte na uogélnieniach algorytmu Remeza

Preuss w pracy [138] przedstawil nastgpujacy sposob rozwiazania proble-
mu projektowania filtru 1-D typu FIR o zadanej charakterystyce czgstotliwo-
sciowej. Niech E(w) bedzie zespolonym btgdem aproksymacji charakterystyki
czgstotliwosciowej. Liczba M, ekstremoéw modutu funkcji bledu |E (a))|
w przypadku rozwiazania optymalnego wynosi co najmniej n + 2, i jest nie
wigksza niz 2n + 3 [148]. Konkretnej liczby M, dla danego przypadku nie
mozna z gory przewidzie¢. Ponadto niech w; € PUS, i=12,.,M,, bedzie
zbiorem pulsacji, dla ktoérych funkcja btedu E(w) osiaga ekstremum. Zaktada-
jac, ze te wartosci sq rzeczywiscie pulsacjami ekstremow funkcji bledu mozemy
napisa¢ nastgpujacy uktad M , zespolonych réwnan liniowych z niewiadomymi

zespolonymi (w przypadku og6lnym) wspotczynnikami i(n) oraz O

W(w)[Hy ()= S h(k)e 1= /%) | i=12,..M, (4.18)
k=0

W kazdym cyklu iteracji algorytmu, nazywanego przez autora uogdlnionym
algorytmem Remeza (ang. the generalized Remez exchange algorithm) mozna
wyrozni¢ nastgpujace podstawowe kroki: wyznaczenie polozenia wszystkich
ekstremow lokalnych funkcji btgdu oraz pulsacji odpowiadajacych tym ekstre-
mom; wybor n + 1 warto$ci @; do wykorzystania w nastgpnym kroku; dla wy-
branych pulsacji @; obliczenie zespolonego bigdu oraz rozwiazanie uktadu
rownan liniowych. Iteracje sa powtarzane tak dlugo, az otrzymana warto$¢ O
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przestaje si¢ zmienia¢é w kolejnych cyklach, z uwzglednieniem przyjetej do-
ktadnosci.

Metoda Preussa umozliwia projektowanie filtrow 1-D typu FIR o wspot-
czynnikach rzeczywistych i zespolonych. Metoda ta zostata nastepnie ulepszona
przez Schulista [156]. Wada obu tych metod jest jednak fakt, ze nie zawsze sa
one zbiezne [76, 180]. Ponadto nie mozna w prosty sposob okresli¢, czy otrzy-
mane rozwiazanie jest rozwiazaniem optymalnym [180].

Karam i McClellan [76] przedstawili uogdlnienie twierdzenia o przerzu-
tach [112, 120] do przypadku aproksymacji w dziedzinie liczb zespolonych.
Sformutowali oni nastgpnie algorytm projektowania filtrow o wspotczynnikach
rzeczywistych lub zespolonych, w ktérym wykorzystywany jest algorytm
Remeza. Zaproponowany algorytm charakteryzuje si¢ duza szybkoscia zbiezno-
$ci 1 jest bardzo efektywny pod wzgledem wykorzystania pamigci komputera.
Jednak w ogélnym przypadku rozwiazanie otrzymane w wyniku zastosowania
tego algorytmu stanowi najlepsza aproksymacje MM zadanej charakterystyki
H,;(e’®) jedynie w pewnym przedziale pulsacji B’, bedacym podprzedziatem
zadanego przedziatu pulsacji B, czyli B'c B. Jezeli B'= B, otrzymane rozwia-
zanie moze by¢ uznane za rozwiazanie zadania projektowania filtru. W prze-
ciwnym przypadku, otrzymane rozwigzanie moze stanowi¢ jedynie punkt star-
towy dla innej metody projektowania filtrow.

Zhang i Yoshikawa [197] zaproponowali natomiast metodg projektowania
filtrow Nyquista o matym opo6znieniu grupowym z zastosowaniem algorytmu
Remeza. Metoda ta umozliwia otrzymanie filtrow Nyquista o charakterystyce
amplitudowej rownomiernie falistej w pasmie przepustowym i w przyblizeniu
liniowej charakterystyce fazowe;.

4.1.2.4. Metody oparte na minimalizacji bledu LS z zastosowaniem
odpowiednich wag

W przypadku filtrow 1-D typu FIR o nieliniowej charakterystyce fazowej
mozliwe jest zastosowanie algorytmu Lawsona [4, 93] i uzyskanie aproksymacji
EQ zadanej charakterystyki czgstotliwo$ciowej w wyniku rozwiazania pewnej
sekwencji zadan minimalizacji bledu LS z zastosowaniem odpowiednich wag.
Tego typu podejscie uwazane jest jednak na ogo6t za mato efektywne ze wzgledu
na znaczng ztozono$¢ obliczeniowa i wolna zbieznos$¢ [139, 180]. Zhu, Ahmad i
Swamy [201] zmodyfikowali to podejscie 1 przy rozwiazywaniu zadan minima-
lizacji bledu LS wykorzystali szybki algorytm odwracania macierzy,
w wyniku czego uzyskali zwigkszenie szybkosci obliczen.

Innym podejsciem jest podej$cie zaproponowane przez Chita i Masona
[25]. Polega ono na zastosowaniu tzw. podwdjnego systemu adaptacyjnego
(ang. double adaptive system — DAS), w ktorym mozna wyrdézni¢ dwa podsta-
wowe etapy. W pierwszym z nich obliczane sa wspdlczynniki projektowanego
filtru z zastosowaniem algorytmu LMS (ang. least-mean-square) [149, 202].
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W drugim etapie nastgpuje adaptacyjne dobieranie wag [25]. Podejscie zapro-
ponowane przez Chita i Masona ma charakter heurystyczny. Oparty na tym
podejsciu algorytm projektowania filtrow nie zawsze jest zbiezny [180]. Ponad-
to nie mozna w prosty sposéb okresli¢, czy otrzymane rozwigzanie jest rozwia-
zaniem optymalnym [180].

4.2. Metody projektowania filtrow 1-D typu IIR

Metody projektowania filtrow 1-D typu IIR mozna podzieli¢ na dwie pod-
stawowe grupy, a mianowicie:
¢ metody projektowania filtrow 1-D typu IIR o zadanej charakterystyce ampli-
tudowej lub opdznienia grupowego,
e metody projektowania filtrow 1-D typu IIR o zadanej charakterystyce czg-
stotliwo$ciowe;.
Wymienione grupy metod zostana kolejno oméwione w dalszej czgsci niniej-
szego rozdziahu.

4.2.1. Metody projektowania filtréw 1-D typu IIR o zadanej charakterysty-
ce amplitudowej lub op6Znienia grupowego

Szczegodlnym przypadkiem filtrow 1-D typu IR o zadanej charakterystyce
amplitudowej zaprojektowanych z zastosowaniem aproksymacji MM sa filtry
eliptyczne. Do ich projektowania mozna wykorzysta¢ odpowiednie wzory pro-
jektowe 1 tablice wspotczynnikow. W przypadku filtrow eliptycznych stopien
licznika 1 mianownika transmitancji sa sobie rowne.

Gdy chcemy uzyska¢ filtry IIR o roznych stopniach licznika i mianownika
transmitancji lub gdy aproksymowana charakterystyka amplitudowa nie jest
stata w calym pasmie przepustowym lub zaporowym, niezbedne jest wyznacze-
nie wspotczynnikow transmitancji filtru w drodze rozwiazania odpowiedniego
zadania aproksymacji. Do projektowania 1-D filtrow IIR moga by¢ stosowane
r6zne metody aproksymacji MM danej funkcji ciaglej funkcja wymierna, ktore
sa opisane w pracach z dziedziny metod numerycznych [np. 129]. Zadanie
aproksymacji MM jest zwykle sformutowane w sposob nastepujacy:

Dang funkcj¢ ciagla f(x)nalezy przyblizy¢ w przedziale [x;,x,] funkcja

wymierna Fy;, (x) (o stopniu licznika N i1 stopniu mianownika M) w taki spo-
sob, aby maksymalny btad przyblizenia:

Emax = Max |f(x)=Fyy (¥)| (4.19)
x€[x1,x7]
byt najmniejszy.
Przy zatozeniu, ze funkcje f(x) oraz Fy,s(x) sa funkcjami rzeczywisty-
mi, z twierdzenia Czebyszewa-Walsha [145] wynika, ze dla ustalonych stopni
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licznika N 1 mianownika M funkcji Fyy, (x) istnieje doktadnie jedna funkcja
F* Ny (x), dla ktérej btad Emax Jest najmniejszy i osiaga warto$¢ £ max . Dla
rozwiazania F ™ np(x) istnieje w przedziale [x4,Xg] co najmniej N+M+2
punktow x| <xp <...<Xyipr42, W ktorych réznica f(x)— F*Num (x) przyj-

: I r . & . sk
muje wartosci ekstremalne, rowne na przemian € max 1 — € max . Uporzad-

kowany zbior tych punktow jest nazwany alternansem Czebyszewa. Twier-
dzenia dotyczace istnienia oraz jednoznaczno$ci rozwigzania zadania aproksy-
macji MM funkcji ciaglej funkcja wymierna, jak rowniez dotyczace wlasciwo-
$ci otrzymanego rozwiazania mozna znalez¢ w pracach [24, 136 ].

W przypadku aproksymacji charakterystyki amplitudowej filtru IIR, funk-
cja aproksymujaca jest zwykle charakterystyka amplitudowa podniesiona do
kwadratu okreslona zaleznoscia [104, 142, 195]
N(@) ¢, + ) ¢ cos(im)

D@ 7.

(@) =[HE"™)| = (420)

M=M=

aN’l. cos(iw)

1

Il
—_

gdzie wspolczynniki ¢; i d % sa wyrazone odpowiednio przez wspolczynniki
ay 1 by transmitancji filtru.

Martinez i Parks [104] rozszerzyli teori¢ aproksymacji MM funkcji ciaglej
funkcja wymierna na przypadek aproksymacji w dwoch przedziatach roziacz-
nych odpowiadajacych pasmu przepustowemu i zaporowemu filtru. Réwniez

i w tym przypadku istnieje doktadnie jedna funkcja (A*(a)))2 , dla ktorej blad
przyblizenia &,,, jest najmniejszy. Dla otrzymanego rozwiazania (A*(a)))2
istnieje co najmniej N+1 punktow x; <xp <...<xp4q, W ktorych funkcja
(A*(a)))2 przyjmuje wartosci ekstremalne, rowne na przemian 1+ 0 p W pa-
smie przepustowym oraz co najmniej M+1 punktow X} <Xy <...<Xps41,

w ktorych funkcja (A*(a)))2 przyjmuje wartosci ekstremalne, rowne na prze-
mian 0 lub J; w pasmie zaporowym. Lacznie wystgpuje wigc co najmniej

N + M + 2 punktow x; <xp <...<Xpyyp42, W ktorych funkcja (A*(a)))2
przyjmuje wartosci ekstremalne.

Do projektowania filtrow 1-D typu IIR o zadanej charakterystyce amplitu-
dowej lub opdznienia grupowego z zastosowaniem aproksymacji MM i EQ
uzywane sg najczesciej:

e metody wykorzystujace programowanie nieliniowe,
e metody oparte na programowaniu liniowym,
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e metody oparte na algorytmie Remeza, polegajace na iteracyjnym poszuki-
waniu alternansu i wyrownywaniu ekstremow funkcji btedu.

Ponadto, do aproksymacji charakterystyki amplitudowej 1-D filtru IIR moze
by¢ tez zastosowana metoda wykorzystujaca pewne rozwiazania numeryczno-
analityczne [163].

Przy projektowaniu filtroéw 1-D typu IIR, podobnie jak przy projektowaniu
filtrow 1-D typu FIR, istnieje rowniez mozliwo$¢ rozwigzania zadania aprok-
symacji EQ zadanej charakterystyki w drodze rozwiazania pewnej sekwencji
zadan minimalizacji btedu LS z zastosowaniem odpowiednich wag. Nguyen,
Laakso i Koipillai [116] zastosowali tego typu podejscie przy projektowaniu
korektoréw fazy IIR, a Kobayashi i Imai [81] - przy projektowaniu filtrow IIR
o zadanych charakterystykach amplitudowych.

W dalszej czesci niniejszego rozdziatu zostang kolejno omoéwione metody
projektowania filtréw 1-D typu IIR o wspolczynnikach rzeczywistych z zasto-
sowaniem aproksymacji MM i EQ Przyktady metod projektowania filtrow 1-D
typu IR o wspotczynnikach zespolonych mozna znalez¢ m.in. w pracy [69].

4.2.1.1. Metody wykorzystujace programowanie nieliniowe

Deczky [33] uogo6lnil zaproponowana przez Steiglitza w pracy [168] pro-
cedure minimalizacji bledu LS do przypadku minimalizacji p-tej potegi btedu.
Tak uogolniona procedure stosowat on nastgpnie do projektowania filtrow 1-D
typu IIR o zadanej charakterystyce amplitudowej lub zadanej charakterystyce
opoznienia grupowego. Metoda zaproponowana przez Deczky’ego wymaga
doboru odpowiedniego punktu startowego. Ponadto, jest ona wolno zbiezna,
w szczegolnosci dla wigkszych wartosci p [26].

Bandler i Bardakjian [11] oraz Charalambous [20] opracowali bardziej
efektywne metody aproksymacji charakterystyki amplitudowej opartej na mi-
nimalizacji p-tej potegi btedu. Charalambous wykazal, ze nawet dla matych p
mozna otrzyma¢ wyniki bliskie aproksymacji MM, przy czym dla wigkszych
wartosci p, gdy rozwiazanie zbliza si¢ do rozwigzania optymalnego w sensie
MM, moga wystapi¢ trudno$ci ze zbiezno$cia algorytmu optymalizacji bez
ograniczen.

4.2.1.2. Metody oparte na programowaniu liniowym

Rabiner, Graham i Helms [142] zaproponowali zastosowanie programowa-
nia liniowego do rozwiazania zadania projektowania filtru 1-D typu IIR
o zadanej charakterystyce amplitudowej. Po to, aby otrzyma¢ zadanie aproksy-
macji liniowe wzgledem wspotczynnikéw filtru, rozpatrywali oni kwadraty
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charakterystyk amplitudowych aproksymujacej i aproksymowanej. Zadanie
programowania liniowego sformutowali oni w sposob nastepujacy:
zminimalizowaé v przy ograniczeniach

N(w)— D(a))UHd (e/ “’)‘2 + g(a))} —v<0 421
—N(w)+ D(a))UHd (¢! “’)‘2 - g(a))} —v<0 (4.22)
-Nw)-v=<0 (4.23)
-D(w)-v=0 (4.24)

gdzie v jest dodatkowa zmienna, £(w) jest zatozona tolerancja charakterystyki
aproksymujacej, a N(w) i D(w) sa okreslone wzorem (4.20).

Zaproponowana metoda w zasadzie nie nadaje si¢ do projektowania filtrow
o waskich pasmach przejSciowych oraz filtrow o rzedach wyzszych niz 12, na-
wet przy wykonywaniu obliczen w podwdjnej precyzji na komputerach
o stowach 36-bitowych [142]. Ponadto, przy jej uzyciu nie mozna w ogdélnym
przypadku projektowac filtrow o zafalowaniach charakterystyki amplitudowe;j
mniejszych niz 1072 [142].

Programowanie liniowe jest rowniez stosowane przy rozwiazywaniu zadan
projektowania filtrow 1-D typu IIR wykorzystujacych algorytm poprawki roz-
niczkowej (ang. differential correction algorithm). Zastosowanie tego algoryt-
mu przy projektowaniu filtréw IIR jest opisane m.in. w pracy [40].

4.2.1.3. Metody oparte na algorytmie Remeza

Metody projektowania filtrow 1-D typu IIR oparte na algorytmie Remeza
sa teoretycznie najszybciej zbiezne ze wszystkich metod projektowania, jednak
w przypadku filtréw IIR praktyczne zastosowanie tego algorytmu napotyka na
szereg trudno$ci, ktore nie wystepuja w przypadku filtrow FIR. Trudnosci te
pojawiaja si¢ zwykle na etapie przeprowadzania interpolacji [195].

Deczky [34] rozpatrywal zadanie projektowania filtréw 1-D filtru IIR
o zadanej charakterystyce opoznienia grupowego lub charakterystyce amplitu-
dowej. Zaproponowal on metode rozwiazania rozpatrywanego problemu oparta
na algorytmie Remeza. W metodzie tej mozna wyrdzni¢ nastgpujace podstawo-
we kroki:

1. Okreslenie takich poczatkowych wartosci wspolczynnikow filtru C takich,
ze funkcja btedu ma N + 1 lub wigcej lokalnych ekstremow o kolejno zmie-
niajacych si¢ znakach, gdzie N jest liczba wspotczynnikéw filtru.
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2. Wyznaczenie wartosci N + 1 lokalnych ekstreméw o najwigkszym module
funkcji btedu przy zachowaniu warunku kolejnej zmiany znaku. Jezeli
w przypadku wszystkich ekstreméw moduly sa réwne, to rozwiazanie zostato
znalezione; w przeciwnym przypadku nalezy przej$¢ do kroku nastepnego.

3. Wyznaczenie nowych wartosci C oraz modutu btedue z uktadu réwnan
nieliniowych, a nastgpnie przej$cie z powrotem do kroku 2.

Krok trzeci nazywany jest w literaturze interpolacja.

Deczky zauwazyl, ze istnieja przypadki, w ktorych uzyskanie rozwiazania
rownomiernie falistego nie zawsze jest jednoznaczne z uzyskaniem rozwiazania
optymalnego w sensie Czebyszewa. Podal on rowniez przyktady takich ,,zdege-
nerowanych” przypadkow wystepujacych w zadaniach aproksymacji charakte-
rystyki op6znienia grupowego.

Metody projektowania filtru 1-D typu IIR o zadanej charakterystyce ampli-
tudowej z zastosowaniem algorytmu Remeza sa opisywane m.in. w pracach [6,
36, 71, 104, 152, 195]. W metodach tych czesto czynione sa dodatkowe zatoze-
nia odno$nie stopni licznika i mianownika charakterystyki czgstotliwos$ciowe;j
lub potozenia zer tej charakterystyki.

W metodzie zaproponowanej przez Devleeschouwera i Greneza [36]
zaklada sig, ze transmitancja filtru posiada wigcej biegunéw niz zer. W zwiazku
z czym metoda ta nadaje si¢ jedynie do projektowania okreslonej klasy filtrow
IIR.

Martinez i Parks [104] opisali zastosowanie algorytmu Remeza do rozwia-
zania zadania aproksymacji EQ zadanej charakterystyki amplitudowej filtru
1-D typu IIR przy zalozeniu, ze zera transmitancji leza na okregu jednostko-
wym. W zaproponowanej przez nich metodzie projektowania zera licznika oraz
mianownika charakterystyki czestotliwo$ciowej wyznaczane sa oddzielnie.
Pozniejsze obliczenia wykazaty jednak [71], ze metoda Martineza i Parksa jest
w wielu przypadkach rozbiezna.

Saramaiki [152] przedstawit alternatywna metode projektowania filtru 1-D
typu IIR przy zatozeniu, ze zera transmitancji leza na okrggu jednostkowym.
Zaproponowana metoda projektowania wymaga w kazdej iteracji rozwiazania
uktadu réwnan nieliniowych. Autor twierdzi, ze jego metoda jest wyraznie
szybsza niz metoda Martineza i Parksa oraz ze umozliwia ona projektowanie
filtrow IIR o stopniach licznika i/lub mianownika dochodzacych do 30, przy
wykonywaniu obliczen w podwdjnej precyzji.

Metoda Martineza i Parksa zostata p6zniej ulepszona przez Jacksona [71].
Wprowadzone przez niego modyfikacje umozliwiaja uwzglednienie w algoryt-
mie przypadku ponadrownomiernie falistego (ang. extraripple case), tzn. takie-
go, ze w uzyskanym rozwiazaniu charakterystyka amplitudowa posiada nie
N+ M+ 2, lecz N+ M + 3 ekstrema. Autor zaznacza jednak, ze w pewnych
szczegolnych przypadkach zaproponowana metoda moze nie by¢ zbiezna.
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Alkhairy [6] zaproponowat metodg projektowania filtru 1-D typu IIR o za-
danej charakterystyce amplitudowej, w ktorej w kroku interpolacji algorytmu
Remeza do wyznaczania wartosci i wektoréw wilasnych macierzy zastosowana
jest metoda QR [14, 39, 48, 79]. Zakres zastosowan proponowanej metody
ogranicza si¢ jedynie do przypadku filtréw o niezbyt wysokich stopniach.

Zhang i Iwakura [195] wprowadzili kolejne ulepszenia w kroku interpola-
cji algorytmu Remeza. Zaproponowana metode zastosowali oni do projektowa-
nia filtrow IIR o réwnomiernie falistej charakterystyce amplitudowej oraz do
projektowania wszechprzepustowych filtrow IIR o rownomiernie falistej cha-
rakterystyce fazowej [196].

Lang [88] przedstawit natomiast metode projektowania uktadow wszech-
przepustowych IIR oparta na uogélnionym algorytmie Remeza. Opisat on réw-
niez zastosowanie zaproponowanej przez siebie metody do projektowania ko-
rektorow fazy oraz filtrow IIR zbudowanych z dwoch réwnolegle potaczonych
uktadéw wszechprzepustowych'.

4.2.2. Metody projektowania filtréw 1-D typu IIR o zadanej charakterysty-
ce czestotliwosciowej

Do aproksymacji zadanej charakterystyki czestotliwosciowej filtrow 1-D
typu IIR stosowane sa najczeséciej metody oparte na programowaniu liniowym.
Metody te zostang omdwione w dalszej czgsci niniejszego rozdziatu.

Stojanovi¢ i Mici¢ [174] zaproponowali rowniez metodg aproksymacji za-
danej charakterystyki czgstotliwosciowej polegajaca na rozwiazaniu odpowied-
niego uktadu réwnan nieliniowych. Zasadnicza wada tej metody jest jednak
fakt, ze punkt startowy musi znajdowac si¢ bardzo blisko poszukiwanego roz-
wigzania.

Ostatnio, Matsunaga, Yoshida i Ikehara [107] zaproponowali metode
aproksymacji zadanej charakterystyki czestotliwo$ciowej oparta na minimaliza-
cji btedu LS z zastosowaniem skalowania funkcji bledu. W kazdej iteracji funk-
cja btedu jest skalowana w taki sposob, aby miata przebieg rownomiernie fali-
sty. Aproksymacje¢ EQ zadanej charakterystyki czgstotliwosciowej uzyskuje si¢
w drodze rozwiazania sekwencji zadan minimalizacji btedu LS z zastosowa-
niem odpowiedniego skalowania funkcji btedu. Jak przyznaja autorzy,
W zaproponowanym algorytmie nie uwzglednia si¢ jednak warunkow stabilnosci
uktadu. W zwiazku z czym mozna zaprojektowac filtr, ktory nie jest stabilny.

4.2.2.1. Metody wykorzystujace programowanie liniowe

" Informacje dotyczace wiasciwosci filtrow IIR zbudowanych z dwéch réwnolegle
potaczonych uktadow wszechprzepustowych mozna znalezé m.in. w pracach [88,
147].
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Chottera i Jullien [26] przedstawili zastosowanie programowania liniowego
do rozwiazania zadania projektowania filtru 1-D typu IIR o zadanej charaktery-
styce amplitudowej i liniowej charakterystyce fazowej. Przy zatozeniu, ze dla
danego zbioru czgstotliwos$ci znormalizowanych Q;, i=1,...,K, , okreslone

sa wartoSci zadanej charakterystyki amplitudowej A(Q;) 1 fazowej
o(Q;)=-1,4Q;, gdzie 7, jest warto$cia opdznienia grupowego, czgsci rze-
czywista Yp(€2;) i urojona Y;(€;) charakterystyki czgstotliwosciowej moga
by¢ przedstawione w postaci:

YR(Q;) = A(Q;)cos[p(€2;)] = A(Q;)cos(—-7,Q;) (4.25)

Y(Q;) = A(Q;)sin[p(Q2;)] = A(Q;)sin(~74€2;) (4.26)

Chottera i Jullien wyznaczyli czg$¢ rzeczywista ep (€2;) 1 urojona e;(£2;) ze-
spolonego btedu w sposob nastepujacy:

er(Q;)= %bm[YR (Q;)cos(m€;) + Y (;)sin(m€;)] —%an cos(n€;),

m=0 n=0

i=1,....Ko 4.27)

M N
e ()= X by[Y;(€;) cos(m€;) + Yp(;) sin(m€;)] - D, a,, sin(n€Y;),

i=1,.,Ko (4.28)

Aproksymacja zadanych charakterystyk sprowadza si¢ do znalezienia wspot-
czynnikow a,, n=0,.,N, b,, m=1..,M oraz mozliwie najmniejszej
dodatniej statej d takich, ze:

ler (@) <6, (4.29)

e (@) <6 (4.30)

Po podstawieniu do powyzszych nierownosci wzorow (4.27) i (4.28) oraz pew-
nych przeksztalceniach otrzymuje si¢ odpowiednie zadanie programowania
liniowego [26]. W zadaniu tym mozna ponadto dodatkowo wprowadzi¢ ograni-
czenie zapewniajace spelnienie warunkow stabilnosci przez zaprojektowany
filtr.

Metoda Chottery i Julliena mozna projektowac filtry o rzgdach nawet oko-
fo 25 oraz filtry o waskich pasmach przejsciowych [26]. Uzyskane funkcje bie-
du moga jednak nie mie¢ przebiegu rownomiernie falistego.
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Metoda zaproponowana przez Chena i Parksa [23] jest z kolei udoskonale-
niem algorytmu umozliwiajacego aproksymacj¢ MM zadanej funkcji funkcja
wymierna. W rozpatrywanej metodzie problem zaprojektowania filtru jest sfor-
mutowany w sposob nastgpujacy. Niech P, begdzie zbiorem wielomiandow p
stopnia m, a (J, — zbiorem znormalizowanych wielomiandéw ¢ (tzn. takich, ze
q(0) = 1) stopnia n. Zera wielomianéw ze zbioru O, naleza do zamknigtego

zbioru {E : ze E, |Z| <n, 0<p< 1}. Ponadto niech B bedzie rozpatrywa-
nym przedziatem czestotliwosci, H (ej 2 )— zadang charakterystyka czestotli-

wosciowa filtru, a W(ej 25 ) — nieujemna funkcja wagi zdefiniowang na B. Za-
projektowanie 1-D filtru IIR przy zalozeniu aproksymacji MM zadanej charak-

terystyki czestotliwo$ciowej sprowadza si¢ do rozwiazania nastepujacego zada-
nia:

H( ) - p(e 7)

min  max W(ezﬂf )
4(e*")

PE Py qun feB

4.31)

W pracy [187] Walsh wykazal, ze istnieje rozwiazanie takiego zadania
aproksymacji MM, jezeli mozna znalez¢ przynajmniej jedna wymierna funkcje
p/ qtaka, ze wyrazenie:

H( ) - p(e 7)

T (4.32)

max W(ezﬂf)
JeB

ma skonczona warto§¢. Walsh wykazal réwniez, ze nie ma gwarancji jedno-
znaczno$ci rozwigzania takiego zadania aproksymacji. Gutknecht [56] wykazat
z kolei, ze liczba rozwiazan zadania, bgdacych najlepsza aproksymacja MM,
moze by¢ dowolnie duza. Korzystajac z wlasno$ci rozwigzania bedacego naj-
lepsza aproksymacja MM (opisanego przez Williamsa [188]), Ellacott i Wil-
liams [42] skonstruowali algorytm poszukiwania takiego rozwiazania w dzie-
dzinie zespolonej. W jednym z krokow tego algorytmu do minimalizacji funkcji
wykorzystywany jest algorytm Lawsona [4, 93]. Wada algorytmu Lawsona jest
wolna zbieznos¢ i trudno$ci w ustaleniu kryterium zakonczenia iteracji [23], co
z kolei powoduje wolna zbiezno$¢ algorytmu Ellacotta i Williamsa. Ponadto,
uzyskana funkcja btedu nie ma przebiegu rownomiernie falistego [23].

Chen i Parks zmodyfikowali algorytm Ellacotta i Williamsa i do minimali-
zacji funkcji, zamiast algorytmu Lawsona, wykorzystali algorytm opisany przez
nich w pracy [22]. Chen i Parks zauwazaja jednak, ze w przypadku zastosowa-
nia ich metody do projektowania filtru IIR o liniowej charakterystyce
fazowej, otrzymany filtr ma w przyblizeniu liniowa charakterystyke fazowa
jedynie w znacznej czg$ci pasma przepustowego, a nie w catym pasmie.
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4.3. Metody projektowania filtrow 2-D typu FIR o liniowej charakte-
rystyce fazowej

Do projektowania filtrow 2-D typu FIR o liniowej charakterystyce fazowej
z zastosowaniem aproksymacji MM 1 aproksymacji EQ wykorzystywane sa
podobne rodzaje metod iteracyjnych, jak w przypadku filtrow 1-D typu FIR.
Projektowanie filtrow 2-D jest jednak o wiele bardziej skomplikowane oblicze-
niowo, w zwiazku z czym czasy wykonywania obliczen sa o wiele dluzsze.
Ponadto, w procedurach iteracyjnych dos$¢ czgsto wystepuja problemy ze zbiez-
noscia.

Wsrod opisywanych w literaturze metod projektowania filtréw 2-D typu
FIR o liniowej charakterystyce fazowej z zastosowaniem aproksymacji MM
i EQ mozna wyrdznié:

e metody oparte na minimalizacji bledu LS z zastosowaniem odpowiednich
wag,

¢ metody oparte na programowaniu liniowym,

e metody polegajace na wyréwnywaniu ekstremow funkcji btedu.

Metody oparte na minimalizacji btedu LS z zastosowaniem odpowiednich
wag sa w przypadku filtrow 2-D typu FIR o liniowej charakterystyce fazowe;j
dos$¢ czesto stosowane. Sa one rozszerzeniem metod wykorzystywanych do
projektowania filtréw 1-D. Do tej grupy metod mozna zaliczy¢ metode opisy-
wana przez Algaziego, Suka, i Rima [4] wykorzystujaca algorytm Lawsona.
W metodzie zaproponowanej w pracy [51] stosuje si¢ z kolei pewne rozwiaza-
nia uzyskane analitycznie. W zwiazku z czym metoda ta wydaje si¢ by¢ bar-
dziej efektywna niz metoda wymieniona poprzednio. Dalsze zmniejszenie zto-
zonosci obliczeniowej procedury projektowania mozna uzyskac stosujac mody-
fikacje zaproponowane przez Hanne [58] oraz Hsieha, Kuo, Jou i Hana [67].

Lang, Selesnick i Burrus [87] zaproponowali natomiast metode, w ktorej
mozna uzyskiwa¢ pewne rozwigzania kompromisowe pomigdzy aproksymacja
EQ oraz LS. Rozwiazanie kompromisowe migdzy pomiedzy aproksymacja EQ
oraz LS mozna rowniez uzyskaé stosujac podejscie zaproponowane przez
Lu [99]. Podaje on jednak jedynie rozwazania teoretyczne, bez przyktadu obli-
czeniowego.

Metody oparte na programowaniu liniowym sa, podobnie jak w przypadku
filtréw 1-D, bardzo czasochtonne. W zwiazku z czym ich zastosowanie jest
ograniczone jedynie do filtrow 2-D o niezbyt duzych rozmiarach macierzy
odpowiedzi impulsowej. Metoda zaproponowana przez Hu i Rabinera [68] mo-
ze by¢ wykorzystywana jedynie do projektowania filtréw 2-D o charakterysty-
kach kolowo symetrycznych i rozmiarach macierzy odpowiedzi impulsowe;j
rzedu 9X9 [61]. Przy uzyciu metody przedstawionej w pracy [51] mozliwe
jest natomiast projektowanie filtrow kolowo symetrycznych o rozmiarach ma-
cierzy odpowiedzi impulsowej co najwyzej 13X 13. Autorzy podaja jednak, ze
proba zaprojektowania filtru rozmiarach macierzy odpowiedzi impulsowej
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15%15 zakonczyla sie niepowodzeniem, gdyz nie uzyskano zbiezno$ci po 116
godzinach obliczen”. Obliczenia niezbedne do zaprojektowania filtru rzedu
13x13 trwaly natomiast 9,6 godzin.

Lu [99] przedstawil natomiast projektowanie filtru 2-D typu FIR z zasto-
sowaniem aproksymacji MM przy wykorzystaniu jednej z podklas programo-
wania wypuktego.

Bezposrednie rozszerzenie algorytmu Remeza na przypadek filtrow 2-D
nie jest mozliwe, gdyz w przypadku dwuwymiarowym nie jest spetniony waru-
nek Haara [95]. Mozliwe jest jednak skonstruowanie takich algorytmow,
w ktorych stosuje si¢ wyrdwnywanie ekstremow funkcji bledu nieco podobne
jak w algorytmie Remeza. Tego typu algorytmy zostaly zaproponowane przez
Kampa i Thirana [75] oraz Harrisa i Mersereau [61]. Poréwnanie tych dwoch
algorytméw mozna znalez¢ w pracy Harrisa i Mersereau [61], ktorzy nastgpnie
zaproponowali wilasny, ulepszony algorytm projektowania filtrow 2-D typu
FIR. Podobnie jak w przypadku filtrow 1-D, rowniez w przypadku filtrow 2-D
istnieje mozliwos$¢ uzyskania rozwigzania w przyblizeniu rownomiernie faliste-
go w drodze aproksymacji w sensie najmniejszej p-tej potegi btedu. Tego typu
podejscie zastosowali Lodge i Fahmy [97] oraz Radecki [144].

4.4. Podsumowanie

Z informacji o metodach projektowania filtrow cyfrowych z zastosowaniem
aproksymacji MM lub EQ przedstawionych w niniejszym rozdziale wynika, ze:
e Projektowanie filtrow 1-D typu FIR o liniowej charakterystyce fazowej

mozna przeprowadza¢ istniejacymi metodami w przypadku zadan projek-

towania bez ograniczen oraz zadan z ograniczeniami liniowymi.

e Projektowanie filtrow 1-D typu FIR o zadanej charakterystyce czgstotliwo-
sciowej mozna przeprowadza¢ istniejacymi metodami; najlepiej do tego ce-
lu nadaja si¢ metody wykorzystujace programowanie liniowe.

e W dostepnej literaturze nie ma opisu metody projektowania filtrow 1-D
typu FIR z zastosowaniem aproksymacji MM lub EQ, ktora umozliwiataby
uwzglednienie ograniczen nieliniowych.

e Projektowanie filtrow 1-D typu IIR o zadanej charakterystyce amplitudowej
lub opdznienia grupowego mozna w zasadzie przeprowadzaé istniejacymi
metodami. Moga jednak pojawi¢ si¢ pewne problemy. W przypadku
metod opartych na algorytmie Remeza nie mozna bowiem uwzglednia¢ wa-
runkéw stabilnosci filtru w trakcie wykonywania obliczen. W zwiazku
z czym w wyniku projektowania mozna otrzymac filtr niestabilny. Ponadto
w przypadku tych metod moga wystapi¢ problemy ze zbieznoscia algoryt-
mu. Metody wykorzystujace programowanie liniowe umozliwiaja wpraw-

"W pracy [51] nie podano jednak, z jakiego komputera autorzy korzystali.



52

dzie uwzglednienie warunkow stabilnosci filtru w trakcie wykonywania ob-
liczen, ale nie nadaja si¢ do projektowania filtrow wyzszych rzedow.
Projektowanie filtrow 1-D typu IIR o zadanej charakterystyce czgstotliwo-
Sciowej mozna w zasadzie przeprowadza¢ istniejacymi metodami wykorzy-
stujacymi programowanie liniowe, jednak w tym przypadku otrzymane
funkcje btgedu nie maja przebiegu rownomiernie falistego. Ponadto, metody
te nie nadaja si¢ do projektowania filtrow wyzszych rzedow. W metodzie
opisanej w pracy [107] nie uwzglednia sig¢ natomiast warunkow stabilnosci
w trakcie projektowania filtru.

Istniejace metody projektowania z zastosowaniem aproksymacji MM lub
EQ nie umozliwiaja jednoczesnego uwzglednienia w zadaniu projektowania
filtru btedu LS jako drugiego kryterium aproksymacji w okreslonym zakre-
sie pulsacji, co jest istotne w okreslonych zastosowaniach praktycznych [1].
Nie ma efektywnej obliczeniowo metody projektowania filtrow 2-D typu
FIR o liniowej charakterystyce fazowej z zastosowaniem aproksymacji MM
lub EQ (bedacej odpowiednikiem algorytmu Parksa-McClellana dla przy-
padku filtru 1-D typu FIR o liniowej charakterystyce fazowej) umozliwiaja-
cej projektowanie filtrow o réznych rodzajach symetrii. Istniejace metody
albo nie nadaja si¢ do projektowania filtrow wyzszych rzedow, albo tez
umozliwiaja projektowanie jedynie filtrow o okreslonych rodzajach syme-
trii.

W zwiazku z powyzszym wciaz istnieje potrzeba opracowania metody pro-

jektowania filtrow z zastosowaniem aproksymacji MM i/lub EQ umozliwiaja-

cej:
[ )

efektywne obliczeniowo projektowanie 2-D filtrow FIR o liniowej charak-
terystyce fazowe;j,

uwzglednienie ograniczen nieliniowych w zadaniach projektowania filtrow
1-D,

jednoczesne uwzglednienie w zadaniu projektowania filtru btedu LS jako
drugiego kryterium aproksymacji w okreslonym przedziale pulsacji.
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5. Propozycja nowej metody projektowania filtrow
cyfrowych charakteryzujacych si¢ rOwnomiernie
falistym przebiegiem funkcji bledu

W poczatkowej czeéci niniejszego rozdziatu przedstawimy wybrane poje-
cia i twierdzenia zwiazane z aproksymacja MM (zwana tez aproksymacja jed-
nostajna lub aproksymacja w sensie Czebyszewa) oraz sformutujemy zadanie
przyblizenia rownomiernie falistego dla 1-D filtrow cyfrowych. Nastgpnie za-
proponujemy pewna metode projektowania filtrow cyfrowych, dzigki ktorej
mozna w sposob jednolity spojrze¢ na roznorodne zadania projektowania tych
filtrow zarowno FIR, jak i IIR. Podstawowa idea proponowanej metody jest
wprowadzenie w przestrzeni parametrow filtru pewnej funkcji p (nieliniowe;j
wzgledem parametréw filtru) o przejrzystej interpretacji geometrycznej. Na-
stgpnie przedyskutujemy problem istnienia i jednoznacznosci rozwiazania sze-
regu zadan projektowania oraz podamy w kazdym przypadku sposob, w jaki
mozna przeksztatci¢ dany problem w zadanie poszukiwania minimum wprowa-
dzonej przez nas funkcji. Wskazemy rowniez na fakt, ze stawiane przez nas
zadanie poszukiwania minimum funkcji p jest ogolniejsze niz zadanie poszuki-
wania rozwigzania o réwnomiernie falistym przebiegu funkcji btedu. Ponadto
omowimy przydatnos¢ zaproponowanej metody do projektowania filtréw wie-
lowymiarowych. W koncowej cze¢sci rozdzialu zostanag omdéwione metody nu-

meryczne, jakich uzywamy w celu znalezienia minimum funkcji X = p2 za-

rowno, gdy nie wystepuja dodatkowe ograniczenia naktadane na wspotczynniki
filtru, jak i w przypadku wystepowania dodatkowych ograniczen.

5.1. Podstawowe pojecia i twierdzenia aproksymacji jednostajnej

Klasyczne zadanie aproksymacji liniowej zostato sformutowane w podroz-
dziale 3.2 (Definicja 2.1). Rozpatrywane zadanie ma zawsze rozwiazanie na
podstawie nastgpujacego twierdzenia [73], ktore przytaczamy bez dowodu:

Twierdzenie 5.1.
Jesli V jest przestrzenia liniowa unormowana, a U jej podprzestrzenig linio-
wa skonczenie wymiarowa, to dla dowolnego elementu f eV istnieje ele-

ment optymalny wzgledem U.

W dalszej czgsci rozdziatu zajmowac si¢ bedziemy zagadnieniem aproksy-
macji jednostajnej, tzn. aproksymacji w przestrzeni Cr funkcji rzeczywistych
ciaglych na zbiorze F, F c R, zwartym (tj. domknigtym i ograniczonym)
z norma jednostajna definiowana rownoscia:
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111 =max o 6

Istnienie rozwiazania zadania aproksymacji jednostajnej wynika z twierdzenia
5.1, natomiast jednoznaczno$¢ rozwiazania jest zwiazana z tzw. wilasno$cia
Haara podprzestrzeni U.

Definicja 5.1. (Warunek Haara)
Niech Cp bedzie przestrzenia funkcji rzeczywistych ciagtych na zbiorze F.

Mowimy, ze podprzestrzen liniowa U < Cg skoficzonego wymiaru n spel-

nia warunek Haara, jezeli kazda funkcja z U, nie rowna tozsamo$ciowo zeru,
znika w co najwyzej n —1 punktach zbioru F.

O jednoznacznosci rozwigzania zadania aproksymacji mowi nastgpujace twier-
dzenie [73]:

Twierdzenie 5.2.
Dla dowolnej funkcji f'e€ Cg istnieje doktadnie jeden element optymalny

w sensie Czebyszewa wzgledem skonczenie wymiarowej podprzestrzeni U
wtedy i tylko wtedy, gdy podprzestrzen U speinia warunek Haara.

Podstawowym twierdzeniem o aproksymacji jednostajnej jest twierdzenie
Czebyszewa o alternansie [73, 132]:

Twierdzenie 5.3.
Niech Cp bedzie przestrzenia funkcji rzeczywistych ciaglych na zbio-
rze F cla,b] , a U jej podprzestrzenig liniowa wymiaru n. Zaktadamy, ze
funkcje z podprzestrzeni U sa okreslone i ciagle na catym odcinku [a,b]

i spelniaja w nim warunek Haara. Funkcja n* jest dla f e Cp elementem
optymalnym w sensie Czebyszewa wzgledem U, tzn.:

=17 = inf |y = #] = inf max| (o) nix) (5.2)
heU heU xeF

wtedy i tylko wtedy, gdy zbior F zawiera co najmniej n+1 punktow X,
a<xy<xy<..<Xx,4 <b takich, ze dla statego z, z =1lub z=-1, dla

k=1,2,...,n+1, sa spetnione rownosci:

S —hxg) = (=) z

f—h*H (5.3)
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Zbior punktow xj,Xxy ..., X,41, W ktorych réznica f —h*przyjmuje maksy-

malng warto$¢ ze znakami na przemian dodatnim i ujemnym, jest nazywany
alternansem.

Szczegoblnie przydatnym do analizy wynikow w dalszej czesci pracy jest twier-
dzenie Parksa i McClellana znane jako twierdzenie o przerzutach [106, 118,
137]:

Twierdzenie 5.4. (Twierdzenie o przerzutach)

Niech F' bedzie dowolnym domknigtym podzbiorem punktéw domknigtego

B M
przedzialu 0<w<7. Po to, aby H(w)=h(0)+2 > h(n)cos(an) bylo je-

n=1
dynym najlepszym przyblizeniem funkcji H ; (@) w zbiorze F, potrzeba i wy-
starcza, aby funkcja bledu E(w)=W (w)[H (w)—H 4(@)] wykazywala w
zbiorze F co najmniej M+2 przerzuty, tj. aby E(w; 1) =-E(w;),i=12,...M
+ 1,
oraz |E(wy)|=€, i=12,.,M+2, przy weF, i=12.,M+2,

W <W) <.0) i1 <Wpr47-

Przytoczone powyzej twierdzenia dotycza aproksymacji jednostajnej funk-
cji z okreslonej przestrzeni V funkcjami z pewnej podprzestrzeni U c V' . Sytu-
acja jest odmienna, gdy dla danej funkcji poszukujemy najlepszego przyblizenia
w sensie normy jednostajnej wsrod funkcji wymiernych, tzn. ilorazéw dwu
wielomiandéw o ustalonych stopniach. Poniewaz funkcje wymierne o ustalonych
stopniach licznika i mianownika nie tworza skonczenie wymiarowej przestrzeni
liniowej, wigc nie sa spetnione zalozenia wyzej cytowanych twierdzen. Pomimo
to udalo sig sformutowac twierdzenie, ktére moze by¢ uwazane za odpowiednik
twierdzenia Czebyszewa o alternansie.

Zadanie aproksymacji jednostajnej formutujemy w tym wypadku nastgpu-
jaco: niech f(x) bedzie funkcja ciagla, ktoéra chcemy aproksymowaé w prze-
dziale <a,b> funkcja wymierna:

ajxj
Ry (x) = g’" 8 =22 (5.4)
k Zb]xj
=0

i niech r,,; = Ta§b| J(xX)=R,i (x)| . O istnieniu i jednoznacznoS$ci rozwigzania
as=x>

tak postawionego zadania méwi twierdzenie Czebyszewa-Walsha [141].
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Twierdzenie 5.5. (Czebyszewa-Walsha)

Dla ustalonych liczb m i k istnieje doktadnie jedna optymalna funkcja wy-
mierna R, (x), tj. taka funkcja, dla ktorej 7,,; jest najmniejsze. Ponadto,

jesli ta funkcja wymierna jest rowna:

m—v
2, ajsvX )
* =0 X
Rk () =4=, . (5.5)
Sl Q)
Ju
Jj=0

gdzie: 0S u<k,0<v<m,a,#0, b, #0,

jesli P,: (x)/ QZ (x) jest ulamkiem nieprzywiedlnym (nieskracalnym) i
r,:;k #0, to w  przedziale <a,b> istnieje co  najmniej
L=m+k+2—min{s,v} punktéw, w ktérych roznica f(x)— R, (x) ma

7 e y . * . *
wartosci ekstremalne, rowne na przemian 7,,; 1 — 7, -

5.2. Aproksymacja rownomiernie falista

W ogdlnym przypadku zadanie zaprojektowania 1-D filtru cyfrowego po-
lega na takim doborze wspotczynnikéw filtru, aby okreslona rzeczywista lub

zespolona charakterystyka F (ej @) tego filtru byta mozliwie najlepsza aprok-

symacja EQ pewnej zadanej charakterystyki Fj, (ej @) przy jednoczesnym

spetnieniu dodatkowych wymagan, o ile takie wystepuja. Zadanymi charaktery-
stykami moga by¢ charakterystyki: amplitudowa (lub odpowiadajaca jej charak-
terystyka czgstotliwosciowa o fazie zerowej w przypadku filtru FIR
o liniowej charakterystyce fazowej), amplitudowo-fazowa lub tez opoznienia

grupowego. Niech Fj; (ej ®) bedzie zadana (aproksymowana) charakterystyka
LP filtru 1-D okre$lona w pasmie przepustowym P i zaporowym S. Ponadto

niech Y =[y;,v2,..V, ]T bedzie wektorem wspotczynnikdw filtru i niech:
g(Y)s0 , i=12,.L (5.6)

bedzie zbiorem dodatkowych ograniczen w dziedzinie czasu i/lub czgstotliwo-
$ci. Zaktadamy przy tym, ze ograniczenia g;(Y), i=1L2,..,Ly, sa funkcjami

ciagtymi. Oznaczmy ponadto przez F (ej ®Y) charakterystyke filtru otrzyma-
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na przy przyjeciu wspdlczynnikow filtru o wartosciach okreslonych przez wek-
tor Y. Funkcja btedu E (@, Y) moze by¢ wyrazona w nastepujacej postaci

E(@,Y)=W(w)|F(e’?,Y)-F;(e/?) (5.7)

gdzie W(w) jest dodatnia funkcja wagi okreslona wzorem (4.4).
Zadanie zaprojektowania filtru sformutujemy w sposob nastepujacy:
Znalez¢ wektor 'Y =[y1,y2,...V ]T , dla ktorego funkcja btedu E(w,Y) ma

przebieg rownomiernie falisty, gdy spetniony jest zbior ograniczen (5.6).
Niech:

AE;(Y) =W (@;)|F (e’ ,Y)~ Fy(e!™) (5.8)

dla i =23,....J + 1 oznacza zbiér wszystkich J ekstremow funkcji btedu we-
wnatrz pasma przepustowego, natomiast i =J + 4, J+ 5, ..., J + K + 3 niech
oznacza zbior wszystkich K ekstremow funkcji bledu wewnatrz pasma zaporo-
wego. Dodatkowo okreslamy wartosci funkcji btgdu na krancach przedzialow
przepustowego i zaporowego w sposob nastepujacy:

AE|(Y) = W (O)F(”, )~ Fy (e7°) (5.9)
AE 2 (V) =W (@) [P’ X) = Fy(e ) (5.9)
AE 3 (Y) =W (@))|F(e/™ Y) = Fy(e/™) (5.9¢)
AE v (V) =W (| ¥) = Fy ()] (5.9d)

Przyktadowy zbior wartosci AE|,AE;,...,AE; k.4 przedstawiony jest na
rysunku 5.1.
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Vaaw

T\ a0

AE 4

Rys. 5.1. Sposéb wyznaczania wartosci AE],AE;,...,AE j, k.4 dla przyktadowych
funkcji F,; oraz F (dla uproszczenia rysunku przyjgto, ze W(w)=1)

Przy przyjetych powyzej oznaczeniach, zadanie zaprojektowania filtru o row-
nomiernie falistej funkcji bledu sprowadza si¢ do znalezienia takiego wektora

Y= (Y1, Y2 Ym], dla ktérego speliony jest warunek:

AE (Y )=AE,(Y") dlawszystkich k,/=12,...J+K+4 (5.10)

Zwiazki pomigdzy aproksymacja jednostajna, a aproksymacja réwnomiernie
falista opisane zostana w dalszej cze$ci tego rozdziatu. Obecnie zajmiemy si¢
sformutowaniem pewnej metody projektowania filtrow cyfrowych.

5.3. Ogoélne sformulowanie metody projektowania filtrow

Ide¢ proponowanej metody przedstawiono graficznie na rysunku 5.2. Kaz-
demu zespotowi Y =[y;,v7,.., ]T wspotczynnikow filtru (reprezentowanemu
jako punkt pewnego obszaru <Y zawartego w m-wymiarowej przestrzeni karte-

zjanskiej) odpowiada okreslona charakterystyka F (ej ®Y), ktora jest rzeczy-
wista lub zespolona funkcja pulsacji ®. Charakterystyka zadana Fj, (ej @y
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i charakterystyka aproksymujaca F (ej ®Y) okreslaja zespot J+K+4 ekstre-
malnych wartosci funkcji bitedu okreslonych przez wzory (5.8) i (5.9). Zespot
ekstremalnych wartosci E = [AEl,AE2,...,AE It K+4] jest reprezentowany

przez punkt obszaru & zawartego w J+K+4 wymiarowej przestrzeni kartezjan-
skiej.

&

AN

AE

N

AE

1

Rys. 5.2. Graficzne przedstawienie idei zaproponowanej metody

Obszar & mozemy traktowac jako obraz odwzorowania wszystkich punk-
tow obszaru Y. Zauwazmy, ze obszar Y dopuszczalnych wartosci zespotu para-
metréw Y jest okreslony przez zadanie istnienia dokladnie J+K ekstremow
funkcji btedu wewnatrz pasm przepustowego i zaporowego oraz przez ewentu-
alne dodatkowe warunki ograniczajace.

Obliczmy teraz odlegtos¢ p punktu reprezentowanego przez zespot para-
metréw E od polprostej p danej rownaniami AE} = AE, =...=AE;, .4, ktora
to potprosta w postaci parametrycznej moze by¢ zapisana jako:

AEIZI,AEZZI,..., AEJ+K+4:t,gdZi€ 0<t<oo (511)

W metryce kartezjanskiej odlegto$¢ punktu E od danego punktu prostej okre-
slonej przez rownania (5.11) jest dana jako:

PO =(AE, —1) +(AEy 1)+t (AEy g 1) (5.12)
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a odlegtos¢ od prostej jest odlegloscia od punktu prostej, dla ktorego:

dp(t) _
T 0 (5.13)

Po wykonaniu r6zniczkowania znajdujemy z rownania (5.13), ze
! J+K+4
'min = T5K57 D AE; (5.14)
i=1

jest $rednig arytmetyczna wszystkich wartoéci AE; oraz, ze odlegto$¢ punktu E
od potprostej p danej parametrycznie przez rownania (5.11) wynosi:

J+K+4 J+K+4

= 1 .
p= Z} AE; ~ ez ZlAEJ .(5.15)
1= Jj=

Odlegtos¢ p traktowana jako funkcja zmiennych AE; ma nastgpujace wlasciwo-

$ci:

e jest nieujemnq funkcja ciagla zmiennych AE|,AE,,...,AE; k.4,

e przyjmuje minimalng wartos¢ réwna zero wtedy i tylko wtedy, gdy
AEy =AEy =...=AE k44,

e nie posiada lokalnych minimow.

Poniewaz zespo6t E wartosci ekstremalnych funkcji btedu zalezy od wspotczyn-

nikéw Y, odleglos¢ p mozemy traktowaé jako funkcje m zmiennych

V1:V2,. Yy - Ostatecznie przyjmujemy, ze kazdemu zespolowi wspolczynni-

kow Y =[yq, y2,...ym]T nalezacemu do obszaru < przyporzadkowujemy nie-

ujemng warto$¢ funkcji p(Y). Innymi stowy okre§lamy nieujemna funkcje p

W obszarze Y w nastepujacy sposob:

J+K+4 . J+K+4 2
p(Y) = Zl AE(Y) =y ZlAEj(Y) (5.16)
1= j=

Stawiamy obecnie nastepujace zadanie:

Znalez¢ w obszarze < taki punkt Y = [yik,y; ,...,y;kn] , Z€:
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(Y™ ) =min p(Y) (5.17)
Yey

przy spehieniu ewentualnych dodatkowych warunkéw ograniczajacych o po-
staci danej wzorem (5.6).

Sformutowane powyzej zadanie (5.17) znalezienia minimum funkcji jest catko-
wicie rownowazne zagadnieniu aproksymacji rownomiernie falistej w przypad-
ku, gdy istnieje rozwiazanie p(Y*) =0. Wynika to z wymienionych powyzej
whasnosci funkcji p. Ponadto, poniewaz zbidr wszystkich wartosci p jest ograni-
czony od dohu (p(Y)=0 dla kazdego Y € ¥), zadanie sformutowane rowna-
niem (5.17) ma zawsze rozwiazanie, gdy tylko zbior % nie jest pusty, nawet jesli
nie istnieje rozwiazanie zadania aproksymacji rownomiernie falistej. Rozwiaza-
niem jest zawsze punkt z obszaru & najblizszy (w sensie metryki kartezjanskiej)
polprostej AE| =AE, =...=AE;, g.4. Zadanie (5.17) nie ma rozwiazania
jedynie wtedy, gdy relacja migdzy liczbami J, K oraz m jest taka, ze zbior < jest
pusty lub dodatkowe warunki ograniczajace powoduja, ze zbior < jest pusty.

5.4. Problem istnienia i jednoznacznosci rozwigzania

Przedyskutujemy obecnie problem istnienia i jednoznaczno$ci rozwigzania
zadania znalezienia minimum funkcji p(Y) 1 jego zwiazek z zadaniem aprok-
symacji rownomiernie falistej. Patrzac na rysunek 5.2 mozemy rozr6zni¢ nastg-
pujace sytuacje:

1. Obszar & i1 potprosta p nie maja punktéw wspolnych. Oznacza to, ze nie ist-
nieje rozwiazanie zadania aproksymacji rownomiernie falistej, jednak istnie-
je przynajmniej jeden punkt w obszarze &, ktorego odlegtos¢ od potprostej p
osiaga warto$¢ minimalna.

2. Obszar & i1 polprosta p maja doktadnie jeden punkt wspolny — jak pokazano
na rysunku 5.2. W takiej sytuacji istnieje jednoznaczne rozwiazanie zadania
aproksymacji rownomiernie falistej tozsame z istnieniem minimum funkcji p

takiego, ze p(Y*) =0.

3. Obszar § i polprosta p majq wigcej niz jeden punkt wspolny. Oznacza to, ze
ani zadanie aproksymacji rownomiernie falistej, ani problem znalezienia mi-
nimum funkcji p nie maja jednoznacznego rozwiazania. W takiej sytuacji ja-
ko rozwigzanie powinniSmy wybrac takie, dla ktorego wartosci AE; ekstre-
mow funkeji biedu (wartosci zafalowan) sa najmniejsze.

4. Moze si¢ réwniez zdarzy¢, ze liczby J, K oraz m lub dodatkowe warunki

ograniczajace sa takie, ze zbidr dopuszczalnych wartosci Y jest pusty (tzn.
rowniez zbior & jest pusty), czyli zadanie nie ma zadnych rozwiazan. W ta-
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kiej sytuacji nalezy inaczej postawi¢ zadanie, np. zmieni¢ warto$ci wszyst-
kich lub niektorych liczb J, K oraz m lub/i ztagodzi¢ warunki ograniczajace.

Przedyskutujemy obecnie nieco bardziej szczegétowo wybrane zadania
projektowania 1-D filtrow LP w powiazaniu z przedstawionymi dotychczas
pojeciami i twierdzeniami. Skupimy si¢ na zagadnieniu istnienia i jednoznacz-
nosci rozwiazania oraz zwiazkéw pomigdzy zadaniami aproksymacji czebysze-
wowskiej (tzn. w sensie normy jednostajnej danej wzorem (5.1)), aproksymacji
roéwnomiernie falistej oraz zadaniem znalezienia minimum funkcji p. Rozwazmy
kolejno najbardziej typowe zadania projektowania filtrow 1-D. Projektowanie
filtrow wielowymiarowych zostanie oméwione w podrozdziale 5.5.

e Projektowanie filtru 1-D typu FIR o liniowej charakterystyce
fazowej

W tym przypadku charakterystyka aproksymowana jest charakterystyka
czestotliwoéciowa o fazie zerowej H 4 (o) filtru, odpowiadajaca zadanej cha-
rakterystyce amplitudowej A,(w). Dla idealnego filtru LP, charakterystyka
czestotliwosciowa o fazie zerowej jest okreslona nastgpujaco:

1, 0Ofsw=sw

P (5.18)
0, w,<wsrx

Hy(w)= {
Przy zatozeniu, ze rozpatrujemy LP filtr typu FIR o charakterystyce czestotli-
wosciowej typu I, najlepszego przyblizenia poszukujemy wsrdd funkcji o po-
staci:

M
H(o,Y) = h(0)+2 > h(n)cos(an) (5.19)
n=1

gdzie: h(n) — odpowiedz impulsowa filtru,
M=(N-1)/2,

Y = [1(0), h(1),..,(M)] — wektor wspotezynnikow filtru.

Funkcja btedu wyraza si¢ woéwczas nastepujaco:
E(@.Y) =W (o)[H(®,Y)~Hy ()] (5.20)

Poniewaz funkcje postaci (5.19) tworza M + 1 wymiarowa unormowang pod-
przestrzen liniowa w przestrzeni funkcji ograniczonych, wigec sa spelnione zato-
zenia twierdzenia (5.1) i istnieje element optymalny. Dodatkowo funkcje posta-
ci (5.19) sa funkcjami o wartosciach rzeczywistych i spetniaja warunek Haara.
Tak wigc, na podstawie twierdzenia Czebyszewa o alternansie i twierdzenia
(5.4) o przerzutach, funkcja optymalna w sensie Czebyszewa (tzn.
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w normie jednostajnej) jest jednoczes$nie najlepszym przyblizeniem rownomier-
nie falistym. Oznacza to, ze zbiér & ma dokladnie jeden punkt wspolny
z polprosta p, tak jak to przedstawiono na rysunku 5.2. Znalezienie minimum

funkcji p, czyli znalezienie takiego zespotu liczb Y , 7€ p(Y*) =0, jest toz-

same ze znalezieniem wspotczynnikow najlepszego przyblizenia rOwnomiernie
falistego.

¢ Projektowanie filtru 1-D typu IIR o zadanej charakterystyce amplitu-
dowej

W tym przypadku charakterystyka aproksymowanag jest charakterystyka
amplitudowa A;(w). Charakterystyka A;(w) idealnego filtru LP jest okreslo-

na nastgpujaco:
P (5.21)

Transmitancja filtru IIR jest wyrazona wzorem (2.16), czyli ma postaé:

_Wi(z) _ag +alz_1 +a2z_2 +...+aNz_N
Waz) 1+biz +byz? ++byz ™

W przypadku aproksymacji charakterystyki amplitudowe;j filtru IIR, funkcja
aproksymujaca jest zwykle charakterystyka amplitudowa podniesiona do kwa-
dratu okreslona zaleznoscia (4.21), czyli:

N
Co + 2.¢; cos(im)
Nw_ 5

D(w)

. 2
(@ Y)? =|H (e = = ,
dy + Y d; cos(im)
i=1

gdzie rzeczywiste wspotczynniki Y = lco,cl,...,c N,c70,c71,...,c7 MJ sg okreslone
odpowiednio przez wspotczynniki a; i by transmitancji filtru. Charakterysty-
ka ta, po zamianie zmiennych (x =cos@) moze by¢ wyrazona jako iloraz
dwoch wielomianow algebraicznych:

N N .
~ ~ i
Co+ Gl O+ 20X

.2
jo _ i=1 _ i=1
() == (5.22)

~ B M
do+2diTyy Bo+ 2B
i=1 i=1
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gdzie T, (x) = cos[narccos x] jest wielomianem Czebyszewa I rodzaju stopnia 7.

Zwiazki pomigdzy wspotczynnikami ¢, i d r oraz oy i [, sapodane w pracy
[125].
Funkcje¢ btedu okreslamy jako:

E(w,Y)=[A(w,Y)- 43 ()] (5.23)

Na podstawie twierdzenia Czebyszewa-Walsha funkcja optymalna w sensie
Czebyszewa (tzn. w normie jednostajnej) jest jednoczesnie najlepszym przybli-
zeniem rownomiernie falistym. Oznacza to, ze rowniez w tym przypadku zbior
& ma doktadnie jeden punkt wspolny z polprosta p, tak jak to przedstawiono na

rysunku 5.2. Znalezienie minimum funkcji p, czyli wyznaczenie takiego zespotu
% % ok ~k o~

liczb Y = [NO ,Cl 5esCN 5 ,dl*,...,g;,l , Z€ p(Y*) =0, jest tozsame ze znale-
zieniem wspotczynnikow najlepszego przyblizenia rownomiernie falistego.

e Projektowanie filtru 1-D typu FIR o zadanej charakterystyce
czestotliwosciowej

Zadanie rownomiernie falistej aproksymacji charakterystyki czgstotliwo-
sciowej filtru 1-D typu FIR, czyli jednoczesnej aproksymacji charakterystyki
amplitudowej 1 fazowej, jest zadaniem aproksymacji sformutowanym w dzie-
dzinie liczb zespolonych. Aproksymowana charakterystyke czgstotliwosciowa

H, (ej @) staramy sie przyblizyé funkcja zespolona:

. , N-l .
H(e/?) = A@)e/ PP =3 h(n)e /™ (5.24)
n=0
przy czym btad okreslamy jako wazony modut z r6znicy obu charakterystyk:
E(@,Y) = W(a))‘H(ej © Y)—H, (e “’)‘ (5.25)

W rozpatrywanych w niniejszej pracy zagadnieniach projektowania filtrow
cyfrowych zespot liczb Y = [h(O),h(l),...h(N —1)] jest ograniczony do zbioru
liczb rzeczywistych. Poniewaz funkcje postaci (5.23) tworza N wymiarowa
przestrzen liniowa, wigc na podstawie twierdzenia 5.1 istnieje element opty-
malny w sensie Czebyszewa. Dodatkowo spetniony jest warunek Haara [91],
czyli rozwiazanie jest jednoznaczne.

W przypadku aproksymacji w dziedzinie liczb zespolonych nie udato si¢
dotychczas sformutowaé twierdzenia, ktore bytoby odpowiednikiem twierdze-
nia Czebyszewa o alternansie. Wiadomo jednak z literatury [5, 134, 144], ze
mozna znalez¢ rozwiazania, dla ktorych funkcja btedu ma przebieg réwnomier-
nie falisty, przy czym w przypadku rozwiazania optymalnego w sensie Czeby-
szewa liczba ekstremow funkcji bledu musi by¢ zawarta w okreslonym prze-
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dziale. Uzyskanie réwnomiernie falistego przebiegu funkcji bledu o liczbie
ekstremow zawartej w odpowiednim przedziale nie gwarantuje nam jednak, ze
jest to rozwiazanie optymalne w sensie Czebyszewa. W pracy [173] podany jest
przyktad zadania projektowania filtru FIR posiadajacego cztery rozwiazania
o rownomiernie falistym przebiegu funkcji bledu, z ktérych jedno jest rozwia-
zaniem optymalnym w sensie Czebyszewa. Sprawdzenie, czy uzyskane rozwia-
zanie rownomiernie faliste jest rozwiazaniem optymalnym w sensie Czebysze-
wa moze by¢ przeprowadzone przy wykorzystaniu kryteriow podanych w pracy
[144]. Przy projektowaniu filtréw FIR na ogdt dazy sig jednak jedynie do znale-
zienia rozwiazania o rownomiernie falistej funkcji btedu [25, 134, 153, 173].
Na podstawie powyzszych uwag mozemy wigc jedynie powiedzie¢, ze
zbior & z rysunku 5.2 moze mie¢ jeden lub wigcej punktow wspolnych z potpro-

sta p oraz, ze wyznaczenie takiego zespotu wspolczynnikow Y*, dla ktérego

p(Y ) =0, jest tozsame ze znalezieniem przyblizenia rownomiernie falistego.

e Projektowanie filtru 1-D typu IIR o zadanej charakterystyce czestotli-
wosciowej

Zadanie rownomiernie falistej aproksymacji charakterystyki czgstotliwo-
sciowej filtru 1-D typu IIR jest zadaniem aproksymacji sformutowanym
w dziedzinie liczb zespolonych. Aproksymowang charakterystyke czgstotliwo-
sciowa H ;(e’®) przyblizamy przy uzyciu funkcji o postaci danej wzorem
(2.16). Funkcje btedu okres§lamy wzorem (5.25) jako wazony modut z roéznicy
dwoch funkcji o wartoéciach zespolonych przy zatozeniu, ze wspotczynniki
Y moga przyjmowacé jedynie wartoSci rzeczywiste.

Jak dotychczas, nie udalo si¢ sformutowaé¢ odpowiednika twierdzenia Cze-
byszewa-Walsha dla zadania aproksymacji w dziedzinie zespolonej. Z literatury
wiadomo jedynie, ze nie ma gwarancji jednoznaczno$ci rozwiazania zadania
aproksymacji w normie jednostajnej [23, 178]. Ponadto liczba rozwiazan rozpa-
trywanego zadania aproksymacji w sensie Czebyszewa moze by¢ dowolnie
duza [56, 146]. Znalezienie minimum funkcji p takiego, ze p(Y*) =0 oznacza
jedynie znalezienie przyblizenia rGwnomiernie falistego.

e Projektowanie wszechprzepustowych korektorow fazy IIR

Funkcja btedu ma w tym przypadku nastgpujaca postac:
EwY)=1(w,Y)-1 (5.26)

gdzie: Y jest wektorem wspotczynnikow transmitancji uktadu wszechprzepu-
stowego, T(@w,Y)=7p(w)+7r(w,Y) jest suma opdznienia grupowego rozpa-
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trywanego filtru IIR oraz opodznienia grupowego korektora fazy, 1, oznacza
pewne state opodznienie grupowe.

Zagadnienie to, wraz z podaniem warunkoéw ograniczajacych naktadanych
na wspotrzedne wektora Y, jest szczegdtowo omdwione w podrozdziale 6.2.2.
W przypadku zadan aproksymacji MM charakterystyk opo6znienia grupowego
filtréw IIR, funkcja btedu w otrzymanym rozwiazaniu nie musi mie¢ przebiegu
rownomiernie falistego [34]. Zadanie aproksymacji rownomiernie falistej moze
w tym wypadku nie mie¢ rozwiazania, czyli zbior & z rysunku 5.2 moze nie
mie¢ punktu wspdlnego z potprosta p. Mimo wszystko zadanie znalezienia mi-
nimum funkcji p jest rowniez w tym przypadku zadaniem poprawnie postawio-
nym i istnieje dla niego rozwiazanie, o ile tylko warunki ograniczajace nie po-
woduja, ze zbior & jest pusty.

® Projektowanie filtréw 1-D typu FIR i IIR z jednoczesnym uwzglednie-
niem dwoch Kkryteriow

W pracy rozwazamy réwniez zadania nast¢pujacego typu: chcemy zmini-
malizowa¢ funkcje btedu okreslonej charakterystyki filtru przy jednoczesnej
minimalizacji pewnej innej wielkosci zwiazanej z filtrem danego rodzaju. Ta
inna wielko$cia moze by¢ np. energia wydzielona przez pierwszych k probek
odpowiedzi jednostkowe;j filtru. W zadaniu tego rodzaju rozwiazanie o rowno-
miernie falistym przebiegu funkcji btgdu nie jest na ogdét rozwiazaniem opty-
malnym z punktu widzenia jednoczesnej minimalizacji okreslonej innej wielko-
$ci, ktora oznaczymy przez ¢(Y), gdzie Y oznacza wektor wspotczynnikow

projektowanego filtru. W celu badania tego typu zagadnien konstruujemy funk-
cje O, zalezna od warto$ci wspotczynnikow filtru, o nastgpujacej postaci:

oY) = 1 p(Y)+ frq(Y) (5.27)

gdzie wartosci f; 1 5, wspotczynnikéw wagowych dobieramy zgodnie z przyje-
tymi preferencjami. Nastgpnie poszukujemy minimum funkcji (5.27) bez lub z

dodatkowymi warunkami ograniczajacym postaci (5.6). Wartosci Y’ optymal-
nych wspolczynnikow filtru zaleza w znacznej mierze od wyboru wspotczyn-
nikow wagowych. Podejécie takie mozemy interpretowaé jako poszukiwanie
rozwigzania mozliwie bliskiego rownomiernie falistemu i takiego, azeby jed-
nocze$nie funkcja (@ miata mozliwie mala warto§¢. Nasze preferencje
w stosunku do obu sktadnikow funkcji O w kazdym konkretnym przypadku
okreslone sa przez wartosci wspotczynnikow wagowych. Jesli funkcja Q jest
ograniczona i zbiér dopuszczalnych wartosci Y nie jest zbiorem pustym, wtedy
zadanie znalezienia minimum funkcji Q ma zawsze rozwiazanie.

Przedstawione powyzej zadania pokazuja, ze zagadnienie aproksymacji
rownomiernie falistej w projektowaniu réznego rodzaju filtrow mozna potrak-
towac¢ w jednolity sposob poprzez wprowadzenie funkcji p(Y) i rozpatrywanie
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problemu znalezienia minimum okre$lonego wzorem (5.17) przy ewentualnym
dodatkowym uwzglednieniu ograniczen (5.6). Nalezy jeszcze raz podkresli¢, ze
zadanie znalezienia minimum ma zawsze rozwiazanie, nawet jesli nie istnieje
rozwiazanie zadania aproksymacji EQ. Podane powyzej przyktady zadan poka-
zuja, ze tylko w niektorych przypadkach znamy odpowiedz na pytanie o istnie-
nie i jednoznaczno$¢ rozwiazania. Tak wigc nie zawsze wiemy, jak wzajemnie
potozone sa zbidr & i potprosta p. Nalezy zauwazy¢, ze sposob konstrukcji zbio-
ru & jest taki, iz szczegotowe zbadanie jego wlasciwosci (szczegdlnie wlasciwo-
sci topologicznych) wydaje si¢ niezmiernie trudne. Tym samym réwnie trudne
wydaje si¢ doktadne zbadanie wtasciwosci analitycznych funkcji p(Y); pewne
wlasciwosci tej funkcji zostaty zebrane w podrozdziale 5.3. Mimo powyzszych
uwag, proponowane podejécie nadaje si¢ bardzo dobrze do projektowania fil-
trow cyfrowych przy uzyciu metod numerycznych. W podrozdziale 5.6. przed-
stawimy schemat procedury obliczeniowej oraz zastosowanych metod nume-
rycznych dla przypadku filtru 1-D.

5.5. Projektowanie filtrow wielowymiarowych

W podrozdziale 5.3 zaproponowalismy pewna metodg projektowania fil-
trow cyfrowych polegajaca na poszukiwaniu minimum funkcji celu p(Y) okre-
slonej wzorem (5.16). Funkcje p interpretujemy jako odlegtos¢ w pewnej wie-
lowymiarowe] przestrzeni kartezjanskiej punktu bedacego odwzorowaniem
zespolu Y wspoétczynnikow filtru od potprostej, ktora odpowiada rozwiazaniu
zadania aproksymacji rownomiernie falistej (rys. 5.2). Idea proponowanej me-
tody oraz jej interpretacja geometryczna ilustrowana byta przyktadami zaczerp-
ni¢tymi z teorii 1-D filtrow. Przedyskutowali§my rowniez zagadnienie istnienia
i jednoznaczno$ci rozwiazania dla wybranych rodzajow filtrow.

Nalezy zaznaczy¢, iz proponowane podejscie jest na tyle ogolne i ela-
styczne, ze zaproponowana metoda umozliwia projektowanie filtrow wielo-
wymiarowych, w tym w szczego6lnosci projektowanie filtrow 2-D, ktore maja
bardzo duze znaczenie praktyczne, np. w przetwarzaniu obrazéow. W przy-
padku filtrow wielowymiarowych konstrukcja funkcji celu p(Y) okreslonej
wzorem (5.16) jest identyczna jak dla filtru 1-D, réwniez jej interpretacja
geometryczna, jako odleglto$¢ w pewnej przestrzeni, nie ulega zmianie.
Ponadto, wszystkie stwierdzenia zawarte w punktach 1-4 na poczatku pod-
rozdzialu 5.4 pozostaja w mocy.

W celu zilustrowania zastosowania zaproponowanej metody do projekto-
wania filtrow wielowymiarowych, rozwazymy jako przyktad zadanie projekto-
wania filtru 2-D typu FIR o zadanej charakterystyce czgstotliwosciowej o fazie
zerowe] H ;(w,w,), ktora jest funkcja dwdch zmiennych ;i @, . Dwuar-

gumentowa funkcjg¢ bledu okreslamy w tym przypadku w nastgpujacy sposob:
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E(wlst:Y) = W(a)l,(az)[H(wl,(uz,Y) _Hd (w15w2)] (5.28)

gdzie W jest funkcja wagi, wektor Y jest zbiorem wszystkich wspotczynnikow
filtru, natomiast H (@, w,,Y) jest aproksymujaca charakterystyka czgstotliwo-

sciowa o fazie zerowej filtru, okreslona przez wartosci wektora Y. Nastgpnie
znajdujemy (na ogot numerycznie poprzez przeszukiwanie siatki) wartosci eks-
tremow AE; funkcji bledu i konstruujemy funkcjeg celu p(Y). Ostatnim krokiem

jest znalezienie metodami programowania nieliniowego takiego zespotu Y
wspotczynnikéw filtru, ktéry minimalizuje wartos¢ funkcji p. Podobnie jak
w przypadku filtru 1-D, znalezienie takiego zespolu wspotczynnikow filtru, dla
ktorych p(Y') = 0, oznacza, iz zadanie zaprojektowania filtru o rownomiernie
falistej charakterystyce czestotliwo$ciowej o fazie zerowej zostato rozwigzane.

W przypadku filtréw 2-D warunek Haara nie jest spetniony. Tak wigc nie
zachodzi twierdzenie 5.2 o istnieniu elementu optymalnego, jak réwniez nie
zachodzi twierdzenie Czebyszewa o alternansie. Oznacza to, ze rozwiazanie
optymalne w sensie Czebyszewa w przypadku filtru 2-D nie jest jednoznaczne
[67, 87, 95].

5.6. Schemat numerycznej procedury obliczeniowej

W poprzednich podrozdziatach przedstawili§my metode projektowania fil-
trow cyfrowych polegajaca na poszukiwaniu minimum funkcji celu p(Y) okre-
slonej wzorem (5.16). Zadanie poszukiwania minimum funkcji p jest typowym
zadaniem programowania nieliniowego. W dalszej czesci tego podrozdziatu
przedstawimy sposob, w jaki przeprowadzamy obliczenia numeryczne przy
projektowaniu filtrow cyfrowych. Metode zilustrujemy na przyktadzie zadania
aproksymacji EQ charakterystyki amplitudowej LP filtru 1-D typu FIR. Ewen-
tualne modyfikacje metody w przypadku innych zadan beda opisane przy okazji
szczegblowego rozpatrywania poszczegdlnych typow filtréw i odpowiednich
dla nich zadan projektowania.

Aproksymowana charakterystyka czestotliwosciowa o fazie zerowej

H 4 (@) filtru, (odpowiadajaca zadanej charakterystyce amplitudowej A4;(w)),

aproksymujaca charakterystyka H(w,Y), wyrazona wzorem (5.19) oraz funk-

cja wagowa okreslaja funkcje bledu (wzor (5.20)) zalezna od wektora Y wspot-
czynnikow filtru. Pierwszym krokiem w celu przeksztatcenia rozpatrywanego
zadania projektowania w problem optymalizacji, jest podzielenie, przy zalozo-
nych poczatkowych warto$ciach poczatkowych wektora Y, pasma przepustowe-
go P=[0,a,] izaporowego S =[w,,7] na przedzialy 6;,j=1,2,..,J + K
zdefiniowane w taki sposob, ze wewnatrz kazdego z tych przedzialow funkcja

btedu ma dokladnie jedno ekstremum. Niech przedzialy te beda okreslone
W sposéb nastepujacy:
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6, =[0,@)

0, =[6;_1,0,), j=23..J -1

j-1»

0 =lw;_,@,] (5.29)

Oy =los,0;))

6’k =[(I)k_2,a)k_1) Ck=J+2,J+3,..,.J+K -1

Ok =[@y1k2,7]
gdzie: J 1 K — liczby przedziatow 6; wystepujacych odpowiednio w pasmie

przepustowym i zaporowym,
w,, r=12,.,J+K-2, (W) <wy<..<dj g ) — unormowane pul-
sacje, dla ktorych spetnione sa warunki:

(_1)m+j M <0, j=12,.,J-1 (5.30)
A0 o0
(_l)kM <0,k=J,J+1,..,J+K-2 (5.31)
dw w=a

gdzie:

0 - gdy dla pulsacji @ = 0 istnieje maksimum lokalne,
1 - gdy dla pulsacji @ = 0 istnieje minimum lokalne.

Przyktadowy sposob okreslenia podzialéw 6; pokazany jest na rysunku 5.3.

W celu okreslenia wartosci ekstremow funkcji btedu E(w,Y) wyznaczmy
nastgpnie wartos$ci najwigkszych odleglosci AEZ- (Y),i=12,..J + K+ 4 po-
miedzy charakterystykami H J(@) a H(w,Y) w poszczegolnych przedziatach
0,.j=12,..J + K, oraz warto$ci odlegtosci pomigdzy tymi charakterystykami
dla pulsacji krancowych (=0, o =w
cy:

p,0W=0,0=7) W sposOb nastepuja-
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Rys. 5.3. Przyktadowy sposdb okreslenia podziatow 6 )= 1.2, JtK.

- W pasmie przepustowym — w przypadku, gdy dla pulsacji w =0 wystepuje
minimum lokalne:

AE,(Y)=H ;(0)— H(0,Y) (5.32a)

AE;(Y)= max (H(w,Y)-H ;(®)) i=2,4,6,..., (i <J +1) (5.32b)
we b1

AE;(Y) = max (Hy(0)-H(@,Y)) ,i=3,57,..., (i<J +1) (5.32¢)
e

AE; 5 (Y)=H(w,.Y)-Hy(w,) (5.32d)

- w pasmie przepustowym — w przypadku, gdy dla pulsacji w =0 wystgpuje
maksimum lokalne:

AE;(Y)=H(0,Y)—H ,(0) (5.33a)

AEi(Y) = mgx (ﬁd (w)-H(w,Y)) ,i=2,4.,6,..., i<J+1) (5.33b)
e



71

AE;(Y) = max (H(@,Y) - H ;(®)) ,i=3,57,..., (i<J+1) (5.33¢)
We b
AE; . »(Y)=Hy(w,)-H(w,,Y) (5.33d)

- W pasmie zaporowym:

AE;3(Y)=H(w,,Y) - Hy(®y) (5.34a)

AE;(Y)= max (H,(w)— H(@,Y)) , =44, J+6,..., (i<J +K +3) (5.35b)
=63

AE,(Y)= max (H(&,Y)-H (@) ,i=F5, ... (<T+K+3) (535¢)
web;_3

AE k14 (Y)= (DX (H () - H(x,Y)) (5.35d)

Wartosci ekstremow funkcji H (0, Y) w przedziatach & i) = 1,2,....J + K,

wyznaczano postugujac si¢ metoda ztotego podziatu [46, 48, 82, 154]. Metoda
ta umozliwia znalezienie odcigtej a oraz rzgdnej f{a) minimum rozpatrywanej
funkcji fla) w okreslonym przedziale przy zatozeniu, ze w tym przedziale funk-
cja fla) jest ciagla i ma doktadnie jedno minimum.

Do okreslenia wartosci funkcji p(Y) konieczna jest znajomo$¢ wartosci

ekstremoéw funkcji bledu AE;(Y),i=1,2,...J + K + 4. Zauwazmy, ze:
AE(Y)=W(®,)AE;(Y),i=12,..J +K+4. (5.35)
W przypadku filtru optymalnego w sensie Czebyszewa pomigdzy liczba M
oraz liczbami J i K przedziatow 6 ; zachodzi:
J+K=M-=-2
lub
J+K=M-1

Z jednoznaczno$ci rozwiazania zadania aproksymacji w sensie Czebyszewa
wynika, ze jezeli w znalezionym rozwiazaniu rownomiernie falistym dodatko-
wo zachodza powyzsze warunki, to jest to rdwniez rozwiazanie optymalne
w sensie Czebyszewa.

W obliczeniach numerycznych wygodniej jest, zamiast poszukiwa¢ mini-
mum funkcji p(Y), poszukiwaé¢ minimum funkcji X(Y) okreslonej nastepuja-
co:
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) J+K+4 J+K+4
XV =p V)= Y |AEM) - Jrem 2AE (V)| (536)

Nalezy podkresli¢, ze tak okreslona funkcja X (Y) jest funkcja ciagla.

Rozpatrywane zadania projektowania filtru mozna wigc przeksztalcic
w rownowazne zadania optymalizacji z ograniczeniami o postaci: znalez¢ wek-
tor Y =[yy, yz,...yMH]T , ktory minimalizuje funkcje celu” X (Y) przy warun-
kach ograniczajacych (5.6), lub, gdy chcemy jednoczesnie uwzgledni¢ dwa
kryteria, w odpowiednie zadania polioptymalizacji.

Sformulowane zadania optymalizacji mozna rozwiazywac opisywanymi w
literaturze metodami poszukiwania minimum z ograniczeniami [46, 48, 50, 82,
118, 157, 167, 189]. Wybdr metody najbardziej odpowiedniej do rozwiazywa-
nia sformutowanych w niniejszej pracy zadan optymalizacji oraz opis zastoso-
wanych metod zostanie przedstawiony w Dodatku A.

W zadaniach optymalizacji, czyli poszukiwania minimum funkcji celu,
bardzo istotny jest wybor tzw. punktu startowego, tzn. poczatkowych wartosci

wektora Y. Warto$ci poczatkowe Y©® wspotczynnikow filtru, modyfikowane
w trakcie procesu optymalizacji, powinny by¢ tak wybrane, aby byly mozliwie

,.bliskie” poszukiwanego rozwiazania Y. W og6lnym przypadku trudno jest
sformutowa¢ kryteria oceny, czy dany punkt startowy jest dostatecznie bliski
poszukiwanego rozwiazania. W ostateczno$ci mozna probowac losowo wybie-
ra¢ punkt startowy i sprawdzaé, czy proces optymalizacji przebiega poprawnie
i prowadzi do pozadanego rozwigzania. Dos$wiadczenia autorki, zebrane
w trakcie przeprowadzania obliczen numerycznych dla réznych rodzajow fil-
trow wskazuja, ze praktycznie we wszystkich przypadkach bardzo dobrym

punktem startowym jest wektor y© , ktory jest rozwigzaniem zadania minima-

lizacji bledu LS. W wielu przypadkach wartosci wspotezynnikow Y(? | ktore
minimalizuja btad LS, mozna obliczy¢ analitycznie; w innych przypadkach
mozna na ogdt dos$¢ tatwo wyznaczy¢ je numerycznie.

Wszystkie programy komputerowe, umozliwiajace projektowanie roz-
nych rodzajow filtréw cyfrowych z zastosowaniem zaproponowanej metody,
autorka napisata w jezyku Fortran. Obliczenia byly wykonywane z zastoso-
waniem maszyn jedno- i wieloprocesorowych. Wigkszo$¢ obliczen wykony-
wano przy uzyciu komputera IBM PC. W tym przypadku do kompilacji wy-
korzystano kompilatory: Fortran PowerStation (wersja 4.0) firmy Microsoft
oraz Compaq Visual Fortran (wersja 6.6). Czasy wykonywania obliczen przy
rozwiazywaniu zadan aproksymacji EQ w przypadku filtréw 1-D typu FIR

" W zadaniach optymalizacji funkcja celu nazywamy funkcje, ktérej minimum poszu-
kujemy.
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o dtugosci odpowiedzi impulsowej mniejszej od 50 oraz w przypadku filtréw
1-D typu IIR o stopniach licznika N i mianownika M mniejszych od 10 waha-
ty si¢ od kilku do kilkudziesigciu sekund. Czasy te wyraznie zwigkszaty si¢ w
miar¢ wzrostu dtugosci odpowiedzi impulsowe;j filtru FIR oraz wraz ze wzro-
stem liczb M 1 N w przypadku filtru I[IR. W przypadku filtrow 2-D typu FIR
czasy wykonywania obliczen byly zdecydowanie dtuzsze, przy czym
w przypadku filtréw centrosymetrycznych i aproksymacji EQ dochodzily one
nawet do kilku godzin.

W zwiazku z tak dhlugimi czasami wykonywania obliczen, przeprowa-
dzono probe ich zréwnoleglenia. Autorka miata mozliwo§¢ wykonania obli-
czen z zastosowaniem maszyny wieloprocesorowej (Sun Fire 6800) w Edin-
burgh Parallel Computing Center w ramach grantu numer HPRI-CT-1999-
00026 (the TRACS Programme at EPCC) w 5. Programie Ramowym. Zréw-
noleglenie rozpatrywanych zadan projektowania filtrow 2-D zostanie omo-
wione w podrozdziale 10.5.
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6. Projektowanie filtrow 1-D typu FIR oraz IIR
z zastosowaniem aproksymacji rOwnomiernie falistej

W niniejszym rozdziale zostanie przedstawione zastosowanie metody za-
proponowanej w rozdziale 5 do projektowania filtrow 1-D typu FIR oraz IIR.
Projektowanie filtrow FIR oraz IIR zostanie oméwione oddzielnie — odpowied-
nio w podrozdziale 6.1 oraz 6.2.

6.1. Filtry 1-D typu FIR

W pierwszej czesci tego rozdziatu zostanie wykazane, ze zastosowanie za-
proponowanej metody do projektowania filtrow 1-D typu FIR o liniowej cha-
rakterystyce fazowej umozliwia otrzymanie aproksymacji MM zadanej charak-
terystyki amplitudowej. Nastgpnie zostanie przedstawione zastosowanie tej
metody do projektowania filtrow 1-D FIR o liniowej charakterystyce fazowej
z dodatkowymi ograniczeniami w dziedzinie czasu i/lub czgstotliwosci. Rozpa-
trzone zostana zarowno przypadki ograniczen liniowych, jak i dodatkowych
warunkow nieliniowych. W ostatnim podrozdziale niniejszego rozdziatu zosta-
nie rozpatrzone zastosowanie zaproponowanej metody do projektowania filtrow
1-D typu FIR o nieliniowej charakterystyce fazowe;.

6.1.1. Projektowanie filtrow FIR o liniowej charakterystyce fazowej

Jak stwierdzono w podrozdziale 2.2, zadanie zaprojektowania filtru o okre-
slonej charakterystyce amplitudowej sprowadza si¢ do wyznaczenia odpowied-
nich wartosci wspotczynnikdéw charakterystyki czestotliwosciowej o fazie ze-
rowej H(w) tego filtru. W dalszej czeéci niniejszego rozdziatu zajmiemy sig
projektowaniem LP filtrow 1-D typu I (odpowiedz impulsowa symetryczna,
o nieparzystej dtugosci N). Rozwazania podobne do przedstawionych w tym
rozdziale mozna przeprowadzi¢ dla filtrow o charakterystykach czgstotliwo-
sciowych typu I, I i ['V.

Charakterystyka czestotliwosciowa o fazie zerowej H(w) LP filtru typu
FIR o liniowej fazie moze by¢ wyrazona nastepujaca zaleznoscia:

H(w)=h(0)+2 % h(n)cos(an) (6.1)

n=l
gdzie: h(n) — odpowiedz impulsowa filtru,
M=(N-1)/2.
W rozpatrywanym przypadku wspotrzedne poszukiwanego wektora Y sg okre-
slone nastegpujaco:
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yi=hii-1), i=12,.M+1 (6.2)

a charakterystyka aproksymowana H 4 (@) ma posta¢ okreslona wzorem
(5.18), czyli:

0<w<fw

Ay@=1 »
) =
d 0, wo,<w<sr

Oznaczmy przez H(w,Y) charakterystyke czestotliwosciowa o fazie zerowe;

filtru otrzymana przy przyjgciu do obliczen wspotczynnikoéw filtru o warto-
sciach okreslonych przez wektor Y. Zadanie zaprojektowania optymalnego
filtru sprowadza si¢ do wyznaczenia odpowiednich wspotrzednych wektora Y

w drodze rozwiazania zadania aproksymacji MM charakterystyki H ;(®) cha-
rakterystyka H (w,Y). Funkcja bledu E(w,Y) jest w tym przypadku wyrazona
wzorem (5.20), a mianowicie:

E(@,Y)=W(o)H(@,Y)-Hy(o)] ,
gdzie funkcja wagi W (@) okre$lona jest zaleznos$cia (4.4), czyli:

1 — w pasmie przepustowym,

W(a))Z{W — W pasmie zaporowym.

Zadanie zaprojektowania optymalnego filtru sformutujemy w sposob nastepujacy:
Dla zadanych warto$ci N, @,,, @, 8y 1 &, znalezé wektor Y =[yy,y2,...y M+1]T ,
ktéry minimalizuje warto$¢
£= max |E(@,Y)| (6.3)
S

we PU

W przypadku optymalnego filtru LP typu FIR o liniowej charakterystyce fazo-
wej typu I maksymalna liczba N, lokalnych ekstremow funkcji biedu jest

okreslona wzorem [143]:

N,=(N+5)/2=M+3 (6.4)
przy czym liczba ta obejmuje rowniez ekstrema na krancach pasm przepusto-
wego i zaporowego. Pomigdzy liczba M a liczbami J i K przedziatow 6; wy-

stepujacych odpowiednio w pasmie przepustowym i zaporowym zachodzi
wowczas zaleznosé:

J+K=M-1 (6.5)
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Jezeli w zadaniu nie wystgpuja dodatkowe ograniczenia, to wektor

Y =[y1,Y2,-Yrr+1 ]T jest rozwiazaniem nastgpujacego rownania macierzowego:

XA =D (6.6)
gdzie:
1 2cos @y 2cosQa@y) ... 2cos(May) (-1
1 2cosw 2cosRa») 2cos(Ma,) (-1)™+?
X=1 2cos@yyy 2c0sQWsyy) ... 2cos(Mwy,) (=)™ | (6.7)
1 2c0s@y3  2008QWs43) ... 2cos(Mwy3) (=)™ 1w
|1 2cos@yyn  2c08Qwyyin) ... 2cos(Mwy ) (-2 w]
— T
A=y, Y2 Ym+1,4] (6.8)
D = [Hy(@). Hy (@2).. Hy (@3122)) (69)
1 — dla Jni i
. a J nieparzystego 6.10)
0 — dla J parzystego
A=AE;(Y) (6.11)
przy czym:

L2 .M +2 - gdy wyrdwrywanesa ekstrema AE (Y) —AE 7,5 (Y)
123, M+3 - gdy wyrownywanesa ekstremaAE, (Y) —AE;,5(Y)
(6.12)

Pulsacje @,@,,...ws > sa pulsacjami przy ktorych wystepuja rozpatrywane
ekstrema funkcji btedu. Wielkosci AE;(Y), [ = 1,2,...,.M + 3 obliczamy nato-
miast ze wzorow (5.32-5.34).

Nalezy zauwazy¢, ze maksymalna liczba N, lokalnych ekstremow funkcji
btedu jest wigksza o dwa od liczby wspotrzednych wektora Y, ktore sa niewia-
domymi w rozpatrywanym zagadnieniu. Przy liczbie niewiadomych rownej
M+1 mozemy zada¢ wyrownania jedynie M + 2 ekstremow. Warto$¢ jednego
ekstremum (np. dla @ =0 lub @ =) nie zostaje w takim przypadku okreslo-
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na. Zaleznie od zadanych wartosci N, @, , @, 6; i d, mozemy otrzymac je-

p b
den z trzech typéw rozwiazan przedstawionych w podrozdziale 4.1.1.1, a mia-
nowicie rozwiazanie ,,ponadréwnomiernie” faliste, rozwiazanie, w przypadku
ktorego funkcja btedu posiada M + 2 ekstrema lokalne o jednakowych warto-
sciach bezwzglednych oraz jedno ekstremum lokalne o mniejszej wartosci bez-
wzglednej, lub tez rozwiazanie, w przypadku ktorego funkcja btedu ma M + 2
ekstrema lokalne o jednakowych warto$ciach bezwzglednych. W tym ostatnim
przypadku ekstremum AE,,,,(Y) wystgpuje przy pulsacji @ = 7 i pokrywa si¢
ono z ekstremum AE;,,3(Y).

Rownanie macierzowe (6.6) jest nicosobliwe” i istnieje doktadnie jedno je-
go rozwigzanie wzgledem Y i A [128]. Rownanie to jest nieliniowe, gdyz AH
oraz pulsacje @, ®,,...,0)s o> sa funkcjami wektora Y. Moze ono jednak zo-

sta¢ zlinearyzowane i zastapione uktadem rownan liniowych. Otrzymany uktad
réwnan liniowych mozna nastgpnie rozwiazaé iteracyjnie przy zatozeniu po-
czatkowego potozenia pulsacji @y, @,,...,@, 4o [128, 164].

W niniejszej rozprawie proponujemy alternatywny sposob rozwiazania tak
sformutowanego zadania projektowania filtru. Zadanie to jest mianowicie prze-
ksztalcane w rownowazne zadanie optymalizacji z ograniczeniami. Rozpatry-
wana funkcja celu ma postac:

X(Y)= $(AE, -5)? (6.13)
i=I
gdzie:
(P éAE,- (6.14)
M+2,5
I=1y+M+1.

I 1 — gdy wyrownywanesa ekstrema AE;(Y)—AE ;.5 (Y)
072 - gdy wyrownywanesa ekstrema AE, (Y)—AE;,,3(Y)

Zadanie optymalizacji jest sformutowane nastepujaco: znalez¢ wektor
Y =[y,Y2,Yr+1 ]T , ktory minimalizuje funkcje celu X(Y) okre§lona wzo-
rem (6.13) przy nastgpujacych warunkach ograniczajacych:

AEL(Y)>0, k=12, J+K+4 (6.15)

" Przypadek wystapienia takich pulsacji w1, @,..0) 42, ze det(X) =0, jest praktycz-
nie niemozliwy.
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YV  H@®Y)-1<0 (6.16)

we (@), ,0)
Przy spetnieniu ograniczen (6.15), funkcja celu X(Y) osiaga minimum global-
ne réwne zeru, jezeli bezwzgledna warto§¢ wszystkich rozpatrywanych M + 2
ekstremow funkcji btedu jest rowna A. W takim przypadku funkcja btgdu ma

co najmniej M + 2 przerzuty i istnieje doktadnie jeden wektor Y bedacy roz-
wigzaniem réwnania macierzowego, ktory jest jednoczes$nie wektorem minima-
lizujacym funkcje celu X (Y). Zgodnie z twierdzeniem o przerzutach podanym

w podrozdziale 5.1, otrzymana w taki sposéb charakterystyka aproksymujaca
H(w, Y*) jest najlepszym przyblizeniem w sensie Czebyszewa charakterystyki
aproksymowanej H ; ().

Spetienie ograniczenia (6.16) zapewnia kontrolg przebiegu funkcji aprok-
symujacej H (o, Y*) w przedziale (@, ;) , tak aby nie przyjmowata ona warto-
$ci wigkszych od 1.

Poczatkowe wartosci wspotrzednych wektora Y, stuzace jako punkt star-
towy w rozwiazywaniu zadania programowania nieliniowego wyznaczono

przyblizajac suma czesciowa cosinusowego szeregu Fouriera funkcje H ;¢ (@)
okres$lona zaleznoscia:

1 R OSa)Sa)p

— w—w

Hyp(@)=1——— , 0, <o<ao (6.17)
W, — O
0 , Oy SOST

Wspotczynniki tego szeregu sa wyrazone nastgpujaco:

hoy = h(0) = % [H g (w)dew = %(wp + @) (6.18)
0

hy = h(k) = %Tﬁdo(w) cos(kw)dw =
0

. k=123.. (6.19)
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Przyjecie takich wspétczynnikow powoduje wyrazne zmniejszenie ampli-

tud oscylacji funkcji H(@,Y) w poblizu pulsacji @, i o,w poréwnaniu

44
z przypadkiem zastosowania wspolczynnikow szeregu Fouriera aproksymuja-
cego funkcje H, 4 (@) dana wzorem (5.18). Tak okreslony punkt startowy jest
najlepsza aproksymacja funkcji H,o(w) w sensie normy L. Jest on bliski
poszukiwanego rozwiazania, a jego uzycie w procedurze minimalizacyjnej po-
woduje skrocenie czasu wykonywania obliczefn. Ponadto, w przypadku takiego
punktu startowego charakterystyka H(w,Y) ma wystepujace na przemian po

sobie minima i maksima lokalne, co jest niezbgdne do okreslenia przedziatow
0;,j =12,...J + K. Tak wyznaczony punkt startowy moze by¢ réwniez wyko-
rzystywany w przypadku rozwiazywania zadan programowania nieliniowego
z r6znymi dodatkowymi ograniczeniami.

Na podstawie przedstawionego sposobu aproksymacji autorka opracowata
program FFIR umozliwiajacy projektowanie filtrow LP typu FIR o liniowych
charakterystykach fazowych i rownomiernie falistych charakterystykach ampli-
tudowych. Szczegétowe informacje dotyczace tego programu mozna znalez¢é w
pracy autorki [al].

Wykorzystujac program FFIR zaprojektowano szereg filtrow LP typu FIR
o rownomiernie falistych charakterystykach amplitudowych. Otrzymane wyniki
projektowania byty poréwnywane z wynikami uzyskanymi dla takich samych
danych wejsciowych przy wykorzystaniu programu Parksa i McClellana opar-
tego na metodzie Remeza, ktorego wydruk mozna znalez¢ np. w pracy [17] oraz
przy uzyciu funkcji remez wystepujacej w toolbox-ie ,,Signal Processing” pakie-
tu programéw MATLAB [106, 165]. Funkcja remez jest implementacja oma-
wianego w podrozdziale 4.1.1 algorytmu Parksa-McClellana [108, 112, 128,
143]. Porownywanie otrzymanych wspotczynnikéw filtru wykazato, ze pierw-
sze trzy cyfry znaczace byly we wszystkich trzech przypadkach zawsze iden-
tyczne. Rdznice pojawialy si¢ dopiero w przypadku czwartej lub piatej cyfry
znaczace;j.

Przebieg charakterystyki amplitudowej filtru zaprojektowanego przy uzy-
ciu programu FFIR dla danych: N=47, w=1, f, =0,15, f; =0,18 jest poka-

zany na rysunkach 6.1 i1 6.2. Jak wida¢ z tych rysunkéw, otrzymana charaktery-
styka amplitudowa ma przebieg réwnomiernie falisty zarowno w pasmie prze-
pustowym, jak i zaporowym.
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Przebieg otrzymanej charakterystyki amplitudowej dla danych: N = 47,

Rys. 6.1.
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Rys. 6.2. Przebieg otrzymanej charakterystyki amplitudowej w pasmie przepustowym

47,w=1, f, =015, fg =018

dla danych: N



81

6.1.2. Projektowanie filtrow FIR o liniowej charakterystyce fazowej
z uwzglednieniem dodatkowych ograniczen

W niektorych zastosowaniach, filtry FIR o liniowej charakterystyce fazo-
wej, oprocz uzyskania rownomiernie falistej charakterystyki amplitudowe;j,
musza ponadto spetnia¢ inne, dodatkowe warunki, okreslone w dziedzinie czasu
lub czgstotliwosci. Moga by¢ to np. warunki dotyczace odpowiedzi impulsowej
czy jednostkowej filtru lub tez dodatkowe wymagania odno$nie jego charakte-
rystyki amplitudowej. W zaproponowanej metodzie dodatkowe warunki moga
by¢ tatwo uwzgledniane poprzez wprowadzenie odpowiednich ograniczen
w zadaniu programowania nieliniowego, lub tez poprzez przeksztalcenie rozpa-
trywanego problemu w zadanie polioptymalizacji’. W dalszej czeéci niniejszego
rozdzialu zostana kolejno rozpatrzone przypadki zastosowania metody zapro-
ponowanej w rozdziale 5 do projektowania 1-D filtrow o rownomiernie fali-
stych charakterystykach amplitudowych z uwzglednieniem dodatkowych ogra-
niczen zaro6wno liniowych, jak i nieliniowych.

6.1.2.1. Projektowanie filtru Nyquista FIR o liniowej charakterystyce
fazowej

Cyfrowe filtry Nyquista odgrywaja znaczaca rolge w nowoczesnych syste-
mach transmisji danych. Filtry te sa z reguly realizowane jako filtry FIR o li-
niowej charakterystyce fazowej. Odpowiedz impulsowa filtru Nyquista przyj-
muje warto§¢ zero co n probek, poczynajac od probki centralnej, gdzie n jest
liczba catkowita. Zastosowanie tych filtrow umozliwia otrzymanie widma sy-
gnalu zawartego w $cisle ograniczonym pasmie czestotliwosci oraz wyelimi-
nowanie interferencji migdzyelementowej [12, 90, 96, 151, 154]. Filtry te moga
by¢ rowniez wykorzystywane jako filtry interpolacyjne (ang. interpolators)
i decymacyjne (ang. decimators) [112].

Zaprojektowanie filtru FIR o liniowej charakterystyce fazowej sprowadza
si¢ do wyznaczenia jego odpowiedzi impulsowej w taki sposob, aby charaktery-
styka amplitudowa uktadu speiniata okreslone wymagania. W przypadku fil-
trow Nyquista, oprocz wymagan dotyczacych charakterystyki amplitudowe;j
nalezy rowniez uwzgledni¢ wymagania dotyczace odpowiedzi impulsowej
uktadu.

Zgodnie z twierdzeniem Nyquista, dysponujac pasmem o szerokosci fy

hercow mozna przesta¢ 2f niezaleznych elementéw sygnatu na sekundg.

" Jezeli zadana jest okre§lona warto$é, ktorej rozpatrywana wielko$¢ nie powinna prze-
kracza¢, wowczas warunek dotyczacy tej wielkosci mozna potraktowac jako warunek
ograniczajacy w zadaniu programowania nieliniowego. W przeciwnym przypadku
rozpatrywany warunek nalezy potraktowac jako dodatkowy wskaznik jakosci w zada-
niu polioptymalizacji [122].
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Taki przypadek okreslany jest jako transmisja z szybko$cia Nyquista bez inter-
ferencji migdzyelementowej. Warunek konieczny i dostateczny wyeliminowa-
nia interferencji migdzyelementowej nosi w literaturze nazwe pierwszego kryte-
rium Nyquista. W przypadku filtru FIR warunek ten moze by¢ wyrazony
W nastgpujacej postaci [151]:

C - dlan=n,
h(n)= (6.20)
0 — dlan=ny+kL, k=123,..

gdzie: h(n),n=0, 1, 2, ..., N— odpowiedz impulsowa filtru,

N — dlugos¢ odpowiedzi impulsowe;j,
C#0 — stata,

ng — liczba calkowita dodatnia,

L =Fg /R - liczba catkowita dodatnia,

Fg — szybkos$¢ probkowania,

R — szybko$¢ Nyquista.

Filtr, ktorego odpowiedz impulsowa spetnia powyzsze warunki nazywany jest
filtrem Nyquista. Jezeli filtr ten jest realizowany jako filtr FIR o liniowej cha-
rakterystyce fazowej, jego odpowiedz impulsowa jest symetryczna wzgledem
osi przechodzacej przez punkt n =n.

Szczegdlnym przypadkiem filtrow Nyquista sa tzw. filtry polpasmowe
(ang. half-band filters) [112]. W przypadku tych filtrow L =2, czyli co druga
probka odpowiedzi impulsowej filtru przyjmuje wartos¢ zero.

Charakterystyka czgstotliwosciowa idealnego filtru Nyquista jest okreslona
nastgpujaco [151]:

1 , 0fw<n/L

(6.21)
0 , n/L<wsrx

Hg(e!?)= {
Jak wiadomo, filtr idealny jest nierealizowalny fizycznie. W praktyce sa stoso-
wane filtry o charakterystykach aproksymujacych charakterystyke czestotliwo-
Sciowa filtru idealnego.
W przypadku charakterystyki czestotliwo$ciowej rzeczywistego filtru Ny-
quista definiuje si¢ pulsacje krancowe odpowiednio pasma przepustowego
1 zaporowego w sposob nastgpujacy [96, 151, 154]:

(I1-2)
p =2 (6.22)
o, =@7z (6.23)

gdzie: « — parametr.
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Po uwzglednieniu warunkow wynikajacych z przyjecia, ze rozpatrywany
filtr ma by¢ filtrem Nyquista, charakterystyka czgstotliwosciowa o fazie zero-
wej LP filtru FIR typu I o liniowej charakterystyce fazowej przyjmuje postac
[90, 151]:

Hy(w)=1/L+2 Azllh(n) cos(an) (6.24)
n=1
ngz

gdzie Z jest zbiorem wskaznikow n, dla ktorych wspoétczynniki 4(n) sa rowne
zeru. Liczba wskaznikoéw n nalezacych do zbioru Z wynosi E[M/L], gdzie E[x]
oznacza czes¢ catkowita (entier) liczby x.

Zadanie zaprojektowania filtru Nyquista sprowadza si¢ do wyznaczenia
odpowiednich wartoéci wspotczynnikow h(n), n=1,2, ..., M i n¢ Z. Liczba I
tych wspotczynnikow jest okreslona zaleznoscia [151]:

I=(N-1)/2-E[N/2L)]. (6.25)

Poniewaz w przypadku optymalnego LP filtru FIR typu I o liniowej charaktery-
styce fazowej maksymalna liczba N, lokalnych ekstremow funkcji biedu okre-
$lona wzorem (6.4) jest wigksza od liczby I wspotczynnikow A(n), n=1,2, ... M
i ne Z, ktére w rozpatrywanym problemie sa zmiennymi, nie mozna zadaé
wyrownania wszystkich ekstremow. W przypadku filtru Nyquista wyrownanie
ekstreméw funkcji H y (@) w pasmie przepustowym nie jest specjalnie istotne
[147], dlatego tez w rozpatrywanym zadaniu projektowania ograniczymy si¢ do
wyréwnania ekstreméw funkcji H y (@) jedynie w pasmie zaporowym. Liczbe

N ekstremow znajdujacych si¢ w pasmie zaporowym mozna wyznaczy¢ ko-

rzystajac z zalezno$ci [151]:

N, =(N+1)(L-1)/2L) (6.26)

Liczba ta jest rowna liczbie I wspolczynnikow h(n), n = 1, 2, .., M
i ng Z[151], a wigc liczba zmiennych jest rowna liczbie warunkow wystgpuja-
cych w zadaniu.

Rozwiazanie zadania zaprojektowania filtru Nyquista sprowadza si¢ do
znalezienia takiego wektora Y, dla ktérego charakterystyka czestotliwosciowa
o fazie zerowej jest rtOwnomiernie falista w pasmie zaporowym, przy jednocze-
snym spetnieniu nastgpujacych ograniczen:

y=1/L (6.27)

yp =0 , k=L2L,. E[N/L)L (6.28)
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Po to, aby wyznaczy¢ poszukiwany wektor Y, przeksztatcamy rozpatrywa-
ne zadanie projektowania w nastgpujace zadanie programowania nieliniowego
z ograniczeniami: dla zadanych wartosci NV, L 1 & znalez¢ wektor Y, ktory mi-
nimalizuje funkcjg celu X (Y) okreslong wzorem:

J+K+4

X(Y)= 3 (AE; -35)° (6.29)
i=J+3
przy czym:
§=_1 J+§+A4E~ (6.30)
K+2 i=J+3 l

przy warunkach ograniczajacych (6.15) i (6.16) oraz dodatkowo (6.27)
1 (6.28). Spetienie warunkéw (6.27) i (6.28) zapewnia, ze otrzymany filtr jest
filtrem Nyquista.

Na podstawie przedstawionej w niniejszym rozdziale metody projektowa-
nia LP filtréw Nyquista o liniowej charakterystyce fazowej autorka opracowata
program FNYQ. W celu poréwnania wynikéw otrzymanych przy uzyciu pro-
gramu FNYQ z wynikami prezentowanymi w literaturze zostat zaprojektowany
filtr Nyquista dla nastgpujacych danych: N =39, L =4, a=0,15. Jest to przy-
ktad obliczeniowy  zaczerpniety z prac Johnsona [74], Samueliego [151] oraz
Lianga, DeFigueiredo i Lu [90]. Przebieg otrzymanej charakterystyki amplitu-
dowej pokazany jest na rysunkach 6.3 i 6.4. Otrzymana charakterystyka ampli-
tudowa ma przebieg rownomiernie falisty w pasmie zaporowym, natomiast
W pasmie przepustowym jej przebieg nieco odbiega od przebiegu réwnomiernie
falistego.

W pracach [74, 90, 151] podane sa rowniez wartosci maksymalnych zafa-
lowan charakterystyk amplitudowych odpowiednio w pasmie przepustowym
Ap 1 zaporowym A;. Warto$ci te oraz warto$ci odpowiednich zafalowan cha-

rakterystyki otrzymanej w wyniku projektowania z zastosowaniem programu
FNYQ sa zestawione w tablicy 6.1. Jak wynika z tej tablicy, wartosci zafalowan
Ap 1 A, uzyskane przy zastosowaniu programu FNYQ sa praktycznie iden-

tyczne z warto$ciami uzyskanymi przez Samueliego, a bardzo niewiele rdznia
si¢ od wynikow uzyskanych przez innych autoréw. We wszystkich metodach
opisanych w pracach [74, 90, 151] projektowanie filtrow Nyquista przeprowa-
dzane jest w drodze rozwiazania odpowiedniego zadania programowania linio-
wego z dodatkowymi ograniczeniami w dziedzinie czasu. Mozna wigc stwier-
dzi¢, ze wyniki projektowania filtrow Nyquista metoda zaproponowana w ni-

" Inny przyktad projektowania filtru Nyquista z wykorzystaniem programu FNYQ oraz
szczegblowe informacje dotyczace tego programu mozna znalezé w pracy autorki
[a3].
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niejszym rozdziale sa praktycznie takie same, jak wyniki uzyskane z zastoso-
waniem programowania liniowego.
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Rys. 6.4. Przebieg otrzymanej charakterystyki amplitudowej w pasmie przepustowym

Tablica 6.1. Wartoéci 4Ap 1 A otrzymane w wyniku projektowania réznymi

metodami
Johnson Samueli Liang i inni program FNYQ
Ap [dB] 0,417 0,44 0,45 0,4397

A, [dB] —34,87 —343 —-33,0 —34,298
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6.1.2.2. Projektowanie filtru FIR o liniowej charakterystyce fazowej
i charakterystyce amplitudowej monotonicznej w pasmie przepu-
stowym i r6wnomiernie falistej w pasmie zaporowym

Filtry 1-D typu FIR o liniowej charakterystyce fazowej i charakterystyce
amplitudowej monotonicznej w pasmie przepustowym i rownomiernie faliste;
W pasmie zaporowym znajduja szereg zastosowan praktycznych [57, 158]. Sa
one stosowane m.in. w tych przypadkach, gdy sygnat wejsciowy powinien by¢
zachowany z duza doktadnoscia w poblizu czgstotliwosci zerowej [112]. Ponad-
to, gdy istotne sa wlasnosci sygnatu w dziedzinie czasu, filtry o charakterysty-
kach amplitudowych monotonicznych w pasmie przepustowym sa preferowane
w stosunku do filtrow o charakterystykach falistych w tym pasmie, gdyz zasto-
sowanie tych ostatnich powoduje wystapienie niepozadanego zjawiska tzw.
»dzwonienia” w odpowiedzi jednostkowe;j filtru [57].

Warunek wystarczajacy i konieczny, aby otrzymana charakterystyka czg-
stotliwo$ciowa o fazie zerowej H(w,Y) miala przebieg monotoniczny w pa-

smie przepustowym moze by¢ przedstawiony w nastgpujacej postaci [45]:

v (-1 (6.31)
we P dw
gdzie:
0 gdy H(m,Y) jest funkcja malejaca 632)
|1 gdy H(®,Y) jest funkcja rosnaca ’

Jezeli chcemy ponadto, aby funkcja H(w,Y) byla odpowiednio wklgsta lub wy-
pukta w pasmie przepustowym, musi by¢ dodatkowo spelniony warunek [45]:

59—
l dL(;)’Y) <0 (6.33)

vV (=1)
weP dw
gdzie:

0 gdy H(w,Y) jestfunkcja wklesla

l= (6.34)

1 gdy H(w,Y) jest funkcja wypukla

W przypadku filtru LP najczeéciej zada sig, aby charakterystyka H (,Y)
W pasmie przepustowym byla malejaca i wklesta. W dalszej cze$ci niniejszego
rozdzialu ograniczymy si¢ do rozpatrzenia warunkéw umozliwiajacych otrzy-
manie takiej wlasnie charakterystyki. Nie zmniejsza to w niczym ogolnosci
rozwazan, gdyz w przypadku innych typéw charakterystyk nalezatoby jedynie
przyja¢ inng, odpowiednia posta¢ warunkow danych wzorami (6.31) i (6.33),
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a sam sposob dalszego postgpowania bytby analogiczny do przedstawionego
ponize;j.

Przy zatozeniu monotonicznie malejacego przebiegu charakterystyki
H(w,Y) w pasmie przepustowym, wartoéci ekstreméw funkcji btedu w tym
pasmie sa okreslone zalezno$ciami:

AE|(Y) = W (0)AE| (Y) = W (O)[H(0,Y)— H 4 (0)] (6.35)

AEy (Y) = W (@,)AE (Y) = W (0,)[Hy (@)~ H(®@,,Y)]  (636)

Rozwiazanie zadania zaprojektowania rozpatrywanego filtru sprowadza si¢
do znalezienia takiego wektora Y, dla ktorego charakterystyka czestotliwos$cio-
wa o fazie zerowej jest rownomiernie falista w pasmie zaporowym, przy czym
zafalowanie tej charakterystyki J, spetnia rownos¢:

0, =AE|(Y)=AE»(Y) (6.37)

przy jednoczesnym spetnieniu ograniczen (6.31) 1 (6.33).

Po to, aby wyznaczy¢ poszukiwany wektor Y, przeksztatcamy rozpatrywa-
ne zadanie projektowania w nastgpujace zadanie programowania nieliniowego
z ograniczeniami: znalez¢ wektor Y, ktory minimalizuje funkcje celu X(Y)

okre$long wzorem:
K+4
X(Y)= Y (AE; -5)° (6.38)
przy czym: -
- 1] K+4
S = ) ZEAE,- (6.39)

przy ograniczeniu (6.16) oraz nastgpujacych warunkach:

AEL(Y)>0, k=12 K+4 (6.40)
kM+1
Y (D% 3 y;(1=i)sin[(i - @] <0 (6.41)
weP i=1
M+1
v (DY i -1)? cos[(i—Dw] >0 (6.42)
wel i=1

gdzie: k i/ sa okreslone odpowiednio wzorami (6.32) i (6.34).



88

Spetnienie liniowych warunkow (6.41) 1 (6.42) zapewnia, Ze otrzymany filtr ma
odpowiednia, monotoniczna charakterystyke amplitudowa w pasmie przepu-
stowym.

Na podstawie przedstawionej w niniejszym podrozdziale metody projek-
towania filtrow LP o charakterystyce czgstotliwosciowej monotonicznej w pa-
smie przepustowym i rownomiernie falistej w pasmie zaporowym autorka opra-
cowata program FMON. Szczegétowe informacje dotyczace programu FMON
mozna znalez¢ w pracy autorki [a4].

Dla poréwnania wynikow otrzymanych przy uzyciu programu FMON
z wynikami prezentowanymi w literaturze zaprojektowano filtr dla nastepuja-
cych danych: N =33, w =100, f, =025, f; =0,2969. Jest to przyktad obli-
czeniowy zaczerpniety z prac Steiglitza [169] i Johnsona [74]. W pracach tych
podane sa wartosci maksymalnych zafalowan 4; otrzymanych w pasmie za-
porowym, wynoszace odpowiednio: 4, =—50,05 dB w przypadku metody Ste-
iglitza oraz A, =-50,228 dB w przypadku metody Johnsona. Charakterystyka
amplitudowa otrzymana w wyniku projektowania filtru z wykorzystaniem pro-
gramu FMON wykazuje 4, = —49,68 dB (rys. 6.5).

W metodach Steiglitza i Johnsona projektowanie filtrow przeprowadzane
jest w wyniku rozwigzania odpowiedniego zadania programowania liniowego
z dodatkowymi ograniczeniami w dziedzinie czgstotliwosci. Porownujac
otrzymane warto$ci A, mozna stwierdzi¢, ze wyniki projektowania filtrow
metoda zaproponowana w niniejszym podrozdziale sa praktycznie takie same,
jak wyniki uzyskane z zastosowaniem programowania liniowego.

A=abs(H) [dh]

Rys. 6.5. Przebieg otrzymanej charakterystyki amplitudowej dla danych: N = 33,
w=100, [, =025, f; =0,2969
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6.1.2.3. Projektowanie filtru FIR o liniowej charakterystyce fazowej
z uwzglednieniem wymagan dotyczacych energii

W niniejszym podrozdziale zaproponowana metoda zostanie zastosowana
do projektowania filtru FIR o liniowej charakterystyce fazowej z uwzglednie-
niem dodatkowych warunkéw, ktore sa nieliniowe. Typowym przyktadem nie-
liniowych warunkéw sa warunki dotyczace energii.

Rozpatrzmy nastepujace zadanie projektowania filtru 1-D z warunkami do-
tyczacymi energii: zaprojektowac filtr o w przyblizeniu réwnomiernie falistej
charakterystyce amplitudowej przy jednoczesnym spetlieniu warunku, aby
energia wydzielona przez pierwszych k probek odpowiedzi jednostkowej filtru
byta mozliwie minimalna, przy czym k jest numerem probki, dla ktorej odpo-
wiedz jednostkowa zaczyna monotonicznie rosnaé do wartosci 1 (rys. 6.6).

Powyzsze zadanie jest zmodyfikowanym zadaniem projektowania filtru
zaczerpnigtym z pracy [183]. W oryginalnym zadaniu, zamiast aproksymacji
EQ charakterystyki amplitudowej, rozpatrywana jest aproksymacja LS. Autorzy
nie podaja jednak rozwigzania tak sformulowanego zadania. Stwierdzaja jedy-
nie, ze tego typu zadania mozna rozwiazywaé przy uzyciu zaproponowanej
przez niech metody.

W rozpatrywanym przypadku mamy do czynienia z dwoma kryteriami,
ktore powinny by¢ uwzgledniane jednoczesnie w procesie projektowania filtru.
Tymi kryteriami sa mianowicie: uzyskanie rownomiernie falistej charakterysty-
ki czgstotliwo$ciowej oraz jednoczesna minimalizacja energii wydzielonej
przez pierwszych k probek odpowiedzi jednostkowe;j filtru.

T T T T T T T T T T T T T T T T | T T T T T T T T
1.3 —

D (i)

1,0 — —

I T T NN TR TN TN N TN TN TN NN TN T |
4 8 12 16 20 24
Numer prébki i

Rys. 6.6. Przyktadowa odpowiedz jednostkowa filtru LP
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Energia & wydzielona przez k probek odpowiedzi jednostkowej okreslona
jest zaleznoscia:

P = §¢2(i) (6.43)

i=0
gdzie ¢(i) jest i-ta probka odpowiedzi jednostkowej zdefiniowana nastgpujaco:

o) = ¥ a()) (6.44)

J=0

przy czym
a(M) = h(0)ia() =a(N—1—j) =h(M—j),j=0,1,... M—1.

Nalezy podkreslic, ze energia & jest nieliniowa funkcja wspotrzednych wektora Y.

Zadanie zaprojektowania filtru mozna przeksztalci¢ w rownowazne zada-
nie polioptymalizacji z ograniczeniami. W tym celu nalezy ustali¢ dwa wskaz-
niki jakosci odpowiadajace dwom kryteriom wystepujacym w zadaniu projek-
towania filtru. Jako pierwszy z tych wskaznikow jakosci przyjmiemy funkcje
X(Y) wyrazona wzorem (6.13). W przypadku rownomiernie falistej charaktery-
styki amplitudowej, tak okreslona funkcja X(Y) osiaga warto$¢ zero. Jako drugi
wskaznik jako$ci zastosujemy funkcje & dana zaleznoscia (6.43).

Majac tak ustalone dwa wskazniki jako$ci, rownowazne zadanie poliopty-
malizacji z ograniczeniami sformutujemy w sposéb nastepujacy:

dla zadanych wartosci M, S, @, 1 @y znalez¢ wektor Y:[yl,yz,...yMH]T ,

ktory minimalizuje syntetyczny wskaznik jakosci X (Y, £y, 3,) o postaci:

J+K+4 ~ ki )
XY, B1.B2)=B1 2(AE(Y) =) + B2 2 (X a())) (6.46)
i=1 i=0 j=0

gdzie [ jest wspoOlczynnikiem wagowym, a S okre$lone jest wzorem (6.14),
przy warunkach ograniczajacych (6.15) i (6.16).

Tak sformulowane zadanie polioptymalizacji moze by¢ traktowane jako
zadanie programowania nieliniowego z ograniczeniami o wskazniku jako$ci
danym wzorem (6.46). Zadania tego typu mozna rozwiazywaé opisywanymi
w literaturze metodami poszukiwania minimum z ograniczeniami [np. 46, 82,
118, 157, 189]. Otrzymane rozwiazanie jest funkcja przyjgtych wartosci wspot-
czynnikow wagowych f; oraz 3, .

Na podstawie przedstawionej w niniejszym podrozdziale metody projek-
towania filtru 1-D typu FIR o liniowej charakterystyce fazowej z uwzglednie-
niem wymagan dotyczacych jego odpowiedzi jednostkowej autorka opracowata
program ENER. Szczegdlowe informacje dotyczace tego programu mozna zna-
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lez¢ w pracy autorki [a5]. W celu zademonstrowania przyktadowych wynikéw
otrzymanych z wykorzystaniem tego programu, zaprojektowano filtr LP dla
nastgpujacych danych: N=23, w=1, f,=0,151 f; =0,21. Do obliczen przy-
jeto warto$¢ parametru fB; = 1 i S, = 0,4. W rozpatrywanym przypadku
k = 8. Przebieg wyznaczonej charakterystyki amplitudowej dla powyzszych
danych pokazany jest na rysunku 6.7.

Po to, aby zilustrowaé wplyw wartosci wspotczynnikéw wagowych f
oraz f, na przebieg charakterystyki amplitudowej oraz otrzymana warto$¢
energii P, przeprowadzono obliczenia dla kilku par wartosci ) i B, przy nie
zmienionych pozostatych danych wejsciowych. Przebiegi wyznaczonych cha-
rakterystyk amplitudowych dla #; =11 B, = 0 (charakterystyka amplitudowa
rownomiernie falista; wymagania dotyczace energii nie sa uwzgledniane) oraz
dla By =11 B, =100 (wymagania dotyczace charakterystyki amplitudowej sa
praktycznie pomijane, uwzgledniane sa natomiast wymagania dotyczace mini-
malizacji energii) sa pokazane odpowiednio na rysunkach 6.8 i 6.9. Otrzymane
warto$ci energii & w funkcji wspotczynnika S, sa zamieszczone w tablicy 6.2.

Na podstawie otrzymanych wynikow mozna zaobserwowaé, ze ze wzro-
stem warto$ci parametru S, przy f; = 1, warto$¢ energii £ maleje, warto§é
thumienia w pasmie zaporowym ro$nie, ale przebieg charakterystyki amplitu-
dowej odbiega coraz bardziej od rownomiernie falistego. Zaproponowana me-
toda umozliwia wigc uzyskanie roznych rozwigzan w zaleznosci od zatozonych
priorytetow.

10 T I

abs(H) [dB)

A=

Rys. 6.7. Przebieg otrzymanej charakterystyki amplitudowej dla danych: N =23, w =1,
fp=0,15, fy =021, fi=11i B,=04
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Rys. 6.8. Przebieg otrzymanej charakterystyki amplitudowej dla danych: N
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Rys. 6.9. Przebieg otrzymanej charakterystyki amplitudowej dla danych: N

0,15, f; =021, fi=11i =100

fp:
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Tablica 6.2. Warto$ci energii & otrzymane dla danych: N=23, w=1, B =1,
f »=0,15 i f, =0,21 przy réznych warto$ciach wspotczynnika S,

B> P
0 2,135107
0,2 1,824-10°
0,3 1,715-10°
0,4 1,625-10°
0,6 1,483-107
1,0 1,417-10°
2,0 1,383-10°
10,0 1,365-10°
100,0 1,361-107

6.1.3. Projektowanie filtrow FIR o nieliniowej charakterystyce fazowej

Przy projektowaniu filtrow 1-D typu FIR najczesciej zaktada sig, ze cha-
rakterystyka fazowa projektowanego filtru jest liniowa. Niekiedy jednak zacho-
dzi potrzeba projektowania filtrow FIR, w przypadku ktorych, oprocz wymagan
dotyczacych charakterystyki amplitudowej, niezbedne jest uzyskanie charakte-
rystyki fazowej o przebiegu réznym od liniowego. Przy takich zatozeniach,
zadanie aproksymacji charakterystyki czgstotliwosciowej filtru formutowane
jest w dziedzinie zespolonej. Istnieja r6zne podej$cia do rozwiazywania tego
zadania, a tym samym do projektowania tego typu filtrow [5, 22, 25, 76, 86,
115, 138, 156, 180]. W niektorych z nich, projektowanie przeprowadza sig
w drodze rozwiazania zadania aproksymacji charakterystyki czgstotliwosciowe;j
filtru bezposrednio w dziedzinie zespolonej. W innych natomiast, zadanie pro-
jektowania filtru sformutowane w dziedzinie zespolonej przeksztalca si¢ w od-
powiednie, prawie rownowazne zagadnienie rzeczywiste i nastgpnie rozwigzuje
si¢ je w dziedzinie rzeczywistej.

W niniejszym podrozdziale zaproponowano metode projektowania LP fil-
tru 1-D typu FIR, w ktdrej stosuje si¢ drugie z wymienionych podejs¢. Zadanie
zaprojektowania filtru o zadanej charakterystyce czgstotliwo$ciowej przy zalo-
zeniu rownomiernie falistego przebiegu funkcji biedu przeksztatcane jest
w odpowiednie, rzeczywiste zadanie optymalizacji.
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Charakterystyka czgstotliwo$ciowa H (ej @) filtru 1-D typu FIR moze by¢
w ogolnym przypadku wyrazona wzorem (5.24), a mianowicie:

. . N-1 .
H(e!?) = A(0)e’??D = Y h(n)e /™"
n=0

Zadanie zaprojektowania filtru o okre§lonej charakterystyce czestotliwosciowe;j
sprowadza si¢ do wyznaczenia odpowiednich warto$ci wspolczynnikow A(n),
n=0,1,.. N—1. W ogbélnym przypadku wspoétczynniki /(n) sa liczbami ze-
spolonymi. Po to, aby wspotczynniki te byly liczbami rzeczywistymi, musza
by¢ spetnione nastgpujace warunki [25]:

A(@) = A(-w) 1 p(@) =—¢(-0) (6.47)
W dalszej czgsci ograniczymy si¢ do rozpatrywania filtrow o wspotczynnikach
rzeczywistych.
Niech H, (ej ®) bedzie zadana zespolona charakterystyka czestotliwo-
Sciowa projektowanego filtru, Y =[y1,y2,...yN]T
nych zdefiniowanych nastepujaco:

yi=hi-1), i=12,.N (6.48)

— wektorem o wspdlrzed-

a H(e/’?)Y) — charakterystyka czestotliwo$ciowa otrzymana przy przyjeciu
we wzorze (5.24) wspotczynnikéw o wartosciach okreslonych przez wektor Y.
W rozpatrywanym przez nas przypadku zadamy, aby funkcja btedu miata
przebieg rownomiernie falisty zarowno w pasmie przepustowym, jak i w pasmie
zaporowym. Funkcja bledu E (@, Y)moze by¢ wyrazona wzorem (5.25), czyli:

E(@,Y)=W(w)|H(e’?,Y)-H,(e/?)

gdzie W(w) jest funkcja wagowa.
Nalezy zauwazy¢, ze H, (ej Yy i H (ej ®Y) przyjmuja wartoéci zespolone,
a E(w,Y) jest funkcja rzeczywista o warto§ciach nieujemnych.

Procedure wyznaczania maksiméw funkcji bledu E(w,Y) rozpocznijmy
od podzielenia pasma przepustowego P =[0,a@,,] i zaporowego S =[@,7] na

przedziaty € i J=12, ., J+K, zdefiniowane w taki sposéb’, ze w kazdym

" Nalezy zwrocié uwage na fakt, ze ze wzgledu na inna postaé funkcji bledu, sposob
okreslania przedzialéw 6 jest nieco inny niz w przypadku filtru o liniowej charakte-

rystyce fazowe;j.
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z tych przedzialow funkcja btedu ma doktadnie jedno maksimum. Niech prze-
dziaty te beda okre§lone w sposob nastgpujacy:

9] :[(Uzj_l,wzj) , J = L2,..,J+K (6.49)

gdzie: J 1 K — liczby przedziatow 6; wystepujacych odpowiednio w pasmie

przepustowym i zaporowym,
@, r=L2,..2(J+K), (@ <@ <..<dyk)) — unormowanymi

pulsacjami, dla ktorych spelnione sa warunki:

E(w,Y

E(@.Y) 50, j=12,,J+K (6.50)
do 0= j-|

dE@Y) <0, j=12,,J+K (6.51)
de w=®2j

Czgstotliwosci, przy ktorych odleglosci pomigdzy charakterystykami
H,(e’®) i H(e/®,Y) sa najwicksze, nazywane sa w literaturze [5] czestotli-
wosciami krytycznymi. Czgstotliwosciami krytycznymi sg czgstotliwos$ci, przy
ktorych wystepuja maksima w kolejnych przedziatach 6;,;=1,2, .., J + K.

Czgstotliwos$ciami krytycznymi sa rowniez czgstotliwosci @, 1 @,. Ponadto,

p
czestotliwosciami krytycznymi moga by¢ tez czestotliwosci 0 oraz w, jezeli przy
tych czestotliwosciach wystepuja lokalne maksima funkcji E(w,Y). Wartosci
najwigkszych odlegtosci pomigdzy charakterystykami H ; (ej “yiH (ej 2Y)
sa okreslone nastgpujaco:

- W pasmie przepustowym

AEI-(Y):max‘Hd(ejw)—H(ejw,Y) =120 (652)
0)691'

AE (V) = ()= HE P Y) 6y

- W pasmie zaporowym

AE ;5 (V) =|H (") =H(/™ V) (6:54)
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AE:(Y)= max ‘Hd (e/?) - H(ejw,Y)‘, i=J+3 T+, JTK+2 (6.55)
web;_)

Ponadto, jezeli @ =0 lub @ =7 sa czgstotliwosciami krytycznymi, nalezy
dodatkowo uwzglednié:

AE;4x43(0) =|Ha (") = H(e,Y) (6.56)
oraz
AE; sk 4a(Y) = |Ha(/™) = H(e/" Y) (6.57)

Jezeli tylko jedna z wymienionych czgstotliwosci jest czestotliwoscia krytycz-
na, nalezy odpowiednio uwzgledni¢ tylko wyrazenie (6.56) lub (6.57). Liczba
czestotliwosci krytycznych jest zalezna od wartosci N. Bardziej szczegotowe
rozwazania na ten temat oraz tablice dla poszczegdlnych typow filtrow mozna
znalez¢ w pracy [5].

Zadanie zaprojektowania filtru sformutujemy w sposob nastepujacy:
dla zadanych wartosci N, @,,, @, oraz w znalez¢ wektor Y =[y, ...y y ]T ,

dla ktorego funkcja btedu jest rtOwnomiernie falista dlawe PU S .
Zadanie zaprojektowania filtru o rownomiernie falistej funkcji bledu spro-

wadza si¢ do znalezienia takiego wektora Y=[y1,y2,...yN]T , dla ktorego
spetiony jest warunek:

AE, (Y)=AE;(Y) , k,=12,..M; (6.58)

gdzie M jest liczba czgstotliwosci krytycznych, a maksima funkcji bledu
AE} (Y) okreslone sa nastgpujaco:

AE,(Y)=AE(Y) , k=12,.,J+1

i w razie potrzeby dodatkowo £ =J +K +3 (6.59)

AE,(Y)=w-AE (YY) , k=J+2,J+3,.,J+K+2
i w razie potrzeby dodatkowo k=J+ K +4 (6.60)

Rozpatrywane zadanie projektowania filtru mozna przeksztalci¢ w naste-
pujace rownowazne zadanie optymalizacji: znalez¢ wektor Y =[y1,y5,.. VN ]T

b

ktory minimalizuje funkcje celu X (Y) okreslong nastgpujaco:
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My N
X(Y) = (AE; -§)? (6.61)
i=1
przy czym
-1 Mk
S=—2> AE (6.62)
Mk i=1

Jako punkt startowy przyjeto wektor Y bedacy rozwiazaniem zadania mi-
nimalizacji btedu Sredniokwadratowego. Blad ten jest zdefiniowany zalezno-
$cia:

T
E,(Y)= HHd (e/?)—H(e/?,Y) ? o (6.63)

T

Rozwiazaniem zadania minimalizacji btedu sredniokwadratowego jest su-
ma czgSciowa szeregu Fouriera. Tak przyjety punkt startowy jest niezbyt odle-
gty od poszukiwanego rozwiazania zadania aproksymacji EQ funkcji bledu
E(w,Y).

Jako przyklad zastosowania zaproponowanej metody rozpatrzmy dos¢ cze-
sto spotykane w literaturze zadanie zaprojektowania 1-D filtru FIR posiadajace-
go w przyblizeniu liniowa charakterystyke fazowa jedynie w pasmie przepu-
stowym [5, 22, 25, 138]. W przypadku tego rodzaju filtrow mozna uzyskaé
opoznienie grupowe mniejsze niz dla filtrow o takiej samej dlugosci i doktadnie
liniowej charakterystyce fazowej zarowno w pasmie przepustowym. jak i zapo-
rowym. Niech zadana (aproksymowana) charakterystyka czestotliwosciowa
filtru dana jest zaleznoscia [5, 22]:

, —jor <w<
Hy(e/?) = {de » O=oso, (6.64)
0 <

gdzie d jest liczba rzeczywista, a 0<7< N —1 jest liczba catkowita. Dla tak
okreslonej charakterystyki czgstotliwosciowej punkt startowy wyznaczono roz-

wijajac w szereg Fouriera funkcjg ciagla H 4 (ej @Y o postaci:
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de /" , 0<w<w,
. a)—a) s
Hjo(e’?)= S_de /" | w0, <0< oy (6.65)
W, — O
0 , Wy SWST

Wspoélczynniki tego szeregu sa wyrazone nastepujaco:

7[ . .
h(k):zi [H 407y’ ™ dor=
7[_

2d . |:(ws+wp)(k_7):| . l:(a)s_a)p)(k_r):l
= Sin s 5
7@ —w,)k=7)* 2 2 (6.66)
k=0,12,...

Dla zadanej charakterystyki czestotliwosciowej okreslonej zaleznos$cia
(6.64) autorka opracowata program AMFA. Umozliwia on rozwiazanie zadania
zaprojektowania filtru 1-D typu FIR o zadanej charakterystyce czgstotliwo-
sciowej przy zatozeniu rownomiernie falistego przebiegu funkcji btedu. Szcze-
go6towe informacje dotyczace programu AMFA mozna znalez¢ w pracy autorki
[a7].

W celu zademonstrowania przykladowych wynikow otrzymanych przy
uzyciu tego programu zaprojektowano filtr LP dla nastgpujacych danych':
N=29, w=1,7=10,d =1, fp =0,09, f,=0,15. Przebieg funkcji blgdu,

przebiegi wyznaczonych charakterystyk: amplitudowej i1 fazowej oraz $lad
wyznaczonej charakterystyki czestotliwosciowej na plaszczyznie zespolonej
(ang. trace) dla powyzszych danych pokazane sa odpowiednio na rysunkach
6.10-6.13. Jak wida¢ na rysunku 6.10, otrzymana funkcja btedu jest rownomier-
nie falista. Przebieg wyznaczonej charakterystyki amplitudowe;j jest w przybli-
zeniu rownomiernie falisty zarOwno w pasmie przepustowym, jak zaporowym
(rys. 6.11). Nalezy podkresli¢, ze przebieg wyznaczonej charakterystyki fazo-
wej w pasmie przepustowym jest praktycznie liniowy (rys. 6.12). Przebieg tej
charakterystyki w pasmie zaporowym nie jest uwzgledniany w procesie aprok-
symacji, co wynika z postaci zadanej charakterystyki czgstotliwosciowej okre-
slonej wzorem (6.64).

" Wyniki otrzymane z wykorzystaniem programu AMFA dla innych danych wejscio-
wych sa podane w pracach autorki [a7, a9, al0].
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Rys. 6.11. Przebieg otrzymanej charakterystyki amplitudowej dla danych: N

0,09, f, =015, 7

fp:
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Rys. 6.12. Przebieg otrzymanej charakterystyki fazowej dla danych: N = 29, w = 1,

Rys. 6.13. Slad otrzymanej charakterystyki czestotliwo$ciowej na plaszczyznie zespolo-
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Im(H) ' ’ Re(H)

Rys. 6.14. Przebieg charakterystyki czgstotliwosciowej zadanej (linia ciagla) oraz
otrzymanej w wyniku aproksymacji (linia kropkowana) dla danych: N = 29,
w=1, [, =009, f3=015,7=10id=1

Na rysunku 6.14 pokazany jest natomiast przebieg zespolonych charakte-
rystyk czgstotliwosciowych aproksymowanej H (ej @Y i aproksymujacej

H(e’®,Y) w funkcji czestotliwosci /. Obie te charakterystyki maja przebieg
bardzo bliski siebie - dotyczy to zaré6wno ich czg$ci rzeczywistych, jak i urojo-
nych.

Po to, aby poréwnac otrzymany btad aproksymacji z bledem aproksymac;ji
EQ dla przypadku filtru FIR o liniowej charakterystyce fazowej, przeprowa-
dzono odpowiednie obliczenia wykorzystujac program FFIR. Wyniki tych obli-
czen pokazaty, ze dla rozpatrywanych danych, w przypadku filtru FIR o linio-
wej charakterystyce fazowej uzyskuje si¢ mniejsza wartos¢ maksymalnego bie-
du aproksymacji, a mianowicie o p= 0, =0,018. Warto$¢ opdznienia grupowe-

go tego filtru wynosi 7= 14, czyli jest wyraznie wigksza od warto$ci opoznienia
grupowego filtru o charakterystyce czgstotliwosciowej okreslonej wzorem (6.64).

W celu poréwnania wynikow otrzymanych przy uzyciu programu AMFA
z wynikami prezentowanymi w literaturze zaprojektowano filtr LP dla nastgpu-
jacych danych: N =31, w = 10, fp =0,06, f, =012, 7=121d = 1. Jest to
przyktad zaczerpnigty z prac [5, 22, 76, 138, 180]. Przebieg otrzymanej funkcji
btedu jest pokazany na rysunku 6.15. Funkcja ta ma przebieg roéwnomiernie
falisty w pasmie przepustowym i zaporowym.
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Tablica 6.3. Warto$ci maksiméw ¢ funkcji btedu otrzymanej w wyniku pro-
jektowania r6znymi metodami

Chen | Alkhairy p Tseng Karam Program
iParks | i inni TOUSS 1§ Griffith | iMcClellan | AMFA
o 0,0436 | 0,0424 0,0426 0,0439 0,0439 0,0427

W pracach Chena i Parksa [22], Alkhairy’ego, Christiana i Lima [5] Preus-
sa [138], Tsenga i1 Griffitha [180] oraz Karam i McClellana [76] podane sa war-
to$ci maksimow O otrzymanych przez nich funkcji bledu. Wartosci te oraz
warto$ci maksiméw O funkcji bledu otrzymanej w wyniku projektowania
z zastosowaniem programu AMFA sa zastawione w tablicy 6.3. Warto$ci mak-
simoéw J uzyskane zastosowaniem programu AMFA sa praktycznie identyczne
z wartosciami uzyskanymi przez Preussa, a bardzo nie wiele rdznig si¢ od wy-
nikdéw uzyskanych przez innych autoréw. Mozna wigc stwierdzi¢, ze wyniki
projektowania metoda zaproponowana w niniejszym podrozdziale sg praktycz-
nie takie same, jak wyniki uzyskane z zastosowaniem metod przedstawianych
przez innych autoro6w. Zaproponowana w niniejszym rozdziale metoda moze by¢
wigc uwazana za alternatywna w stosunku do metod opisanych w literaturze.

0.045

0.04

0.035

0.03

0.025

0.0z

sTTsTrPTTTrTTTTATToAT T o oo

BEEE e
|
I
I
[
I
I
I

0.015

0.01

0.005

Femmgm == ===~

[
bJ
]
0l
]
=%
[
n

f

Rys. 6.15. Przebieg funkcji bledu E(w,Y) otrzymanej dla danych N = 31, w = 10,
fp =006, f¢=0]12,7=12id=1
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6.2. Filtry 1-D typu IIR

W niniejszym podrozdziale zostanie przedstawione wykorzystanie metody
zaproponowanej w rozdziale 5 do projektowania filtrow 1-D typu IIR. Wykaza-
ne zostanie, ze zastosowanie zaproponowanej metody do projektowania LP
filtrow 1-D typu IIR o réznych stopniach licznika i mianownika transmitancji
umozliwia otrzymanie aproksymacji MM zadanej charakterystyki amplitudo-
wej. W kolejnym podrozdziale zostanie przedstawione zastosowanie zapropo-
nowanej metody do projektowania korektorow fazy. Ostatni podrozdziat po-
$wiecony jest wykorzystaniu zaproponowanej metody do projektowania filtrow
1-D typu IIR o w przyblizeniu liniowej charakterystyce fazowe;.

6.2.1. Projektowanie filtrow IIR o réznych stopniach licznika
i mianownika transmitancji

Cyfrowy filtr eliptyczny IIR mozna uzyskac z prototypowego analogowego
filtru eliptycznego metoda transformacji dwuliniowej [112, 190, 201]. Charak-
terystyka amplitudowa filtru eliptycznego ma przebieg rownomiernie falisty
o liczbie ekstremow réwnej N+1 zardwno w pasmie przepustowym, jak i zapo-
rowym. Charakterystyka ta stanowi najlepsza aproksymacje MM idealnej cha-
rakterystyki amplitudowej filtru.

W przypadku filtrow eliptycznych do$¢ czgsto okazuje sig, ze filtr doktad-
nie spetnia wymagania dotyczace przebiegu charakterystyki amplitudowe;j
W pasmie przepustowym, natomiast odpowiednie wymagania w pasmie zapo-
rowym spetnione sa z bardzo duzym zapasem lub tez odwrotnie. W tego rodza-
ju sytuacjach bardziej efektywnym rozwiazaniem jest zastosowanie filtru
o transmitancji posiadajacej licznik i mianownik o réznych stopniach. Podobna
sytuacja ma miejsce w przypadku filtrow waskopasmowych i szerokopasmo-
wych. Przy projektowaniu filtrow waskopasmowych korzystnie jest przyjac
wyzszy stopien mianownika transmitancji i zmniejszy¢ stopien licznika, nato-
miast w przypadku filtrow szerokopasmowych nalezy postapi¢ odwrotnie [71,
112, 152]. W kazdym przypadku nalezy jednak dazy¢ do tego, aby liczba bie-
gundéw byla mozliwie mata, ze wzgledu na przebieg charakterystyki opdznienia
grupowego oraz skutki skonczonej dtugosci stowa maszynowego [71].

W og6lnym przypadku transmitancja H(z) filtru 1-D typu IIR moze by¢

przedstawiona wzorem (2.16), czyli:

_ VVl(Z) _qap +a12_1 +a2z_2 +...+LINZ_N
Wy(2) A+bz  +byz 24 +byz M

gdzie: ay , b; — wspoltczynniki rzeczywiste.
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Transmitancj¢ H(z) mozna rowniez wyrazi¢ nastepujaco [152]:

N
[[Gz=¢)
Hz)=cM N (6.67)
[1Gz-d)
i=1

Po to, aby wspotczynniki a; 1 b; wystepujace we wzorze (2.16) byly rze-
czywiste, wspolczynnik C musi by¢ liczba rzeczywista. Ponadto zera ¢; oraz
bieguny d; musza by¢ rzeczywiste, lub tez musza wystgpowaé w postaci par
sprzezonych liczb zespolonych. Bieguny i zera wystepujace w punkcie z =0
nie maja wptywu na charakterystyke amplitudowa. Wnosza natomiast liniowa
sktadowa do charakterystyki fazowej [120]. Jezeli wszystkie bieguny d; znaj-

duja si¢ wewnatrz okregu jednostkowego, czyli w obszarze |z|<1, to filtr

o transmitancji H(z) jest filtrem stabilnym.

Zadanie zaprojektowania optymalnego filtru IIR sprowadza si¢ do takiego
doboru wspotezynnikéw ay 1 b; wystepujacych we wzorze (2.16) lub, co jest
réwnowazne, takiego doboru zer ¢; oraz biegunéw d; wystgpujacych we wzo-
rze (6.67), aby otrzymana charakterystyka amplitudowa filtru byta mozliwie
najlepsza aproksymacja MM zadanej charakterystyki amplitudowej 4y (@).
W dalszej czg$ci podrozdziatu bedziemy zajmowac si¢ poszukiwaniem zer c;
oraz biegundéw d; transmitancji H(z) filtru.

W znacznej wigkszosci metod projektowania opisanych w literaturze za-
ktada sig, ze zera transmitancji leza na okr¢gu jednostkowym, gdyz przy takim
potozeniu zer uzyskuje si¢ maksymalne ttumienie w pasmie zaporowym. Po-
nadto, w takim przypadku wspoétczynniki licznika transmitancji s symetryczne,
w zwiazku z czym implementacja filtru jest tatwiejsza [104]. Konsekwencja
przyjecia zalozenia, ze wszystkie zera transmitancji leza na okrggu jednostko-
wym, jest jednak fakt, ze dla danych wartosci M i N oraz dla danych czgstotli-
wosci kranhcowych pasma przepustowego i zaporowego istnieje pewna mini-
malna warto$¢ amplitudy zafalowania w pasmie przepustowym o pmin» Ktora

jeszcze mozna uzyska¢. Wartosci o pmin 0dpowiada z kolei okre§lona maksy-

malna warto$¢ amplitudy zafalowania w pasmie zaporowym O . [104, 152].

W niektorych metodach projektowania dopuszcza si¢ dodatkowo istnienie
jednego lub kilku rzeczywistych zer transmitancji na odcinku (0,1) na ptasz-
czyznie z. Wystgpowanie jednego zera tego rodzaju powoduje zmniejszenie
warto$ci ekstremum charakterystyki amplitudowej wystepujacego przy czgsto-
tliwosci f =0[71]. W wyniku wprowadzenia kilku zer tego rodzaju uzyskuje
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si¢ natomiast zwigkszenie liczby zafalowan charakterystyki amplitudowej
W pasmie przepustowym oraz zmniejszenie warto$ci amplitud tych zafalowan
ponizej o pmin- W dalszych rozwazaniach przyjmiemy, ze oprocz zer transmi-

tancji lezacych na okrggu jednostkowym dopuszcza si¢ istnienie jednego lub
kilku rzeczywistych zer transmitancji na odcinku (0,1) na ptaszczyznie z.
Przyjecie zalozenia, ze zera transmitancji leza na okregu jednostkowym,

czyli ze |cl-| =1, powoduje, ze czeg$¢ rzeczywista i ¢zg$¢ urojona zespolonego

zera zwigzane sa nastepujaca zaleznoscia:
[Re(c;)]? +[Im(c;)]*> =1. (6.68)

W celu wyznaczenia wartosci zera — przy takim zalozeniu — wystarczy jedynie
okreslenie jego czgSci rzeczywistej lub tez jego czesci urojonej. W dalszych
rozwazaniach bedziemy wyznacza¢ czg$¢ rzeczywista zer transmitancji leza-
cych na okregu jednostkowym.

Oznaczmy przez Y =[y1,V7,.., VR ]T — wektor o wspotrzednych y; zde-
finiowanych nastgpujaco:

vi=Re(c;), i=12,.,N;

YN =6 12120 N,

YNy =Re(d), =12, M, (6.69)
YNy+Ny+My+i =Im(d;),  i=12,... M,

YN{+Ny+2M+i =d;, i=12,.,M,

YN+ Ny+2My+My+1 = C

gdzie: N; — liczba par sprzgzonych zer zespolonych,
N, —liczba zer rzeczywistych,
M —liczba par sprzg¢zonych biegunow zespolonych,
M 5 — liczba biegunow rzeczywistych.
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Wektor Y moze by¢ rowniez przedstawiony w nastgpujacej postaci dogod-
nej do dalszych rozwazan:

N
Y
y=|"? :{ 1}=[Y1,Y2]T (6.70)
: Y2
YR

. T
gdzie: Yy =[y1, 2, Y Ny+N, 1 s

T
Y2 :[yN1+N2+1’yN1+N2+2’---,yR]
R:Nl +N2 +2M1 +M2 +1.

Wspolrzedne tak okreslonego wektora Y; sa czg$ciami rzeczywistymi zespolo-
nych zer transmitancji oraz zerami rzeczywistymi. Wspotrzgdne wektora Y, sa
natomiast odpowiednio czg$ciami rzeczywistymi i urojonymi zespolonych bie-
gundéw transmitancji oraz biegunami rzeczywistymi, a ponadto jedna ze wspot-
rz¢dnych wektora Y, stanowi stala C.

Oznaczmy nastgpnie przez A(w,Y) charakterystyke amplitudowa otrzy-
mang ze wzoru (2.5) przy przyjeciu biegundw i zer transmitancji o wartosciach

okreslonych przez wektor Y. Funkcja blgdu aproksymacji £(@Y) moze by¢
przedstawiona wzorem (5.23), czyli:

E(w,Y)=[4(w,Y) - 4y (®)]
Zadanie aproksymacji sformutujemy w sposob nastepujacy
Dla zadanych wartosci N =2Ny + Ny, M =2M+M,, @, , &g oraz zadanej
amplitudy zafalowan & charakterystyki A(w,Y) w pasmie przepustowym
znalez¢ wektor Y =[yy,¥7,...VR ]T , ktory minimalizuje warto$¢ okreslona wzo-

rem (6.3), a mianowicie:

£= max |E(a),Y)|
wePUS

przy jednoczesnym spetnieniu warunkow stabilnosci:

" Nie jest to jedyne mozliwe sformutowanie zadania aproksymacji. Zamiast amplitudy
zafalowan O] mozna okre$li¢ amplitude zafalowan charakterystyki A(w,Y) w pa-
smie zaporowym. Mozna tez poda¢ wymagane wartosci zafalowan charakterystyki
amplitudowej w pasmie przepustowym i zaporowym, a nie precyzowac pulsacji kran-
cowej pasma przepustowego lub zaporowego. Przyklady tak sformutowanych zadan
aproksymacji mozna znalez¢ np. w pracy [102].
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v odi|<1 (6.71)

i=1,2,...M
Rozpatrywane zadanie projektowania filtru mozna przeksztatci¢c w odpo-
wiednie zadanie optymalizacji z ograniczeniami. W tym celu, przy zatozonych
odpowiednich warto$ciach poczatkowych wspodtrzednych wektora Y, podzielmy
pasmo przepustowe P=[0,@,] 1 zaporowe S=[a@,7] na przedzialy 6;,

j=12, .., J+ K zdefiniowane w taki sposob, ze wewnatrz kazdego z tych
przedziatéw funkcja btedu ma doktadnie jedno ekstremum w pasmie przepu-
stowym oraz doktadnie jedno maksimum w pasmie zaporowym. Przedzialy te
w pasmach przepustowym i zaporowym mozna okresli¢ w sposob podobny do
uprzednio opisanego odpowiednio w podrozdziale 5.6 oraz 6.1.3.

Filtry optymalne posiadaja rownomiernie falista charakterystyke amplitu-
dowa o liczbie przerzutow funkcji btedu rownej co najmniej M + 1 w pasmie
przepustowym i N + 1 w pasmie zaporowym [71]. W zwiazku z powyzszym,
w wigkszosci przypadkow charakterystyka amplitudowa ma roéwniez M + 1
ekstreméw w pasmie przepustowym i N + 1 ekstremdéw w pasmie zaporowym.
Taka liczba ekstremow wystepuje zawsze w przypadku, gdy zaréwno M jak i N
sq liczbami nieparzystymi.

W przypadku, gdy M jest liczba nieparzysta, N jest liczba parzysta
i M >N, moze pojawi¢ si¢ dodatkowe minimum przy czgstotliwosci /= 0,5,
ktore nie jest zwiazane z przerzutem funkcji bledu. Jezeli natomiast M jest licz-
ba parzysta, N jest liczba nieparzysta i M <N , moze z kolei wystapi¢ dodat-
kowe maksimum przy czestotliwosci f =0. W bardzo rzadkich przypadkach
warto$¢ tego maksimum jest taka sama, jak warto$¢ pozostatych maksimow
wystepujacych w pasmie przepustowym. Mamy woéwczas do czynienia z przy-
padkiem M + 2 przerzutéw funkcji bledu w pasmie przepustowym. Tego typu
rozwigzanie jest nazywane w literaturze rozwiazaniem ponadrownomiernie
falistym [71] .

Jezeli M i N sa liczbami parzystymi i M > N, to moze wystapi¢ dodatko-
we minimum przy czestotliwosci f= 0,5, ktore nie jest zwiazane z przerzutem
funkcji btedu. W przypadku, gdy M < N moze natomiast pojawi¢ si¢ dodatko-
we maksimum przy czestotliwosci f =0, a ponadto istnieje mozliwos¢ uzy-
skania rozwiazania ponadréwnomiernie falistego [71].

W celu okreslenia warto$ci ekstremow funkcji bledu AE;(Y) wyznaczmy
nastgpnie wartosci najwigkszych odlegtosci A4;(Y),i=1,2, ..,J + K + 4 po-
migdzy charakterystykami 4; (@) 1 A(w,Y) w poszczegolnych przedziatach 6,
j=1,2, .. J+ K, oraz wartosci odlegto$ci pomiedzy tymi charakterystykami
dla pulsacji krancowych (#=0, o =w,, o =wa,, o=r). Wartosci odlegto-
sci A4;(Y),i=1,2, .. J+ 2 w pasmie przepustowym mozna wyznaczy¢
w sposob podobny do opisanego w podrozdziale 5.6 sposobu wyznaczania war-
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tosci najwigkszych odlegtosci AEI- (Y) pomigdzy charakterystykami H ; (@) i
H(w,Y). Wartoéci odleglosci A4;(Y) w pasmie zaporowym okreslimy
W Sposob nastgpujacy:

My 3(Y) = A(@,,Y) - 44 (@) (6.72)

A4;(Y) = max (A(@,Y)— A(@)) ,i=J+4,J+5,.,J+K+3  (6.73)

web;_3

Ponadto, jezeli stopien licznika N jest liczbg parzysta i wystgpuje maksimum
przy pulsacji w = x, nalezy jeszcze dodatkowo uwzglednic

Myigra(Y) = H(m,Y) = Hy (/™) (6.74)

Wyznaczone wartosci A4;(Y) sa odpowiednio rowne warto$ciom ekstremoéw
funkcji bledu AE;(Y),awigc AE;(Y)=A4;(Y),i=1,2,..,.J+K+4

Zadanie zaprojektowania filtru o rownomiernie falistej charakterystyce
amplitudowej i zadanej amplitudzie zafalowan &; w pasmie przepustowym
sprowadza si¢ do znalezienia takiego wektora Y =[y,»2,...y R]T , dla ktorego
spetnione sa warunki:

- W pasmie przepustowym:
AEL (Y) = AE/(Y) = 6 (6.75)

gdzie: k,l=1.2,...,J +2— gdy wyrownywane sa ekstrema AE|,AE,,...,AE
lub k,0=23,...,J+2— gdy wyrbwnywane sa ekstrema AE,,AE5..,AE;, ,,
co zalezy od wartoséci N oraz M,

- W pasmie zaporowym:
AE; (Y) = AE/(Y) (6.76)

gdzie: k,/=J+3,J+4,..,J +K +3 — gdy wyrdwnywane sa ekstrema AE 3,
AEj 4,y AE 43 Ub kI=J+3,J+4,.,J+K+4 — gdy wyrbwnywane
sq ekstrema AE; 3,AE;, 4,....,AE; g 4, co rOWNiezZ zalezy od wartoSci N
oraz M.

W przypadku filtru optymalnego liczba przerzutéw funkeji biedu jest row-
na co najmniej M + 1 w pasmie przepustowym i N + 1 w pasmie zaporowym
[102]. Z jednoznaczno$ci rozwigzania zadania aproksymacji MM danej funkcji
funkcja wymierna wynika, ze jezeli uda si¢ wyznaczy¢ taki wektor Y, dla kto-
rego funkcja bledu ma przebieg réwnomiernie falisty o amplitudach zafalowan
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odpowiednio &, w pasmie przepustowym i 0, w pasmie zaporowym oraz licz-
bie przerzutéw réwnej co najmniej M + 1 w pasmie przepustowym i N + 1
w pasmie zaporowym, to filtr o transmitancji okre§lonej przez ten wektor jest
filtrem optymalnym w sensie Czebyszewa.

W przypadku filtru optymalnego w sensie Czebyszewa pomigdzy liczbami
M1 N oraz liczbami J i K przedziatow @ j zachodza nastgpujace warunki:

J jest co najmniej rowne M —1
oraz (6.77)
K jest co najmniej rowne entier(N/2)+1
Z jednoznaczno$ci rozwigzania zadania aproksymacji MM wynika, ze jezeli
w znalezionym rozwiazaniu rownomiernie falistym dodatkowo zachodza powyz-

sze warunki, to jest to rowniez rozwiazanie optymalne w sensie Czebyszewa.
W celu rozwiazania sformutowanego powyzej zadania wprowadzmy teraz nastepu-

jace dwie funkcje: )N(I (AEp, 1,AEp ,...,AE;,>) oraz )?2(AEJ+3,AEJ+4,...AEJ+L2),

ktore przy spelieniu odpowiednio (6.23) i (6.24) osiagaja minimum. Przyjmij-
my, ze funkcje te maja nast¢pujace postacie:

J+2
X\(AE, 1, AE ... AE ) = Y (AE; —§) (6.78)
i=[1-1
przy czym
- 1 J+2
S=—— SNAE 6.79
J+4—L1i:§‘_l ’ ©7

jest $rednig arytmetyczng wartosci AE L-17 0y oraz ekstremow funkcji bledu
AEl', = Ll’Ll +L..,J+2,

gdzie:
1 gdy wyrownywanesa ekstrema AE|,AE ,....,AE ;5
1 {2 gdy wyréwnywane sa ekstrema AE, ,AE5 ,....,AE ;, (6.80)
oraz
J+Ly
Xy (AE 3. AE g0 ME )= D (AE; =8)* (6381)
i=J+3

przy czym
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J+Ly

D AE; (6.82)

i=J+3

1
L, -2

S =

jest $redniag arytmetyczna wartoSci ekstremow funkcji  bledu AE;,

i=J+3J+4,..J+L,,

gdzie:

L= {K +3 gdy wyrownywane sg ekstrema AE ; (3, AE ;4 ... AE j, k13,
K +4 gdy wyréwnywanesa ekstrema AE ; 3, AE ;4 ... AE ;g1 4.

(6.83)

Nalezy zauwazy¢, ze wartosci ekstremow AEp ,AEy 4y,...,AE;, oraz

AEj 3,AE 4., AE; [, sa funkcjami wektora Y = [Yl,Yz]T. Wartosci
ekstremoéw AFE L ,AE L +1 ,-.»AE j > znajdujacych si¢ w pasmie przepusto-
wym sa zalezne przede wszystkim od potozenia biegunéw transmitancji, czyli
od wspotrzednych wektora Y, . Polozenie zer transmitancji ma maty wptyw na
wartosci tych ekstremow. W przypadku ekstremow AE ;. 3,AE; 4,..,AE; ],

znajdujacych si¢ w pasmie zaporowym sytuacja jest doktadnie odwrotna. War-
tosci tych ekstremoéw zaleza przede wszystkim od polozenia zer transmitancji,
czyli od wspolrzgdnych wektora Y;, a wspohrzedne wektora Y, maja na te

wartosci maty wplyw. Problem wyréwnania ekstreméw mozna wigc rozpatry-
wac oddzielnie w pasmie przepustowym i zaporowym.
Problem wyréwnania ekstremow AEj ,AEj .y,...,AE;,, do wartosci

AE L-17 0; W pasmie przepustowym mozna przeksztatci¢ w nastgpujace row-

nowazne zadanie optymalizacji z ograniczeniami:
Znalez¢ wektor Y, , ktory dla ustalonego wektora Y; minimalizuje funkcjg

celu X 1(AE Ll—laAE L ,-.AE j») przy nastgpujacych warunkach ograniczaja-
cych:
AEk(Y):él, k:Ll,L1+1,...,J+2 (6.84)

2 2
oV \/(yN1+N2+i) YN+ Ny My )T <1 (6.85)
i=1,2,...,.M}

YV YNNyraMy i <] (6.86)
i=1,2,.,M»>
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Vo A@Y)-1<0 (6.87)

we (w,,0)

Podobnie problem wyréwnania ekstremow AE;,3,AE; 4,...,AE;, [, mozna
przeksztalcic w nastepujace rownowazne zadanie optymalizacji z ogranicze-
niami:

znalez¢ wektor Yy, ktory dla ustalonego wektora Y, minimalizuje funkcjg celu
Xy (AE 43, AE 4y, AE) 1))

Nalezy zauwazy¢, ze ograniczenia (6.85) oraz (6.86) wynikaja z warunkow
stabilnosci filtru, a ich spetnienie zapewnia uzyskanie filtru stabilnego’. Spet-
nienie ograniczenia (6.87) zapewnia natomiast kontrole przebiegu funkcji

aproksymujacej A4(w,Y) w przedziale (@,,@;), aby nie przyjmowata ona
wartos$ci wigkszych od 1.

Ze wzgledu na fakt, ze w pierwszym z wymienionych zadan optymalizacji
wektor Y, jest traktowany jako parametr, a wektor Y; jako zmienna, nato-
miast w drugim — wektor Y; jest parametrem, a wektor Y, — zmienna, przed

przystapieniem do rozwiazywania tych zadan nalezy zadecydowac, ktore z nich
nalezy rozwiazywaé jako pierwsze .

Przeprowadzone proby wykazaty, ze zmiany warto$ci wspotrzednych wek-
tora Yy maja stosunkowo mniejszy wptyw na przebieg charakterystyki ampli-

tudowej w pasmie przepustowym niz zmiany warto$ci wspotrzednych wektora
Y, na przebieg charakterystyki amplitudowej w pasmie zaporowym.
Z tego wlasnie powodu postanowiono jako pierwsze rozwiazywac zadanie po-
szukiwania wektora Y, minimalizujacego funkcje X 1(AEL 1, AE .., AE ) 45)
przy zatozonym wektorze poczatkowym Yj, a nastgpnie znajac rozwigzanie
tego zadania Y; , Tozwiazywac zadanie poszukiwania wektora Y; minimalizu-
jacego funkcje )N(z (AEj 3,AE 4, sAEy 1)) przy Y, = Y;. Poniewaz

zmiany warto$ci wspotrzgdnych wektora Y; powoduja jednak pewna zmiang

" W realizacjach praktycznych bieguny filtru IIR powinny znajdowaé si¢ w pewnej
odlegtosci od okregu jednostkowego na ptaszczyznie z, aby unikna¢ ewentualnej nie-
stabilnosci filtru spowodowanej btgdami kwantowania [23, 110, 118]. Z tego wia-
$nie powodu, przy wykonywaniu obliczen w rozpatrywanym zadaniu projektowania
oraz w zadaniu projektowania przedstawionym w podrozdziale 6.2.3 zaktadano, ze
bieguny filtru powinny leze¢ wewnatrz okrggu o promieniu 7 = 0,97.

Przeprowadzone proby przyjecia syntetycznego wskaznika jako$ci typu

F(X1 Xp)= X1 (AEL _1,AEL ... AE 4 9) + ko X3 (AEj13,AE 4 4,..,AE, ),
gdzie: kj,k, — wspdlczynniki, nie daty zadawalajacych rezultatow, gdyz wystgpo-
waly problemy ze zbieznoscia algorytmu.
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przebiegu charakterystyki amplitudowej w pasmie przepustowym, nalezy jesz-
cze powtdrnie rozwigza¢ zadanie poszukiwania wektora Y, minimalizujacego
funkcje X 1 przy Y = Yl* , gdzie Yl* stanowi rozwigzanie poprzedniego zada-
nia. Niekiedy moze rowniez zaistnie¢ potrzeba powtdrnego rozwiazania zadania
poszukiwania wektora Y; minimalizujacego funkcjg X 5, itd. Obliczenia nu-
meryczne pokazaly, ze opisany algorytm jest bardzo szybko zbiezny i samo-
uzgodnienie osiaga si¢ po kilku krokach. Obydwa rozpatrywane zadania opty-
malizacji mozna rozwigza¢ jedna z metod poszukiwania minimum z ogranicze-
niami.

Jako punkt startowy przy rozwiazywaniu zadania programowania nieli-
niowego przyjeto wektor bedacy rozwigzaniem zadania minimalizacji btedu LS.
Blad ten jest zdefiniowany zaleznoscia:

i
Ey@.Y)= Y, [40;.Y)- 4, (6.88)
j=1

gdzie @; jest jedna z Jy rdwnoodlegtych wartosci pulsacji z przedziatu [0, 7] .

Na podstawie przedstawionej metody projektowania optymalnych LP fil-
trow 1-D typu IIR o réznych stopniach licznika i mianownika transmitancji au-
torka opracowata program FIIR. Umozliwia on uwzglednienie warunku dotycza-
cego maksymalnej dopuszczalnej amplitudy zafalowan w pasmie przepustowym.
W celu zademonstrowania przyktadowych wynikoéw zostat zaprojektowany filtr
LP dla nastepujacych danych: N=N;=6, M = 3 (M;=2,M,=1),
fp =0,l6, fs =0,20, &) =0,055. Przebieg otrzymanej charakterystyki ampli-
tudowej A(w,Y) dla powyzszych danych pokazany jestna rysunku 6.16. Prze-
bieg charakterystyki A(@,Y) jest rownomiernie falisty w pasmie przepusto-
wym i zaporowym. Otrzymana warto$¢ amplitud zafalowan w pasmie zaporo-
wym wynosi 0, = 0,029 . Funkcja btgdu ma w tym przypadku cztery przerzuty
W pasmie przepustowym oraz siedem przerzutow w pasmie zaporowym. Cha-
rakterystyka A(®,Y) jest wigc charakterystyka filtru optymalnego.

Po to, aby porowna¢ wyniki otrzymane przy uzyciu programu FIIR z wy-
nikami prezentowanymi w literaturze, zaprojektowano filtr dla nastgpujacych
danych: N=N; =2, M =M =4, f, =020, f;=0,23, §; =0,0365. Jest to
przyktad zaczerpnigty z pracy Martineza i Parksa [104], w ktorej opisana jest
metoda projektowania oparta na zmodyfikowanym algorytmie Remeza. Prze-
bieg otrzymanej charakterystyki amplitudowej A(w,Y) dla powyzszych da-
nych pokazany jest na rysunku 6.17. Charakterystyka A(w,Y) jest charaktery-

" Wyniki otrzymane z wykorzystaniem programu FIIR dla innych danych wejsciowych
sa podane w pracy autorki [al4].
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styka filtru optymalnego. Nalezy zauwazy¢, ze w tym przypadku M i N sa licz-
bami parzystymi oraz M > N . W zwiazku z tym charakterystyka A(w,Y)
posiada dodatkowe minimum przy czestotliwosci f =0,5, ktore nie jest zwia-
zane z przerzutem funkcji bledu.

1.2 T T T T
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o 0.1 0z 0 0.4 ns

Rys. 6.16. Przebieg otrzymanej charakterystyki amplitudowej A(w,Y) dla danych:
N=6, M=3, [, =016, f3 =020 i o1 =0,055
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Rys. 6.17. Przebieg otrzymanej charakterystyki amplitudowej A(@,Y) dla danych:
N=2, M=4, f, =020, f; =023, 6 =0,0365
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W pracy Martineza i Parksa podane sa warto§ci minimoéw i maksiméw cha-
rakterystyki amplitudowej podniesionej do kwadratu ( A2 (w)). Wartosci te
wynosza odpowiednio Apyincpy) = 0,926 oraz A,y (k) = 1,074 w pasmie prze-
pustowym 0raz. Apay(iy) = 0,017 w pasmie zaporowym, co odpowiada ampli-

tudom zafalowan charakterystyki amplitudowej &, =0,03634 w pasmie prze-
pustowym oraz d, =0,1304 w pasmie zaporowym. W przypadku filtru zapro-
jektowanego przy uzyciu programu FIIR warto$ci amplitud zafalowan wynosza:
07 =0,0365 i J, =0,1318. Poréwnujac otrzymane wartosci 6, i J, mozna
stwierdzi¢, ze wyniki projektowania filtr6w metoda zaproponowana w niniej-

szej pracy sa praktycznie takie same, jak wyniki uzyskane przez Martineza
i Parksa.

6.2.2. Projektowanie wszechprzepustowych korektorow fazy IIR

W wielu zastosowaniach wymagane jest, aby sygnat niesinusoidalny przy
przejsciu przez okreslony filtr nie ulegal znieksztalceniu. Spetnienie tego wy-
magania mozliwe jest w przypadku, gdy charakterystyka fazowa rozpatrywane-
go filtru jest liniowa w pasmie przepustowym, lub, co jest rownowazne, gdy
charakterystyka op6znienia grupowego jest w tym pasmie stata. Przebieg cha-
rakterystyki fazowej w pasmie zaporowym nie jest istotny ze wzgledu na duze
thumienie filtru w tym zakresie czg¢stotliwosci [112].

Doktadnie liniowa charakterystyke fazowa mozna uzyskac stosujac filtry
cyfrowe o skonczonej odpowiedzi impulsowej. W przypadku filtréow 1-D typu
FIR o liniowej charakterystyce fazowej, opdznienie grupowe zalezne jest od
dtugosci N odpowiedzi impulsowej filtru. Do uzyskania filtrow o dobrej selek-
tywnosci wymagane jest jednak zastosowanie duzych wartosci N, co pociaga za
soba odpowiednio duze opo6znienie grupowe filtru. Ponadto, realizacja filtrow
1-D typu FIR w podstawowych strukturach dla duzych wartosci N (rze¢du kilku-
dziesigciu i wigeej) jest nieekonomiczna [190].

Jezeli zalezy nam na uzyskaniu mniejszego opoznienia grupowego przy
jednoczesnym zachowaniu w przyblizeniu liniowej charakterystyki fazowej,
alternatywnym rozwiazaniem jest zastosowanie filtru IIR potaczonego kaska-
dowo z uktadem wszechprzepustowym pelniacym rolg korektora fazy. Odpo-
wiednio dobierajac liczbg biegunéw ukladu wszechprzepustowego oraz ich
potozenie wewnatrz okregu jednostkowego mozna dowolnie ksztattowaé prze-
bieg charakterystyki fazowej uktadu nie zmieniajac przy tym jego charaktery-
styki amplitudowej. Korektory fazy sa z reguly realizowane jako kaskadowe
potaczenie uktadow pierwszego i drugiego rzedu [190]. Do projektowania ko-
rektorow fazy stosowane sa rozne metody numeryczne.

Rozwazmy uktad wszechprzepustowy, zwany rowniez filtrem wszechprze-
pustowym, posiadajacy stata, niezalezna od czgstotliwosci charakterystyke am-
plitudowa. Transmitancje¢ H g(z) takiego ukladu czgsto przedstawia si¢ w po-
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staci iloczynu transmitancji uktadow 2-go rzgdu o rzeczywistych wspotczynni-
kach dj 1 ¢y [20, 112]:

Ky

Hg(z)=1]

k=1 l+a’lz_1 +d22_2 k=1Cop +Cpz+z

de +d1kZ_1 '|'Z_2 _ Ko 1'|'C1kZ+C2kZ2

(6.89)

Kaskadowa struktura filtru realizujaca taka transmitancje jest mato wrazliwa na
wartos$ci wspotczynnikow [112].

Opoznienie grupowe 7g(w) uktadu wszechprzepustowego moze by¢ wy-
razone wzorem [20]:

d .
Tp(w) = o arg Hp (e/“)|=

Ko
=Y 2
k=11+c5 +cif +2c9, (2cos” 8 —1)+2¢y; (1+ ¢y )cos @

I—C%k +Clk(1—02k)0059

(6.90)

gdzie:@ =@l ,a T =1/F), — jest okresem probkowania.

Po to, aby uktad o transmitancji danej wzorem (6.89) byt stabilny, wspot-
czynniki c;; musza spetnia¢ nastgpujace warunki [20, 26]:

Cok < 1
Clk —Coi < 1 k= 1,2,...,K0 (691)
Cl tCo > -1

Kaskadowe potaczenie filtru IIR i uktadu wszechprzepustowego (petniace-
go role korektora fazy) umozliwia ksztattowanie charakterystyki fazowej bez
zmiany charakterystyki amplitudowej filtru. Transmitancja filtru IIR moze by¢
przedstawiona w postaci:

app T apzt a2k22

L
Hp(z)=H[]

(6.92)
k=1boy +bypz+ b2k22

gdzie: H > ( —stala,
aj , by, i=0,1,2—wspolczynniki rzeczywiste.
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Charakterystyka czestotliwosciowa H (ej @) uktadu bedacego kaskadowym
potaczeniem filtru IIR o charakterystyce czgstotliwosciowej H g (ej ®Y i korek-
tora fazy o charakterystyce czgstotliwo$ciowej H g (ej “) moze by¢ wyrazona

nastepujaco [112]:
H(e/”)=Hp(e/*)Hp(e!?) (6.93)

.2
Poniewaz ‘H g(e’ w)‘ =1, zachodza nastgpujace zaleznosci:

‘H(ejw)‘ - ‘H - (ef“’)‘ (6.94)
arg[H (/)] = arg[H (/)] +arg[H (/)] (6.95)

a ponadto:
T(w)=7p(®)+7g(®W) (6.96)

gdzie 7p (w)i 7(w) jest odpowiednio opdznieniem grupowym filtru IIR i op6z-
nieniem grupowym kaskadowego potaczenia filtru IIR i korektora fazy.

Zaprojektowanie korektora fazy sprowadza si¢ do takiego doboru wspot-
czynnikow d;; lub c;; wystgpujacych we wzorze (6.89), aby arg[H (ej “)] byt
mozliwie najlepsza aproksymacja funkcji liniowej wzgledem zmiennej @ lub,
co jest rownowazne, aby 7(w) stanowilo mozliwie najlepsza aproksymacje
pewnego statego opdznienia grupowego 7. W dalszej czgsci pracy bedziemy
zajmowac si¢ aproksymacja statego opdznienia grupowego.

Nalezy jednak zauwazy¢, ze warto$¢ 7 nie moze by¢ przyjmowana zu-
petnie dowolnie. Maksymalna warto$é¢ opdznienia grupowego 7,™™* w przy-
padku korektora fazy polaczonego z filtrem IIR o pasmie przepustowym

P=[w,,®,,] okreSlona jest zaleznoscia [88, 116]:

_ Mr—[0(@)2)=~O(@)]

a)p2 — a)pl

T() max

(6.97)

) jo . jo
gdzie: ©(w,) = arg[H g (/)] i ©(w,y) = arg[H g (/7).
Przyjecie zbyt malej wartoSci 7y prowadzi natomiast to uzyskania rozwiazania,
ktore odpowiada uktadowi niestabilnemu. Zgodnie za wskazéwkami podanymi

w literaturze [114] jako poczatkowe przyblizenie przyjmowano 7o = 0,87y .
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Oznaczmy przez:
T T
Y=y, y200 02k 1" =ler1:¢215€125€2055 €1k - C2K ] (6.98)

wektor wspotczynnikow c;;, a przez 7(w,Y) — charakterystyke opoznienia
grupowego otrzymana przy przyjeciu we wzorze (6.90) wspolczynnikow
o warto$ciach okreslonych przez wektor Y. Funkcja bledu E(@wY) moze by¢
przedstawiona wzorem (5.26), czyli:

EwY)=1(w,Y)-1,

Zadanie zaprojektowania korektora fazy sformutujemy w sposob nastgpujacy:
Dla zadanej charakterystyki opdznienia grupowego 7z (@) filtru IIR oraz dla
zadanych wartosci @1, @,;, 7o 1 K znalezé wektor Y, dla ktérego funkcja
bledu E(wY) ma przebieg rownomiernie falisty w pasmie przepustowym
P=[a,,0,,], przy jednoczesnym spelnieniu warunkow stabilnosci.

W celu rozwiazania tego zadania, przy zatozonych odpowiednich warto-
sciach poczatkowych wspotrzednych wektora Y, podzielmy pasmo przepustowe
P=[wp,w,,] na przedziaty 6, = 12,....J, zdefiniowane w taki sposob, ze
wewnatrz kazdego z nich charakterystyka op6znienia grupowego 7(w,Y) ma
doktadnie jedno ekstremum. Okre§lmy nastgpnie wartosci modutow ekstremow
A7;(Y), i=12,..,J +2 funkcji bledu. Sa to wartosci najwigkszych odlegtosci
pomigdzy przyjetym staltym opoOznieniem grupowym 7 i charakterystyka
7(w,Y) w kazdym z tych przedziatéw oraz odlegtosci pomigdzy 7 i 7(w,Y)
dla czestotliwosci krancowych pasma przepustowego. Wartosci te mozna wy-
znaczy¢ w sposob podobny do opisanego w podrozdziale 5.6 sposobu wyzna-
czania wartos$ci najwigkszych odlegtosci AE ;(Y) pomigdzy charakterystykami
H j(w) oraz H(w,Y).

Rozpatrywane zadanie projektowania uktadu korektora fazy mozna na-

stepnie przeksztatci¢ w rbwnowazne zadanie optymalizacji:
znalez¢ wektor Y, ktory minimalizuje funkcje celu X (Y) okre$lona nastepu-

jaco:

J+2 -
X(Y)= Y (Az;(Y)-$)? (6.99)
i=1
przy czym:
- 1 J+2
S=—— Y Az,(Y) (6.100)

J+2 5
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przy warunkach ograniczajacych zdefiniowanych zaleznosciami (6.91) oraz

AT;(Y)>0, ki=12,.,J+2 (6.101)

Tak sformutowane zadanie optymalizacji mozna rozwiaza¢ jedna z metod
poszukiwania minimum z ograniczeniami.

Nalezy zauwazy¢, ze w przypadku uktadéw wszechprzepustowych rozwia-
zanie zadania rownomiernie falistej aproksymacji stalego opoznienia grupowe-
g0 nie jest rownoznaczne z uzyskaniem rozwiazania zadania aproksymacji MM.
Szczegdtowe rozwazania na ten temat mozna znalez¢ w literaturze [33]. W pra-
cy tej podany jest rowniez przyktad rozwiazania zadania aproksymacji MM
statego opoznienia grupowego, w przypadku ktérego funkcja aproksymujaca
nie ma przebiegu rownomiernie falistego.

Jako punkt startowy w rozpatrywanym zadaniu przyjeto wektor Y bedacy
rozwiazaniem zadania minimalizacji btedu LS E,(w,Y). Blad ten jest zdefi-
niowany zaleznos$cia:

Jo
Ey@Y)=Y. [ro—(@;, V)] (6.102)
j=1

gdzie @; jest jedna z Jo roéwnoodlegtych wartosci pulsacji z przedziatu

P=[a)p1,a)p2].

Na podstawie zaproponowanej metody projektowania korektoréw fazy au-
torka opracowata program EQUA Umozliwia on zaprojektowanie korektora
fazy, ktorego kaskadowe potaczenie z filtrem 1-D typu IIR o zadanej charakte-
rystyce Hp(e’®) zapewnia otrzymanie w przyblizeniu statej charakterystyki
7(w,Y) uktadu przy zatozeniu rownomiernie falistego przebiegu funkcji biedu.
Szczegdtowe informacje dotyczace programu EQUA mozna znalezé w pracy
autorki [al2]. W celu zademonstrowania przyktadowych wynikow rozpatrzmy
nastgpujace zadanie projektowania korektora fazy (przyklad zaczerpnigty
z pracy autorki [all]): dany jest eliptyczny filtr cyfrowy IIR 6-tego rzedu
o transmitancji posiadajacej wspotczynniki podane w tablicy 6.4 [20]. Pasmo
przepustowe filtru miedci si¢ w przedziale czestotliwosei od f, =0 do

Jp2 =0175. Zaprojektowac korektor fazy, ktorego kaskadowe potaczenie

z danym filtrem umozliwi otrzymanie w przyblizeniu statej charakterystyki
op6znienia grupowego. Korektor ten ma sktada¢ si¢ trzech uktadow drugiego
rzedu.
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Tablica 6.4. Warto$ci wspotczynnikdéw transmitancji filtru IIR
H=0,3110289

Aok Ak A2k b b b
4,681699 | 7,0020200 | 4,681699 | 0,3378687 |-1,0235090 1,0
1,328189 | 0,1544323 | 1,328189 | 0,6436865 | -0,8582590 1,0
1,144349 |-0,3799679 | 1,144349 | 0,9002355 | -0,7684310 1,0

W=

Dla danych z rozpatrywanego zadania przeprowadzono projektowanie korekto-
ra fazy przy wykorzystaniu programu EQUA. Przebieg charakterystyki opdz-
nienia grupowego 7 (w) rozpatrywanego filtru IIR oraz przebieg charaktery-

styki 7(w,Y) kaskadowego potaczenia filtru IIR i zaprojektowanego korektora
fazy pokazano na rysunku 6.18
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Rys. 6.18. Przebieg charakterystyki opo6znienia grupowego 7p (@) rozpatrywanego
filtru IR (a) oraz charakterystyki 7(w,Y) kaskadowego polaczenia filtru IIR
i zaprojektowanego korektora fazy (b)

W przypadku, gdy warto$¢ odlegtosci A7;,,(Y) dla pulsacji @, nie jest
dla nas szczegdlnie istotna i moze by¢ nieco wigksza od pozostatych odlegtosci,
mozna uzyska¢ wyraznie mniejsze odleglosci A7;(Y), i=12,...,J +1, w pozo-
statej czesci pasma przepustowego niz w przypadku aproksymacji rownomier-
nie falistej. Po to, aby przeprowadzi¢ projektowanie korektora dla takiego przy-
padku, we wzorze (6.98) nalezy przeprowadzi¢ sumowanie odlegtosci A7;(Y)

nie doJ+2,adoJ+ 1, awarto§¢ S przyjmie wowczas postac:
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- 1 J+1
S=——)> A7;(Y 6.103
1 Ei i (Y) ( )

Przebieg charakterystyki opoznienia grupowego 7(w,Y) kaskadowego po-
taczenia filtru IIR i zaprojektowanego w ten sposob korektora fazy sa pokazane
na rysunku 6.19. Jak wida¢ na tym rysunku, w znacznej czgSci pasma przepu-
stowego charakterystyka 7(w,Y) ma mniejsze zafalowania, czyli stanowi lep-

sze przyblizenie statego opodznienia grupowego niz w przypadku aproksymacji
EQ w calym pasmie przepustowym.
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Rys. 6.19. Przebieg charakterystyki opdznienia grupowego 7 (@) rozpatrywanego filtru
IIR (a) oraz charakterystyki 7(w,Y) kaskadowego potaczenia filtru IIR i ko-
rektora fazy dla przypadku sumowania J+1 odlegtosci A7;(Y) (b)

W celu poréwnania wynikow otrzymanych przy uzyciu programu EQUA
z wynikami prezentowanymi w literaturze przeliczono przy uzyciu tego pro-
gramu przyklad zaczerpnigty z pracy Deczky’ego [34]. W przyktadzie tym roz-
patrywany jest eliptyczny filtr cyfrowy IIR 4-tego rzedu o transmitancji posia-
dajacej wspotczynniki podane w tablicy 6.5. Do tego filtru nalezy zaprojekto-
wac korektor fazy bedacy uktadem drugiego rzedu.

Tablica 6.5. Warto$ci wspotczynnikéw transmitancji filtru IIR rozpatrywanego
w pracy [34]

H=0,147295
k Aok Ak (223 bok bk b
1 1,0 1,61178 1,0 0,233280 | -0,403133 1,0

2 1,0 7,18956 1,0 0,797295 | 0,051401 1,0
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Dla powyzszych danych przeprowadzono projektowanie korektora fazy
z wykorzystaniem programu EQUA. Przebieg charakterystyki op6znienia gru-
powego 7Tp(w) rozpatrywanego filtru IIR oraz przebieg charakterystyki
7(w,Y) kaskadowego potaczenia filtru IIR i zaprojektowanego korektora fazy
sa pokazane na rysunku 6.20.

1 T T T

T

Rys. 6.20. Przebieg charakterystyki opdznienia grupowego 7 (@) filtru IIR z przykla-

du Deczky’ego (a) oraz charakterystyki 7(w,Y) kaskadowego potaczenia
filtru IIR i zaprojektowanego korektora fazy (b)

W przypadku otrzymanej charakterystyki 7(w,Y) warto$¢ opoznienia gru-
powego 7 oraz wartosci ekstreméw funkcji bledu (czyli wartosci najwigk-
szych odleglosci A7;(Y), i=12,...,J +2) wynosza odpowiednio 3,52 i 7,07,
natomiast przy zastosowaniu metody projektowania przedstawionej przez
Deczky’ego sa one rowne 3,57 oraz 7,1. Poroéwnujac otrzymane warto$ci 7
oraz wartosci ekstremow funkcji blgdu mozna stwierdzi¢, ze wyniki projekto-
wania filtrow metoda zaproponowana w niniejszym podrozdziale sa praktycznie
takie same, jakie uzyskal Deczky. Nalezy jednak zwrdci¢ uwage na fakt, ze
metoda Deczky’ego oparta jest na algorytmie Remeza, a w przypadku aprok-

symacji wymiernej praktyczne zastosowanie tego algorytmu napotyka na trud-
nosci ze zbiezno$cia [71].



122

6.2.3. Projektowanie filtru IIR o w przybliZzeniu liniowej charakterystyce
fazowej w pasmie przepustowym

Filtry 1-D typu IR charakteryzuja si¢ dobra selektywnoscia, wyraznie lep-
sza niz filtry FIR tego samego rzedu, lecz ich charakterystyki fazowe sa wyraz-
nie nieliniowe, szczego6lnie na krancach pasma przepustowego. Po to, aby uzy-
ska¢ filtr IIR o w przyblizeniu liniowej charakterystyce fazowej w pasmie prze-
pustowym, nalezy wyznaczy¢ wspotczynniki filtru w drodze przeprowadzenia
jednoczesnej aproksymacji zadanej charakterystyki amplitudowej i liniowe;j
charakterystyki fazowej. Przy tego rodzaju podejsciu uzyskuje si¢ wyraznie
mniejsze zafalowania charakterystyki opdznienia grupowego niz przy zastoso-
waniu korektora fazy [26]. Projektowanie filtrow IIR o w przyblizeniu liniowe;j
charakterystyce fazowej w pasmie przepustowym jest jednak trudne, gdyz wy-
maga rozwiazania zadania aproksymacji wymiernej sformutowanego w dzie-
dzinie liczb zespolonych. Podstawy matematyczne teorii aproksymacji wymier-
nej w dziedzinie liczb zespolonych mozna znalez¢ m.in. w pracach [42, 56, 136,
150, 187, 188].

Niech H,(e/®) bedzie zadana zespolona charakterystyka czegstotliwo-
sciowa projektowanego filtru o liniowej charakterystyce fazowej w pasmie
przepustowym. Charakterystyka ta moze by¢ wyrazona zalezno$cia (6.64):

de 197

Hy(e!?) =
0
gdzie d jest liczba rzeczywista, a 7 > 0 jest opoéznieniem grupowym filtru.

Zadanie zaprojektowania filtru I[IR o w przyblizeniu liniowej charaktery-
styce fazowej w pasmie przepustowym sprowadza si¢ do takiego doboru wspot-
czynnikow a; 1 b; wystepujacych we wzorze (2.20), lub takiego doboru zer
¢;, oraz biegunow d; wystgpujacych we wzorze (6.67), aby otrzymana charak-
terystyka czgstotliwos$ciowa filtru byla mozliwie najlepsza aproksymacja cha-
rakterystyki H (ej @) . W dalszej czesci podrozdzialu bedziemy zajmowaé sie
poszukiwaniem zer c¢; oraz biegundéw d; transmitancji H(z) filtru.

Niech ¢;,i=1,2,...,N beda zerami, a d;, i = 1,2,....M — biegunami transmi-

tancji filtru IIR. Oznaczmy przez Y =[y{,V2,...., R]T — wektor o wspotrzed-
nych y; zdefiniowanych nastgpujaco:
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y; =Re(c;), i=12,..Ny,
Y Ny+i =Im(c;), i=12,..,N;
y2N1+,- =Cj, i:1,2,...,N2

y2N1+N2+i =Re(dl~), i=1,2,...,M1 (6104)

V2N +Ny+ M +i =Im(d;), i=12,.,M,
V2N +Noy+2 M +i =d;, i=12,.,M,

VINI+Ny+2M1+Mp+1 = C
gdzie: N; — liczba par sprzezonych zer zespolonych,
N, —liczba zer rzeczywistych,
M, —liczba par sprzg¢zonych biegunow zespolonych,
M, —liczba biegundw rzeczywistych,
C - stala wystepujaca we wzorze (6.67).

Wektor Y moze by¢ rowniez przedstawiony w postaci okreslonej wzorem
(6.70), dogodnej do dalszych rozwazan:

N
2 Y
Y = = =1Y4.Y
|:Y2:| [1= 2]
YR

. T
gdzie: Y1=[y1,y25---’y2N1+N2] ’

T
Y2 =[Von;+Ny 41> V2N +Ny+2 - VR] 5
R:2N1 +N2 +2M1 +M2 +1.

Podobnie jak w przypadku projektowania filtru FIR o nieliniowej charakte-
rystyce fazowej, funkcja btedu E(w,Y) moze by¢ przedstawiona wzorem (5.25),

a wartosci jej maksimow, czyli wartosci najwigkszych odleglo$ci pomigdzy
charakterystykami aproksymowana H; (ej @) i aproksymujaca H (ej 2Y)
— odpowiednio wzorami (6.52 — 6.57).
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Zadanie zaprojektowania filtru sformutujemy w sposob nastgpujacy:
Dla zadanych wartosci Ny, No, My, My, (N =2N{+N», M =2M{+M>),

@,, W oraz W(w) znalez¢ wektor Y = [yl,yz,...yR]T, dla ktorego funkcja
btedu E(w,Y) ma przebieg rownomiernie falisty w pasmie przepustowym

i zaporowym, czyli sa spelnione warunki:

- W pasmie przepustowym:

gdzie: k,/=12,...,J +2- gdy wyr6wnywane sa maksima AE},AE,,...,AE; -,
lub &k, =23,...,J +2- gdy wyrownywane sa maksima AE) ,AE5...,AE j,5;

- W pasmie zaporowym:

AE;(Y)=AE;(Y) (6.106)
gdzie: k,l=J+3,J+4,.,J+K+3 — gdy wyrdbwnywane sa maksima
AE; 3, AE; 4,.. AEj ki3, lub kI=J+3,J+4,. . J+K+4 — gdy wy-

réwnywane sa maksima AE ; 3, AE ;, 4,....AE; k14,

przy jednoczesnym spelieniu warunkow stabilnosci okre$lonych wzorem
(6.71).

W celu rozwiazania sformuiowanego powyzej zadania wprowadzrny teraz nastgpu-
jace dwie funkcje: Xj(AEy,AEy ... AE),) oraz Xp(AE; 3,AE ... AE), 1),

ktore przy spelieniu odpowiednio (6.105) i (6.106) osiagaja minimum. Przyj-
mijmy, ze funkcje te maja nastgpujace postacie:

J+2
Xi{(AEp AEp 1. nAE )y p) = Y (AE; =§)? (6.107)
i= Ll
przy czym:
S L Sar 6.108
= , 1
J+3-1 i:le ’ (6.105)
a L; okreslone jest wzorem (6.80);
oraz
J+L2
X2(AE ;13,0 4, AEy 1)) = 3 (AE; =S)? (6.109)

i=J+3
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przy czym:

1 J+L2

S AE; (6.110)

Ly=2 743

S =

a Ly jest okreslone wzorem (6.83).

Przeprowadzone proby wykazaty, ze podobnie jak w przypadku projekto-
wania filtrow IIR o zadanych charakterystykach amplitudowych, problem wy-
roOwnania ekstremoéw mozna rozpatrywac oddzielnie w pasmie przepustowym
i zaporowym. W zwiazku z powyzszym, problem wyroéwnania ekstremoéw
AEy ,AE[ 4y,....,AE; ) W pasmie przepustowym mozna przeksztalcic
w nastepujace rownowazne zadanie optymalizacji z ograniczeniami:
znalez¢ wektor Y,, ktory dla ustalonego wektora Y; minimalizuje funkcjg

celu X 1(AE 1AL 415 AE 7+2) przy nastgpujacych warunkach ograniczaja-
cych:

2 2
i lz‘v’ " \/(J/2N1+N2+i) + (VN 4Ny My +i)” <097, (6.111)
=L2,....,M

. v y2N1+N2+2M1+i <0797 (6112)
i=1,2,..,.M»

Nalezy podkresli¢, ze spelienie ograniczen (6.111) oraz (6.112) zapewnia uzy-
skanie filtru stabilnego.
Problem wyrownania ekstremow AE;.3,AE;.4,...,AE; [, W pasmie

zaporowym mozna z kolei przeksztalci¢ w nastgpujace rownowazne zadanie
optymalizacji z ograniczeniami:

znalez¢ wektor Yp, ktory dla ustalonego wektora Y, minimalizuje funkcjg
celu X2(AEJ+3,AEJ+4,...AEJ+K+4) .

Podobnie jak w przypadku projektowania filtréw IIR o zadanych charakte-
rystykach amplitudowych, jako pierwsze korzystnie jest rozwigzywac zadanie
poszukiwania wektora Y, minimalizujacego funkcje

X 1(AEL ,AE 11,..,AE;p) przy zalozonym wektorze poczatkowym Yy,
a nastgpnie znajac rozwiazanie tego zadania Y; , rozwiazywac zadanie poszuki-
wania wektora Yy minimalizujacego funkcje X, (AE; 3,AE; 4,...,AE; )
przy Y, = Y; , itd. Obliczenia numeryczne pokazaly, ze rowniez i w tym przy-

padku opisany algorytm jest szybko zbiezny i samouzgodnienie osiaga si¢ po
kilku krokach.
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Jako punkt startowy w rozpatrywanym zadaniu wektor przyjgto bedacy
rozwigzaniem zadania minimalizacji btedu LS. Btad ten jest zdefiniowany za-
leznoscia:

J1 . o |2
Ey(@,Y) =Y |H(e!,Y)— Hy(e/“) (6.113)
i=1
gdzie @; jest jedna z J; rdwnoodlegtych wartosci pulsacji z przedziatu [0, 7] .

Na podstawie przedstawionej metody projektowania filtru 1-D typu IIR au-
torka opracowata program FIIRLIN. Przy uzyciu tego programu zostal zapro-
jektowany LP filtr o w przyblizeniu liniowej charakterystyce fazowej w pasmie
przepustowym  dla  nastepujacych  danych: N=N;=6, M=3
My=2,M, =1, f,=010, f;=024, d=1,7=35, W(w)=1 (przyktad

zostat zaczerpnigty z pracy autorki [a31]). Przebiegi wyznaczonych charaktery-
styk: amplitudowej i fazowej, funkcji btedu oraz §lad wyznaczonej charaktery-
styki czgstotliwo$ciowej na plaszczyznie zespolonej dla powyzszych danych
pokazane sa odpowiednio na rysunkach 6.21-6.24. Nalezy zauwazy¢, ze prze-
bieg wyznaczonej charakterystyki fazowej w pasmie przepustowym jest prak-
tycznie liniowy (rys. 6.22). Otrzymana charakterystyka amplitudowa w pasmie
zaporowym przyjmuje wartosci 4, <—46,9 dB.

1.2 T T T T

—————————————————————————————————————————————————

—————————————————————————————————————————————————

0.3 0.4 0.5
f

Rys. 6.21. Przebieg otrzymanej charakterystyki amplitudowej dla danych: N =Nj =6,
M=3, (M =2,M=1), [, =010, f=024,d=1i7=35
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Rys. 6.22. Przebieg otrzymanej charakterystyki fazowej dla danych: N =N; =6,
M=3 My =2,M3=1),f,=010,f;=024, d=11i 7=35
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Rys. 6.23. Przebieg funkcji bledu E(@,Y) otrzymanej dla danych: N = Nj =6,
M=3 My =2,M=1), [, =010, f;=024,d=1i7=35
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Rys. 6.24. Slad wyznaczonej charakterystyki czestotliwo$ciowej na plaszczyznie zespo-
lonej
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Rys. 6.25. Przebieg charakterystyki czgstotliwosciowej zadanej (linia ciagla pogrubio-
na) oraz otrzymanej w wyniku aproksymacji (linia ciagta)

Na rysunku 6.24 pokazany jest natomiast przebieg zespolonych charakte-
rystyk czestotliwosciowych aproksymowanej Hy ?y i aproksymujacej
HE'?)Y) w funkcji czestotliwosci /. Obie te charakterystyki maja przebieg

bardzo bliski siebie; dotyczy to zaréwno ich czgsci rzeczywistych, jak i urojo-
nych.
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6.3. Podsumowanie

W pierwszej czesci niniejszego rozdzialu omowiono zastosowanie zapro-
ponowanej metody do projektowanie filtréw 1-D typu FIR. Wykazano na przy-
ktadach, ze w przypadku tego typu zadan zaproponowana metoda umozliwia
odtworzenie wynikow projektowania uzyskanych innymi metodami. Gloéwna
zaleta zaproponowanej metody w poréwnaniu z metodami opisanymi w literatu-
rze polega na tym, ze umozliwia ona wprowadzenie w tatwy sposob w zadaniu
projektowania dodatkowych ograniczen nieliniowych. W dostgpnej literaturze
nie ma opiséw metod projektowania filtréw 1-D typu FIR o liniowej charakte-
rystyce fazowej i czebyszewowskiej charakterystyce amplitudowej umozliwia-
jacych uwzglednianie dodatkowych ograniczen nieliniowych. Przyktadami
ograniczen nieliniowych sa np. warunki dotyczace energii. Rozwiazanie zadania
projektowania z warunkami dotyczacymi energii byto omowione w podrozdzia-
le 6.1.2.3. Uwzglednienie dodatkowych warunkoéw nieliniowych nie jest nato-
miast mozliwe ani w przypadku metod opartych na algorytmie Remeza [np.
108, 112, 128, 143], ani tez w przypadku metod wykorzystujacych programo-
wanie liniowe np. [112, 140].

W celu poréwnania czas6w wykonywania obliczen przy projektowania fil-
trow FIR o liniowej charakterystyce fazowej przeprowadzono odpowiednie
obliczenia z zastosowaniem programu FFIR opartego na zaproponowanej me-
todzie oraz programu Parksa i McClellana opartego na metodzie Remeza, row-
niez napisanego w Fortranie. Wydruk programu Parksa i McClellana mozna
znalez¢ np. w pracy [17]. Obliczenia wykonane przy zachowaniu tych samych
opcji kompilatora wykazaty, ze czasy ich wykonywania dla tych samych da-
nych sa wyraznie dtuzsze przy uzyciu programu FFIR niz przy zastosowaniu
programu Parksa i McClellana. Czasy wykonywania obliczen na komputerze
Pentium IV z zegarem 2,6 MHz przy zastosowaniu programu FFIR wahaja sig -
zaleznie od rzedu filtru — od dziesiatych czgséci sekundy do ok. 2 sekund (dla
przyktadu rozpatrywanego w podrozdziale 6.1.1, dla N = 47 czas ten wynosi
1,39 sekundy). Czasy te sa jednak i tak stosunkowo krotkie; sa one mianowicie
okolo dwadziescia razy krotsze niz czasy wprowadzania danych z klawiatury
w programie Parksa i McClellana.

Poréwnujac odpowiednie czasy wykonywania obliczen mozna stwierdzi¢,
ze zaproponowana metoda jest wprawdzie wyraznie mniej efektywna niz meto-
da Remeza w przypadku rozwiazywania zadan projektowania filtrow FIR
o liniowej charakterystyce fazowej, ale jej zaleta w porownaniu z ta metoda jest
mozliwo$¢ uwzglednienia w zadaniu projektowania ograniczen nieliniowych.
Ponadto metoda Remeza nie nadaje si¢ do zastosowania przy rozwigzywaniu
zadan projektowania, w ktorych stosuje si¢ rozne kryteria aproksymacji w roz-
nych zakresach czestotliwosci.

W przypadku innych metod projektowania 1-D uktadéw FIR opisanych
w literaturze trudno jest porownywac bezposrednio czasy wykonywania obli-
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czen z braku odpowiednich programoéw opracowanych w oparciu o te metody.
Z tego powodu poréwnamy jedynie ztozonos¢ obliczeniowa tych metod.
ZYozono$¢ obliczeniowa definiuje si¢ jako ilos¢ zasobow komputera, jaka
potrzebuje algorytm. Najczgsciej jako zasob rozumie si¢ czas oraz pamigé, dla-
tego tez analizuje si¢ ztozono$¢ czasowa i pamigciowa [60]. W dalszej czesci
bedziemy zajmowac¢ si¢ jedynie ztozonoscia czasowa. W przypadku tej ztozo-
no$ci wyroznia si¢ charakterystyczna dla algorytmu operacj¢ dominujaca
i przyjmuje si¢, ze liczba wykonan tej operacji jest proporcjonalna do wykonan
wszystkich operacji. Tak okreslana ztozonos$¢ nie jest zbyt wygodna w stoso-
waniu, bowiem operacja dominujaca na jednym komputerze moze wykonywac
si¢ szybko, na innym za$ musi by¢ zastapiona szeregiem instrukcji. Dlatego tez
czesciej wykorzystuje sig tzw. ztozonos¢ asymptotyczna, nazywana tez ztozo-
nos$cia teoretyczna [191], ktora okresla, jak ksztattuje si¢ ztozonos¢ dla bardzo
duzych rozmiarow danych wejsciowych. Do opisu ztozono$ci asymptotycznej
wprowadza si¢ tzw. notacj¢ wielkie O (nazywana tez notacja duze O) [60]. Defi-
nicj¢ matematyczng oraz wlasciwosci funkcji O mozna znalez¢ np. w pracy [191].
W niektorych pracach dotyczacych metod projektowania filtrow 1-D typu
FIR o nieliniowej charakterystyce fazowej i rdwnomiernie falistej funkcji btedu
autorzy podaja teoretyczna ztozono$¢ obliczeniowa. Opisywane metody projek-

towania sa najczesciej klasy O(nz)(np. metody przedstawione w pracach

[5, 25, 72, 138, 156] ), czyli wymagaja wykonania O(nz) operacji w kazdej
iteracji, co oznacza ztozono$¢ kwadratowa. Liczba n jest w tym przypadku
réwna liczbie poszukiwanych wspotczynnikow filtru.

Ztozono$¢ zaproponowanej metody jest zalezna od ztozonoS$ci zastosowa-
nej metody optymalizacji. Przyktadowo, ztozonos¢ obliczeniowa metod quasi-
newtonowskich jest rzedu n? [152]. W przypadku metody Fletchera-Powella-
Davidona wymagane jest wykonanie 3n? + O(n) operacji arytmetycznych
w kazdej iteracji [167].

Mozna wigc przyjac, ze w przypadku filtrow FIR o nieliniowej charaktery-
styce fazowej teoretyczna zlozonos¢ obliczeniowa zaproponowanej metody jest
poréwnywalna z teoretyczna zlozonos$cia metod opisanych w literaturze.

W drugiej czesSci niniejszego rozdzialu przedstawiono zastosowanie zapro-
ponowanej metody do projektowanie filtrow 1-D typu IIR. W pordéwnaniu
z metodami projektowania filtréw IIR opisanymi w literaturze zaproponowana
metoda ma nastgpujace zalety:

e Umozliwia uwzglednienie warunkow stabilnosci uktadu IIR bezposrednio
w trakcie wykonywania obliczen, co nie jest mozliwe w znacznej czgsci
metod opisywanych w literaturze. Jezeli wigc dla okreslonych danych wej-
Sciowych otrzymamy rozwiazanie rozpatrywanego zadania, to odpowiada
ono uktadowi stabilnemu. W metodach opisanych m. in. w pracach [69, 88,
116] nie jest mozliwe uwzglednianie warunkow stabilnosci w trakcie wy-
konywania obliczen.
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e Umozliwia pominigcie etapu faktoryzacji oraz wyboru zer i biegundéw
w procesie projektowania filtrow IIR o zadanej charakterystyce amplitudo-
wej, co zwigksza efektywnos$¢ metody w poréwnaniu z metodami opisany-
mi w literaturze. W przypadku zaproponowanej metody, zera i bieguny
transmitancji sa bezposrednio wyznaczane w procesie projektowania.
W metodach opisanych m.in. w pracach [71, 105, 142, 195] wyznaczane sa
natomiast wspotczynniki charakterystyki amplitudowej podniesionej do
kwadratu. Nastepnie przeprowadza si¢ faktoryzacje wielomiandéw licznika
i mianownika wyznaczonej funkcji wymiernej i wybiera sig zera i bieguny,
przy czym, w celu otrzymania filtru stabilnego, wybiera si¢ tylko bieguny
lezace wewnatrz okregu jednostkowego.

e Jest o wiele bardziej elastyczna. Umozliwia tatwe uwzglednienie w zadaniu
projektowania dodatkowych ograniczen zarowno liniowych, jak i nielinio-
wych. Ponadto, w przypadku korektoréow fazy, jezeli w czgsci pasma prze-
pustowego bliskiej @,, moze wystapi¢ nieco wigksze zafalowanie charak-
terystyki opdznienia grupowego 7(w,C), to przy nizszych czgstotliwo-
$ciach mozemy otrzyma¢ wyraznie mniejsze zafalowania tej charakterysty-
ki niz w przypadku aproksymacji EQ. Postgpowanie takie nie jest mozliwe
w przypadku metod opisanych w literaturze. Zaproponowana metoda, po
wprowadzeniu niewielkich modyfikacji, moze zosta¢ rowniez wykorzystana
do projektowania uktadow wszechprzepustowych, ktoérych charakterystyka
7(w,C) aproksymuje pewna zadang charakterystyke opdznienia grupowego
7(w) # const .

e Jest jedna z niewielu metod umozliwiajacych projektowanie filtrow IIR
o zadanej charakterystyce czgstotliwosciowej. W przypadku projektowania
z wykorzystaniem metod opartych na programowaniu liniowym, otrzymany
filtr ma w przyblizeniu liniowa charakterystyke fazowa jedynie w czgsci
pasma przepustowego, a nie w catym pasmie [23], lub tez uzyskane funkcje
btedu nie maja przebiegu réwnomiernie falistego [26]. W przypadku meto-
dy opartej na rozwiazaniu odpowiedniego uktadu réwnan nieliniowych
[174] niezbedne jest natomiast przyjgcie punktu startowego znajdujacego
si¢ dostatecznie blisko rozwiazania, gdyz w przeciwnym przypadku dana
metoda moze by¢ niezbiezna. W przypadku zaproponowanej metody
otrzymana charakterystyka fazowa jest w przyblizeniu liniowa w catym pa-
smie przepustowym, a procedura znajdowania punktu startowego jest sto-
sunkowo prosta.

W przypadku metod projektowania filtrow 1-D typu IIR o rownomiernie falistej

funkcji btedu ich autorzy nie podaja informacji dotyczacych ztozonosci obli-

czeniowej proponowanych przez nich metod. W zwiazku z czym trudno jest

porownac ich ztozonos¢ ze ztozonoscia zaproponowanej metody.
Zaproponowana w opracowanej metodzie funkcja celu X(Y), okreslona

wzorem (5.36), moze by¢ réwniez zastosowana w zadaniach optymalizacji wie-
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lokryterialnej jako jeden ze wskaznikow jakosci, ktorego minimalizacja prowa-
dzi do wuzyskania rownomiernie falistej charakterystyki amplitudowe;.
W dostepnej literaturze brak jest przyktadow funkcji, ktore mogtyby by¢ wyko-
rzystane jako takie wskazniki jako$ci. Funkcja X(Y) natomiast dobrze nadaje sig
do tego celu. Moze by¢ ona wykorzystana np. jako jeden ze wskaznikow jako-
$ci w zadaniach projektowania, w ktorych poszukuje si¢ rozwiazan kompromi-
sowych pomigdzy uzyskaniem réwnomiernie falistej charakterystyki amplitu-
dowej, a uzyskaniem innej, okreslonej charakterystyki w zadanych przedziatach
czestotliwosci. Przy zastosowaniu tej funkcji mozliwe jest np. rozwiazanie za-
dan projektowania filtrow, w ktorych przeprowadza si¢ aproksymacje EQLS.
Projektowanie filtrow 1-D typu FIR oraz IIR z zastosowaniem aproksymacji
EQLS zostanie oméwione w nast¢pnym rozdziale.
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7. Projektowanie filtrow 1-D typu FIR oraz IIR
z zastosowaniem aproksymacji EQLS

W niniejszym rozdziale zostanie omowiona aproksymacja EQLS, czyli
jednoczesna aproksymacja EQ zadanej charakterystyki w pasmie przepustowym
i aproksymacja LS tej charakterystyki w pasmie zaporowym. W przypadku
aproksymacji EQLS stosuje si¢ wigc rozne kryteria aproksymacji w pasmie
przepustowym i zaporowym filtru. W kolejnych podrozdziatach zostanie przed-
stawione zastosowanie tej aproksymacji przy projektowaniu filtrow 1-D typu
FIR oraz IIR.

7.1. Aproksymacja EQLS — jednoczesne uwzglednienie dwoch
kryteriow aproksymacji

Przy projektowaniu filtrow cyfrowych FIR i IIR najczgéciej wykorzysty-
wanymi rodzajami aproksymacji sa: aproksymacja LS oraz aproksymacja MM,
ktora w okreslonych warunkach jest rownowazna aproksymacji EQ [np. 112].
Aproksymacja LS zapewnia zminimalizowanie energii bledu aproksymacji
zadanej charakterystyki amplitudowej. Zasadnicza wada tego rodzaju aproksy-
macji jest fakt, ze na krancach pasm przepustowego i zaporowego w charakte-
rystyce aproksymujacej pojawiaja si¢ oscylacje o stosunkowo duzych amplitu-
dach.

Aproksymacja EQ jest z reguly najwlasciwszym rodzajem aproksymacji,
jaka moze by¢ zastosowana w pasmie przepustowym, gdyz istotne jest wowczas
zminimalizowanie znieksztatlcen amplitudowych sygnatu przechodzacego przez
filtr. Jej zastosowanie w pasmie zaporowym nie jest jednak wskazane w tych
przypadkach, gdy zalezy nam na uzyskaniu mozliwie malej wartosci energii
btedu aproksymacji charakterystyki amplitudowej. Tego rodzaju wymaganie
spotykane jest w praktyce np. w systemach radarowych oraz w telekomunikacji,
w przypadku filtrow kanalowych [1]. W przypadku filtréw o réwnomiernie
falistych charakterystykach amplitudowych warto$¢ energii bledu aproksymacji
W pasmie zaporowym moze by¢ stosunkowo duza. Jezeli w danym zastosowa-
niu istotna jest mala warto$¢ tej energii bledu, rozwiazaniem proponowanym
przez Adamsa [1, 2] jest przeprowadzenie aproksymacji EQ charakterystyki
amplitudowej w pasmie przepustowym oraz aproksymacji LS tej charakterysty-
ki w pasmie zaporowym. W poroéwnaniu z aproksymacja LS, w przypadku tego
rodzaju aproksymacji mozna bowiem uzyska¢ znaczne zmniejszenie maksy-
malnego bledu aproksymacji charakterystyki amplitudowej kosztem jedynie
niewielkiego wzrostu energii bledu aproksymacji [2]. Tego rodzaju aproksyma-
cje¢ bedziemy nazywac w skrocie aproksymacja EQLS.
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Adams [1, 2] rozpatrywal bardzo szczegoélny przypadek aproksymacji
EQLS, nazwany przez niego aproksymacja PCLS (ang. peak-constrained least-
squares), dla filtru FIR o liniowej charakterystyce fazowej. Sformutowal on
rowniez odpowiednie zadanie aproksymacji i zaproponowat sposob jego roz-
wiazania oparty na skomplikowanym algorytmie wymiany punktéw (ang. mul-
tiple exchange algorithm). W przypadku aproksymacji PCLS zafalowanie cha-
rakterystyki amplitudowej w pasmie przepustowym moze by¢ jedynie doktad-
nie takie samo, jak w przypadku aproksymacji MM pasmie przepustowym
i zaporowym.

Uogolnienie tego algorytmu dla filtréw FIR o nieliniowej charakterystyce
fazowej zostato opisane w pracach Langa i Bambergera [86] oraz Sullivana
i Adamsa [175]. Ci ostatni przedstawili nast¢pnie metode¢ projektowania filtrow
1-D typu IIR z zastosowaniem aproksymacji PCLS. Wykorzystywany jest
w niej specjalizowany algorytm opracowany przez tych autoréw. Lu [99] za-
proponowat natomiast nowa metode projektowania filtrow 1-D typu IIR z za-
stosowaniem aproksymacji PCLS. Zaprojektowanie filtru ta metoda sprowadza
si¢ do rozwiazania sekwencji zadan programowania kwadratowego z ograni-
czeniami liniowymi, przy czym, jak przyznaje autor, nie ma dowodu zbieznosci
tak sformutowanego algorytmu [99]. Dam, Teo, Nordebo i Cantoni [30] przed-
stawili metode projektowania filtrow 1-D typu FIR o liniowej charakterystyce
fazowej, w ktorej zaprojektowanie filtru z zastosowaniem aproksymacji PCLS
rowniez sprowadza si¢ do rozwiazania zadania programowania kwadratowego.
W przypadku tej metody wymagane jest jednak, jak podkreslaja autorzy, znale-
zienie dobrego punktu startowego, co wymaga zastosowania oddzielnej proce-
dury. Ostatnio, Law i Kok [89] rozpatrywali natomiast innego rodzaju zadanie
projektowania z dwoma kryteriami, a mianowicie projektowanie filtrow opiera-
jac si¢ na kompromisie pomig¢dzy wielkoScia amplitudy zafalowania charaktery-
styki amplitudowej, a szerokos$cia pasma przejsciowego.

W zadaniu zaprojektowania LP filtru typu FIR lub IIR z zastosowaniem
aproksymacji EQLS mamy do czynienia z aproksymacja w dwoch przedziatach
roztacznych, przy czym w kazdym z nich jest ona przeprowadzana z wykorzy-
staniem roznych kryteriow. Oba kryteria powinny by¢ uwzgledniane jednocze-
$nie w procesie projektowania filtru. Dodatkowo w zadaniu projektowania
mozna jeszcze uwzgledni¢ inne warunki, np. dotyczace maksymalnej dopusz-
czalnej amplitudy zafalowan &, w pasmie przepustowym lub maksymalnej
dopuszczalnej amplitudy zafalowan 6, w pasmie zaporowym.

Tego rodzaju zadanie moze by¢ potraktowane jako szczegdlny przypadek
omawianego w podrozdziale 5.4 projektowania filtrow z jednoczesnym
uwzglednieniem dwoéch kryteriow. Jak stwierdzono w tamtym podrozdziale,
zadania tego rodzaju mozna przeksztatci¢ w zadania polioptymalizacji z ograni-
czeniami.

Niech Fj(¢/) bedzie zadana (aproksymowana) charakterystyka LP filtru

1-D okreSlona w pasmie przepustowym P i zaporowym S. Ponadto niech
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Y=[y], yz,...ym]T bedzie wektorem wspotczynnikéw filtru i niech zbioér dodat-
kowych ograniczen bgdzie wyrazony wzorem (5.6), czyli:

gi(Y)s0 , i=L2,..,L,
Zakladamy, ze ograniczenia g,;(Y), i=L2,.,L,, sa funkcjami ciagltymi.

Oznaczmy ponadto przez F (ej ®Y) charakterystyke filtru otrzymana przy
przyjeciu wspotczynnikow filtru o wartosciach okreslonych przez wektor Y.
W pasmie przepustowym P =[0,@,] funkcja bledu E(w,Y) ma miec

przebieg rownomiernie falisty i jest ona wyrazona w nastgpujaco:
E(@,Y)=F(e/? Y)-F;(e/?),we P (7.1)

W pasmie zaporowym S =[a, 7] nalezy natomiast zminimalizowa¢ btad LS
E,(w,Y) okreslony zalezno$cia:

7 . . 2 7 . 2
Ey(@,Y)= | ‘F(ejw,Y)—Fd(efw)‘ do= | ‘F(efw,Y)‘ dw, we S (1.2)
(2 Wy

Zadanie zaprojektowania filtru sformutujemy w sposob nastepujacy :

dla zadanego rodzaju i rzedu filtru oraz wartosci @,i1 @, znalezé wektor

Y=[y,Y2,Vm ]T, dla ktorego funkcja bledu E(w,Y) ma w pasmie przepu-
stowym przebieg rownomiernie falisty, a w pasmie zaporowym zminimalizo-
wany jest blad LS okreslony wzorem (7.2), przy spetnieniu dodatkowych ogra-
niczen (5.6).

Po to, aby przeksztalci¢ to zadanie w odpowiednie zadanie polioptymaliza-
cji, nalezy ustali¢c dwa wskazniki jako$ci odpowiadajace dwom kryteriom wy-
stgpujacym w zadaniu projektowania filtru. Jako pierwszy z tych wskaznikéw
jakosci X7(Y) przyjmiemy funkcje X(Y) wyrazong wzorem (5.35). W rozdzia-
le 5 wykazano, ze w przypadku rownomiernie falistej charakterystyki amplitu-
dowej, tak okreslona funkcja X(Y) osiaga warto$¢ zero. Poniewaz charaktery-
styka rownomiernie falista ma wystepowaé tylko w pasmie przepustowym,

bedziemy uwzgledniac tylko J + 2 wartosci AE ; (Y) wystgpujace w pasmie prze-
pustowym. Jako drugi wskaznik jakosci X, (Y) zastosujemy btad E,(a,Y)
okreslony zaleznoscia (7.2).

Majac tak ustalone dwa wskazniki jakos$ci, rdwnowazne zadanie poliopty-
malizacji z ograniczeniami sformulujemy w sposob nastgpujacy:
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dla zatozonych warto$ci wspotczynnikow wagowych f; oraz [, znalez¢ wek-

tor 'Y=[y, yz,...yMH]T , ktory minimalizuje syntetyczny wskaznik jako$ci
X(Y,By,B,) okreslony wzorem:

XY, 51, 82) =51 X1(Y)+ b1 X, (Y) =

J+2 ~ 5 K . 2
=B L (AE(Y) =5) + 5 Y|/, V) (7.3)
i=1 k=1
przy czym:
§ 1 J£2 A
Ry ElAEi (Y) (7.4)

przy warunkach ograniczajacych (5.6).

Sformutowane powyzej zadanie polioptymalizacji moze by¢ traktowane
jako zadanie programowania nieliniowego z ograniczeniami o wskazniku jako-
$ci danym wzorem (7.3). Przy rozwiazywaniu rozpatrywanego zadania progra-
mowania nieliniowego mozna przyja¢ taki sam punkt startowy, jak przy roz-
wiazywaniu zadania opisywanego w rozdziale 6.1.

Otrzymane rozwiazanie jest funkcja przyjetych wartosci wspotczynnikow
wagowych f; oraz f,. Wartosci tych wspotczynnikéw przyjmowane sa
w zalezno$ci od zatozonych priorytetow. Jezeli chcemy uzyskaé rownomiernie
falista charakterystyke amplitudowa filtru w pasmie przepustowym, a jednocze-
$nie w pasmie zaporowym ma by¢ zminimalizowany btad LS okreslony wzo-
rem (7.2), nalezy tak dobra¢ wartosci S, oraz f,, aby poczatkowe wartosci

obu sktadnikow wskaznika jakosci (7.3) byly w przyblizeniu takie same. Jezeli
bardziej zalezy nam na uzyskaniu doktadnie rownomiernie falistej charaktery-
styki amplitudowej w pasmie przepustowym, niz na doktadnej minimalizacji
bledu LS w pasmie zaporowym, nalezy przyjaé takie wartosci f; i [,, aby
poczatkowa warto$¢ pierwszego sktadnika we wzorze (7.3) byla wyraznie, np.
o jeden rzad wielkosci wigksza niz drugiego. Jezeli natomiast chcemy uzyskaé
doktadna minimalizacj¢ bledu LS w pasmie zaporowym, nalezy postapi¢ od-
wrotnie.
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7.2. Projektowanie filtrow 1-D typu FIR z zastosowaniem
aproksymacji EQLS

W niniejszym podrozdziale zostanie przedstawione projektowanie filtrow
1-D typu FIR, zaréwno o liniowej, jak i o nieliniowej charakterystyce fazowe;j
przy uzyciu zaproponowanej metody z zastosowaniem aproksymacji EQLS.

7.2.1. Filtry FIR o liniowej charakterystyce fazowej

W przypadku filtru 1-D typu FIR o liniowej charakterystyce fazowej funk-
cja aproksymowana H. 4 (@) jest wyrazona wzorem (5.18), a funkcja aproksy-

mujaca jest charakterystyka czestotliwosciowa o fazie zerowej H (@,Y) okre-

slona wzorem (6.1).

Zadanie zaprojektowania filtru z zastosowaniem aproksymacji EQLS
sformutujemy w sposob nastepujacy:
dla zadanych wartosci M, @, oraz @ znalez¢ wektor Y =[y,y2,..vy +1]T ,
dla ktorego funkcja btedu E(w,Y) ma przebieg rownomiernie falisty w pasmie
przepustowym, a w pasmie zaporowym zminimalizowany jest btad LS okreslo-
ny wzorem (7.2), przy ewentualnym dodatkowym spehnieniu jednego z nastepu-

jacych warunkow: pierwszego dotyczacego maksymalnej dopuszczalnej ampli-
tudy zafalowan w pasmie przepustowym:

vp\ﬁ(a),Y) —Hy(o)|< 6 (7.5)

lub drugiego dotyczacego maksymalnej dopuszczalnej amplitudy w pasmie
Zaporowym

V |H(0,Y)|<6,, (7.6)
we S

Powyzsze zadanie projektowania mozna przeksztatci¢ w zadanie polioptymali-
zacji z ograniczeniami w sposob przedstawiony w podrozdziale 7.1.

Na podstawie zaproponowanej metody projektowania filtru 1-D typu FIR
o liniowej charakterystyce fazowej z zastosowaniem aproksymacji EQLS au-
torka opracowala program EQLS1 . Umozliwia on aréwno uwzglednienie wa-
runku dotyczacego maksymalnej dopuszczalnej amplitudy zafalowan w pasmie
przepustowym, jak rowniez warunku dotyczacego maksymalnej dopuszczalnej
amplitudy w pasmie zaporowym. W celu zademonstrowania przyktadowych
wynikéw projektowania z uwzglednieniem warunku dotyczacego maksymalne;j

" Wyniki otrzymane z wykorzystaniem programu EQLS1 oraz jego wcze$niejszej wer-
sji, w ktorej blad LS jest wyrazony odpowiednia suma, sa rowniez przedstawione
w pracach autorki [al5, a20].



138

dopuszczalnej amplitudy zafalowan w pasmie przepustowym, zostal zaprojek-
towany filtr LP dla nastgpujacych danych: N = 45, f,= 0,15, f; =0,75,

01 =0,03. Do obliczen przyjgto warto$¢ parametru ) = 10* oraz B =1.Po

to, aby porowna¢ otrzymana charakterystyke amplitudowa z charakterystyka
amplitudowa réwnomiernie falista w pasmie przepustowym i zaporowym za-
projektowano nastepnie odpowiedni filtr z wykorzystaniem programu FFIR dla
danych: N =45, f,= 0,15, f5=0,175, w= 1. Przebiegi wyznaczonych charak-

terystyk amplitudowych sa pokazane odpowiednio na rysunkach 7.117.2.

Jak wida¢ na tych rysunkach, w przypadku aproksymacji EQLS mozna
uzyska¢ wyraznie mniejsze zafalowania charakterystyki amplitudowej w pa-
smie przepustowym niz w przypadku aproksymacji EQ w pasmie przepusto-
wym 1 zaporowym. Ponadto, w przypadku aproksymacji EQLS w znacznej
czgsci pasma zaporowego uzyskuje si¢ ttumienie o ponad 10 dB wigksze niz
w przypadku aproksymacji EQ w obu pasmach. Jedynie tlumienie w pasmie
zaporowym przy czgstotliwo$ciach bliskich f, jest w przypadku aproksymacji
EQLS nieco mniejsze niz w przypadku aproksymacji EQ w pasmie przepusto-
wym i zaporowym.

Po to, aby zbadac¢ zaleznos$¢ pomigdzy warto$cia maksymalnych zafalowan
charakterystyki amplitudowej w pasmie przepustowym i wartoscia tlumienia
w pasmie zaporowym w przypadku aproksymacji EQLS, przeprowadzono obli-
czenia przy uzyciu programu EQLSI dla §; =0,02 i pozostatych danych wej-
sciowych takich samych jak dla filtru rozpatrywanego powyzej. Przebiegi wy-
znaczonych charakterystyk amplitudowych sa pokazane odpowiednio na rysun-
kach 7.317.4.

Porownujac charakterystyki amplitudowe otrzymane dla &) =0,02
i 0; =0,03 mozna zauwazy¢, ze przy mniejszych maksymalnych zafalowaniach
charakterystyki amplitudowej w pasmie przepustowym (J; =0,02) ttumienie
W pasmie zaporowym jest mniejsze. Przy wigkszych wartosciach &, uzyskuje
si¢ natomiast wigksze tlumienie w pasmie zaporowym.

Zajmijmy sig¢ teraz przypadkiem aproksymacji EQLS z uwzglgdnieniem
warunku dotyczacego maksymalnej dopuszczalnej amplitudy w pasmie zapo-
rowym. W celu zademonstrowania przykladowych wynikéw otrzymanych
z wykorzystaniem programu EQLS]1, zaprojektowano filtr LP dla nastgpujacych
danych: N = 45, fp = 0,15, f, =0,175, 6, =0,05. Do obliczen przyjgto war-

tos¢ parametru f; = 104 oraz P> =10. Przebiegi wyznaczonej charakterystyki
amplitudowej oraz charakterystyki amplitudowej otrzymanej przy zastosowaniu
aproksymacji EQ w pasmie przepustowym i zaporowym sa pokazane odpo-
wiednio na rysunkach 7.51 7.6.
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Rys. 7.1. Przebieg otrzymanych charakterystyk amplitudowych w przypadku aprok-

symacji: EQLS dla 6; = 0,03 (linia ciagla) oraz EQ w pasmie przepustowym
i zaporowym (linia kropkowana)
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Rys. 7.2. Przebieg otrzymanych charakterystyk amplitudowych w pasmie przepusto-
wym w przypadku aproksymaciji: EQLS dla d; = 0,03 (linia ciagta) oraz EQ
w pasmie przepustowym i zaporowym (linia przerywana)
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A=abs(H) [dB]

Rys. 7.3. Przebieg otrzymanych charakterystyk amplitudowych w przypadku aprok-
symacji: EQLS dla 8; = 0,02 (linia ciagta) oraz EQ w pasmie przepustowym
i zaporowym (linia kropkowana)
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Rys. 7.4. Przebieg otrzymanych charakterystyk amplitudowych w pasmie przepusto-
wym w przypadku aproksymacji: EQLS dla &; = 0,02 (linia ciagta) oraz EQ
w pasmie przepustowym i zaporowym (linia przerywana)
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Jak wida¢ na rysunkach 7.5 1 7.6, w przypadku aproksymacji EQLS mozna
uzyska¢ w znacznej czgsci pasma zaporowego ttumienie o ponad 20 dB wigksze
niz w przypadku aproksymacji EQ w pasmie przepustowym i zaporowym. Od-
bywa si¢ to jednak kosztem zwigkszenia zafalowan charakterystyki amplitudo-
wej W pasmie przepustowym.

Nalezy rowniez zauwazy¢, ze przyjgta wartos¢ d, =0,05 jest mniejsza niz
warto$¢ najwigkszej amplitudy w pasmie zaporowym, otrzymana dla takich
samych N, f, 1 f; przy zastosowaniu aproksymacji LS w pasmie przepusto-

wym i zaporowym, wynoszaca dg, =0,057. Jezeli 0, = 0,, , otrzymany prze-
bieg charakterystyki amplitudowej w pasmie zaporowym odpowiada przebie-
gowi otrzymanemu w wyniku aproksymacji LS bez dodatkowych ograniczen.
Charakterystyka amplitudowa takiego rodzaju otrzymana w wyniku obliczen
z wykorzystaniem programu EQLSI1 dla §, = 0,06 i pozostatych danych wej-
sciowych takich samych jak w poprzednio rozpatrywanym przyktadzie pokaza-
na jest na rysunku 7.7.

A=3hs(H) [dE]

Rys. 7.5. Przebieg otrzymanych charakterystyk amplitudowych w przypadku aprok-
symacji: EQLS dla & = 0,05 (linia ciagta) oraz EQ w pasmie przepustowymi
zaporowym (linia kropkowana)
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Rys. 7.6. Przebieg otrzymanych charakterystyk amplitudowych w pasmie przepusto-
wym w przypadku aproksymacji: EQLS dla & = 0,05 (linia ciagta) oraz EQ
W pasmie przepustowym i zaporowym (linia przerywana)
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Rys. 7.7. Przebieg otrzymanych charakterystyk amplitudowych w przypadku aprok-
symacji: EQLS dla & = 0,06 (linia ciagla) oraz EQ w pasmie przepustowym
i zaporowym (linia kropkowana)
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W celu porownania wynikow otrzymanych przy uzyciu programu EQLS
z uwzglednieniem warunku dotyczacego maksymalnej dopuszczalnej amplitudy
zafalowan w pasmie przepustowym z wynikami uzyskanymi przez Adamsa,
przeliczono z wykorzystaniem programu EQLS1 przyktad obliczeniowy za-
mieszczony w [1]. Zaprojektowano mianowicie filtr LP dla nastepujacych da-
nych: N=95, f, =0,0625, f; =0,0804 oraz 0, =0,0575 *. Do obliczen przy-

jeto warto$¢ parametru S =1 oraz S, =1. Przebieg wyznaczonej charaktery-

styki amplitudowej jest pokazany na rysunku 7.8. Charakterystyka ta praktycz-
nie nie r6zni si¢ od odpowiedniej charakterystyki zamieszczonej w pracy [1].
Na podstawie otrzymanych wynikoéw obliczono réwniez podana przez Adamsa
warto$¢ DB , okre$lajaca stosunek maksymalnego zafalowania 0, charaktery-

styki amplitudowej w pasmie zaporowym do maksymalnego wzmocnienia w
pasmie przepustowym, zdefiniowana wzorem:

top

W przyktadzie przeliczonym metoda Adamsa DB, =-36.19 dB, natomiast
w przypadku obliczen wykonanych zaproponowana metoda DB, =-36.72 dB.
Mozna wigc przyja¢ ze otrzymane wyniki sa praktycznie identyczne. Zapropono-
wana metoda umozliwia wigc odtworzenie wynikow uzyskanych metoda Adamsa.

W przypadku filtréw 1-D typu FIR zaprojektowanych z zastosowaniem
aproksymacji EQLS istnieje jeszcze mozliwo$¢ uwzgledniania innych dodat-
kowych warunkow ograniczajacych. Jako przyklad rozpatrzmy filtr Nyquista,
przy projektowaniu ktérego, w rozpatrywanym uprzednio zadaniu polioptyma-
lizacji, oprocz warunkéw (6.15) i1 (6.16) nalezy dodatkowo uwzgledni¢ warunki
(6.27) 1 (6.28).

Na podstawie przedstawionej metody projektowania filtru 1-D typu FIR
o liniowej charakterystyce fazowej z zastosowaniem aproksymacji EQLS
z dodatkowym uwzglednieniem warunkow (6.27) 1 (6.28) autorka opracowata
program EQLSNY. W celu zademonstrowania przyktadowych wynikow, zostat
zaprojektowany filtr Nyquista dla nastepujacych danych : N = 39, L = 4,
a=0,15. Do obliczen przyjeto S =10% i 5 =10. Przebieg charakterystyk
amplitudowych: wyznaczonej przy uzyciu programu EQLSNY oraz otrzymanej
dla tych samych danych wej$ciowych w wyniku projektowania filtru Nyquista

z zastosowaniem programu FNYQ sa pokazane odpowiednio na rysunkach 7.9
17.10.

* W pracy Adamsa podana jest warto$é zaktadanego zafalowania miedzyszczytowego
DBp=1,0 dB, co odpowiada wartosci d; = 0,0575.

™ Projektowanie filtru Nyquista dla tych samych danych z zastosowaniem programu
FNYQ bylo rozpatrywane w podrozdziale 6.1.2.1.
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Rys. 7.9. Przebieg otrzymanych



145

1.1
1.08
1.06
1.04

1.02

A=ahs(H)

0.93
0.96
0.94

0.9z

09
] . . . . . . 014

Rys. 7.10. Przebieg otrzymanych charakterystyk amplitudowych filtru Nyquista w pa-
smie przepustowym w przypadku aproksymacji: EQLS (linia ciagla) oraz EQ
w pasmie zaporowym (linia przerywana)

Jak wynika z tych rysunkéw, w przypadku aproksymacji EQLS mozna
uzyska¢ mniejsze zafalowania charakterystyki amplitudowej w pasmie przepu-
stowym, a ponadto w znacznej czg$ci pasma zaporowego wyraznie wigksze
thumienie niz w przypadku aproksymacji EQ w pasmie zaporowym. Mozna
wigc stwierdzi€, ze aproksymacja EQLS jest szczegdlnie przydatna do projek-
towania filtrow Nyquista.

7.2.2. Filtry FIR o zadanej charakterystyce czestotliwos$ciowej

Aproksymacja zadanej charakterystyki czgstotliwosciowej H, (ej @)
sprowadza si¢ do jednoczesnej aproksymacji charakterystyki amplitudowej
i fazowej filtru. Aproksymujaca charakterystyka czestotliwosciowa H (ej 2Y)

jest obliczana ze wzoru (5.24).
W rozpatrywanym zadaniu projektowania funkcja btedu E(w,Y) w pa-

smie przepustowym P =[0,@,,] jest wyrazona nastgpujaco:
E(@,Y)=|H(e!” Y) = Hy(e!”) (7.8)

Nalezy zauwazy¢, ze H (ej ®yi H (ej ®Y) przyjmuja wartosci zespolone,
a E(w,Y) jest funkcja rzeczywista o warto§ciach nieujemnych.
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Zadanie projektowania filtru LP sformutujemy w sposob nastepujacy:

dla zadanych wartoci N, @,, @, oraz zadanej maksymalnej dopuszczalne;

amplitudy zafalowan o), funkcji blgdu w pasmie przepustowym, znalez¢é wek-
tor Y= [yl,yz,...yN]T , dla ktorego funkcja btedu E(@,Y) ma przebieg row-

nomiernie falisty w pasmie przepustowym, a w pasmie zaporowym zminimali-
zowany jest btad LS okre§lony wzorem (7.2), przy dodatkowym spetnieniu
warunku:

V (H(e/?,Y)-H,(e'?) <6, (7.9)

we P

Funkcja bledu E(w,Y)jest rOwnomiernie falista w pasmie przepustowym,
gdy warto$ci bezwzgledne wszystkich J jej lokalnych maksimow AE;(Y),
i =12,.,J, oraz jej warto$¢ AE;,;(Y)dla czgstotliwosci kraficowej pasma
przepustowego sa sobie rowne, czyli gdy :

AE;(Y)=AE; (Y), ki=12,.J+1 (7.10)
W celu wyznaczenia wektora 'Y =[y1,72,...,» N]T spetniajacego powyz-

szy warunek przedstawmy pierwszy wskaznik jakosci X;(Y) w zadaniu opty-
malizacji dwukryterialnej w nastepujacej postaci:

J+1 J+1 2
X1(Y)= 3| AEi(Y) =57 T AE;(Y) (7.11)
i=1 j=1

Zadanie optymalizacji dwukryterialnej z ograniczeniami sformutujemy
w tym przypadku w sposob nastepujacy:
dla przyjetych wartosci wspotczynnikow wagowych [ oraz [, znalez¢ wek-
tor ' Y=[y1,y7,..y N]T , ktory minimalizuje syntetyczny wskaznik jakosci
X(Y, By, ,) okreslony wzorem:

z . 2
X(Y.AB)= AW+ B, [ | Y| do (112)

a)S
przy warunkach ograniczajacych:

A

e (0, 0)

H(ejw,Y)‘—l <0 (7.13)

oraz warunku (7.9).
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Przy rozwigzywaniu rozpatrywanego zadania programowania nieliniowego
przyjeto taki sam punkt startowy, jak przy rozwiazywaniu zadania opisywanego
w rozdziale 6.1.3.

Wartosci maksimoéw AE;(Y), i = 1,2,....J, w pasmie przepustowym wy-
znaczano w wyniku przeszukiwania wartosci funkcji btedu dla zbioru 500 réw-
noodlegtych punktow z przedzialu 0<w<a,.

Jako przyktad zastosowania zaproponowanej metody rozpatrzmy opisane
w podrozdziale 6.1.3 zadanie zaprojektowania filtru FIR posiadajacego w przy-
blizeniu liniowa charakterystykg fazowa jedynie w pasmie przepustowym [np.
5, 22, 25, 138]. W przypadku tego rodzaju filtrow mozna uzyska¢ opodznienie
grupowe mniejsze niz w przypadku filtrow o takiej samej dtugosci i doktadnie
liniowej charakterystyce fazowej zarowno w pasmie przepustowym jak i zapo-
rowym. Zadana charakterystyka czestotliwo$ciowa filtru okreslona jest wow-
czas zaleznos$cia (6.64):

. -jor
Hd@N5= de , OSwSab
0 , Wg<WOST

gdzie d jest liczba rzeczywista, a 0 < 7 < N —1 jest liczba catkowita.

Na podstawie przedstawionej metody projektowania filtrow FIR, dla zada-
nej charakterystyki czestotliwosciowej okreslonej zalezno$cia (6.64), autorka
opracowata program komputerowy EQLS2. Umozliwia on wyznaczenie wspot-
czynnikow transmitancji filtru FIR z zastosowaniem aproksymacji EQLS cha-
rakterystyki czgstotliwosciowej. W celu zademonstrowania przyktadowych
wynikéw zostat zaprojektowany filtr LP dla nastgpujacych danych™: N = 29,
7=10,d =1, f,=009, f;=0]l5, 0; =0,025. Do obliczen przyjeto
B =1000 i B, =1. Po to, aby porowna¢ otrzymane wyniki z wynikami uzy-
skanymi przy zatozeniu roéwnomiernie falistego przebiegu funkcji btgdu w pa-
smie przepustowym i zaporowym, zaprojektowano nastgpnie odpowiedni filtr
dla takich samych wartosci N, 7, d, f P> fs przy uzyciu programu AMFA opi-

sanego w pracy autorki [a7]. Wyniki otrzymane przy uzyciu tego programu
byly rowniez prezentowane w podrozdziale 6.1.3. Przebieg funkcji btedu, prze-
biegi wyznaczonych charakterystyk: amplitudowej, fazowej i czestotliwoscio-
wej oraz $lad wyznaczonej charakterystyki czgstotliwosciowej na ptaszczyznie
zespolonej dla powyzszych danych sa pokazane odpowiednio na rysunkach
7.11-7.15.

" Jest to przyktad zaczerpniety z pracy autorki [a21].
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Rys. 7.11. Przebieg funkcji btedu w przypadku aproksymacji: EQLS dla d; = 0,025
(linia ciagta) oraz EQ funkcji btgdu (linia kropkowana)
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Rys 7.12. Przebieg otrzymanej charakterystyki amplitudowej w przypadku aproksyma-
cji: EQLS dla 8] =0,025 (linia ciagta) oraz EQ (linia kropkowana)
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argiH)

Rys 7.13. Przebieg otrzymanej

charakterystyki fazowej w przypadku aproksymacji
EQLS dla 8, =0,025

Rys. 7.14. Przebieg charakterystyki czgstotliwosciowej zadanej (linia ciagla) oraz
otrzymanej w wyniku aproksymacji EQLS (linia kropkowana) dla 8} = 0,025
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Rys. 7.15. Slad otrzymanej charakterystyki czestotliwo$ciowej na plaszczyznie zespolo-
nej w przypadku aproksymacji EQLS dla J; = 0,025

Jak wida¢ na rysunku 7.11, w przypadku aproksymacji EQLS mozna uzy-
ska¢ w pasmie przepustowym i znacznej czg$ci pasma zaporowego wyraznie
mniejszy btad aproksymacji charakterystyki czestotliwosciowej niz w przypad-
ku aproksymacji EQ w pasmie przepustowym i zaporowym. Jedynie btad
w pasmie zaporowym przy czgstotliwosciach bliskich f jest w przypadku
aproksymacji EQLS nieco wigkszy niz w przypadku aproksymacji EQ w obu
pasmach. Z rysunku 7.12 wynika natomiast, ze w przypadku aproksymacji
EQLS w znacznej czgéci pasma zaporowego uzyskuje si¢ thumienie o ponad 10
dB wigksze niz przy aproksymacji rownomiernie falistej w obu pasmach. Nale-
zy tez zauwazyC, ze przebieg wyznaczonej charakterystyki fazowej w pasmie
przepustowym jest praktycznie liniowy (rys. 7.13). Przebieg tej charakterystyki
W pasmie zaporowym nie jest uwzgledniany w procesie aproksymacji, co wyni-
ka z postaci zadanej charakterystyki czestotliwosciowej okreslonej wzorem
(6.64). Na rysunku 7.15 pokazany jest natomiast przebieg zespolonych charak-

terystyk czestotliwosciowych aproksymowanej H (e/?) oraz aproksymujacej
HE/?,Y) w funkcji czestotliwosci f. Obie te charakterystyki maja przebieg

bardzo bliski siebie; dotyczy to zarowno ich czgsci rzeczywistych, jak i urojo-
nych.
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7.3. Projektowanie filtrow 1-D typu IIR z zastosowaniem
aproksymacji EQLS

Podobnie jak w przypadku filtréw 1-D typu FIR o liniowej charakterystyce
fazowej, rowniez w przypadku filtrow 1-D typu IIR mozna przyprowadzaé
aproksymacj¢ EQLS zadanej charakterystyki amplitudowej. W zadaniu tym
mozna jeszcze uwzgledni¢ dodatkowe warunki, np. dotyczace zadanej amplitu-
dy zafalowan 0; w pasmie przepustowym [2, 175].

Zadanie zaprojektowania filtru 1-D typu IIR z zastosowaniem aproksyma-
cji EQLS sformutlujemy w sposéb nastepujacy:
dla zadanych wartosci Ny, Ny, My, My (N=2Ny+ Ny, M =2M;+M,),
@, ,®; oraz zadanej amplitudy zafalowan 0y charakterystyki A(w,Y) w pa-

smie przepustowym, znalez¢ wektor Y =[yy, y2,...yR]T, dla ktorego funkcja
btedu E(@wY) ma przebieg rownomiernie falisty w pasmie przepustowym,
a w pasmie zaporowym zminimalizowany jest blad LS okreslony wzorem (7.3),
przy jednoczesnym spetnieniu warunkow stabilnosci filtru danych zaleznoscia
(6.72).

Postepujac analogicznie jak w przypadku filtréw FIR o liniowej charakte-
rystyce fazowej, mozna rozpatrywane zadanie projektowania filtru IIR z zasto-
sowaniem aproksymacji EQLS przeksztalci¢ w rownowazne zadanie poliopty-
malizacji z ograniczeniami.

Na podstawie zaproponowanej metody projektowania filtru 1-D typu IIR
z zastosowaniem aproksymacji EQLS autorka opracowata program NEQLS.
Program ten umozliwia dodatkowo uwzglednienie warunku dotyczacego zada-
nej amplitudy zafalowan o; w pasmie przepustowym. W celu zademonstrowa-

nia przyktadowych wynikow, zostal zaprojektowany filtr LP dla nastgpujacych
danych: N=N;=6 , M =3 (M1=2,M,=1), fp =0,16, f; =0,20 oraz

0; =0,039. Do obliczen przyjeto f; =10* i 5 =1. Po to, aby poroéwnac
otrzymang charakterystyke amplitudowa z charakterystyka amplitudowa row-
nomiernie falista w pasmie przepustowym i zaporowym, zaprojektowano na-
stepnie odpowiedni filtr z wykorzystaniem programu FIIR dla takich samych
wartosci N, M, f Do fs oraz dla &) =0,055. Przebiegi wyznaczonych charak-

terystyk amplitudowych pokazane sa odpowiednio na rysunkach 7.16 1 7.17.

Jak wida¢ na tych rysunkach, w przypadku aproksymacji EQLS mozna
uzyska¢ wyraznie mniejsze zafalowania charakterystyki amplitudowej w pa-
smie przepustowym niz w przypadku aproksymacji EQ w pasmie przepusto-
wym i zaporowym. Ponadto, w przypadku aproksymacji EQLS w znacznej
czesci pasma zaporowego uzyskuje si¢ thumienie o ponad 5 dB wigksze niz przy
aproksymacji EQ w pasmie przepustowym i zaporowym.
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abs(H) [db]

A=

Rys. 7.16. Przebieg otrzymanych charakterystyk amplitudowych w przypadku aprok-
symacji: EQLS dla d; = 0,039 (linia ciagta) oraz EQ w pasmie przepusto-
wym i zaporowym dla o1 = 0,055 (linia kropkowana)

1.06}-
1.04

1.02

A=ahs(H)

0.98
0.965
0.94

0.92

(NR=]

Rys. 7.17. Przebieg otrzymanych charakterystyk amplitudowych w pasmie przepusto-
wym w przypadku aproksymacji: EQLS dla 8, = 0,039 (linia ciagla)
oraz aproksymacji EQ w pasmie przepustowym i zaporowym dla & = 0,055
(linia przerywana)
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7.4. Podsumowanie

W niniejszym rozdziale przedstawiono wykorzystanie wprowadzonej

w rozdziale 5 funkcji celu jako jednego ze wskaznikéw jakosci w zadaniach

projektowania filtrow 1-D typu FIR i IR z zastosowaniem aproksymacji EQLS.

Zaproponowana w niniejszym rozdziale metoda projektowania filtrow z zasto-

sowaniem aproksymacji EQLS umozliwia uzyskanie réznych rozwiazan kom-

promisowych pomigedzy aproksymacja EQ w pasmie przepustowym i aproksy-
macja LS w pasmie zaporowym, zarowno w przypadku filtrow FIR, jak i IIR.

Zaproponowana metoda umozliwia odtworzenie wynikoéw uzyskanych przez

Adamsa [1]. W poréwnaniu z metodami opisanymi w literaturze zaproponowa-

na metoda ma jednak szereg zalet, a mianowicie:

e Umozliwia otrzymanie mniejszej wartosci d; w pasmie przepustowym, niz
w przypadku aproksymacji EQ w pasmie przepustowym i zaporowym, za-
réwno w przypadku filtrow FIR jak i IIR, co nie jest mozliwe przy zastoso-
waniu innych metod. Odbywa si¢ to jednak kosztem niewielkiego zmniej-
szenia tlumienia w pasmie zaporowym przy czgstotliwosciach bliskich f
oraz niewielkiego poszerzenia pasma przejsciowego w poréwnaniu z przy-
padkiem aproksymacji EQ w obu pasmach. Nalezy jednak zauwazy¢, ze dla
danego rzedu filtru istnieje pewna okreslona minimalna warto$¢
01 = O min » ktora mozna uzyska¢. Otrzymanie mniejszych zafalowan jest

mozliwe jedynie po zwigkszeniu rzedu filtru.

e Jest o wicle bardziej elastyczna, gdyz umozliwia uwzglednienie warunku
dotyczacego zadanej amplitudy zafalowan J; w pasmie przepustowym, lub
tez warunku dotyczacego maksymalnej dopuszczalnej amplitudy 6, w pa-
smie zaporowym. Adams [1, 2] rozpatruje jedynie przypadki takiej aprok-
symacji EQLS, w ktorej dopuszczalna amplituda zafalowan o; w pasmie
przepustowym jest taka sama, jak otrzymana przy aproksymacji EQ w pa-
smie przepustowym i zaporowym, a zadana jest warto$¢ 0,. W przyktadzie

obliczeniowym zamieszczonym w pracy [99] otrzymana amplituda zafalo-
wan charakterystyki amplitudowej w pasmie przepustowym jest tez
w przyblizeniu taka sama, jak w przypadku aproksymacji EQ w pasmie
przepustowym i zaporowym. W pracy [30] brak jest natomiast porownania
otrzymanych wynikow z wynikami uzyskanymi z zastosowaniem aproksy-
macji EQ w obu tych pasmach.

e Jest prostsza w implementacji numerycznej, gdyz zadanie optymalizacji
otrzymane w wyniku jej zastosowania moze by¢ rozwiazywane z wykorzy-
staniem standardowych metod optymalizacji, a odpowiednie procedury mi-
nimalizacyjne dostgpne sa w réznych bibliotekach programéw. W przypad-
ku metody Adamsa niezbedne jest natomiast opracowanie programu kom-
puterowego realizujacego opisany w pracy [1] algorytm wymiany punktow
(ang. multiple exchange algorithm) oparty na algorytmie Remeza. W przy-
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padku metody opisanej w pracy [30] nalezy natomiast przed przeprowadze-
niem dwustopniowej optymalizacji wyznaczy¢ odpowiedni punkt startowy
przy uzyciu skomplikowanej procedury. W metodzie Lu [99] nalezy z kolei
rozwiaza¢ sekwencje zadan programowania kwadratowego.

e W zaproponowanej metodzie mozna rowniez tatwo uwzgledni¢ inne dodat-
kowe ograniczenia w zadaniu polioptymalizacji. Jako przyktad uwzglednie-
nia takich ograniczen przedstawiono projektowanie filtrow Nyquista.
Adams [1, 2] jedynie wspomina, ze w jego metodzie istnieje mozliwos¢
uwzglednienia innych dodatkowych warunkéw. Nie podaje on jednak zad-
nego przyktadu projektowania filtru z uwzglednieniem jakichkolwiek do-
datkowych ograniczen. Jak wykazano w niniejszym rozdziale, zapropono-
wana metoda bardzo dobrze nadaje si¢ do projektowania filtrow Nyquista.
W przypadku innych metod, autorzy nie wspominaja o mozliwosci
uwzglednienia dodatkowych warunkow.

e Przy uzyciu zaproponowanej metody mozliwe jest rdwniez otrzymanie
mniejszej warto$ci btedu aproksymacji charakterystyki czgstotliwo$ciowe;j
W pasmie przepustowym i W znacznej czgSci pasma zaporowego niz
w przypadku aproksymacji EQ w pasmie przepustowym i zaporowym. Od-
bywa si¢ to jednak kosztem niewielkiego zmniejszenia thumienia w pasmie
zaporowym przy czgstotliwosciach bliskich f; . Otrzymanie mniejszej war-
tosci btedu aproksymacji charakterystyki czestotliwo$ciowej w pasmie
przepustowym niz w przypadku aproksymacji EQ w pasmie przepustowym
i zaporowym nie jest mozliwe w przypadku metody opisanej przez Langa
1 Bambergera [86], ktéra jest modyfikacja metody Adamsa.

e Zaproponowana metoda moze by¢ rowniez zastosowana, po wprowadzeniu
stosunkowo niewielkich modyfikacji, do projektowania filtrow 2-D i filtrow
wielowymiarowych. Zastosowanie metody do projektowania filtroéw 2-D
zostanie przedstawione w rozdziale 9. Metody zaproponowane w literaturze
[1, 2, 30, 99] nie moga by¢ w tatwy sposéb uogolnione na przypadek fil-
trow 2-D i filtrow wielowymiarowych.

Zaproponowana metoda, ze wzgledu na duza elastyczno$¢ i mozliwos¢

uwzglednienia ré6znorodnych przypadkéw, doskonale nadaje si¢ do przeprowa-

dzenia systematycznych badan réznych rodzajow rozwiazan kompromisowych
pomigdzy aproksymacja EQ i LS w przypadku filtrow 1-D, 2-D i filtrow wie-
lowymiarowych.

W niniejszym rozdziale rozpatrywany jest jedynie przypadek aproksymacji

EQ w pasmie przepustowym i aproksymacji LS w pasmie zaporowym. Przy

wykorzystaniu zaproponowanej metody, po wprowadzeniu niewielkich modyfi-

kacji, mozna réwniez przeprowadza¢ aproksymacj¢ LS w pasmie przepusto-
wym i aproksymacj¢ EQ w pasmie zaporowym. Tego rodzaju aproksymacja nie

ma jednak zastosowan praktycznych [1].
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8. Projektowanie filtrow 1-D typu FIR o wspolczynnikach
zespolonych z zastosowaniem aproksymacji EQLS

W rozdziale 6. zostaly podane warunki, jakie musza spelnia¢ charaktery-
styki amplitudowa i fazowa filtru FIR, aby mozna bylo je zrealizowa¢ z zasto-
sowaniem filtru FIR o wspotczynnikach rzeczywistych (wzér (6.47)). Istnieja
jednak zastosowania, w przypadku ktorych niezbedne sa filtry FIR o charakte-
rystykach, ktore nie spetiaja tych warunkow. Filtry o tego rodzaju charaktery-
stykach wykorzystywane sa m.in. przy przetwarzaniu sygnatow sejsmicznych
(ang. seismic migration) [76, 78] oraz radarowych i sonarowych (ang. ra-
dar/sonar suppression problems) [72]. W tego rodzaju zastosowaniach stoso-
wane sg filtry FIR o wspotczynnikach zespolonych. Metody projektowania fil-
trow o wspotczynnikach zespolonych sa zblizone do metod wykorzystywanych
przy projektowaniu beamformerow (ang. beamformers) [117].

Filtry FIR o wspoélczynnikach zespolonych sa projektowane najczesciej
z wykorzystaniem aproksymacji LS lub EQ [16, 22, 76, 115, 138]. W niniej-
szym rozdziale pokazemy, ze zaproponowana w rozdziale 7. metoda projekto-
wania filtrow z zastosowaniem aproksymacji EQLS moze by¢ réwniez z powo-
dzeniem wykorzystana do projektowania filtrow FIR o wspotczynnikach zespo-
lonych, zaré6wno przyczynowych, jak i w nieprzyczynowych.

Charakterystyka czestotliwosciowa H (ej a)) nieprzyczynowego filtru 1-D
typu FIR moze by¢ w ogdlnym przypadku wyrazona nastepujaco:

N
H(e®) = A(@)e’?@ = 3 h(mye=io" (8.1)
n=N1

W przypadku, gdy Ny =0 charakterystyka H (ej @Y jest charakterystyka filtru
przyczynowego i wzor powyzszy przechodzi we wzor (5.24). Dla Ny <0 wzér

(8.1) okresla charakterystyke czestotliwosciowa filtru nieprzyczynowego.
W obu przypadkach dtugosc¢ filtru jest rowna N = Ny, — Ny +1.

Niech hgp(n) 1 h;(n) beda odpowiedni czgécia rzeczywista i urojona
zespolonej odpowiedzi impulsowej h(n)=hp(n)+ jh;(n) filtru. Niech
Y =[y,Y25 )2 N]T bedzie wektorem wspolczynnikow zdefiniowanych na-
stepujaco:

Y2i-1=hg(i=1) (8.2)

vo=hy(i=1), i=N,N;+1,..Ny—Nj +1 (8.3)
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Niech H,; (ej ®) bedzie zadana zespolona charakterystyka czestotliwosciowa,

a Hy (ej ®Y) — charakterystyka otrzymana w wyniku podstawienia do wzoru

(1) wspotczynnikow okreslonych przez Y. Funkcje bledu w pasmach przepu-
stowym i zaporowym okreslone sa odpowiednio wzorami (7.8) i (7.2).

Zadanie projektowania filtru LP sformutujemy w sposob nastepujacy:
dla zadanych wartosci Ny, N, @,, @, oraz zadanej maksymalnej dopusz-

czalnej amplitudy zafalowan ¢;, funkcji blgdu w pasmie przepustowym, zna-

lez¢ wektor Y =[y1,¥2,...Y2 N]T , dla ktorego funkcja bledu E(w,Y) ma prze-
bieg rownomiernie falisty w pasmie przepustowym, a w pasmie zaporowym
zminimalizowany jest btad LS okreslony wzorem (7.2), przy dodatkowym spet-
nieniu warunku (7.9).

Nalezy zauwazy¢, ze sposob sformulowania problemu jest taki sam jak
w przypadku filtru FIR o wspolczynnikach rzeczywistych. Inna jest natomiast
dhugos¢ wektora Y. Jest ona mianowicie dwa razy wigksza, niz w przypadku
filtru FIR o wspotczynnikach rzeczywistych.

Powyzsze zadanie projektowania mozna przeksztalci¢ w zadanie poliop-
tymalizacji z ograniczeniami w sposob analogiczny do przedstawionego w pod-
rozdziale 7.2.2.

Na podstawie zaproponowanej metody projektowania filtru 1-D typu FIR
o wspotczynnikach zespolonych z zastosowaniem aproksymacji EQLS autorka
opracowata program WZES. Umozliwia on uwzglednienie warunku dotyczace-
go maksymalnej dopuszczalnej amplitudy zafalowan w pasmie przepustowym.

W celu zademonstrowania przyktadowych wynikéw, zostat przeliczony
przyktad zaczerpnigty z pracy Karam i McClellana [76]. Zaprojektowano mia-
nowicie nieprzyczynowy filtr do przetwarzania sygnalow sejsmicznych o naste-
pujacych danych:

- zadana zespolona charakterystyka czgstotliwosciowa:

. 2 2
Hy(e/®)=1¢’ @A dqla |f]<2sin(75°) /(27)
0 dla  2/2m)<[f]<0.5

- funkcja wagi:

(/@)= 50 dla |f]<2sin(75°)/(27)
1 dla 2/27)<|f]<0.5

- odpowiedz impulsowa A(n): Ny =-17, Ny =+17,czyli N =35.



157

W przypadku tego typu filtréw do zastosowan sejsmicznych aproksymacja
musi by¢ dokladna jedynie w pasmie przepustowym filtru, ktéore odpowiada
obszarowi propagacji sygnalu sejsmicznego (ang. propagating region). W pa-
smie zaporowym filtru wystarczy, aby charakterystyka czgstotliwosciowa filtru
byta mniejsza od jednosci [41, 76]. Projektowanie filtru o powyzszych danych
z zastosowaniem aproksymacji rownomiernie falistej przedstawiono w pracy
[76]. Otrzymana warto$¢ wazonego btedu wynosi & =0,7828 zarowno w pa-
smie przepustowym, jak i zaporowym.

Filtr o powyzszych danych zostat rowniez zaprojektowany z zastosowaniem
aproksymacji EQLS metoda opisang w niniejszym rozdziale. Obliczenia wykonano
dla 6; = 0,640 . Przebieg wazonej funkcji bledu pokazany jest na rysunku 8.1.

0o : : : : : : : : :
0.8
07
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0.3 oAl

o1 H
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Rys. 8.1. Przebieg funkcji bledu w przypadku projektowania z zastosowaniem aprok-
symacji EQLS dla danych z przyktadu z pracy [76]

W pasmie zaporowym, gdzie aproksymacja powinna by¢ mozliwie doktadna,
wazony btad ma przebieg rownomiernie falisty, a jego wartos¢ maksymalna
wynosi AE;(Y)=0,640. Warto$¢ ta jest wyraznie mniejsza niz warto$¢ mak-
symalnego btedu & =0,7828 podana w pracy Karam i McClellana [76] w przy-
padku aproksymacji rownomiernie falistej w pasmie przepustowym i zaporo-
wym. Nalezy tez zauwazy¢, ze w znacznej czg$ci pasma zaporowego otrzymany
btad jest tez znacznie mniejszy niz w przypadku projektowania metoda przed-
stawiong w pracy [76].

Otrzymane charakterystyki amplitudowa i fazowa filtru sa pokazane od-
powiednio na rysunkach 8.2 i 8.3. Nalezy zauwazy¢, ze stanowia one bardzo
dobra aproksymacje zadanych charakterystyk odpowiednio amplitudowe;j i fa-
ZOWej W pasmie przepustowym.

" Otrzymane wyniki zostaly przedstawione przez autorke w pracy [a30].
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abs(H) [db]

A=

Rys. 8.2. Przebieg charakterystyki amplitudowe;j filtru z zastosowaniem aproksymacji
EQLS dla danych podanych w pracy [76]

22 ! ! ! ! ! !

Rys. 8.3. Przebieg charakterystyk fazowych filtru: otrzymanej w przypadku aproksy-
macji EQLS (linia ciagta) oraz zadanej [76] (linia kropkowana) w pasmie
przepustowym

Na podstawie przedstawionego przykladu mozna stwierdzi¢, ze zapropo-
nowana metoda projektowania z zastosowaniem aproksymacji EQLS najlepiej
nadaje si¢ do projektowania filtréw w tych przypadkach, gdy zalezy nam na
uzyskaniu znacznie mniejszego btedu aproksymacji w pasmie przepustowym
niz w zaporowym. Umozliwia ona bowiem uzyskanie wyraznie mniejszych
btedow aproksymacji w pasmie przepustowym, niz w przypadku aproksymacji
rownomiernie falistej w pasmie przepustowym i zaporowym.



159

9. Projektowanie zespolow lustrzanych filtrow
kwadraturowych FIR

W niniejszym rozdziale zostanie przedstawione zastosowanie zapropono-
wanej w rozdziale 5 funkcji celu do projektowania zespotéw lustrzanych filtrow
kwadraturowych FIR o liniowej charakterystyce fazowej oraz malym opoznie-
niu rekonstrukcji. Projektowanie tych zespolow filtrow zostanie kolejno omo-
wione w podrozdziatach 9.1 oraz 9.2.

9.1. Dwukanalowy zesp6t QMF o liniowej charakterystyce fazowej

W wielu zastosowaniach praktycznych, m.in. w transmisji danych cyfro-
wych oraz w przetwarzaniu obrazow, wykorzystuje si¢ operacj¢ podziatu rozpa-
trywanego sygnatu na pewna liczbe sygnalow sktadowych, ktorych energia jest
w znacznej czg$ci skoncentrowana w roztacznych zakresach czestotliwosci.
Podstawowym blokiem stuzacym do podziatu rozpatrywanego sygnatu na skta-
dowe wystgpujace w poszczegolnych zakresach czestotliwosci sa zespoty QMF
[np. 37, 53, 112, 192-194, 201].

Rozwazmy dwukanatowy zespot QMF, ktorego schemat blokowy jest po-
kazany na rysunku 9.1 [np. 10, 37, 53, 112]. W skiad tego zespotu wchodza:
zespot filtrow analizujacych (1-D filtr LP o transmitancji Hy(z) oraz 1-D filtr

HP o transmitancji H;(z) ), dokonujacy podziatu sygnatu wejsciowego na dwie

sktadowe wystepujace odpowiednio w dolnym i gornym pasmie czgstotliwosci,
decymator, ktorego zadaniem jest dwukrotne zmniejszenie czgstotliwosci prob-
kowania, interpolator, ktory nastepnie dwukrotnie zwicksza czestotliwosé prob-
kowania oraz zespodt filtrow syntetyzujacych (1-D filtr LP o transmitancji
Gy(z) oraz 1-D filtr HP o transmitancji Gj(z)), umozliwiajacy odtworzenie

sygnatu wejSciowego.

x(n) x(n)
Hy(2) 12 T2 Go(z) —*

\ 4
v
v
A 4

v

T2

v
A\ 4

—>| Hi(2) 12 Gi(2)

Rys. 9.1. Schemat blokowy dwukanalowego zespotu QMF o transmitancji G(z) oraz
1-D filtr HP o transmitancji Gj(z)), umozliwiajacy odtworzenie sygnatu
wejsciowego

" Informacje dotyczace sposobu uogdlnienia zespotu dwukanatowego na zespot M-kana-
lowy, gdzie M > 2 jest liczba naturalna, mozna znalez¢ w pracy [112].
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Transformata Z odtworzonego sygnatu wejSciowego X (z) okreslona jest
wzorem:

@) = (2)Go(2) + 1 ()G ()X () +
©.1)
+%{Ho (~2)Go (2) + Hy (~2)G (2)} X (=2)

Drugi czton w rownaniu (9.1) reprezentuje sygnat powstajacy wskutek zjawiska
naktadania si¢ widm czyli aliasingu. Aliasing moze by¢ wyeliminowany, jezeli
transmitancje poszczegodlnych filtrow spetniaja nastepujace warunki [112]:

2Hy(z)=2H,(=2) = Gy(2) = =G (~2) 92)

Mozna wykazaé, ze w takim przypadku pomiedzy transformata Z odtworzonego
sygnatu wejsciowego X (z) a transformata Z oryginalnego sygnalu wejSciowe-
g0 X(z) zachodzi zaleznos¢ [53]:

X(2)=1{Ho(2)* + Hy(-2)*}X(2) = Tp(2) X (2) (9.3)

gdzie Ty(z) = H (z)2 +H, (—Z)2 jest transmitancja zespotu filtrow QMF.
Nalezy zauwazy¢, ze filtry o transmitancjach Hy(z) oraz H{(z) tworza tzw.
pare filtrow lustrzanych (ang. mirror filters), ktorych charakterystyki amplitu-
dowe wykazuja symetri¢ wzgledem punktu w=7/2.

Jezeli dodatkowo zastosowane filtry maja symetryczna odpowiedz impul-
sowa o skonczonej dtugosci, przy czym dilugos¢ odpowiedzi impulsowej jest
liczba parzysta, to zespdt nie wprowadza znieksztatcen fazowych [53]. Projek-
towanie filtrow wchodzacych w sktad zespolu filtrow QMF polega wigc na
takim doborze wspolczynnikéw filtru o transmitancji H(z), a tym samym

wspotczynnikdéw pozostatych filtrow, aby zminimalizowaé znieksztalcenia am-
plitudowe catego zespotu, czyli aby ‘TO (ejw)‘ =l dla0<w<x [53]

Sygnat wejSciowy moze by¢ idealnie odtworzony (czyli zachodzi perfek-
cyjna rekonstrukcja sygnatu wejsciowego [201]), jezeli charakterystyki czg¢sto-
tliwosciowe filtrow o transmitancjach H(z) oraz H;(z) spelniaja nastgpujace

warunki [37]:

Hy(e/®) = e/®Hy (/") (9.4)

‘Ho(ef"")‘2 +‘H0(ej(”_w)‘2 -1 (9.5)
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W og6lnym przypadku charakterystyka czgstotliwosciowa filtru FIR typu
II (o symetrycznej odpowiedzi impulsowej A(n), 1<n<2M , ktérej dlugosé

2M jest liczba parzysta), moze by¢ wyrazona wzorem:
H(e/?) = /(CM-1/2054) (9.6)

gdzie H(w) jest charakterystyka czestotliwosciowa o fazie zerowej okreslona
wzorem (2.17):

_ M 1
H(w)= 3, b(k) COS[w(k—E)]
k=1

Poniewaz pomiedzy funkcjami H(w) i H (ej @) zachodzi zwiazek (2.14):
H(e/ )| =|H (@)

wzor (9.4) moze by¢ przedstawiony w postaci:
— 2 = 2
|Ho ()| +|Ho(r- o) =1 9.7)

Vaidyanathan wykazat [112], ze jedynym LP filtrem typu FIR, ktoérego
charakterystyka czestotliwosciowa doktadnie spetnia warunek (9.7) jest filtr
pierwszego stopnia, dla ktorego H(e/®)=cos(w/2). W przypadku filtrow
wyzszych stopni, warunek (9.5) moze by¢ spetniony jedynie w sposob przybli-
zony. Zadanie zaprojektowania zespotu QMF sprowadza si¢ wigc do takiego
doboru wspotczynnikéw transmitancji H(z) filtru, aby btad tego przyblize-
nia, nazywany tez btedem rekonstrukcji, byl mozliwie jak najmniejszy, przy
jednoczesnym spehieniu innych wymagan dotyczacych charakterystyki ampli-
tudowe;j filtru. Najczesciej spotykanymi w literaturze [np. 53, 112] dodatkowy-
mi wymaganiami sqg wymagania dotyczace okreslonego przebiegu charaktery-
styki amplitudowej filtru w pasmie zaporowym, tzn. zada sig, aby byl on
rownomiernie falisty lub tez otrzymany z zastosowaniem aproksymacji LS.
W dalszej cze$ci niniejszego rozdzialu bedziemy zaktadac, ze w rozpatrywanym
zadaniu zaprojektowania LP filtru o transmitancji H(z) charakterystyka am-
plitudowa ma mie¢ przebieg rOwnomiernie falisty w pasmie zaporowym.

Blad Eg przyblizenia warunku (9.5) moze by¢ zdefiniowany nastgpujaco

[12]:
T 2
Ep=] Uﬁo(w)\z HHy (-0 —1) dw (9.8)
0

i w zadaniu projektowania mozna zada¢ jego minimalizacji.
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Alternatywnie mozna okresli¢ funkcje btedu zespotu £, (@) w sposob nastgpu-
jacy [53]:

Ep(®) = ‘TO (ejw)‘—l - HlX (@, Y)+ Hl(r-a,Y)-1 (9.9)

a w zadaniu projektowania zada¢, aby funkcja ta miala przebieg rownomiernie
falisty. W dalszej czg$ci rozdziatu rozpatrzymy kolejno dwa zadania projekto-
wania, w ktorych warunek (9.5) bedzie przyblizany w pierwszy i drugi sposob.
W obu przypadkach w zadaniu projektowania filtru mamy do czynienia
z dwoma kryteriami, ktére powinny by¢ uwzgledniane jednoczesnie. Sa nimi
mianowicie: uzyskanie mozliwie rownomiernie falistej charakterystyki ampli-
tudowe;j filtru w pasmie zaporowym oraz alternatywnie — minimalizacja btedu

E 0o lub otrzymanie rownomiernie falistego przebiegu funkcji bledu Eg (@).

Poniewaz projektowany filtr jest filtrem FIR typu II, wspolrzegdne poszu-
kiwanego wektora Y sa okreslone nastgpujaco:

y=h(), i=12,.M (9.10)

W przypadku réwnomiernie falistej aproksymacji charakterystyki amplitudowe;j
w pasmie zaporowym S =[a&,,7] funkcja bledu E(w,Y) jest wyrazona wzo-
rem (5.20):
E(w,Y) =W (o) H(0,Y)-H ;(0)]

Zaleznie od przyjetego sposobu przyblizania warunku (9.5), zaleznego od zasto-
sowan, zadanie projektowania filtru mozna sformutowa¢ w sposéb nastepujacy:
e  Zadanie 1:

Dla zadanych warto$ci M oraz @, znalez¢ wektor wspotczynnikow filtru

Y =[y1,Y2,- VM ]T , dla ktorego zminimalizowany jest btad E okreslo-
ny nastgpujaco:

T, ) ) 2
EQ(Y)szHO(a),Y)\ +|Ho (- 0, Y)| —1) dw 9.11)
0

a jednoczes$nie funkcja bledu E(w,Y) ma przebieg rownomiernie falisty
W pasmie zaporowym.

e  Zadanie 2:
Dla zadanych warto$ci M oraz @y znalez¢ wektor wspotczynnikow filtru
Y =[y,V2, VM ]T , dla ktorego funkcja bledu catego zespotu Eg(@,Y)
ma przebieg w przyblizeniu réwnomiernie falisty dla 0 < @w < 7 i jedno-
cze$nie dodatkowo funkcja btedu E(w,Y) jest rownomiernie falista w pa-
smie zaporowym.
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Tak sformutowane zadania projektowania filtru mozna przeksztatci¢c w odpo-
wiednie zadania polioptymalizacji z ograniczeniami. W tym celu nalezy ustali¢
dwa wskazniki jakosci X{(Y) oraz X,(Y) odpowiadajace dwom kryteriom

wystepujacym w kazdym z zadan projektowania. Pierwszy wskaznik jakosci
jest rozny w obu zadaniach. W zwiazku z tym:

e wzadaniu | jako pierwszy wskaznik jakosci X;(Y) przyjmujemy btad EQ
okreslony zaleznodcia (9.11), czyli X1(Y)=Ep,
e w zadaniu 2 nalezy zauwazy¢, ze funkcja btedu Ep(w,Y) jest rownomier-

nie falista, gdy wartosci bezwzgledne wszystkich lokalnych ekstremow
AE;(Y),i=1,2,..J, tej funkcji sa sobie rowne, czyli gdy:

AE; (V)| = |[AE, (V)| , ki=12,...] (9.12)

W celu wyznaczenia wektora Y =[y1,¥5,...,» M]T spetniajacego powyz-
szy warunek, wprowadzmy funkcje X (Y) okreslona nastgpujaco:

2

J J
Xo(V)= Y| |AE; (V) -4 Y |AE; (V) (9.13)

i=1 J=1
W przypadku rownomiernie falistego przebiegu funkcji blgdu Eg(@,Y)
warto$¢ funkcji Xp(Y) jest réwna zeru. Funkcjg t¢ przyjmujemy
jako pierwszy wskaznik jako$ci w zadaniu 2, a wigc w zadaniu tym
Drugi wskaznik jako$ci X,(Y) jest identyczny w obu zadaniach. Jako

wskaznik ten zastosujemy funkcje X(Y) wyrazona wzorem (6.31), czyli:

J+K+4 ~
X(Y)= X(AE; -8)
i=J+3
gdzie:
N 1 J+§+4
S = AEi
K+2 i=J+3

W przypadku réwnomiernie falistej charakterystyki amplitudowej w pasmie
zaporowym warto$¢ funkcji X, (Y)= X(Y) jest rowna zeru.
Majac tak ustalone dwa wskazniki jako$ci, rOwnowazne zadanie poliopty-

malizacji z ograniczeniami sformulujemy w sposob jednolity dla obu zadan,
a mianowicie:
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dla zatozonych warto$ci wspotczynnikow wagowych [ oraz [, znalezé wek-

tor 'Y :[yl,yz,...yM]T, ktory minimalizuje syntetyczny wskaznik jakosci

Xs(Y,B1,52)
Xs(Y, 51, 82) = B X1(Y) + BrX2(Y) (9.14)

przy warunkach ograniczajacych:
AE,(Y)>0, [=J+3,J+4,.,J+K+4 (9.15)
a ponadto warunku (6.16), czyli:

vV  HY)-1<0

we (0, , )

Nalezy zauwazy¢, ze otrzymane rozwiazanie jest funkcja przyjetych wartosci
wspotczynnikow wagowych S oraz 3.

Sformutowane powyzej zadanie polioptymalizacji moze by¢ traktowane jako
zadanie programowania nieliniowego z ograniczeniami o wskazniku jako$ci
okreslonym wzorem (9.13). Przy rozwiazywaniu rozpatrywanego zadania pro-
gramowania nieliniowego przyjmowano taki sam punkt startowy, jak przy roz-
wiazywaniu zadania opisywanego w rozdziale 6.1.

Na podstawie metody projektowania przedstawionej w niniejszym rozdziale
autorka opracowala program QMF1 umozliwiajacy wyznaczenie wspotczynni-
kéw transmitancji filtrow FIR wchodzacych w sktad dwukanatowego zespotu
QMF dwoma sposobami, odpowiadajacymi omowionym uprzednio zadaniom 1
i 2. W celu zademonstrowania przyktadowych wynikow otrzymanych przy uzy-
ciu tego programu zostaly zaprojektowane filtry analizujace LP oraz HP wcho-
dzace w skiad dwukanatowego zespolu QMF dla nastepujacych danych”: N = 48,
fs =030, Sy =1 oraz S, =0,1. Przyjgto, ze minimalizujemy btad Eo okre-

slony zaleznoscia (9.10). Przebieg funkcji bledu Ex(w,Y) jest pokazany na ry-
sunku 9.2. Na rysunku 9.3 pokazany jest natomiast przebieg otrzymanych charak-
terystyk amplitudowych odpowiednio filtru LP A4, = ‘17 (o, Y)‘ oraz filtru HP
A4 = ‘17 (7 - o, Y)‘ . Jak wida¢ na tym rysunku, obie otrzymane charakterystyki

sa rownomiernie faliste w pasmie zaporowym.

" Przyktady obliczeniowe zostaly zaczerpnigte z prac autorki [al7, al8].
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Rys. 9.2. Przebieg funkcji bledu E g (@,Y) zespotu QMF z przykladu pierwszego
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A=ahs(H) [db]

Rys. 9.3. Przebieg otrzymanych charakterystyk amplitudowych z przyktadu pierwsze-
go: (a) — filtr LP, (b) — filtr HP

Jako drugi przyktad rozpatrzmy projektowanie dwukanatowego zespotu
QMF przy zalozeniu réwnomiernie falistego przebiegu funkcji Ep(w,Y). Obli-
czenia zostaly przeprowadzone dla nastgpujacych danych wejSciowych:
N =46, f,=021, f;=033, py=1 oraz S, =3. Przebieg funkcji biedu
Er(w,Y) jest pokazany na rysunku 9.4. Jak wida¢ na tym rysunku, funkcja
Egr(w,Y) ma przebieg w przyblizeniu rownomiernie falisty w przedziale czg-
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stotliwo$ci unormowanych 0 < f <0,5. Na rysunku 9.5 jest natomiast pokaza-
ny przebieg charakterystyk amplitudowych odpowiednio filtru LP 4, oraz fil-
tru HP 4;. Obie otrzymane charakterystyki sa rownomiernie faliste w pasmie

zaporowym.
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Rys. 9.4. Przebieg funkcji blgdu Ep (@,Y) zespolu QMF z przyktadu drugiego
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Rys. 9.5. Przebieg otrzymanych charakterystyk amplitudowych z przyktadu drugiego:
(a) — filtr LP, (b) — filtr HP
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9.2. Dwukanalowy zespol QMF o malym opodznieniu rekonstrukcji

W celu uzyskania odpowiednich charakterystyk czgstotliwosciowych
w przypadku zespotow QMF o liniowej charakterystyce fazowej musza by¢
stosowane filtry o dtugich odpowiedziach impulsowych. Konsekwencja tego
jest fakt, ze opdznienie rekonstrukcji (ang. reconstruction delay), ktore jest
rowne N —1 okresow probkowania, jest tez duze. W zastosowaniach pracuja-
cych w czasie rzeczywistym pozadane sa zespoty QMF posiadajace mniejsze
opoznienie rekonstrukcji. Zespotem QMF o malym opo6znieniu nazywamy ze-
spot o opdznieniu rekonstrukcji mniejszym niz N —1 [114, 192].

Po to, aby sygnal wejsciowy byt idealnie odtworzony, musi by¢ spetniony
warunek:

Ho*(z)- Hy* (~z) =z (9.16)

gdzie: k; <N -1 jest znormalizowanym opo6znieniem rekonstrukcji, przy
czym zaklada sig, ze filtr o transmitancji H(z) jest filtrem o parzystej dlugosci N .

Powyzszy warunek nie moze by¢ doktadnie spetniony, ale mozna uzyskac
jego dobre przyblizenie. Zadanie zaprojektowania zespotu QMF o malym
opdznieniu sprowadza si¢ do wyznaczenia wspotczynnikow filtru LP, dla kto-
rego w sposob najlepszy wedlug przyjetego kryterium jest spelniony warunek
(9.16), przy jednoczesnym spelnieniu wymagan dotyczacych przebiegu charak-
terystyki czgstotliwosciowej. Przy zatozeniu aproksymaciji EQ, zespolony btad
rekonstrukcji okreslony jest w sposob nastepujacy [192]:

ER(e!®)=Hy? (/%) - Hy? (/@) — ¢ ha® (9.17)

Zespolona charakterystyka czgstotliwosciowa H (ej @) filtru FIR moze byé
wyrazona wzorem (5.24), czyli:

. -1 .
Hoy(e!”) = NZ h(n)e™ /"
n=0

Niech wektor wspolczynnikow filtru Y =[y1,y2,...,¥n ]T bedzie zdefi-
niowany wzorem (6.48) oraz niech H (ej ® Y) bedzie otrzymana charaktery-
styka filtru. Modut zespolonego btedu rekonstrukcji okreslony jest wzorem:

Ey (@,Y) = ‘ER (eja’,Y)‘ - ‘H02 (ejw,Y) _ H02 (ej(w+”),Y) _ e—kda) ,
0<w<m. (9.18)

Blad LS charakterystyki amplitudowej w pasmie zaporowym S =[a,, 7] moze
by¢ obliczony ze wzoru (7.2), czyli:
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73 . 2
Ey(@Y)= | ‘H(efw,Y)‘ dw

a)S
Zadanie projektowania filtru sformutujemy w sposob nastepujacy:
dla zadanych wartosci N oraz @, znalez¢é wektor wspotczynnikow filtru

Y =[y,Y2,YMm ]T, dla ktorego modut £, (w,Y) zespolonego biedu rekon-
strukcji ma przebieg rownomiernie falisty dla 0 < w < 7, a jednoczes$nie zmi-
nimalizowany jest blad £, (Y) w pasmie zaporowym.

Powyzsze zadanie projektowania filtru mozna przeksztatci¢ w zadanie po-
lioptymalizacji z ograniczeniami. W tym celu nalezy ustali¢ dwa wskazniki
jakosei X (Y) 1 X,(Y) odpowiadajace dwom kryteriom wystgpujacym
w zadaniu projektowania filtru. Jako pierwszy z tych wskaznikow jakosci
przyjmiemy funkcj¢ okre§lona wzorem (6.61):

My 5
X1(Y)= 2 (AE; -8)°,
i=1

gdzie:
(— A%AE
= i
My i=1

jest Srednig arytmetyczng M; maksimow AE;(Y),i=12,...,M} funkcji E(aY).
W przypadku rownomiernie falistego przebiegu modutu £, (w,Y) zespolone-
go bledu rekonstrukcji w pasmie zaporowym, warto$¢ funkcji X;(Y) jest row-
na zeru. Jako drugi wskaznik jakos$ci zastosujemy btad £, (Y).

Majac tak ustalone dwa wskazniki jakosci, rownowazne zadanie poliopty-
malizacji z ograniczeniami sformulujemy w sposob nastepujacy:
dla zatozonych wartosci wspotczynnikow wagowych [ oraz S, znalezé wek-
tor 'Y =[y,y2,-Yu ]T , ktory minimalizuje syntetyczny wskaznik jakosci
Xs(Y, By, By) wyrazony wzorem (5.27), przy warunku ograniczajacym (6.16),
czyli:

V  H(®Y)-1<0

O (@), Q)

Dla powyzszego zadania punkt startowy wyznaczono rozwijajac w szereg Fo-

uriera funkcjg ciagta H do(ej @) okreslona zaleznoscia (6.65), przy zalozeniu,
zed=1.
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Na podstawie opisanej metody projektowania autorka opracowala program
QMF2 umozliwiajacy wyznaczenie wspolczynnikow transmitancji filtréw FIR
wchodzacych w sklad dwukanalowego zespotu QMF o matym opdznieniu.
W celu zademonstrowania przyktadowych wynikow otrzymanych przy wyko-
rzystaniu tego programu, zostaly przeprowadzone obliczenia dla nastgpujacych
danych”: N = 32, fp =021, f =033, kg =17, py =1, B, =20. Przebieg
otrzymanego modutu E,s(w,Y) zespolonego biedu rekonstrukcji pokazany
jest na rysunku 9.6. Funkcja E,; (w,Y) ma przebieg rownomiernie falisty dla
0< f<0.5. Przebieg otrzymanych charakterystyk amplitudowych odpowied-
nio filtru LP A oraz filtru HP 4] ilustruje rysunek 9.7. Jak wida¢ na tym ry-

sunku, obie te charakterystyki otrzymane sa z zastosowaniem aproksymacji LS
W pasmie zaporowym.
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Rys. 9.6. Przebieg modutu £, (w,Y) zespolonego btgdu rekonstrukeji

" Przyklady obliczeniowy zostat zaczerpnigty z pracy autorki [a19].
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A=abs(H) [db]

Rys. 9.7. Przebieg otrzymanych charakterystyk amplitudowych: (a) — filtr LP, (b) —
filtr HP

9.3. Podsumowanie

W niniejszym rozdziale pokazano na przyktadach, ze zaproponowana

w rozdziale 5 funkcja celu moze by¢ réwniez wykorzystywana przy rozwiazy-

waniu zadan projektowania zespotow QMF FIR o liniowej charakterystyce

fazowej. Ponadto, przy wykorzystaniu tej funkcji mozliwe jest rowniez projek-
towanie zespotow QMF FIR o matym opdznieniu rekonstrukcji i rOwnomiernie
falistym przebiegu modutu zespolonego btedu rekonstrukcji. Nalezy podkreslic,
ze metoda wykorzystujaca zaproponowana funkcje celu jest jedna z bardzo
nielicznych metod, ktore umozliwiaja rozwiazanie tego problemu.

W poréwnaniu z metodami projektowania zespotdéw QMF opisanymi

w literaturze, zaproponowana metoda posiada nastgpujace zalety:

e Jest bardzo elastyczna i umozliwia uwzglednienie w zadaniu projektowania
roznych kryteriow, wedhug ktorych dokonujemy przyblizenia warunku
(9.5), co pokazano dla przypadku zespotu QMF o liniowej charakterystyce
fazowej. W przypadku zaproponowanej metody mozliwe jest réwniez
wprowadzanie w tatwy sposob dodatkowych ograniczen w zadaniu optyma-
lizacji. Przyktadem takiego ograniczenia, ktore nalezy uwzgledniaé, jest
warunek okreslony wzorem (6.16).

e Umozliwia kontrole przebiegu charakterystyki amplitudowej w pasmie
przejsciowym, w taki sposob, aby nie przyjmowala ona w tym pasmie war-
tosci wigkszych od 1. Jest to zrealizowane poprzez wprowadzenie w zada-
niu optymalizacji warunku (6.16). Tego rodzaju kontrola jest zwlaszcza
istotna w przypadku projektowania zespolow QMF FIR o malym opo6znie-
niu rekonstrukcji, gdyz jak wykazaly do§wiadczenia innych autoréw [114,
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192], czgsto w przypadku tego rodzaju zespotdéw QMF FIR zjawisko to ma
miejsce. Metoda projektowania zespotéw QMF FIR o malym opdznieniu
rekonstrukcji, opisana przez Xu, Lu i Antoniou [192], oparta na minimali-
zacji bltedu LS z zastosowaniem odpowiednich wag, nie umozliwia nato-
miast kontroli przebiegu charakterystyki amplitudowej w pasmie przejscio-
wym. Nayebi, Barnwell i Smith w metodzie opisanej w pracy [114] row-
nieznie stosowali takiej kontroli. Autorzy ci stwierdzaja jednak, ze aby byta
mozliwos$¢ kontroli przebiegu charakterystyki amplitudowej w pasmie
przejsciowym nalezatoby wprowadzi¢ dodatkowy czton w funkcji celu.
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10. Projektowanie filtrow 2-D typu FIR o liniowej
charakterystyce fazowej

Filtry 2-D typu FIR znajduja szerokie zastosowanie, m.in. w przetwarzaniu
obrazow oraz sygnatow radarowych, sonarowych i sejsmicznych [95, 158, 214].
Sa one ponadto wykorzystywane w nieseparowalnych zespotach (bankach)
filtrow [101, 126, 178]. Podobnie jak w przypadku filtroéw 1-D, réwniez przy
projektowaniu filtrow 2-D typu FIR o zerowej lub liniowej charakterystyce
fazowej najczesciej stosowanymi rodzajami aproksymacji charakterystyki am-
plitudowej sa: aproksymacja LS oraz aproksymacja MM, ktora w okreslonych
warunkach jest rownowazna aproksymacji EQ [95]. Obliczenia wykonywane
przy rozwiazywaniu zadan projektowania z zastosowaniem aproksymacji EQ sa
jednak w przypadku filtrow 2-D bardzo czasochtonne [51, 77, 87, 95, 198], co
stanowi powazne utrudnienie przy ich projektowaniu. Przyktadowo, w przy-
padku filtréw o symetrii kotowej moga pojawiac¢ si¢ trudnosci obliczeniowe
przy projektowaniu filtrow o liczbie wspotczynnikow juz rzedu 17X17 [51].
Rozwigzaniem kompromisowym, korzystnym w wielu zastosowaniach jest —
podobnie jak w przypadku filtrow 1-D — wykorzystanie aproksymacji EQLS.
Dodatkowo w zadaniu projektowania z zastosowaniem aproksymacji EQLS
mozna jeszcze uwzgledni¢ inne warunki, np. dotyczace maksymalnej dopusz-
czalnej amplitudy zafalowan & p W pasmie przepustowym.

W niniejszym rozdziale zostanie przedstawione wykorzystanie metody za-
proponowanej w rozdziale 5 do projektowania filtrow 2-D typu FIR o liniowe;j
charakterystyce fazowej. Rodzaje symetrii charakterystyk amplitudowych fil-
trow 2-D zostanag omowione w podrozdziale 10.1. Nastgpnie rozpatrzymy dwa
rodzaje zadan projektowania, a mianowicie z zastosowaniem aproksymacji EQ
oraz z zastosowaniem aproksymacji EQLS. Pokazane zostanie, ze w obu przy-
padkach odpowiednie algorytmy obliczen dobrze nadaja si¢ do zréwnoleglenia,
w zwiazku z czym obliczenia moga by¢ wykonywane na maszynach zaréwno
jedno- jak i wieloprocesorowych. Przyktady projektowania zamieszczone ni-
niejszym rozdziale sa zaczerpnigte z prac autorki [a22-a28] oraz [a33].

10.1. Rodzaje symetrii charakterystyk amplitudowych filtréw 2-D
typu FIR

Rozwazmy filtr 2-D typu FIR o odpowiedzi impulsowej A(m,n). Charak-

terystyka czestotliwosciowa H (ej @ o/ ) takiego filtru jest w ogdlnym przy-
padku wyrazona zaleznos$cia (2.31). Przy dodatkowym zatozeniu, ze wspot-
czynniki i(m,n) sa rzeczywiste i spelniaja warunek [200]:
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h(m,n)=h(M; —1-m,Ny —1—n) (10.1)
rozpatrywany filtr jest centrosymetryczny, tzn. jego charakterystyka amplitu-
dowa jest symetryczna wzgledem punktu (0,0) na plaszczyznie (@, ®;), a jego

charakterystyka fazowa jest liniowa. Charakterystyka czestotliwos$ciowa takiego
filtru moze by¢ wyrazona nastgpujaco [198]:

j(Ml_lleer_lw )
H(/™ e/ )=e = 2 2 T H(w,m) (10.2)
gdzie H(w),w,) jest charakterystyka czgstotliwosciowa o fazie zerowej,
. M-1 Ni—1
pu— - +7
J( , At @)

a czlon e reprezentuje liniowa charakterystyke fazowa
filtru. Ksztalt charakterystyki amplitudowej zalezy jedynie od wartosci funkcji
H(w,,w,). W przypadku filtru centrosymetrycznego funkcja H (@, @,) spel-
nia warunek [95]:

H(w,w,)=H(-w,~w,) (10.3)

Wykorzystujac symetri¢ wzgledem punktu (0,0) na plaszczyznie (&, @), cha-

rakterystyke H(w,w,) filtru centrosymetrycznego mozna przedstawi¢ w po-
staci [95]:

H(w,@y)=h0,0)+ > > 2h(m,n)cos(mw; +nw,) (10.4)
(m,n)eRJr
gdzie RT jest jednym z dwoch obszaréw symetrycznych wzgledem punktu
(0,0), a A(m,n) - odpowiedzia impulsowa o fazie zerowej (ang. zero-phase
impulse response).

Jezeli wspotczynniki odpowiedzi impulsowej o fazie zerowej filtru centrosyme-
trycznego dodatkowo spetniaja warunki [95, 200]:

h(m,n) = h(—m,n) = h(m,—n) (10.5)

to rozpatrywany filtr jest filtrem o symetrii kwadrantalnej, a jego charakterystyka
czestotliwosciowa o fazie zerowej H (@, @) spetnia nastgpujace rownosci:

HS (wl’wZ)zHS (—601,602) :Hs (wls_w2)=HS (—601,—602) (106)

Jezeli natomiast wspotczynniki odpowiedzi impulsowej o fazie zerowej filtru
centrosymetrycznego dodatkowo spelniaja warunki [20]:

h(m,n)=0 dla m=0lubn=0 oraz h(m,n)=—h(—-m,n)=-h(m,—n) (10.7)
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to rozpatrywany filtr charakteryzuje si¢ antysymetria kwadrantalng. Charaktery-
styka czestotliwosciowa o fazie zerowej H,(w;,w,) takiego filtru spelnia

wowczas nastgpujace rownosci:
Ha (wl’wZ) = _Ha (_wl’wZ) = _Ha (Cl)l,—(()2) = Ha (—(Ul,—wz) . (108)

Charakterystyka H(@w,,@,) filtru o symetrii kwadrantalnej moze by¢
przedstawiona w postaci [3, 18, 95]]:

M N
Hy (o, @)= Y. > a(m,n)cos(nm)cos(ma,), (10.9)

m=0n=0
gdzie dla najcze$ciej spotykanego przypadku nieparzystych M, i1 N
M=(M;-1)/2, N=(N;-1)/2,a wspotczynniki a(m,n) okreslone sa na-
stepujaco:

4h(m,n), dla mz01in#0
a(m,n)=<2h(m,n), dla m=0,n#0 i m20in=0 (10.10)
h(0,0) dla m=01in=0

Charakterystyka H ,(w,,@,) filtru o antysymetrii kwadrantalnej moze by¢
wyrazona wzorem [3, 18]:

My M
Hy (o)=Y, > b(m,n)sin(nw,)sin(ma,) (10.11)
m=1n=1
gdzie:
b(m,n) = 4h(m,n) (10.12)

Jezeli wspotczynniki filtru o symetrii kwadrantalnej dodatkowo spetniaja waru-
nek:

h(m,n) = h(n,m) (10.13)

to rozpatrywany filtr jest filtrem o symetrii heksagonalnej. Charakterystyka
czestotliwosciowa o fazie zerowej Hj(w,w,) takiego filtru spelnia wowczas

dodatkowo réwnos¢ [95]:
Hy(a,0y) = Hp(w, @) (10.14)

Specjalnym rodzajem symetrii jest symetria kotowa. Z filtrem o symetrii ko-
towej mamy do czynienia wowczas, gdy charakterystyka czestotliwosciowa o fazie

zerowe] Hy(wp,w,) filtru jest funkcja co12 + (022 dla \/(012 + (022 <z
1 przyjmuje stala warto$¢ poza tym obszarem dla — 7 <@y <7, —7<w, <7

[95].
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Zadanie zaprojektowania filtru o okreslonej charakterystyce amplitudowe;j
sprowadza si¢ do wyznaczenia odpowiednich wartosci wspotczynnikéw odpo-
wiedzi impulsowe;j filtru.

Niech Y bedzie wektorem okreslonym nastgpujaco:

- w przypadku filtru centrosymetrycznego: Y =[¥1, V2., V1 41 ]T
gdzie:

1= h(0,0) (10.15)

yi=h(m,n), i=23,.,(L+1); m, neR" (10.16)

- w przypadku filtru o symetrii kwadrantalne;:

Y =[Y15 Y200 V(M +1)(N+) 1"
gdzie:

yi=a(mn), i=12,..(M+)(N+1), m=0Ll.,M;n=0].,N (10.17)

- w przypadku filtru o antysymetrii kwadrantalne;j:

T
Y =[y1,Y2500 Vuxn ]
gdzie:

y=b(m,n), i=12,.,MxN, m=12,.,M;n=12,.,N  (10.18)

Oznaczmy przez H(w;,@,,Y) charakterystyke czgstotliwosciowa o fazie ze-

rowej filtru otrzymana przy przyjeciu we wzorach odpowiednio (10.4), (10.6)
lub (10.10) wspotczynnikéw filtru o wartosciach okreslonych przez wektor Y.

Aproksymowana charakterystyka czgstotliwo$ciowa o fazie zerowej
H ;(w,w,) ma postac:

1 — w pasmie przepustowym P
Hy(o, )= _ pasmie zaporowym S (10.19)
Zaldozmy, ze rozpatrujemy wartosci funkcji Hy(w,w,) oraz H(wy,w;,Y)
okreslone w K X K, punktach plaszczyzny (@;,w,) reprezentujacych prosto-
katna siatke zdefiniowana nastepujaco:

oy = g k=01 K ~1 (10.20a)
K -1
0y = g 101Ky -1 (10.20b)

K, -1
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Otrzymane warto$ci funkcji moga by¢ przedstawione w postaci macierzy Hy
oraz H o wymiarach K| XK.

W dalszych dwoch podrozdziatach zostanie omowione projektowanie filtru
2-D typu FIR kolejno z zastosowaniem aproksymacji EQ oraz EQLS. W przy-
padku obu tych zadan jako punkt startowy przyjmowano wektor Y bedacy roz-
wigzaniem odpowiedniego zadania minimalizacji btedu LS. Nalezy réwniez
zauwazyC, ze przy okreslonym rodzaju symetrii aproksymowanej charaktery-
styki H;(w),w,) wystarczy rozpatrywaé rozwiazanie zadania projektowania

jedynie w odpowiedniej czgsci plaszczyzny (@), ;).

10.2. Projektowanie 2-D filtru typu FIR z zastosowaniem
aproksymacji EQ

W przypadku aproksymacji EQ funkcja bledu E(w@y;,w,;,Y) jest przed-
stawiona w postaci:

E(wy,0y,Y) = H(@g, @1, Y) = H g (@, @3)) , @y, € PUS (10.21)

Zadanie zaprojektowania filtru sformutujemy w sposob nastepujacy:

dla zadanych wartosci M, N|,K,, K, oraz dla zadanego ksztaltu aproksymo-
wanej charakterystyki H ;(@;,@,) znalez¢é wektor Y, dla ktorego funkcja
btedu E(w;,w,,Y) ma przebieg rownomiernie falisty.

Sformutowane powyzej zadanie zaprojektowania filtru mozna przeksztat-
ci¢ w odpowiednie zadanie optymalizacji z ograniczeniami. W tym celu nalezy
wyznaczy¢ wartosci ekstremow funkcji H(w;,w,,Y) w pasmach przepusto-
wym 1 zaporowym. Warto$ci te mozna wyznaczy¢ w drodze przeszukiwania
okreslonej uprzednio siatki. Nalezy zauwazy¢, ze liczba J + K tych ekstremow
nie jest znana. Warto$ciom ekstreméw funkcji H(w,w,,Y) odpowiadaja eks-

trema funkcji bledu. Zadanie zaprojektowania filtru o réwnomiernie falistej
charakterystyce H(w;,w,,Y) sprowadza si¢ do znalezienia takiego wektora Y,

dla ktérego spetniony jest warunek:
AE;(Y)=AE(Y), i,k=12,,J+K+2 (10.22)

gdzie: AE;(Y), i=L2,..,J+K, sa modutami ekstremoéw funkcji biedu
w pasmach przepustowym i zaporowym, AE; x,1(Y) jest maksymalng
wartoscia modulu funkcji bltedu na krawedzi pasma przepustowego,
AE ;. g 4+>(Y) — maksymalna warto$cia modutu funkcji bledu na krawedzi

pasma zaporowego, J — liczba ekstremow funkcji btedu w pasmie przepusto-
wym, a K - liczba ekstreméw funkcji btedu w pasmie zaporowym.
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Rozpatrywane zadanie zaprojektowania filtru mozna przeksztatcic w od-
powiednie zadanie optymalizacji w sposdb opisany dla przypadku projektowa-
nia filtru 1-D typu FIR z zastosowaniem funkcji celu okre$lonej wzorem (5.36).

10.3. Projektowanie filtru 2-D typu FIR z zastosowaniem
aproksymacji EQLS

W przypadku aproksymacji EQLS btad aproksymacji w kazdym z pasm
jest okre$lony inaczej. W pasmie przepustowym funkcja bledu E(@;,@;,Y)
jest przedstawiona w postaci:

E(@y,0;,Y) = H(@yy, 037, Y)— H g (@, @), @y, € P (10.23)

W pasmie zaporowym nalezy natomiast zminimalizowa¢ btad LS £,(Y) okre-
$lony zaleznoscia:

Ey(Y)= Y YIH(op,0.Y)-Hy(og,o))  (10.24)
oS Wy eS

Zadanie zaprojektowania filtru sformutujemy w sposob nastepujacy:

dla zadanych warto$ci M, Ny, K, K, oraz dla zadanego ksztattu aproksymo-
wanej charakterystyki H ;(w,,w,) znalez¢ wektor Y, dla ktorego funkcja
bledu E(w;,w,,Y) ma przebieg rownomiernie falisty w pasmie przepusto-
wym, a w pasmie zaporowym zminimalizowany jest blad £, (Y).

Dodatkowo mozna jeszcze zada¢ spetnienia warunku:

Y H(oy,@,Y)~ H g (@, 05)| < 6, (10.25)
@), 01 € P

gdzie 0 p Jest maksymalna dopuszczalng amplituda zafalowan charakterystyki

amplitudowej w pasmie przepustowym.

Sformutowane powyzej zadanie zaprojektowania filtru mozna przeksztat-
ci¢ w odpowiednie zadanie optymalizacji dwukryterialnej z ograniczeniami.
W tym celu nalezy ustali¢ dwa wskazniki jakosci X;(Y) oraz X,(Y) odpo-
wiadajace dwom kryteriom wystepujacym w zadaniu projektowania filtru, od-
powiednio dla pasma przepustowego i zaporowego.

Zadanie zaprojektowania filtru o rownomiernie falistej charakterystyce
H(w,w,,Y) w pasmie przepustowym sprowadza si¢ do znalezienia takiego
wektora Y, dla ktorego spetiony jest warunek:

AE;(Y)=AEL(Y), ik=12,.J+1 (10.26)
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gdzie: AE;(Y), i=12,.,J, sa modutami ekstremow funkcji btedu w pasmie
przepustowym, a AE ;,;(Y) jest maksymalng warto$cia modulu funkcji btedu

na krawedzi tego pasma.

Podobnie jak w przypadku filtru 1-D typu FIR, jako pierwszy wskaznik ja-
kosci w zadaniu optymalizacji dwukryterialnej moze by¢ zastosowana funkcja
X, zdefiniowana wzorem (5.36), przy czym nalezy tylko uwzglednia¢ J + 1

wartosci AE;(Y) wystgpujacych w pasmie przepustowym. Jako drugi wskaz-
nik jakos$ci zostanie uzyty btad E,(Y) okreslony zalezno$cia (10.24), czyli
X7 (Y)=Ex(Y).

Majac tak ustalone dwa wskazniki jakosci, rownowazne zadanie optymali-
zacji dwukryterialnej z ograniczeniami sformulujemy w sposo6b nastepujacy:
dla zadanych wartosci M, Ny, K;,K,, dla przyjetych wartosci wspotczynni-
kow wagowych f; i B, oraz dla zadanego ksztattu aproksymowanej charakte-
rystyki H;(w;,@,) znalez¢ wektor Y, ktéry minimalizuje syntetyczny wskaz-
nik jakosci X(Y, S, ;) okreslony wzorem (7.3), przy warunku ograniczaja-
cym (10.25).

10.4. Zrownoleglenie rozpatrywanych problemoéw i wykorzystanie
systemu wieloprocesorowego

W przypadku projektowania filtrow 2-D z zastosowaniem aproksymacji
EQ czasy wykonywania obliczen sa juz znaczaco dlugie [3, 95, 198]. Rosna one
wyraznie wraz ze wzrostem wymiaré6w macierzy odpowiedzi impulsowe;j filtru
oraz wzrostem gestosci siatki okre§lonej wzorami (10.19) i (10.20). Zastosowa-
na siatka musi by¢ jednak odpowiednio gesta, gdyz od jej gestosci zalezy btad
aproksymacji.

Po to, aby uzyska¢ zmniejszenie czasu wykonywania obliczen dla okreslo-
nej gestosci siatki oraz okreslonych wymiaréw macierzy odpowiedzi impulso-
wej filtru lub tez, aby w danym czasie moc wykona¢ obliczenia dla ggstszej
siatki lub wigkszej macierzy odpowiedzi impulsowe;j filtru, mozna przeprowa-
dza¢ obliczenia w sposob réwnolegly. Podstawowe informacje dotyczace obli-
czen réwnoleglych mozna znalez¢ np. w pracach [13, 111, 123, 125]. W roz-
dziale niniejszym pokazemy natomiast, ze zaproponowana metoda dobrze nada-
je sig do zrownoleglenia.

Poniewaz autorka zdecydowala si¢ na opracowywanie programow roéwno-
legltych w Fortranie z zastosowaniem biblioteki MPI [103, 110, 123-124], nale-
zato dokona¢ dekompozycji problemu w celu podziatu zadania obliczeniowego
pomigdzy procesorami. Istnieja rézne metody dekompozycji problemu w celu
przeprowadzenia obliczen z zastosowaniem systemu wieloprocesorowego.
W przypadku rozpatrywanych zadan projektowania filtrow 2-D, zar6wno
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z zastosowaniem aproksymacji EQ jak i aproksymacji EQLS, wystepuja dwie
macierze Hy oraz H o wymiarach K; XK, ktorych elementy reprezentuja
odpowiednio aproksymowana charakterystyke czgstotliwosciowa o fazie zero-
wej oraz charakterystyke czgstotliwosciowa o fazie zerowej obliczona dla dane-
go wektora Y ze wzoru odpowiednio (10.4), (10.8) lub (10.10). Po to, aby prze-
prowadzaé obliczenia w sposob rownolegly, elementy tych macierzy nalezy
odpowiednio rozdzieli¢ migdzy procesorami.

Istnieje cala grupa metod matematycznych zajmujacych si¢ podziatem
dziedziny funkcji w taki sposob, aby obliczenia z zastosowaniem systemu wie-
loprocesorowego byly mozliwie najbardziej efektywne. Metody te nosza angiel-
ska nazwe Domain Decomposition Methods [38]. W metodach tych dziedzing
funkcji D, bedaca w ogoélnym przypadku pewnym nieregularnym obszarem,

dzieli si¢ w rozny sposéb na N, czeSci D, j=1.2,..,N, nazywanych pod-

dziedzinami (ang. subdomains), gdzie N, jest liczba procesorow, ktére beda

wykorzystywane do obliczen. Nastgpnie przyporzadkowuje si¢ kazda poddzie-
dzing innemu procesorowi i wykonuje si¢ obliczenia jednocze$nie we wszyst-
kich poddziedzinach. Odpowiedni podziat dziedziny funkcji jest bardzo istotny
w pewnych zastosowaniach, np. przy numerycznym rozwiazywaniu roéwnan
rozniczkowych czastkowych [62]. Informacje dotyczace réznych metod podzia-
hn dziedzin funkcji w przypadku roznych typow funkcji mozna znalez¢
w pracach i materialach konferencyjnych International Scientific Committee for
Domain Decomposition [70].

Szczegbdlnym rodzajem dziedzin funkcji sa dziedziny, ktére tworzg regular-
ny, ciagly obszar lub regularna siatk¢. W takim przypadku dziedzing dzieli si¢ na
N, poddziedzin o identycznym ksztalcie i identycznych rozmiarach. Nastepnie
kazda z nich przyporzadkowuje si¢ innemu procesorowi. Tego rodzaju podejscie
nosi angielska nazwe Regular Domain Decomposition Method [109].

W przypadku rozpatrywanych zadan aproksymacji, elementy obu macierzy
Hy oraz H sa warto$ciami funkcji, ktorej dziedzina tworzy regularng siatke

okreslong wzorami (10.19) i (10.20). Mozna wigc kazda z tych macierzy po-
dzieli¢ na N, identycznych podmacierzy i kazda z tych podmacierzy przypo-

rzadkowa¢ innemu procesorowi. Plaszczyzng (w;,@,) podzielimy na nastgpu-
jace poddziedziny:
- w przypadku projektowania filtru centrosymetrycznego:

Dy ={(#,0y):—w < <-m+27n/N, 1 0w, <7} (10.27)

D; ={(w, @)~ +2(-D7 /N, <@ <-m+2iw' N, i 0sw, <r},
(10.28)
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DNp ={(@,0y): = +2(N, -D7x/N, <oy <71 0<w, <z} (10.29)

- w przypadku projektowania filtru o symetrii lub antysymetrii kwadrantalnej:
Dy ={(a4,@,): 0@ <7/N, i 0sw, <7} (10.30)

Dy ={(@,0,):(i-D)x/N, <oy <ir/N, i0<wy <7}, i=23..N,-1
(10.31)

DNp ={(@,0)): (N, -Dn/N,<ay<7mi0<w <z} (10.32)

Zauwazmy, ze dla poddziedzin okreslonych wzorami (10.27-10.29) oraz
(10.30-10.32) spetniona jest rowno$¢ [49]:

D= D (10.33)

Zastosowany sposob przyporzadkowania ptaszczyzny (@;,w;,) (a tym sa-
mym odpowiednich podmacierzy macierzy Hyq oraz H ) poszczegdlnym proce-
sorom dla przypadku 4 procesoréw pokazany jest na rysunku 10.1.

a) b)

[0))]

N " pract | Proc2 " ol
Procl | Proc2 | Proc3 | Procd roc roc Proc3 | Proc4

Rys. 10.1. Zastosowany sposob przyporzadkowania plaszczyzny (wj,w,) czterem

procesorom: a) przypadek ogélny, b) przypadek filtru o symetrii kwadran-
talnej (rozpatrujemy jedynie pierwsza ¢wiartke plaszczyzny (@, w;))
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Rozpatrzmy teraz zadanie projektowania z zastosowaniem aproksymacji
EQLS’. W tym przypadku w kazdej iteracji j-ty procesor, gdzie j = 0,1,.., N »— L
oblicza wartosci AE;(Y), i=12,..k w ,przypisanej” mu czg$ci pasma prze-
pustowego korzystajac z odpowiednich podmacierzy. Nalezy jednak zauwazy¢,
ze do sprawdzenia, czy dany punkt stanowi ekstemum lokalne, nalezy znad
warto$ci funkcji w otoczeniu tego punktu. W zwiazku z tym rozpatrywane
podmacierze musza mie¢ z kazdej strony dodatkowa kolumng. Ta dodatkowa
kolumna wchodzi réwniez w sktad sasiedniej podmacierzy. Na granicach po-
dzialu macierzy na podmacierze mamy wigc obszary wzajemnie nakladajace si¢
(ang. overlap areas) [7, 109].

Obliczone przez wszystkie procesory wartosci AE;(Y) sa nastgpnie prze-

kazywane do procesora 0, ktory oblicza ich $rednia arytmetyczna S. Wyznaczo-
na wartos¢ S zostaje przekazana do wszystkich procesorow, ktére nastgpnie
obliczaja warto$ci:

k

X1;(Y)= Y (AE; = 8)%,j=0,1,..., N~ 1. (10.34)
i=1

Wartosci X ;(Y) zostaja z kolei przekazane do procesora 0, ktéry oblicza
funkcje X(Y) jako sume:

Np-1
X{(Y)= ¥ Xi;(Y) (10.35)
j=0
W pasmie zaporowym kazdy j-ty procesor oblicza odpowiednig czg$¢ btedu LS
w cze$ci pasma zaporowego S i ktora jest jemu przyporzadkowana:

Ey;(Y)= Y Y[H(oy,wy,Y)-Hy(wy, o). (10.36)
(O, @)ES;

Wartosci Ej;(Y) zostaja nastepnie przekazane do procesora 0, ktéry oblicza

catkowita warto$¢ btgdu LS w pasmie zaporowym:
NP-1
Xy(Y) = Ey(Y) = 3 Ey;(Y) (10.37)
j=0
oraz funkcjg celu X(Y, 5, ,) okreslong wzorem (7.3).

Tak obliczona wartos¢ funkcji celu jest nastgpnie wykorzystywana przez pro-
cedurg realizujaca minimalizacje tej funkcji.

" Algorytm ten zastat opisany przez autorke w pracy [a28].
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W przypadku projektowania z zastosowaniem aproksymacji EQ, w kazde;j
iteracji j-ty procesor oblicza wartosci AE;(Y), i=1,2,....k, zarbwno w pasmie
przepustowym jak i w pasmie zaporowym korzystajac z odpowiednich podma-
cierzy. Obliczone przez wszystkie procesory wartosci AE;(Y) sa nastgpnie
przekazywane do procesora 0. Dalsze obliczanie funkcji celu X (Y) odbywa sig

w taki sam sposob jak opisane powyzej obliczanie funkcji X7(Y).

10.5. Przyklady obliczeniowe

Na podstawie zaproponowanej metody projektowania 2-D filtrow FIR o li-
niowej charakterystyce fazowej i roznych rodzajach symetrii z zastosowaniem
aproksymacji EQ oraz EQLS, autorka opracowata odpowiednie programy se-
kwencyjne w jezyku Fortran. Zréwnoleglenie programéw zostato przeprowa-
dzone z wykorzystaniem biblioteki MPI. Obliczenia réwnolegle autorka wyko-
nata na komputerze Sun Fire 6800 znajdujacym si¢ w Edinburgh Parallel Com-
puting Center.

Jako przyktad zastosowania zaproponowanej metody do projektowania fil-
trow 2-D o symetrii heksagonalnej (czyli rowniez kwadrantalnej) i liniowej
charakterystyce fazowej rozpatrzmy zadanie zaprojektowania filtru z zastoso-
waniem aproksymacji EQLS, z uwzglednieniem warunku dotyczacego maksy-
malnej dopuszczalnej amplitudy zafalowan & p W pasmie przepustowym. Kon-

tur zadanej charakterystyki amplitudowej jest pokazany na rysunku 10.2. Obli-
czenia wykonano dla kilku zestawoéw danych wejsciowych. W tym oraz we
wszystkich dalszych przyktadach omawianych w tym rozdziale przy wykony-
waniu obliczen przyjmowano warto§ci parametrow [ = 2x10%, pr =1 oraz
stosowano siatke 101X 101.

Jako pierwszy przyktad rozpatrzmy zaprojektowanie filtru dla nastgpuja-
cych danych: M| =N;= 15, A= 0,57, B = 0,667, 5p <0,06 . Wyznaczona
charakterystyka amplitudowa filtru pokazana jest na rysunku 10.3. Na tym ry-
sunku oraz na wszystkich kolejnych w tym rozdziale przyjeto: x =@, /7 oraz
y =w, /. Jak wida¢ na rysunku, charakterystyka amplitudowa ma prze bieg

rownomiernie falisty w pasmie przepustowym, a w pasmie zaporowym ma
przebieg otrzymany z zastosowaniem aproksymacji LS.
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Rys. 10.2. Kontur zadanej charakterystyki amplitudowe;j filtru 2-D o symetrii heksago-
nalnej
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Rys. 10.3. Charakterystyka amplitudowa filtru FIR z pierwszego przyktadu dla
M1 = N1 =15 (aproksymacja EQLS)

Jako drugi przyktad zostanie zaprojektowany filtr o takiej samej zadanej
charakterystyce amplitudowej, ale o wigkszej liczbie wspotczynnikéw. Przyj-
mijmy M| =Ny =19, A= 0,77, B = 0,887 . Obliczenia wykonano dla dwoch
réznych wartosci &, , a mianowicie: 5p <0,03 oraz 5p <0,05. Wyznaczone
charakterystyki amplitudowe filtru sa pokazane odpowiednio na rysunkach 10.4
i 10.5. Otrzymane wartosci zafalowania w pasmie przepustowym wynosza
6, =0,0297 oraz 6, =0,0499. Jak wida¢ na przedstawionym przykladzie,
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w przypadku zaproponowanej metody istnieje mozliwos¢ uzyskania réznych
zadanych warto$ci zafalowan o p W pasmie przepustowym, co nie jest wyko-

nalne w przypadku zastosowania aproksymacji EQ w pasmie przepustowym
1 zaporowym.

Po to, aby porowna¢ otrzymang charakterystyke amplitudowa z charakte-
rystyka amplitudowa réwnomiernie falista w pasmie przepustowym i zaporo-
wym, zaprojektowano nastepnie odpowiedni filtr dla takich samych danych
wejsciowych z wykorzystaniem programu opisanego przez autorkg w pracy
[a27]. Otrzymana charakterystyka amplitudowa pokazana jest na rysunku 10.6.
W przypadku tej charakterystyki warto§¢ zafalowania w pasmie przepustowym
i zaporowym wynosi 0 = 0,037.
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Rys. 10.4. Charakterystyka amplitudowa filtru FIR 2z drugiego przykladu dla
My=N; =19, 6, <0,03 (aproksymacja EQLS)
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Rys. 10.5. Charakterystyka amplitudowa filtru FIR =z drugiego przyktadu dla
My =N=19, 6, <0,05 (aproksymacja EQLS)
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Rys. 10.6. Charakterystyka amplitudowa filtru FIR 2z drugiego przykladu dla
M1 = N1= 19 (aproksymacja EQ)

Nalezy zauwazy¢, ze w przypadku aproksymacji EQLS mozna uzyskaé
wyraznie mniejsze zafalowania charakterystyki amplitudowej w pasmie przepu-
stowym niz w przypadku aproksymacji EQ w pasmie przepustowym i zaporo-
wym. Ponadto, w przypadku tej aproksymacji w znacznej czg$ci pasma zapo-
rowego uzyskuje si¢ thumienie wyraznie wigksze niz w przypadku aproksymac;ji
réwnomiernie falistej w obu pasmach. Jedynie tlumienie w pasmie zaporowym
w poblizu jego krawedzi jest w przypadku zaproponowanej aproksymacji nieco
mniejsze niz przy aproksymacji rownomiernie falistej w pasmie przepustowym
i zaporowym. W rozpatrywanym przyktadzie maksymalny btad w pasmie zapo-
rowym wynosi J; =0,0630 przy zafalowaniu &, =0,0297 w pasmie przepu-
stowym.

Jako kolejny, trzeci przyktad rozpatrzmy do$¢ czgsto spotykane w literatu-
rze (np. [80, 198, 200]) zadanie zaprojektowania filtru o symetrii kwadrantalne;j
i charakterystyce amplitudowej, ktorej kontur pokazany jest na rysunku 10.7
(ang. fan-shaped filter). Przeprowadzmy projektowanie filtru z zastosowaniem

aproksymacji EQLS dla nastgpujacych danych: Ny= M= 15, kat 8= 25°
oraz szeroko$¢ pasma przejsciowego PT = 0,167 (rys. 10.7). Wyznaczona cha-
rakterystyka amplitudowa filtru jest pokazana na rysunku 10.8.
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i

Rys. 10.7. Kontur zadanej charakterystyki amplitudowej filtru 2-D o symetrii kwadran-
talnej
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Rys. 10.8. Charakterystyka amplitudowa filtru FIR 2z trzeciego przyktadu dla
M1 = N1 =15 (aproksymacja EQLS)

Po to, aby poréwnaé otrzymana charakterystyke amplitudowa z charakte-
rystyka amplitudowa otrzymang z zastosowaniem aproksymacji LS, zaprojek-
towano nastepnie odpowiedni filtr dla takich samych danych wejSciowych.
W przypadku tego filtru maksymalne btedy w pasmach przepustowym i zapo-
rowym wynosza odpowiednio: 6, = 0,091 oraz &;=0,171. W przypadku filtru

zaprojektowanego z zastosowaniem aproksymacji EQLS bledy te sa rowne:
6,=0,0561 ;= 0,166. Sa wigc one mniejsze niz w przypadku filtru zaprojek-

towanego z zastosowaniem aproksymacji LS, co jest zwlaszcza wyrazne
W pasmie przepustowym.
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Jako czwarty przyklad zostanie zaprojektowany filtr centrosymetryczny
o charakterystyce amplitudowej, ktérej kontur jest pokazany na rysunku 10.9.
Pasma przepustowe i zaporowe filtru maja ksztalt elips o kacie nachylenia 30°
do osi @j. Osie tych elips duza i mata sq rowne odpowiednio: w przypadku
pasma przepustowego: 0,457 1 0,225z, a w przypadku pasma zaporowego:
0,657z 1 0,3757x . Zaprojektujmy filtr z zastosowaniem aproksymacji EQLS dla
nastgpujacych danych: N;= M= 19, 5p= 0,0365, szeroko$¢ pasma przej-
sciowego PT = 0,16z . Otrzymana charakterystyka amplitudowa filtru pokazana
jest na rysunku 10.10.
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Rys. 10.9. Kontur zadanej charakterystyki amplitudowej filtru centrosymetrycznego
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Rys. 10.10. Charakterystyka amplitudowa filtru FIR z czwartego przyktadu dla
M1 =Np =19 (aproksymacja EQLS)



188

1.5

¥ oo X

Rys. 10.11. Charakterystyka amplitudowa filtru FIR z czwartego przyktadu dla
M| = N1 =19 (aproksymacja EQ)

Po to, aby poréwnaé otrzymana charakterystyke z charakterystykami am-
plitudowymi wyznaczonymi z zastosowaniem aproksymacji LS 1 EQ, zaprojek-
towano nastgpnie odpowiednie filtry dla takich samych danych wejsciowych. W
przypadku filtru wyznaczonego z zastosowaniem aproksymacji LS maksymalne
btedy w pasmie przepustowym 1 zaporowym wynosza odpowiednio:
6,= 0,066 oraz &;= 0,050. W przypadku filtru zaprojektowanego z zastoso-

waniem aproksymacji EQLS bledy te sa rowne: 6, = 0,0365 i, = 0,0442. Sa

wigc one wyraznie mniejsze niz w przypadku filtru zaprojektowanego z zasto-
sowaniem aproksymacji LS w pasmie przepustowym i zaporowym.

Charakterystyka amplitudowa filtru otrzymana z zastosowaniem aproksy-
macji EQ jest pokazana na rysunku 10.11. Zafalowanie w pasmie przepusto-
wym i zaporowym wynosi d = 0,0365. W pasmie przepustowym jest wiec ono
takie samo, jak otrzymane z zastosowaniem aproksymacji EQLS, natomiast
W pasmie zaporowym jest ono nieco mniejsze niz w przypadku aproksymacji
EQLS.

Jako piaty przyktad rozpatrzmy projektowanie filtru o symetrii kolowej dla

M = N; =15. Pasmo przepustowe ma wystgpowac dla \Ia)lz + (022 <0,25,

a pasmo zaporowe dla \Ia)lz +a)22 >0,45. Po to, aby zademonstrowaé ela-

stycznos$¢ metody opisanej w rozdziale 7, zaprojektujemy ten filtr z zastosowa-
niem aproksymacji LS w pasmie przepustowym i EQ w pasmie zaporowym.
Nalezy zauwazy¢, ze w zaproponowana w rozdziale 7 metoda projektowa-
nia z zastosowaniem aproksymacji EQLS umozliwia rowniez przeprowadzenie
aproksymacji LS w pasmie przepustowym i EQ w pasmie zaporowym w wyni-
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ku rozwigzania odpowiedniego zadania polioptymalizacji. W tym celu nalezy
przyja¢ jako pierwszy wskaznik jakosci blad LS wyrazony wzorem (7.2), ale
rozpatrywa¢ go w pasmie przepustowym. W pasmie zaporowym nalezy nato-
miast wyréwna¢ ekstrema funkcji btedu wyrazonej wzorem (7.1). Wyznaczona
w taki sposob charakterystyka amplitudowa filtru pokazana jest na rysunku

10.12.
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Rys. 10.12. Charakterystyka amplitudowa filtru FIR =z piatego przyktadu dla
M1 =Ny =15 (aproksymacja LS w pasmie przepustowym i EQ w pasmie

Zaporowym)

Filtry o symetrii kotowej moga by¢ zastosowane do filtracji obrazow. Prze-
filtrujmy przez zaprojektowany filtr cztery obrazy pokazane na rysunku 10.13.
Filtracja zostala przeprowadzona z zastosowaniem funkcji filfer? znajdujacej
si¢ w toolbox-ie ,Jmage Processing” pakietu programéw MATLAB [106].
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Rys. 10.13. Przyktadowe obrazy przed filtracja
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Rys. 10.14. Obrazy z rysunku 10.13 przefiltrowane przez filtr o charakterystyce ampli-
tudowej pokazanej na rysunku 10.12



Rys. 10.15. Wartosci bezwzgledne rdznic pomigdzy odpowiednimi obrazami z rysunku
10.13 oraz obrazami przefiltrowanymi z rysunku 10.14 (zastosowano au-
tomatyczne skalowanie wartoSci wyswietlanej struktury danych do odpo-
wiedniego zakresu)
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Obrazy z rysunku 10.13 przefiltrowane przez filtr o charakterystyce ampli-
tudowej pokazanej na rysunku 10.12 sa przedstawione na rysunku 10.14. War-
tosci bezwzgledne roéznic pomigdzy odpowiednimi obrazami z rysunku 10.13
oraz obrazami przefiltrowanymi sg natomiast pokazane na rysunku 10.15. War-
tosci niezaleznych wspotczynnikow zastosowanego filtru o fazie zerowej
(o charakterystyce amplitudowej pokazanej na rysunku 10.12) sa podane
w tablicy 10.1. W jej pierwszej kolumnie znajduja si¢ wspotczynniki A(—7,0)
+h(0,0) , w drugiej — wspdtczynniki #(-7,1)+A(0,1), itd.

Tablica 10.1. Wartosci niezaleznych wspolczynnikoéw filtru o charakterystyce
amplitudowej pokazanej na rysunku 10.13

Kolumny

1 2 3 4
2,2736820-10° 2,4127843-10 3,1383237-10° 3,19945439:10°
—1,7266445-10° —1,3912905-10° 4,4882945-10°° 6,69729604-10*
~5,9614880-10° —6,7407442-10°° —5,8695254-10°° —4,57481294-10°
-3,5223155-10° —6,1217825-10°° -8,6971698-10° | -10,58135537-10°
1,3767539-10 8,4518874-10° —1,7145973-10° | -10,58135537-10°
4,5997735-10 * 3,6515694-10 1,6222333-10° —2,25689774:10°
7,8362412-10* 6,5763227-10° 3,6800675-10 8,56078322-10™°
10,2473775:10° 7,8362412:10° 4,5997735-10 1,37675395-10°

5 6 7 8
3,1945698:10° 3,1519839:10° 3,8285863-10° —8,8885482-10°
1,5078007-10° 1,5372384-10° 2,4503862-10° 4,5548914-10°
—1,9749805-10° -8,8171531-10° 1,4229826:10° 3,6759376-10°
—6,5552862-10° -2,3828512-10°° 1,2822570-10° 3,6599563-10°
—10,7476355-10° —4,8474217-10°° 1,0045761-10° 3,9809672:10°
—10,2145605-10° —6,4069260-10° -2,5265675-10" 3,3583517-10°
~5,6208111-10° -6,3225817-10°° —1,3410488-10°° 2,5670875-10°
-3,5223155-10° —5,9614880-10°° —1,7266445-10°° 2,2736820-10°

Po to, aby porowna¢ otrzymana charakterystyke amplitudowa z rysunku
10.12 z charakterystyka amplitudowa wyznaczonymi z zastosowaniem aprok-
symacji EQ, zaprojektowano nastepnie odpowiedni filtr dla takich samych da-
nych wejsciowych. Charakterystyka amplitudowa filtru otrzymana z zastoso-
waniem aproksymacji EQ jest pokazana na rysunku 10.16. Zafalowanie w pa-
smie przepustowym i zaporowym wynosi 0 = 0,050 . W przypadku filtru zapro-
jektowanego z zastosowaniem aproksymacji LSEQ zafalowania te sa rowne:
0,=0,0291 1 ;= 0,04910. W pasmie zaporowym jest wigc ono praktycznie
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takie samo, jak otrzymane z zastosowaniem aproksymacji EQ, natomiast
W pasmie przepustowym jest ono mniejsze niz w przypadku aproksymacji EQ.
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Rys. 10.16. Charakterystyka amplitudowa filtru FIR z piatego przyktadu dla
M1 = Ny =15 (aproksymacja EQ )

Obrazy z rysunku 10.13 przefiltrowane przez ten filtr sa przedstawione na
rysunku 10.17. Wartosci bezwzgledne rdznic pomiedzy odpowiednimi obraza-
mi z rysunku 10.13 oraz obrazami przefiltrowanymi sa natomiast pokazane na
rysunku 10.18. Nalezy zauwazy¢ drobne roznice pomigdzy odpowiadajacymi
sobie obrazami z rysunku 10.151 10.18.
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Rys. 10.17. Obrazy z rysunku 10.13 przefiltrowane przez filtr o charakterystyce ampli-
tudowej pokazanej na rysunku 10.16



Rys. 10.18. Wartosci bezwzgledne rdznic pomigdzy odpowiednimi obrazami z rysunku
10.13 oraz obrazami przefiltrowanymi z rysunku 10.17 (zastosowano
automatyczne skalowanie warto§ci wyswietlanej struktury danych do od-
powiedniego zakresu)
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10.6. Efektywnos¢ zrownoleglenia obliczen

Przeanalizujmy teraz efektywno$¢ zrownoleglenia obliczen w przypadku
rozpatrywanych zadan projektowania filtrow. Stopien, w jakim zadanie obli-
czeniowe wykonywane z zastosowaniem systemu wieloprocesorowego jest dla
niego odpowiednie zalezny jest od rodzaju problemu, zastosowanego algorytmu
oraz architektury systemu [111]. Miara jakos$ci zréwnoleglenia jest wspotczyn-
nik przyspieszenia (ang. speedup factor) oraz réwnolegla efektywnosé (ang.
parallel efficiency). Wspotezynnik przyspieszenia S(n,N,) jest zdefiniowany

W sposob nastepujacy [32, 111]:
T(n,])

S(n,Np) :T(TNP)

(10.38)
gdzie: n jest rozmiarem problemu, a 7'(n,1) i T'(n,N ) sa czasami wykonywa-

nia obliczen z zastosowaniem rozpatrywanego algorytmu odpowiednio na jed-
nym oraz N, procesorach.

Roéwnolegta efektywnos¢ E(n,N ) jest rowna ilorazowi wspotczynnika przy-

spieszenia oraz liczby procesorow, czyli:

S(n,Np) _ T

E(n,N,)=
Np) ==y T(n,N,)N,

(10.39)
p

Nalezy zauwazy¢, ze zarowno S(n,N,) jak i E(n,N,) nie daja zadnej infor-

macji dotyczacej jakosci algorytmu rownolegtego. Sa one jedynie miarami tego,
na ile dobrze zostat zréwnoleglony algorytm szeregowy.

Wspotczynnik przyspieszenia mozliwy do uzyskania na maszynie wielo-
procesorowej moze by¢ znacznie ograniczony przez istnienie w zadaniu obli-
czeniowym okreslonej czgsci sekwencyjnego kodu, ktéra nie moze by¢ zrowno-
leglona. Méwi to tym prawo Amdahla o nastgpujacej tresci [32, 111, 125]:

Niech 0 <a <1 bedzie czgscia zadania obliczeniowego, ktéra musi by¢
wykonywana sekwencyjnie. Maksymalny wspolczynnik przyspieszenia mozli-
wy do osiagnigcia na maszynie wieloprocesorowej ztozonej z N, procesorow

okreslony jest wzorem:

1
S(n,N )= Y (10.30)

Zauwazmy, ze wspotczynnik S(n,N ) ograniczony jest w sposob nastepujacy:

S(n,N ) <L (10.31)
o
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W znacznej wigkszo$ci zadan obliczeniowych warto$¢ o zalezy od rozmiaru za-
dania, czyli & jest funkcja n. Do§wiadczenia praktyczne wykazaty, ze gdy rozmiar
problemu rosnie, & maleje. Mozna wigc przyjac, ze dla n — oo o — 0. Naj-
bardziej efektywnym algorytmem réwnoleglym jest taki algorytm, dla ktorego:

. 1
nll_rgoS(n,Np) ar(-a)/N, » (10.32)
Osiaga si¢ wowczas maksymalny wspolczynnik przyspieszenia, ktory jest okre-
slany jako przyspieszenie liniowe [32, 111, 125]. W przypadku bardzo duzych
probleméw osiagane wspotczynniki przyspieszenia moga by¢ dos¢ bliskie przy-
spieszeniu liniowemu.

W przypadku rozpatrywanych zadan projektowania filtrow przy wykony-
waniu obliczen z zastosowaniem systemu wieloprocesorowego badano wspot-
czynniki przyspieszenia w funkcji liczby procesorow. Otrzymane wyniki dla
przyktadu pierwszego z podrozdzialu 10.6 przedstawiono na rysunku 10.19.
W przypadku innych zadan projektowania zalezno$¢ wspotczynnikow przyspie-
szenia od liczby procesoréw ma podobny przebieg. Nalezy zauwazy¢, ze osia-
gnigte wspotczynniki przyspieszenia sa mniejsze od przyspieszenia liniowego.
Jest to najprawdopodobniej zwiazane z faktem, ze rozpatrywane zadania projek-
towania nie sg jeszcze na tyle duze, aby osiaga¢ wspdlczynniki przyspieszenia
dos¢ bliskie przyspieszeniu liniowemu.

16 T T T T T T T

rzyspieszenie liniowe /
14+ At // -

12F

10} o 1

wepdtczynnik przyspieszenia

2 4 B g 10 12 14 16
liczba procesordw

Rys. 10.19. Zalezno$¢ wspodtczynnika przyspieszenia od liczby procesorow dla przy-
ktadu pierwszego z rozdziatu 10.6
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10.7. Projektowanie i przyklad zastosowania 2-D filtrow
potpasmowych

Filtry FIR o charakterystyce amplitudowej o ksztalcie kwadratu obrocone-
g0 0 45 stopni (ang. diamond-shaped) maja bardzo szerokie zastosowania prak-
tyczne. Filtr LP o takim ksztalcie charakterystyki amplitudowej przepuszcza
wyzsze czestotliwosei dla kierunku poziomego i pionowego, natomiast wyzsze
czgstotliwosci dla kierunku ,,po przekatnej” sa ttumione. Badania ludzkiego
systemu widzenia wykazaty, ze oko ludzkie charakteryzuje si¢ wigksza czuto-
$cig na wyzsze czestotliwosci przestrzenne w kierunku poziomym i pionowym,
niz w kierunku ,,po przekatnej” [166, 178].

Ze wzgledu na powyzsza cechg charakterystyki amplitudowej, filtry tego
rodzaju sa powszechnie wykorzystywane przy konwers;ji struktury prébkowania
(ang. sampling structure conversion) w systemach przetwarzania obrazow oraz
w systemach video. Sa one stosowane m.in. przy konwersji sygnatow ze stan-
dardu HDTV (ang. high-definition television) na standardowy sygnat TV [18].
Sa one ponadto wykorzystywane przy konwersji z probkowania prostokatnego
(ang. rectangular) na probkowanie nieprostokatne (ang. nonrectangular) o an-
gielskiej nazwie quincunx 1 przy konwersji odwrotnej [98, 101, 166]. Przyktad
dwukrotnego zmniejszenia szybko$ci probkowania przy przejsciu z probkowa-
nia prostokatnego na probkowanie quincunx jest pokazany na rys. 10.20 [178].
Tego rodzaju dwukrotne zmniejszenie szybkosci probkowania jest réwniez
stosowane w nieseparowalnych zespotach (bankach) filtrow [101, 126, 178].

L

e o 8 O & O e # probka zatrzymana
0o & o & @ e © @ probka odrzucona
L . @ L} = L] & L]
L ] L] o L = L o
- 2 L @ L] @ -
[=] L] i} L] o L] @&
L ] 2] L] 1] L ] @ -
- = - A=) L - - =

"y

Rys. 10.20. Przejscie z probkowania prostokatnego na probkowanie quincunx

W ogélnym przypadku mozliwe jest wyciecie w podobny sposob L probek
w kierunku poziomym i K probek w kierunku pionowym. Tego rodzaju prob-
kowanie okreslane jest w literaturze jako (L, K) quincunx [np. 166]. Do mozli-
wie doktadnego odtworzenia obrazu przy zmianie szybkosci probkowania nie-
zbedne jest zastosowanie odpowiednio filtru decymacyjnego lub interpolacyj-
nego. Szczegotowe informacje na ten temat mozna znalez¢ np. w pracy [166].
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W przypadku dwukrotnego zmniejszenia szybkosci probkowania przy
przejsciu z prébkowania prostokatnego na probkowanie guincunx jako filtr de-
cymacyjny moze by¢ wykorzystywany filtr o charakterystyce amplitudowej,
ktorej kontur jest pokazany na rys. 10.21.

(V]
A2

i

v

Rys. 10.21. Kontur idealnej charakterystyki amplitudowej filtru decymacyjnego przy
przejsciu z probkowania prostokatnego na probkowanie quincunx

Filtr o takiej charakterystyce amplitudowej moze by¢ zrealizowany jako
filtr poétpasmowy [98]. Filtr 2-D nazywamy filtrem pélpasmowym, jezeli
wspoélczynniki jego odpowiedzi impulsowej filtru spetniaja warunek [98]:

{1/2, gdy n=m=0,
h:

. (10.33)
0, gdy n+m jest parzyste oraz n#0,m #0.

Nalezy zauwazy¢, ze w przyblizeniu polowa wspotczynnikow filtru pdtpasmo-
wego jest rowna zeru, w zwiazku z czym jego implementacja jest efektywna.

Filtry potpasmowe moga by¢ projektowane zardwno z zastosowaniem
aproksymacji rownomiernie falistej, jak i zaproponowanej w niniejszej pracy
aproksymacji EQLS. W obu tych przypadkach warunek (10.33) musi zosta¢
uwzgledniony jako dodatkowe ograniczenie w rozpatrywanym zadaniu optyma-
lizacji.



201

Na podstawie zaproponowanej metody projektowania 2-D filtru
potpasmowego FIR z zastosowaniem aproksymacji EQLS autorka opracowata
program POL2. Program ten umozliwia ponadto uwzglednienie warunku
(10.25) dotyczacego maksymalnej dopuszczalnej amplitudy zafalowan 5p

w pasmie przepustowym. W celu zademonstrowania przyktadowych wynikow,
zaprojektowano filtr dla nastgpujacych danych: M; = N; =11, szeroko$¢ pa-
sma przejsciowego AT =0,141. Kontur zadanej charakterystyki amplitudowej
jest pokazany na rysunku 10.22. Jest to przyktad zaczerpnigty z pracy Carrai,
Cortelazzo i Miana [18]. Podobnie jak w poprzednich przyktadach, przy wyko-

nywaniu obliczen przyjgto wartosci parametrow [ =2><104, B =1 oraz

stosowano siatkg 101X 101. Otrzymane wyniki zostaly przedstawione przez
autorke w pracy [a33]. Wyznaczona charakterystyka amplitudowa filtru dla
0 »= 0,023 jest pokazana na rysunku 10.23. Na rysunku 10.24 przedstawiono

natomiast charakterystyke amplitudowa filtru zaprojektowanego przy zatozeniu
takiej samej zadanej charakterystyki amplitudowej, ale M; = Ny =18 oraz
6 ,=0,0026.

X 05 0 ns 1

Rys. 10.22. Kontur zadanej charakterystyki amplitudowej filtru potpasmowego
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Rys. 10.23. Wyznaczona charakterystyka amplitudowa filtru polpasmowego dla & p=0,023
oraz M| = N1 =11 (aproksymacja EQLS)

Opisane w pracy Carrai, Cortelazzo i Miana [18] projektowanie filtru p6t-
pasmowego bylo przeprowadzone z zastosowaniem aproksymacji minimaks.
Otrzymane zafalowanie charakterystyki amplitudowej filtru w pasmie przepu-
stowym i zaporowym filtru jest rowne ¢ =0,0398. Nalezy podkresli¢, ze
w przypadku projektowania z zastosowaniem aproksymacji EQLS mozna
otrzyma¢ wyraznie mniejsze zafalowania O p charakterystyki amplitudowej

filtru w pasmie przepustowym niz przy projektowania z zastosowaniem aprok-
symacji minimaks. Ponadto mozliwe jest uzyskanie roznych zadanych warto$ci
0 > €O nie jest mozliwe przy projektowaniu z zastosowaniem aproksymacji
minimaks. W przypadku stosowania aproksymacji EQLS otrzymuje si¢ nato-
miast wigkszy maksymalny btad J; na krawedzi pasma zaporowego. Przykta-
dowo, dla 5p = 0,023, blad ten wynosi J, = 0,0948.
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Rys. 10.24. Wyznaczona charakterystyka amplitudowa filtru podtpasmowego dla
0 p= 0,0026 oraz M| = N1 =18 (aproksymacja EQLS)

Obraz cameraman z rysunku 10.14 przefiltrowany przez filtr o charaktery-
styce amplitudowej z rysunku 10.24 jest przedstawiony na rysunku 10.25a. Na
rysunku 10.25b sa natomiast pokazane wartosci bezwzgledne réznic pomigdzy
obrazem cameraman oraz obrazem przefiltrowanym. Nalezy zauwazy¢, ze
w tym przypadku réznice pomigdzy obrazem oryginalnym i przefiltrowanym
sa mniejsze niz w przypadku odpowiednich obrazéw przefil trowanych filtrami
z rysunku 10.12 i 10.16. Zwiazane jest to z faktem, ze w tym przypadku pasmo
przepustowe filtru jest szersze.

Filtr p6tpasmowy moze by¢ wykorzystywany jako filtr decymacyjny przy
dwukrotnym zmniejszeniu szybkosci probkowania przy zmianie struktury prob-
kowania z probkowania prostokatnego na quincunx. Jezeli obraz cameraman
(256 X 256 pikseli) najpierw przefiltrujemy przez filtr pétpasmowy o charakte-
rystyce amplitudowej z rysunku 10.24, po czym dwukrotnie zmniejszymy szyb-
ko$¢ probkowania stosujac probkowanie typu quincunx, a nastgpnie dwukrotnie
zwigkszymy szybko$§¢ probkowania wstawiajac w odpowiednich miejscach zera
pomigdzy sasiadujacymi probkami dostaniemy obraz pokazany na rysunku
10.26a. Jezeli obraz ten nastgpnie przefiltrujemy ponownie przez filtr potpa-
smowy o charakterystyce amplitudowej z rysunku 10.24, ktory jest tym razem
wykorzystywany jako filtr interpolacyjny, to otrzymamy obraz pokazany na rys.
10.26b. W obu przypadkach zastosowano automatyczne skalowanie wartosci
wys$wietlanej struktury danych do odpowiedniego zakresu.
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b)

Rys. 10.25. a) Obraz cameraman przefiltrowany przez filtr o charakterystyce amplitu-
dowej z rysunku 10.24; b) wartosci bezwzgledne rdznic pomigdzy obrazem
cameraman oraz obrazem przefiltrowanym z rysunku 10.25a.

)

Rys. 10.26. a) Przefiltrowany obraz cameraman po probkowaniu typu quincunx
i ponownym zwigkszeniu szybko$ci probkowania w drodze interpolacji;
b) obraz z rysunku 10.26a przefiltrowany filtrem poipasmowym

Jezeli przed probkowaniem typu quincunx nie zastosuje si¢ filtru potpa-
smowego, to po zwigkszeniu szybkosci probkowania w wyniku interpolacji oraz
po filtracji przez filtr pélpasmowy, uzyskamy obrazy pokazane odpowiednio na
rys 27a 1 27b (réwniez zastosowano skalowanie automatyczne). Nalezy zauwa-
zy¢ znieksztatcenia (drobne postrzgpienie krawedzi w miejscach duzego kontra-
stu) spowodowane aliasingiem.
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a) b)

Rys. 10.27 a) Obraz cameraman po probkowaniu typu quincunx (bez uprzedniej filtra-
cji dolnoprzepustowej) i ponownym zwigkszeniu szybkosci probkowania
w drodze interpolacji; b) obraz z rysunku 10.27a przefiltrowany filtrem
poélpasmowym

10.8. Podsumowanie

W niniejszym rozdziale przedstawiono zastosowanie metody zapropono-
wanej w rozdziale 5 do projektowania filtrow 2-D typu FIR. Wykazano na
przyktadach, ze zaproponowana funkcja celu moze by¢ wykorzystana przy pro-
jektowaniu filtrow z zastosowaniem aproksymacji EQ, jak réwniez moze by¢
ona uzyta jako jeden ze wskaznikow jakosci w zadaniach aproksymacji EQLS.
Zaprezentowano rowniez przyktad zadania aproksymacji LSEQ, w ktorym jako
jeden ze wskaznikdéw jakosci réwniez zastosowano zaproponowana funkcje
celu. Ponadto, podano przyktady wykorzystania zaprojektowanych filtrow w
przetwarzaniu obrazow.

Opisane w literaturze metody projektowania 2-D filtrow FIR o liniowe;j
charakterystyce fazowej z zastosowaniem aproksymacji EQ sa nieefektywne
obliczeniowo, a ponadto w wielu przypadkach niezbiezne [67, 95]. Ztozonosci
obliczeniowe metod opisywanych w literaturze sa bardzo rézne. Przykladowo,
w przypadku filtrow o symetrii kwadrantalnej, metoda zaproponowana w pracy
[67] jest klasy O(n3 ), a metoda opisana w pracy [4] — klasy O(n6) . Zapropo-
nowana metoda jest efektywna obliczeniowo i moze stanowi¢ dobre narzedzie
do projektowania 2-D filtrow FIR o liniowej charakterystyce fazowej z zasto-
sowaniem aproksymacji EQ. Dla danej gestosci siatki, ztozono$¢ obliczeniowa
zaproponowanej metody jest zalezna od zlozonos$ci obliczeniowej zastosowane;j
metody optymalizacji, co podkreslano rowniez w rozdziale 6.3

Podobnie jak w przypadku filtréw 1-D, zaproponowana metoda projekto-
wania filtrow z zastosowaniem aproksymacji EQLS umozliwia uzyskanie r6z-
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nych rozwigzan kompromisowych pomigdzy aproksymacja EQ w pasmie prze-
pustowym a aproksymacja LS w pasmie zaporowym. W dostepnej literaturze
pracami, w ktorych autorzy probuja uzyska¢ rozwigzanie kompromisowe
pomigdzy aproksymacja EQ w pasmie przepustowym a aproksymacja LS
W pasmie zaporowym sa prace Langa, Selsnicka i Burrusa [87] oraz Lu [99].
W poréwnaniu z metoda opisana w pracy [87], podstawowa zaleta zapropono-
wanej metody jest fakt, ze przy jej uzyciu istnieje mozliwos¢ zaprojektowania
filtrow charakteryzujacych si¢ réznymi warto$ciami zafalowan o » W pasmie

przepustowym. Mozliwe jest rOwniez otrzymanie mniejszej wartosci O p W pa-

smie przepustowym niz w przypadku aproksymacji EQ w obu pasmach przepu-
stowym i zaporowym, co wykazano na przykladach obliczeniowych. Odbywa
si¢ to jednak kosztem pewnego zmniejszenia ttumienia w pasmie zaporowym
przy jego krawedzi. W przypadku metody zaproponowanej przez Langa, Sel-

snicka i Burrusa nie ma mozliwosci otrzymania mniejszej wartosci 5p

W pasmie przepustowym niz w przypadku aproksymacji EQ w pasmie przepu-
stowym 1 zaporowym. Nalezy jednak zauwazy¢, ze dla danych wartosci M,
oraz N; okres$lajacych liczbg wspodtczynnikow odpowiedzi impulsowej filtru,

istnieje pewna minimalna warto$¢ &, =6

p min > ktoéra mozna uzyskaé. Otrzy-

manie mniejszych zafalowan jest mozliwe jedynie po zwigkszeniu wartosci M

oraz Nj filtru. W pracy Lu [99] podany jest natomiast jedynie sposob sformu-

fowania zadania aproksymacji, natomiast nie ma przyktadow obliczeniowych.
W zwiazku z tym trudno jest przeprowadza¢ poréwnania tej metody z metoda
zaproponowana w niniejszej rozprawie.

W poréwnaniu z metodami projektowania 2-D filtrow FIR z zastosowa-
niem aproksymacji EQ i EQLS opisanymi w literaturze, cenng zaleta metod
projektowania zaproponowanych w niniejszym rozdziale jest mozliwosc¢ i ta-
twos¢ przeprowadzenia zrownoleglenia obliczen w celu ich wykonania z zasto-
sowaniem systemu wieloprocesorowego. Nie ma mozliwosci zrownoleglenia
obliczen w przypadku metod opartych na algorytmie Remeza, czy tez metody
wykorzystujacej specjalistyczny algorytm rozwiazywania zadan projektowania
z zastosowaniem aproksymacji EQLS opisany przez Langa, Selsnicka i Burrusa
[87]. Wynikiem zrownoleglenia obliczen jest wyrazny wzrost szybkosci roz-
wiazywania zadania obliczeniowego. W przypadku 2-D filtrow FIR o duzych
warto$ciach M| 1 Nj, zwlaszcza projektowanych z zastosowaniem aproksy-

macji EQ, efektywno$¢ metody jest bardzo istotna, gdyz czasy wykonywania
obliczen sa stosunkowo dtugie.

Podobnie jak w przypadku jednowymiarowym, zaleta zaproponowanych
metod projektowania filtrow 2-D typu FIR z zastosowaniem aproksymacji EQ
oraz EQLS jest rowniez latwos¢ implementacji oraz elastyczno$¢. Mozliwos¢
fatwego uwzglednienia dodatkowych ograniczen pokazano na przyktadzie pro-
jektowania 2-D potpasmowych filtrow FIR.
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Poniewaz zaproponowana w rozdziale 5 funkcja celu jest bardzo ogdlna,
istnieje réwniez mozliwos¢ jej zastosowania w przypadku filtrow wielowymia-
rowych, zar6wno przy rozwigzywaniu zadan projektowania z zastosowaniem
aproksymacji EQ, EQLS, jak réwniez z zastosowaniem aproksymacji LSEQ.
W przypadku filtrow wielowymiarowych zadania obliczeniowe sa wyraznie
wieksze niz przypadku filtrow 2-D. W zwiazku z tym czasy wykonywania obli-
czen bylyby jeszcze znacznie dluzsze. Z tego wlasnie powodu, mozliwos¢
zréwnoleglenia obliczen bedzie stanowila bardzo cenna zalete przy projektowa-
niu filtrow wielowymiarowych. Poniewaz w przypadku filtréw wielowymiaro-
wych zadania obliczeniowe sa wyraznie wigksze niz w przypadku filtrow 2-D,
nalezy spodziewac sig, ze w przypadku tych zadan osiagnie sig jeszcze wigksza
efektywnos¢ zrownoleglenia, niz przy zadaniach projektowania filtrow 2-D.
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11. Whnioski koncowe

W pracy zaproponowano ogo6lna metode¢ projektowania filtréw cyfrowych
z zastosowaniem aproksymacji EQ. W metodzie tej rozpatrywane zadanie za-
projektowania filtru przeksztatcane jest w odpowiednie zadanie optymalizacji
nieliniowej z ograniczeniami lub bez ograniczen, poprzez wprowadzenie funk-
cji celu o specyficznej postaci. Zaproponowana metoda umozliwia jednolite
podejscie do rozwiazywania réznych zadan projektowania filtrow cyfrowych,
1-D, 2-D oraz wielowymiarowych, w ktorych stosowana jest aproksymacja EQ.
W rozwiazywanych zadaniach projektowania moga rowniez wystepowac do-
datkowe warunki lub ograniczenia zaréwno liniowe, jak i nieliniowe.

Nowoscia zaproponowanej metody jest sposob przeksztalcenia zagadnienia
aproksymacji EQ okreslonej charakterystyki filtru cyfrowego w odpowiednie
zadanie programowania nieliniowego z ograniczeniami poprzez zastosowanie
funkcji celu bedacej suma kwadratow odchylen ekstreméw od ich wartosci
sredniej. Zaproponowana metoda jest bardzo ogdlna i moze by¢ zastosowana
nie tylko w przypadku aproksymacji charakterystyk filtrow cyfrowych, lecz
rowniez przy rozwigzywaniu innych zagadnien aproksymacji EQ.

W rozprawie przedstawiono wykorzystanie zaproponowanej metody do
projektowania z zastosowaniem aproksymacji EQ nastepujacych rodzajow fil-
trow 1-D: filtrow FIR o liniowe]j charakterystyce fazowej bez uwzgledniania
dodatkowych ograniczen oraz z uwzglednianiem dodatkowych ograniczen za-
rowno liniowych, jak i nieliniowych; filtrow FIR o zadanej charakterystyce
czestotliwosciowe;j; filtrow 1IR o zadanej charakterystyce amplitudowej; filtrow
IIR o zadanej charakterystyce opdznienia grupowego oraz filtrow IIR o zadanej
charakterystyce czgstotliwosciowej. Ponadto omowiono zastosowanie tej meto-
dy do projektowania 2-D filtrow FIR o liniowej charakterystyce fazowej. Nale-
zy zauwazy¢, ze w przypadku zaproponowanej metody mozliwe jest uwzgled-
nianie dodatkowych ograniczen nieliniowych, co nie jest mozliwe w przypadku
metod projektowania z zastosowaniem aproksymacji EQ opisanych w literatu-
rze. W rozprawie przedyskutowano réwniez zagadnienie ztozono$ci asympto-
tycznej zaproponowanej metody.

Zaproponowana funkcja celu moze by¢ ponadto wykorzystana jako jeden
ze wskaznikow jakosci w tych zadaniach projektowania filtrow, w ktorych wy-
magane jest uzyskanie rownomiernie falistego przebiegu zadanej charakterysty-
ki w okreslonym zakresie czgstotliwosci. Tego rodzaju zadania projektowania
moga by¢ przeksztalcone w zadania polioptymalizacji.

Obok aproksymacji EQ, w rozprawie zaprezentowano rowniez aproksyma-
cje EQLS, czyli aproksymacje EQ w pasmie przepustowym oraz aproksymacje
LS w pasmie zaporowym. Zaproponowano nowa metode¢ projektowania filtrow
1-D i 2-D z zastosowaniem tej aproksymacji i wykorzystaniem jako jednego ze
wskaznikow jakosci w zadaniu polioptymalizacji wprowadzonej uprzednio
funkcji celu. W pracy pokazano, ze w przypadku filtrow zaprojektowanych
zaproponowana metoda z zastosowaniem aproksymacji EQLS mozliwe jest
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uzyskanie mniejszego zafalowania charakterystyki amplitudowej w pasmie
przepustowym niz w przypadku filtrow zaprojektowanych z zastosowaniem
aproksymacji EQ w pasmie przepustowym i zaporowym. Dotyczy to zar6wno
przypadku filtrow 1-D, jak i 2-D. Jest to wigc istotny wktad w udoskonalanie
metod projektowania filtrow cyfrowych. W przypadku opisanych w literaturze
metod projektowania umozliwiajacych uzyskanie okreslonych rozwiazan kom-
promisowych pomigdzy aproksymacja EQ w pasmie przepustowym a aproksy-
macja LS w pasmie zaporowym mozna bowiem uzyskac jedynie takie same
zafalowania charakterystyki amplitudowej w pasmie przepustowym, jak
w przypadku aproksymacji EQ w obu pasmach przepustowym i zaporowym.
W pracy zademonstrowano rowniez na przyktadzie, ze po wprowadzeniu od-
powiednich modyfikacji zaproponowana metoda umozliwia przeprowadzenie
aproksymacji LSEQ, czyli aproksymacji LS w pasmie przepustowym i aprok-
symacji EQ w pasmie zaporowym. Nalezy ponadto zauwazy¢, ze w przypadku
projektowania z zastosowaniem aproksymacji EQLS istnieje rowniez mozli-
wo$¢ uwzglednienia dodatkowych ograniczen, co zademonstrowano na przy-
ktadzie 1-D filtru Nyquista FIR oraz 2-D filtru pétpasmowego FIR.

W rozdziale 8 pokazano, ze zaproponowana metoda projektowania z zasto-
sowaniem aproksymacji EQLS moze by¢, po wprowadzeniu niewielkich mody-
fikacji, rowniez wykorzystana do projektowania filtréw 1-D typu FIR o wspot-
czynnikach zespolonych. Zademonstrowano na przyktadzie, ze i w tym przy-
padku mozna uzyska¢ mniejszy btad aproksymacji w pasmie przepustowym niz
w przypadku aproksymacji EQ w pasmie przepustowym i zaporowym. Autorce
niniejszej pracy nie sa znane przypadki projektowania filtrow 1-D typu FIR
o wspotczynnikach zespolonych z zastosowaniem aproksymacji EQLS.

Mozna wigc stwierdzi¢, ze zaproponowana metoda projektowania z zasto-
sowaniem aproksymacji EQLS jest szczegdlnie dogodna w tych przypadkach,
gdy zalezy nam na uzyskaniu matego blgdu aproksymacji w pasmie przepusto-
wym, mniejszego, niz mozna uzyska¢ w przypadku aproksymacji EQ w obu
pasmach przepustowym i zaporowym.

Drugim przyktadem rozpatrywanych w pracy zadan z dwoma wskaznikami
jakos$ci sa zadania projektowania zespotow QMF FIR. W zadaniach tych naj-
czesciej chcemy uzyskaé okreslony blad rekonstrukeji oraz okreslona charakte-
rystyke amplitudowa. Jezeli btad ten lub tez charakterystyka amplitudowa maja
mie¢ przebieg rownomiernie falisty, to zaproponowana funkcji celu moze by¢
uzyta jako jeden wskaznikow jakosci w odpowiednim zadaniu polioptymaliza-
cji. Nalezy podkresli¢, ze zaproponowana metoda projektowania jest jedna
z bardzo nielicznych metod umozliwiajacych projektowanie zespolow filtrow
o malym opoznieniu rekonstrukeji.

W pracy pokazano, ze w przypadku zaproponowanych metod projektowa-
nia filtrow 2-D typu FIR o liniowej charakterystyce fazowej z zastosowaniem
aproksymacji EQ oraz EQLS mozliwe jest przeprowadzanie zrownoleglenia
obliczen w celu ich wykonywania na maszynach wieloprocesorowych. Nie jest
to mozliwe w przypadku metod projektowania filtrow opisanych w dostepnej
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literaturze. Mozliwo$¢ zrownoleglenia obliczen jest szczeg6lnie cenna w przy-
padku filtrow wielowymiarowych, gdyz liczby wspotczynnikéw sa wowczas
bardzo duze. W zwiazku z tym czasy wykonywania obliczen bytyby jeszcze
dluzsze niz w przypadku filtrow 2-D. Nalezy podkresli¢, ze zaproponowane
metody projektowania filtrow z zastosowaniem aproksymacji EQ oraz EQLS
moga by¢ réwniez zastosowane w przypadku filtrow wielowymiarowych.

W pracy badano rowniez efektywno$¢ zrownoleglenia obliczen. Otrzyma-
ne wyniki wskazuja, ze w przypadku filtrow wielowymiarowych mozna by
uzyskac jeszcze wyzsza efektywnos$¢ zrownoleglenia obliczen niz w przypadku
filtrow 2-D. Autorce niniejszej pracy nie sa znane przypadki zrownoleglenia
obliczen przy rozwiazywaniu zadan aproksymacji charakterystyk filtrow 2-D.
W ostatnim czasie pojawita si¢ natomiast praca dotyczaca zréwnoleglenia obli-
czen w przypadku projektowania okreslonej implementacji 1-D filtrow FIR
o wspotczynnikach bedacych suma poteg liczby dwa [94].

Wraz z rozpowszechnianiem si¢ wykorzystywania do obliczen rownole-
glych klasteréw stacji roboczych potaczonych poprzez sie¢ [125], nalezy przy-
puszczaé, ze tego rodzaju obliczenia beda réwniez coraz czesciej wykorzysty-
wane w procesie projektowania filtrow. W zwiazku z tym pojawia si¢ potrzeba
opracowywania takich metod projektowania, w przypadku ktorych mozliwe jest
zrownoleglenie obliczen. Zaproponowane w niniejszej pracy metody projektowa-
nia filtrow 2-D typu FIR o liniowej charakterystyce fazowej z zastosowaniem
aproksymacji EQ oraz EQLS naleza wlasnie do takich metod, w przypadku kto-
rych zréwnoleglenie obliczen jest mozliwe i w dodatku stosunkowo tatwe.

W poroéwnaniu z metodami projektowania filtrow z zastosowaniem aprok-
symacji EQ opisanymi w literaturze, zaproponowana metoda ma jeszcze nastg-
pujace, dodatkowe zalety:

e Jest bardzo elastyczna. W zwiazku z tym dodatkowe ograniczenia, liniowe
oraz nieliniowe, zar6wno w dziedzinie czasu jak i czestotliwosci, moga by¢
w latwy sposob uwzgledniane w zadaniu programowania nieliniowego.
W dostepnej literaturze nie ma opisow metod projektowania filtrow 1-D
typu FIR o liniowej charakterystyce fazowej i rOwnomiernie falistej charak-
terystyce amplitudowej umozliwiajacych uwzglednianie dodatkowych
ograniczen nieliniowych.

e Umozliwia bezposrednie uwzglednianie w procesie projektowania filtrow
1-D typu IIR warunkow stabilnosci uktadu. W zwiazku z tym otrzymane
rozwigzanie zawsze odpowiada ukladowi stabilnemu. W czgsci metod opi-
sywanych w literaturze (np. [69, 88, 111]) warunki stabilnosci uktadu nie sa
bezposrednio uwzglednianie w trakcie wykonywania obliczen i zaprojekto-
wany filtr moze okazac¢ sig niestabilny.

e Przy projektowaniu filtrow 1-D typu IIR o zadanej charakterystyce ampli-
tudowej nie ma potrzeby przeprowadzania faktoryzacji oraz wyboru zer
i biegunow, co zwigksza jej efektywnos¢ w poréwnaniu z metodami opisa-
nymi w literaturze.
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W pracy ograniczono si¢ jedynie do przedstawienia przyktadow zastoso-
wania zaproponowanej metody projektowania z zastosowaniem aproksymacji
EQLS do projektowania filtrow 1-D typu FIR i IIR oraz filtrow 2-D typu FIR.
Przy uzyciu tej metody istnieje mozliwos$¢ przeprowadzenia systematycznych
badan wlasciwos$ci charakterystyk filtrow 1-D i 2-D uzyskanych w wyniku ré6z-
nych rozwiazan kompromisowych pomig¢dzy aproksymacja EQ oraz LS. Wyni-
ki tego rodzaju systematycznych badan nie byly dotad opisywane w literaturze.

Wyniki uzyskane dla r6znych zastosowan zaproponowanych metod projek-
towania z zastosowaniem aproksymacji EQ, EQLS 1 LSEQ potwierdzaja prawi-
dlowos¢, przydatnos$¢ i skuteczno$¢ tych metod. W pracy pokazano ponadto
przyktady zastosowania filtrow 2-D typu FIR o symetrii kotowej zaprojektowa-
nych z zastosowaniem aproksymacji EQ oraz LSEQ do filtracji obrazéw. Za-
demonstrowano réwniez przyktad wykorzystania zaprojektowanego filtru pot-
pasmowego jako filtru decymacyjnego i interpolacyjnego przy konwersji struk-
tury probkowania.

Reasumujac, do oryginalnych osiagnig¢ autorki pracy mozna zaliczy¢:

e opracowanie ogolnej metody, umozliwiajacej jednolite podej$cie do roz-
wiazywania roznych zadan projektowania filtrow cyfrowych bez ograniczen
lub z ograniczeniami liniowymi lub nieliniowymi, z zastosowaniem aprok-
symacji EQ,

e zaproponowanie sposobu przeksztalcenia zagadnienia aproksymacji EQ
okreslonej charakterystyki filtru cyfrowego w odpowiednie zadanie pro-
gramowania nieliniowego z ograniczeniami poprzez zastosowanie funkcji
celu bedacej suma kwadratow odchylen ekstremow od ich wartosci $red-
niej,

e wykazanie na przyktadach obliczeniowych skutecznosci zaproponowanej
metody projektowania z zastosowaniem aproksymacji EQ,

e opracowanie ogolnej metody, umozliwiajacej jednolite podej$cie do roz-
wiazywania roznych zadan projektowania filtrow cyfrowych bez ograniczen
lub z ograniczeniami, z zastosowaniem aproksymacji EQLS;

e zastosowanie zaproponowanej metody projektowania z zastosowaniem
aproksymacji EQLS do projektowania filtrow 1-D typu FIR o wspdtczynni-
kach zespolonych,

e wykazanie na przyktadach obliczeniowych, ze w przypadku zaproponowa-
nej metody projektowania z zastosowaniem aproksymacji EQLS mozliwe
jest uzyskanie mniejszego zafalowania charakterystyki amplitudowej w pa-
smie przepustowym, czyli mniejszego blgdu aproksymacji aproksymowane;j
charakterystyki amplitudowej niz w przypadku filtréw projektowanych
dotychczas stosowanymi metodami z zastosowaniem aproksymacji EQ
W pasmie przepustowym i zaporowym zarowno w przypadku filtrow 1-D,
filtrow 2-D typu FIR, jak rowniez filtrow 1-D typu FIR o wspoétczynnikach
zespolonych,
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e wykazanie na przyktadach obliczeniowych skutecznosci zaproponowanej
metody projektowania z zastosowaniem aproksymacji EQLS,

e pokazanie na przyktadzie obliczeniowym, ze zaproponowana metoda, po
wprowadzeniu niewielkich modyfikacji, moze zosta¢ wykorzystana do pro-
jektowania filtrow z zastosowaniem aproksymacji LSEQ,

e wykazanie, ze w przypadku zaproponowanych metod projektowania filtrow
2-D typu FIR o liniowej charakterystyce fazowej z zastosowaniem aprok-
symacji EQ oraz EQLS mozliwe jest przeprowadzanie zrownoleglenia obli-
czen w celu ich wykonywania na maszynach wieloprocesorowych,

e pokazanie, ze zaproponowana funkcja celu moze zostaé wykorzystana jako
jeden ze wskaznikéw jakosci w zadaniach projektowania zespotow QMF
FIR,

e zaprojektowanie 2-D filtru poétpasmowego z zastosowaniem aproksymacji
EQLS oraz jego zastosowanie jako filtru decymacyjnego i interpolacyjnego
przy konwersji struktury probkowania.

Zaproponowane metody moga znalez¢ szerokie zastosowanie przy projek-
towaniu roéznych rodzajow filtrow cyfrowych. Wzgledna prostota tych metod
i jednolite podejscie do projektowania réznych rodzajow filtrow umozliwiaja
wykorzystywanie przy projektowaniu roéznych filtrow pewnej liczby takich
samych lub nieznacznie zmodyfikowanych procedur oraz korzystanie z goto-
wych procedur optymalizacji, co znacznie skraca czas przygotowywania pro-
graméw komputerowych.

Przedstawione w rozprawie zastosowania zaproponowanych metod nie
wyczerpuja wszystkich mozliwosci ich zastosowania do projektowania réznych
rodzajow filtrow cyfrowych, a stanowia jedynie reprezentatywne przyktady.
Duza elastyczno$¢ metod umozliwia roéwniez ich wykorzystanie do rozwiazy-
wania innych zadan projektowania. Ze wzgledu na znaczna objeto$¢ rozprawy
nie zaprezentowano w niej projektowania nastepujacych rodzajow filtrow 1-D
typu FIR: interpolacyjnych, Nyquista o matym opdznieniu grupowym oraz fil-
trow o wspotczynnikach zespolonych i liniowej charakterystyce fazowej opisa-
nych przez autorke odpowiednio w pracach [a2, a29, a32].

Metody projektowania przedstawione w niniejszej rozprawie stanowsq na-
rzedzie, ktore moze utatwic prace projektantow filtrow, zwilaszcza w przypadku
konieczno$ci uwzgledniania w procesie projektowania dodatkowych nielinio-
wych warunkéw w dziedzinie czasu i/lub czgstotliwosci, a ponadto moze przy-
czyni¢ si¢ do uzyskania bardziej efektywnych rozwigzan.

Zaproponowane metody moga by¢ zastosowane nie tylko do projektowania
filtrow cyfrowych, lecz réwniez do rozwiazywania innych zadan aproksymacji
EQ, EQLS lub LSEQ. Tego rodzaju zadania aproksymacji wystgpuja np. przy
projektowaniu r6znych rodzajow filtrow analogowych oraz przy projektowaniu
$cianowych anten radiolokacyjnych.
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DODATEK A

A. Zastosowane metody rozwigzywania zadan
optymalizacji

W poprzednich rozdziatach stwierdzono, ze rozpatrywane zadania projek-
towania filtrow mozna przeksztatci¢ w odpowiednie zadania programowania
nieliniowego z ograniczeniami lub tez, w okreslonych przypadkach, w zadania
polioptymalizacji z ograniczeniami. W rozdziale niniejszym zostanie krotko
omoOwiona zastosowana metoda przeksztalcenia zadania polioptymalizacji
w zadanie programowania nieliniowego. Ponadto zostang krotko scharaktery-
zowane podstawowe metody poszukiwania minimum z ograniczeniami. Spo-
srod nich wybrana bedzie nastgpnie metoda rozwiazywania rozpatrywanych
zadan programowania nieliniowego.

A.1. Klasyfikacja zadan optymalizacji statycznej

W ogélnym przypadku zadanie optymalizacji statycznej” (programowania
matematycznego) polega na wyborze elementu z danego zbioru, zwanego zbio-
rem rozwiazan dopuszczalnych, na podstawie pewnej relacji porzadkujace;j.
Zadania optymalizacji statycznej mozna podzieli¢ na dwie grupy, a mianowicie
[82]:
¢ zadania jednowskaznikowe — w tym przypadku porzadek w zbiorze rozwiazan

dopuszczalnych ustalaja: dany funkcjonat rzeczywisty okreslony na tym
zbiorze, zwany wskaznikiem jakos$ci lub funkcja celu oraz relacja < w zbio-

rze warto$ci funkcjonatu (przestrzeni R! );
e zadania wielowskaznikowe, w tym przypadku porzadek w zbiorze rozwia-

zan dopuszczalnych ustalaja: pewien operator dziatajacy do przestrzeni R” ,
zwanej przestrzenia jakoS$ci, oraz relacje przynaleznosci do stozka dodatnie-
g0 W tej przestrzeni.
Wiclowskaznikowe zadania programowania matematycznego nazywane sa
réwniez zadaniami polioptymalizacji lub zadaniami optymalizacji wielokryte-
rialne;j.
Rozwazmy jednowskaznikowe zadanie programowania o postaci [46, 82]:
znalez¢ wektor X = [X1,XD s Xy ]T nalezacy do zbioru
Xo={x:g;,(x)<0, i=12,.,Ly}, taki, ze

" W niniejszej pracy wystepuja tylko zadania optymalizacji statycznej. Zadania te na-
zywane sg w pracy krotko zadaniami optymalizacji.
n-wymiarowy wektor kolumnowy mozna interpretowac jako punkt w n-wymiarowej

przestrzeni euklidesowej R” .
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f(X)=min f(x) (A.1)
XEXO
gdzie: 1 : R" —>R' - funkcja celu zwana rowniez funkcja kryterialna lub
wskaznikiem jakosci,
g :R" > Rl, i=12,..,Ly — funkcje ograniczen nazywane najczgsciej
krotko ograniczeniami,
X — zbidr rozwigzan dopuszczalnych.
Zaldzmy przy tym’, ze:
e funkcje f(x) oraz g;(x), i=1L2,..,L, sa funkcjami ciaglymi,
e X, jest zbiorem niepustym,
e funkcja f(x) jest ograniczona od dotu w X .
Jezeli co najmniej jedna z funkcji f(x) oraz g;(x), i=1L2,..,L,, jest nieli-
niowa, zadanie powyzsze jest zadaniem programowania nieliniowego, w prze-
ciwnym przypadku zadanie to jest zadaniem programowania liniowego.
Uogolnieniem optymalizacji wzgledem jednego wskaznika jakosci jest opty-
malizacja wielokryterialna, w ktorej rownoczesnie uwzglednia si¢ wigksza liczbe
wskaznikow jakosci. Zadaniem optymalizacji wielokryterialnej lub zadaniem po-
lioptymalizacji nazywamy zadanie polegajace na wyborze zespolu zmiennych
X1,X3,..., X, korzystnych z punktu widzenia okreslonej liczby wskaznikow jakosci

91,92 -4, [154]. Uporzadkowany zespdt zmiennych xz[xl,xQ,...,xn]T jest

zwykle interpretowany jako wektor lub jako punkt w przestrzeni R” .

Naktad obliczeniowy niezbedny do rozwiazania zadania polioptymalizacji
jest wyraznie wigkszy niz w przypadku rozwiazywania zadania optymalizacji
wzgledem jednego wskaznika jakosci. Zaleta optymalizacji wielokryterialnej
jest natomiast bardzo duza elastyczno$¢, umozliwiajaca rozpatrywanie wielu
alternatywnych rozwigzan.

W literaturze opisywane sa roézne podejscia do rownoczesnego uwzgled-
niania wielu wskaznikéw jako$ci, a mianowicie [44, 91, 120, 168]:

e tworzenie syntetycznego wskaznika jakosci,
e zastosowanie wskaznikow z priorytetami,
e okre$lanie zbioru punktéw kompromisowych (optymalnych z sensie Pareto ™).

W przypadku pewnych metod wymagane sa dodatkowe zatozenia dotyczace f(x)
oraz g;(x), i=12,.,Lg.

™ Punktem optymalnym w sensie Pareto nazywamy taki punkt Xe Xy, dla ktérego nie
istnieje inny punkt xe X, w ktorym wszystkie wskazniki jakosci miatyby wartosci
niewigksze niz w X, a przynajmniej jeden mialby warto$¢ mniejsza niz w X . Zbidr
punktoéw optymalnych w sensie Pareto tworzy obszar rozwiazan optymalnych w sen-
sie Pareto.
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Pierwsze z wymienionych podej$¢ polega na utworzeniu nowego synte-
tycznego wskaznika jakoSci:

0(x) = 0(¢1(x), 42 (X),.... 4, (X)) (A2)

bedacego okreslong funkcja zespotu wskaznikow ¢;,97,...,9, -

Zadanie polioptymalizacji z zastosowaniem nowego wskaznika jako§ci mozna
sformutowa¢ w sposob nastepujacy [122]:

znalez¢é wektor X = [)?1,)?2,...,)?,1]T nalezacy do zbioru rozwiazan dopuszczal-

nych X, taki ze:
O(q(x)) = min O(q(x)) (A.3)

xeXg

gdzie q(x) =[q;(x),4q7 (X),...,q, (x)]T jest wektorem wskaznikow jakosci.

Zastosowanie syntetycznego wskaznika jakoSci umozliwia sprowadzenie zada-
nia polioptymalizacji do zadania optymalizacji z jednym wskaznikiem jakosci.
Najprostszym syntetycznym wskaznikiem jakos$ci jest funkcja bedaca wazona
suma o postaci [44, 91, 122, 157, 172]:

o(x) = é Biqi (x) (A4)

i=1

gdzie f; 20, i=12,...,r, sa wspotczynnikami wagowymi.

W przypadku zadan polioptymalizacji z tego rodzaju syntetycznym wskazni-
kiem jakosci, rozwiazanie zadania jest zalezne od doboru wspotczynnikow wa-
gowych. Dobor ten powinien by¢ zgodny z przyjetymi preferencjami.

W niektorych zadaniach optymalizacji rozpatrywanych w niniejszej pracy
wystgpuja dwa wskazniki jakosci odpowiadajace dwom kryteriom wystgpuja-
cym w zadaniu projektowania filtru, np. minimalizacji funkcji btedu i jednocze-
snej minimalizacji energii wydzielonej przez pierwszych k probek odpowiedzi
jednostkowej filtru. Zadania te sa typowymi zadaniami polioptymalizacji, ktore
mozna rozwiaza¢ z zastosowaniem syntetycznego wskaznika jako$ci wyrazone-
go wzorem (A.4). Zadania te mozna wigc sprowadzi¢ do zadan z jednym
wskaznikiem jako$ci i rozwiaza¢ wybrana metoda programowania nieliniowego
Z ograniczeniami.

Informacje na temat innych podej$¢ do réwnoczesnego uwzgledniania wie-
lu wskaznikoéw jakos$ci mozna znalez¢ m.in. w pracach [44, 91, 122, 157].

A.2. Przeglad metod poszukiwania minimum z ograniczeniami

Do numerycznego rozwiazywania zadan programowania nieliniowego
z ograniczeniami stosowanych jest wiele réoznych metod. W metodach tych
wykorzystywane sa nastgpujace podejscia:
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e sprowadzenie rozwigzania zadania programowania nieliniowego do rozwia-
zywania ciggu zadan optymalizacji liniowej,

¢ modyfikacj¢ funkcji celu poprzez wprowadzenie do niej wyrazenia reprezen-
tujacego kare za przekroczenie ograniczen (tzw. funkcje kary),

e modyfikacje kierunku poszukiwan w otoczeniu ograniczen,

e tworzenie w obszarze dopuszczalnym nieregularnego sympleksu zwanego
kompleksem, a nast¢pnie przeksztatcanie go tak, aby odlegto$¢ pomigdzy je-
go wierzchotkami malata przy posuwaniu si¢ w kierunku minimum,

e sprowadzenie zadania z ograniczeniami do zadania bez ograniczen poprzez
transformacj¢ zmiennych niezaleznych wystepujacych w funkcji celu w taki
sposob, ze funkcja celu pozostaje niezmieniona,

e bezposrednie obliczanie mnoznikow Lagrange’a i korzystanie z warunkoéw
Kuhna-Tuckera [46, 189].

Metody oparte na pierwszym z wymienionych podejs¢ zwane sa metodami
hiperptaszczyzny tnacej [157]. W metodach tych tworzony jest ciag wypuktych
wielo$cianow Z;,Z,,..., Z; speliajacych warunek:

R">Z157Zy>..2Z; X, (A.5)

W kazdym z kolejnych wieloscianow Zy,Z,,...,Z; znajdowany jest na-
stepnie punkt, w ktorym odpowiednia liniowa funkcja celu” osiaga minimum.
Kolejne rozwiazania tych zadan programowania liniowego stanowia coraz lep-
sze przyblizenie poszukiwanego rozwigzania wyjsciowego zadania programo-
wania nieliniowego.

Metody oparte na drugim podejsciu zwane sa metodami funkcji kary [46,
50, 82, 118, 122, 157, 167, 189]. Umozliwiaja one sprowadzenie zadania pro-
gramowania nieliniowego z ograniczeniami do ciagu zadan programowania
nieliniowego bez ograniczen. W zaleznosci od postaci funkcji kary mozna wy-
r6zni¢ dwa rodzaje tej funkcji, a mianowicie:

e zewngtrzng funkcje kary,
e wewngtrzng funkcje kary (zwana tez funkcja barierowa).

W przypadku metod wewngtrznej funkcj¢ kary punkt startowy xy musi
znajdowac si¢ w obszarze dopuszczalnym, tzn. X € X, natomiast w przy-
padku zewngetrznej funkcje kary mozna startowa¢ z dowolnie wybranego punk-
tu x(. Sposrod metod zewngtrznej funkcje kary mozna wyrdzni¢ podgrupe
metod z przesuwang funkcja kary. Do tej podgrupy zaliczana jest np. metoda
Powella [46, 167].

" Kazde zadanie znajdowania w zbiorze wypuktym Y c R punktu minimum funkcji
wypuktej mozna przeksztalcic w rownowazne zadanie znajdowania w zbiorze wypu-

ktym X < R" punktu minimum funkcji liniowej [157].



217

Na trzecim z wymienionych podej$¢ oparte sa dwie grupy metod, a mia-
nowicie:
e rzutu ortogonalnego wywodzace si¢ od metody Rosena [46, 189],
e kierunkéw dopuszczalnych [46].
W metodzie Rosena kierunek gradientu rzutowany jest na powierzchni¢ styczna
do ograniczen, po czym nastgpuje poszukiwanie ekstremum wzdtuz tak wyzna-
czonego kierunku, ktéry jest okresowo uaktualniany. W metodach kierunkow
dopuszczalnych z chwila znalezienia si¢ na ograniczeniu, w wyniku przesuwa-
nia si¢ wzdluz danego kierunku poszukiwan, nastgpuje ,,odbicie si¢” od tego
ograniczenia w taki sposob, aby w dalszym ciagu pozostawaé w obszarze do-
puszczalnym. W przypadku obu wymienionych metod punkt startowy X, musi

znajdowac¢ si¢ w obszarze dopuszczalnym.

Metoda oparta na czwartym podejsciu zwana jest metoda Complex [46, 50,
189]. Wystepujacy w tej metodzie proces przeksztatcania kompleksu konczy sie
wowczas, gdy odleglos¢ pomiedzy wierzchotkami kompleksu staje si¢ mniejsza
od przyjetej doktadnosci obliczen.

Metoda oparta na kolejnym z wymienionych podejs¢ zwana jest metoda
transformacji zmiennych. Metodg t¢ mozna jednak stosowac jedynie wtedy, gdy
postac ograniczen jest nastgpujaca:

a; < Xi < bi’ i= 1,2,...,L0 (A6)

gdzie a;oraz b; oznaczaja stale wartosci liczbowe [46, 157].

Na ostatnim z wymienionych podej$¢ oparta jest grupa metod nazywanych
metodami sekwencyjnego programowania kwadratowego (SQP — od ang. Sequ-
ential Quadratic Programming methods) [44, 64, 118]. W przypadku tych me-
tod w kazdym kroku iteracji wyznaczany jest hesjan (macierz drugich pochod-
nych) funkcji Lagrange’a, ktory jest nastgpnie wykorzystywany przy formuto-
waniu odpowiedniego zadania programowania kwadratowego. Rozwiazanie
tego zadania pozwala na wyznaczenie kolejnego kierunku dj, po czym nastg-

puje przejscie od punktu x; do punktu x;,; okreslone wzorem:
Xpp =Xg togd, , k=123, (A7)

gdzie ¢ jest parametrem okreslajacym dhugos¢ kroku.

Metody SQP uwazane sa za bardzo efektywne [27, 50, 64], ale w przypadku
tych metod punkt startowy x; powinien znajdowac si¢ w obszarze dopuszczal-

nym. Ponadto, w praktycznych implementacjach moga pojawi¢ si¢ problemy
w przypadku wystgpowania w zadaniu ograniczen nieliniowych, ktore sa line-
aryzowane w trakcie wykonywania obliczen [118]. Przy rozwiazywaniu zadan
optymalizacji z ograniczeniami innymi metodami, funkcja celu pozostaje stata
w trakcie wykonywania obliczen, natomiast w przypadku zastosowania metod
SQP moze zaistnie¢ potrzeba jej modyfikowania w trakcie wykonywania obli-
czen w celu prawidtowego wygenerowania kolejnego kierunku [118].
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A.3. Ustalenie kryteriow wyboru metody poszukiwania minimum
Z ograniczeniami

Autorzy prac z zakresu metod optymalizacji [8, 46, 50, 64, 118, 189] poda-
ja bardzo rézne kryteria oceny tych metod, a mianowicie: szybko$¢ zbieznosci,
niezawodnos¢, ztozonos$¢ obliczeniowa, zajetos¢ pamigci komputera przez pro-
cedurg opracowana w oparciu o dang metodg, wrazliwo$¢ na wybdr punktu
startowego, itd. Zdaniem autorow pracy [46], do ogodlnej oceny metod optyma-
lizacji najlepiej nadaje sig liczba okreslen wartosci funkcji celu, ktore nalezy
wykona¢ w trakcie dziatania procedury, aby uzyskaé z gory zatozona wartos¢
szukanego minimum. Kryterium to mozna jednak stosowac jedynie w sytuacji,
gdy dane zadanie zostato juz rozwiazane kilkoma metodami i sposrod tych me-
tod nalezy wybraé najskuteczniejsza. Wedtug Witta [189] przy ocenie jako$ci
algorytméw optymalizacyjnych podstawowymi kryteriami sg: niezawodnos¢,
liczba niezbednych obliczen warto$ci funkcji celu oraz czas wykonywania obli-
czen. Réwniez i w tym przypadku wymienione kryteria moga by¢ stosowane
dopiero po uprzednim rozwiazaniu rozpatrywanego zadania kilkoma metodami.

Znajac kryteria ogdlnej oceny metod optymalizacji, zajmiemy sig¢ teraz
sformutowaniem kryteriow wyboru metody rozwiazywania rozpatrywanych
w uprzednich rozdziatach zadan programowania nieliniowego.

Wybrana metoda powinna przede wszystkim nadawac si¢ do rozwiazywa-
nia zadan tego typu, jak rozpatrywane zadania. Ponadto powinna by¢ ona nie-
zawodna i w miar¢ niewrazliwa na wybor niekorzystnego punktu startowego.

W czgsci metod poszukiwania minimum z ograniczeniami konieczny jest
dobor punktu startowego x, w taki sposob, aby znajdowat si¢ on w obszarze

dopuszczalnym X,. W przypadku rozpatrywanych zadan podanie punktu
X( € X nie zawsze jest tatwe. Wobec powyzszego do rozwigzywania tych

zadan celowe jest zastosowanie takiej metody, w ktdrej dopuszcza sig przyjecie
dowolnie wybranego punktu startowego.

Wybrana metoda powinna by¢ roéwniez w miarg efektywna oraz mozliwie
prosta. Wyniki badania efektywnos$ci roznych metod programowania nielinio-
wego z ograniczeniami mozna znalez¢ w pracy Findeisena, Szymanowskiego
1 Wierzbickiego [46]. Autorzy ci stwierdzili oni, Ze ,,najbardziej efektywna me-
toda poszukiwania ekstremum z ograniczeniami jest zmodyfikowana metoda
Powella wykorzystujaca metode gradientow sprzezonych przy wyznaczaniu
minimum funkcji bez ograniczen”. Autorzy przyznaja jednak, ze nie prébowali
zastosowaé do wyznaczenia minimum funkcji bez ograniczen bardzo skutecz-
nych metod zmiennej metryki. Ponadto nie uwzglednili oni w swoich badaniach
metod SQP.

Nalezy jednak zauwazy¢, ze efektywnos¢ poszczegdlnych metod poszuki-
wania minimum z ograniczeniami zalezy w pewnym stopniu rowniez od postaci
funkcji, ktorej] minimum poszukujemy oraz od postaci ograniczen. Dlatego tez
na podstawie wynikéw zamieszczonych w pracy [46] nie mozna z absolutng
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pewnoscia przewidzie¢, ktora z metod poszukiwania minimum z ograniczenia-
mi okazataby si¢ najbardziej efektywna w przypadku funkcji celu okreslonej
wzorem (5.36). Mozna by to sprawdzi¢ jedynie w drodze wykonania obliczen
kilkoma metodami i porownania wynikow, ale przekracza to zakres niniejszej
pracy. Na podstawie danych zawartych w literaturze mozna jedynie stwierdzic,
ze pewne metody poszukiwania minimum z ograniczeniami sa zdecydowanie
mniej efektywne niz inne.
Zastosowana metoda powinna zatem:

¢ nadawac si¢ do rozwiazywania rozpatrywanych zadan programowania nieli-

niowego,
e by¢ niezawodna i niewrazliwa na wybor punktu startowego,
e by¢ mozliwie efektywna i prosta.

A.4. Wybor metody poszukiwania minimum z ograniczeniami

Opierajac si¢ na kryteriach ustalonych w poprzednim rozdziale, nalezy te-
raz dokona¢ wyboru najbardziej odpowiedniej metody rozwiazywania rozpa-
trywanych w pracy zadan programowania nieliniowego z ograniczeniami. Roz-
patrujac metody przedstawione w podrozdziale A.2 mozna stwierdzié, ze meto-
da transformacji zmiennych w ogdle nie nadaje si¢ do rozwiazywania rozpatry-
wanych zadan, gdyz nie wszystkie ograniczenia wyst¢pujace w tych zadaniach
maja posta¢ nier6wnosci (A.6).

W przypadku metody Complex, przy zle dobranych warto$ciach parame-
tréw, moga wystapi¢ trudnosci ze zbieznoscia. Ponadto, metoda ta jest w po-
rownaniu z innymi najmniej efektywna, przy czym jej szybko$¢ zbieznosci
wyraznie pogarsza si¢ ze wzrostem wymiarowosci problemu [46].

W czesci algorytmdéw opartych na metodzie hiperptaszczyzny tnacej wy-
magane jest, aby funkcje ograniczen byly wypukte. Niespehienie tego warunku
powoduje, ze algorytmy te moga by¢ rozbiezne lub tez dawac falszywe rozwia-
zania pomimo wypukto$ci zbioru rozwiazan dopuszczalnych X [157]. Ponadto

niedogodnos$cia wszystkich algorytmow opartych na tej metodzie jest fakt, ze
z kazdym krokiem zwigksza si¢ liczba ograniczen pomocniczego zadania opty-
malizacji o nierdéwno$¢ liniowa wyznaczajaca odpowiednia potprzestrzen.
Metody SQP uwazane generalnie za najbardziej efektywne metody poszu-
kiwania minimum z ograniczeniami [50, 64]. W przypadku praktycznych im-
plementacji tych metod moga jednak pojawi¢ si¢ pewne trudnosci, zwlaszcza
przy istnieniu w zadaniu optymalizacji ograniczen nieliniowych [118], co ma
miejsce w niektdrych zadaniach rozpatrywanych w niniejszej pracy. Kierujac
si¢ wezesniejszymi, dobrymi rezultatami uzyskanymi przy rozwigzywaniu in-
nych zadan programowania nieliniowego, Cortelazzo i Lightner  [27] zastoso-
wali jedna z implementacji SQP do projektowania filtrow cyfrowych. Otrzyma-

" Metoda projektowania filtrow cyfrowych zaproponowana przez Cortelazzo i Lightnera
jest przedstawiona w podrozdziale 4.1.2 niniejszej pracy.
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ne przez nich wyniki §wiadcza jednak o tym, ze wybor metody poszukiwania
minimum z ograniczeniami nie byt w tym przypadku najwtasciwszy, co zreszta
przyznaja sami autorzy. Dodaja oni ponadto, Ze pracuja nad znalezieniem takich
metod poszukiwania minimum z ograniczeniami, ktore bylyby bardziej efek-
tywne przy rozwiazywaniu zadan projektowania filtrow cyfrowych.

W metodach z zastosowaniem modyfikacji kierunkow, jak rowniez w me-
todach rzutu ortogonalnego, sekwencyjnego programowania kwadratowego
oraz w metodzie wewngtrznej funkcji kary punkt startowego x( musi znajdo-

wac si¢ w obszarze dopuszczalnym X .

W przypadku metody zewngtrznej funkcji kary mozna przyja¢ dowolny
punkt startowy. Ponadto metoda ta jest prosta, w wigkszosci przypadkow nie-
zawodna i stosunkowo efektywna. Jej zaleta jest rowniez unikniecie bezposred-
niego rozpatrywania wartos$ci ograniczen. Przy powigkszaniu stromosci funkcji
kary powstaje jednak niekorzystny efekt ,,rowu”, ktorego skutkiem jest zwigk-
szony naklad obliczen numerycznych, co stanowi powazna niedogodno$c.
Mozna ja jednak znacznie zmniejszy¢ stosujac, tak jak np. w metodzie Powella,
przesuwana funkcje kary .

Rozwazajac zalety i niedogodnosci poszczegélnych metod poszukiwania
minimum z ograniczeniami, zdecydowano si¢ na zastosowanie do rozwiazywa-
nia rozpatrywanych zadan programowania nieliniowego zmodyfikowanej me-
tody Powella (z przesuwana funkcja kary). Poniewaz w przypadku tej metody
wyj$ciowe zadania programowania nieliniowego z ograniczeniami zostaje za-
mienione w ciag zadan bez ograniczen, nalezy zastanowic si¢ jeszcze nad wy-
borem metody poszukiwania minimum bez ograniczen. Wyniki obliczen uzy-
skane przez Findeisena, Szymanowskiego i Wierzbickiego [46] wykazuja bo-
wiem, ze zmodyfikowana metoda Powella jest tym szybciej zbiezna, im efek-
tywniejsza metod¢ poszukiwania minimum bez ograniczen stosuje si¢ do opty-
malizacji zmodyfikowanej funkcji celu. Sposob wyboru metody poszukiwania
minimum bez ograniczen zostanie przedstawiony w podrozdziale A.6.1.

A.5. Opis wybranej metody poszukiwania minimum z ograniczeniami

Jak zdecydowano w podrozdziale A.4, rozpatrywane zadania programowa-
nia nieliniowego z ograniczeniami beda rozwiazywane zmodyfikowana metoda
Powella. W metodzie tej, opisanej w pracy [46], stosuje si¢ nastepuja postaé
modyfikacji funkcji celu:

F(x,0,v)= [()+R(x,0,v)= [(x)+3,0;(2;(x) +v))* H(g;(x) +v;) (A3)

" Przesuwana funkcja kary jest rowniez nazywana w literaturze mnoznikowa funkcja
kary [167].
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przy czym:

1 dla g;(x)+v; >0

(A.9)
0 dla gl-(X)+vl- <0

H(gi(X)"‘Vi):{

gdzie: F(x,0,v) — zmodyfikowana funkcja celu,

f(x) — pierwotna funkcja celu,
R(x,0,v) — funkcja kary,
X — rozpatrywany punkt,

0 =[01,03...07,1" (6;>0, i=12....L) — wektor wspélezynnikow kary,
V=[v1,v2...,vL0]T (v; 20, i=12,...,Ly) — wektor przesunig¢ kary,

gi(x), i=12,...,L — ograniczenia.

Jako wartosci poczatkowe wektorow o 1 v przyjmowane sa zazwyczaj wartosci
0p =1 oraz vy =0. W trakcie wykonywania obliczen funkcja kary jest prze-

suwana, przy czym warto$¢ przesunigcia jest uzalezniona od wartosci przekro-
czonych ograniczen [46]. Wynikiem zastosowania przesuwanej funkcji kary jest
pewne ztagodzenie niekorzystnego efektu ,,rowu”. [46]. Opisy algorytméw obli-
czen opartych na metodzie Powella mozna znalez¢ m.in. w pracach [46, 50, 189].

A.6. Zastosowana metoda poszukiwania minimum bez ograniczen

Wybor metody poszukiwania minimum bez ograniczen zostanie dokonany
w podrozdziale A.6.1, natomiast opis wybranej metody bedzie podany w pod-
rozdziale A.6.2.

A.6.1. Wybor metody poszukiwania minimum bez ograniczen

Poniewaz efektywnos¢ zmodyfikowanej metody Powella zalezna jest od
efektywnosci zastosowanej metody poszukiwania minimum bez ograniczen,
odpowiedni wybor tej metody jest wigc sprawa szczegolnie istotng. W podroz-
dziale A.4 ustalono kryteria wyboru metody poszukiwania minimum z ograni-
czeniami. Kryteria te mozna roéwniez zastosowaé w przypadku wyboru metody
poszukiwania minimum bez ograniczen.

Metody poszukiwania minimum funkcji bez ograniczen mozna podzieli¢
na dwie zasadnicze grupy: zdeterminowane i przypadkowe. Metody przypad-
kowe sa stosowane do szukania minimum funkcji duzej liczby zmiennych
[157]. W przypadku rozpatrywanych w pracy zadan projektowania 2-D filtrow
SOI o liniowej fazie oraz 1-D filtrow, liczba wspotczynnikow nie jest na tyle
duza, aby do rozwiazywania otrzymanych zadan programowania nieliniowego
nalezato stosowac metody przypadkowe, dlatego tez zdecydowano sig na zasto-
sowanie metod zdeterminowanych.
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Przyjmujac jako kryterium podziatu sposob tworzenia kierunkéw poszuki-
wan, metody zdeterminowane mozna z kolei podzieli¢ na metody: bezgradien-
towe, gradientowe oraz newtonowskie i quasi-newtonowskie [8, 46, 82, 118,
167, 189]. W metodach bezgradientowych kierunki poszukiwan okre$lone sa na
podstawie informacji o zmianach wartosci funkcji. W metodach gradientowych
korzysta si¢ réwniez z informacji o wartosci i zmianach gradientu funkcji.
W trzeciej grupie metod wykorzystywana jest dodatkowo informacja o pochod-
nych drugiego rzgdu, przy czym w metodach quasi-newtonowskich stosuje si¢
aproksymacj¢ macierzy hesjanu.

Metody bezgradientowe sg generalnie uwazane za najmniej efektywne. By-
ty one wykorzystywane w przesztosci, a aktualnie ich stosowanie nie jest pole-
cane [167]. Sposrod metod gradientowych za najbardziej efektywne uwazane sa
metody gradientow sprzgzonych [46]. Metoda Newtona-Raphsona charaktery-
zuje si¢ duza szybkoscia zbieznosci. Jest ona jednak bardzo wrazliwa na dobor
punktu startowego (zty punkt startowy powoduje rozbiezno$¢ metody), co wy-
klucza jej zastosowania do rozwigzywania rozpatrywanych zadan optymalizacji.
Metody zmiennej metryki, a w szczegélnosci metoda Fletchera-Powella-
Davidona, sa efektywne [46, 82, 118, 122, 137, 157, 189] i byly szeroko stoso-
wane w poczatkach rozwoju metod quasi-newtonowskich. Aktualnie cze¢sciej
stosowane sa inne metody [167].

Dos$¢ czgsto stosowana w ostatnim czasie modyfikacja metody Newtona
jest metoda Levenberga-Marquardta [118, 121, 189], w ktorej doktadna wartosc¢
hesjanu zastgpuje si¢ wartoscia aproksymowana, okreslana na podstawie infor-
macji zawartej w gradiencie z uwzglednieniem czynnika regularyzujacego.
W przypadku zastosowania metody Levenberga-Marquardta do rozwiazywania
zadan minimalizacji bledu LS moga jednak w pewnych przypadkach pojawic
si¢ trudnosci numeryczne [118].

Dobra szybkoscia zbieznosci charakteryzuja sig¢ rowniez metody gradien-
tow sprzezonych [46, 82, 118, 137, 157, 189]. Zaleta tych metod jest ponadto
stosunkowo niewielka ztozono$¢ obliczeniowa oraz fakt, ze programy napisane
w oparciu o te metody nie wymagaja tak duzej pamigci komputera, jak progra-
my napisane w oparciu o metody zmiennej metryki [12, 46, 121]. Dlatego tez
niejednokrotnie bardziej celowe jest stosowanie metody gradientow sprz¢zo-
nych zamiast metod zmiennej metryki, pomimo pewnej straty na szybkosci
obliczen. Metody gradientéw sprzgzonych sa powszechnie stosowane jako sku-
teczne metody optymalizacji przy duzej liczbie zmiennych [121].

Findeisen, Szymanowski i Wierzbicki [46] w swoich badaniach efektyw-
nos$ci metod poszukiwania minimum z ograniczeniami najlepsze rezultaty
otrzymali stosujac zmodyfikowana metode Powella wlasnie w polaczeniu
z metoda gradientow sprzezonych. Nie podaja oni jednak, ktéra z metod gra-
dientow sprzezonych stosowali. Zdaniem autorow prac [82, 137, 189], przy
minimalizacji funkcji ogolniejszego charakteru, metoda Polaka-Ribiery [46, 82,
137] ma lepsze wlasciwosci numeryczne niz inne metody gradientow sprzezo-
nych. Poniewaz trudno jest z gory okresli¢, ktora z metod gradientow sprzgzo-
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nych okaze si¢ najbardziej efektywna w przypadku rozpatrywanych zadan pro-
gramowania nieliniowego, postanowiono skorzysta¢ z doswiadczen autorow
wymienionych prac i wykonywa¢ obliczenia metoda Polaka-Ribiery.

A.6.2. Metoda gradientéw sprzezonych Polaka-Ribiery

W metodach gradientéw sprz¢zonych do punktu minimum zblizamy si¢
ciagiem krokow wykonywanych w kierunkach poszukiwan migdzy soba sprze-
zonych. Przez sprzezenie kierunkéw poszukiwan uzyskuje si¢ zmniejszenie
liczby wykonywanych krokéw w poréwnaniu z metodami poszukiwan pro-
stych, lecz odbywa si¢ to kosztem nieco wigkszego naktadu obliczen przypada-
jacego na kazdy wykonywany krok.

Niech x; i Vf(x;) oznaczaja biezacy punkt i gradient funkcji celu w tym
punkcie, a dj; — kolejny kierunek poszukiwan. We wszystkich metodach gra-
dientow sprzgzonych przejscie od punktu x; do punktu x;,; jest okreslone
wzorem:

Xi+1 = Xg +Tk*dk , k=123,.... (A.10)

przy czym wspolczynnik Tk* dobierany jest tak, aby funkcja celu osiagata mi-

nimum w kierunku d;, . Pierwszy kierunek d; jest kierunkiem minus gradientu:
d; =-Vf(x)) (A1)

a kolejne kierunki obliczane sa nastgpujaco
dk =_Vf(xk)+ﬂk—ldk—l’ k:2,3,4,.... (A12)

gdzie: fB;,_; — wspolczynnik, ktory nalezy dobra¢ tak, aby kierunki d; i dj_;
byly sprzezone'.

Sposob wyznaczania wspotczynnika f)_; jest zalezny od konkretnej metody

gradientow sprzezonych. Opisy réznych metod gradientéw sprzezonych mozna

znalez¢ w pracach [46, 82, 121, 137, 157, 167, 189]. W metodzie gradientow

sprzgzonych Polaka-Ribiery wspoétczynnik ten jest okre§lony zaleznos$cia [46,

82,137, 189]:

_ <V =V xp1), VI (xp) > (A.13)
<Vf(x;),Vf(x) > '

przy czym symbol <a,b> okresla iloczyn skalarny wektorow a i b.

B

" Kierunki di,dy,..d,, d; #0, r <n nazywamy wzajemnie sprz¢zonymi wzglgdem do-
datnio okreslonej macierzy A o wymiarach nxn, jezeli <d;,Ad;>=0, dla i#; .

Tak zdefiniowane kierunki sprzgzone sa liniowo niezalezne [46].
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We wszystkich metodach gradientdow sprz¢zonych warunkiem koniecznym
1 dostatecznym na to, aby aktualnie wyznaczony punkt x; byl szukanym mini-
mum jest spetnienie rownosci

<VF(x;),Vf(x;)>=0. (A.14)

W praktyce jednak, ze wzgledu na bledy zaokraglen wystepujace w trakcie wy-
konywania obliczen przy uzyciu komputera, za kryterium zakonczenia szukania
przyjmuje si¢ warunek, aby iloczyn skalarny < Vf(x; ), Vf(x;)> byl mniejszy
od zatozonej z gory dostatecznie matlej liczby &.

Jezeli po wykonaniu krokéw wzdtuz n kierunkéw sprz¢zonych nie zostat
jeszcze spelniony warunek zakonczenia szukania, to ostatni wyznaczony punkt
przyjmujemy za nowy punkt startowy i powtarzamy postepowanie od poczatku.

We wszystkich programach stuzacych do rozwiazywania rozpatrywanych
W niniejszej pracy zadan optymalizacji wykorzystano odpowiednio zmodyfiko-
wang procedur¢ GSPR1EM opracowana w Instytucie Automatyki Politechniki
Warszawskiej [82]. Procedura ta umozliwia poszukiwanie minimum funkcji bez
ograniczen metoda gradientow sprzezonych Polaka-Ribiery, przy czym gradient
funkcji celu jest estymowany numerycznie. W przypadku rozpatrywanych
funkcji celu, numeryczna estymacja gradientu jest niezbedna, gdyz nie ma moz-
liwosci analitycznego wyznaczenia jego wartosci.
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Projektowanie filtrow cyfrowych jedno- i dwuwymiarowych
z zastosowaniem aproksymacji rownomiernie falistej

Streszczenie

Praca stanowi podsumowanie badan autorki dotyczacych metod projekto-
wania filtrow cyfrowych jednowymiarowych (1-D) i dwuwymiarowych (2-D).
W pierwszej czgsci pracy omowiono ogblne wiasciwosci filtrow cyfrowych
oraz przedstawiono przeglad opisywanych w literaturze metod projektowania
tych filtrow z zastosowaniem aproksymacji czebyszewowskiej i rOwnomiernie
falistej (aproksymacji EQ). Nastgpnie zaproponowano nowa, ogélna metodg
projektowania filtrow cyfrowych z zastosowaniem aproksymacji EQ. Nowoscia
zaproponowanej metody jest sposob przeksztatcenia zagadnienia aproksymacji
EQ okreslonej charakterystyki filtru cyfrowego w odpowiednie zadanie pro-
gramowania nieliniowego poprzez zastosowanie funkcji celu o szczegélnej
postaci. Przedstawiono wykorzystanie zaproponowanej metody do projektowa-
nia filtrow 1-D typu FIR oraz IIR. Pokazano, ze w przypadku wykorzystania
zaproponowanej metody mozliwe jest uwzglednienie w zadaniu projektowania
filtru dodatkowych ograniczen zaré6wno liniowych jak i nieliniowych, w dzie-
dzinie czasu i/lub czestotliwosci.

W kolejnej czgéci pracy rozpatrzono projektowanie filtrow cyfrowych
z zastosowaniem aproksymacji EQLS (aproksymacji EQ w pasmie przepusto-
wym i sredniokwadratowej w pasmie zaporowym). Zaproponowano nowa me-
tode projektowania filtrow cyfrowych z zastosowaniem tej aproksymacji.
Umozliwia ona uzyskiwanie roznych rozwiazan kompromisowych pomigdzy
aproksymacja EQ a $redniokwadratowa. Wykazano, ze w przypadku tego ro-
dzaju aproksymacji przy uzyciu zaproponowanej metody projektowania mozli-
we jest uzyskanie wyraznie mniejszego btedu aproksymacji w pasmie przepu-
stowym niz w przypadku aproksymacji EQ w pasmie przepustowym i zaporo-
wym. Przedstawiono réwniez wykorzystanie zaproponowanej metody do pro-
jektowania 1-D filtrow typu FIR o wspotczynnikach zespolonych.

Nastepnie rozpatrzono projektowanie zespotéw (bankow) lustrzanych fil-
trow kwadraturowych FIR. Zadanie zaprojektowania takiego zespolu filtrow
przeksztatcane jest w odpowiednie zadanie optymalizacji dwukryterialne;j.

W dalszej cze$ci pracy przedstawiono wykorzystanie zaproponowangj
metody projektowania z zastosowaniem aproksymacji EQ w pasmie przepusto-
wym i zaporowym oraz z zastosowaniem aproksymacji EQLS do projektowa-
nia 2-D filtréw typu FIR o liniowej charakterystyce fazowej i roznych rodzajach
symetrii. Pokazano réwniez, ze obie zaproponowane metody dobrze nadaja si¢
do zrownoleglenia, co jest szczegdlnie istotne w przypadku projektowania fil-
trow 2-D i1 wielowymiarowych. Przedstawiono ponadto przyktady wykorzysta-
nia zaprojektowanych 2-D filtrow typu FIR, w tym filtrow poétpasmowych,
W przetwarzaniu obrazow.
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Design of one- and two-dimensional digital filters
using equiripple approximation

Summary

The dissertation summarizes the Author’s research in the field of one-
dimensional (1-D) and two-dimensional (2-D) digital filter design methods.
It begins with a brief review of properties of digital filters and an overview
of filter design methods that use Chebyshev and equiripple approximation. Then
a new, general method for the design of digital filters using equiripple approxi-
mation is proposed. The novelty of the method is the way of transforming the
equiripple filter design problem into an equivalent nonlinear optimization prob-
lem by using an objective function of a specific form. The application of the
proposed method to the design of 1-D FIR and IIR filters is presented. It is
demonstrated that in case of the method it is possible to include into the filter
design problem the additional constraints, both linear and nonlinear, in the time
and/or frequency domain.

The next part covers the design of digital filters using the EQLS approxi-
mation (equiripple approximation in the passband and the least-squares
approximation in the stopband). A new method for the design of digital filters
using this approximation is proposed. It allows arbitrary compromises between
the least-squares and the equiripple design. It is shown that using the proposed
approach it is possible to obtain a smaller ripple in the passband than in case of
the equiripple design in the passband and in the stopband. An application of the
proposed method to the design of 1-D FIR filters with complex coefficients is
also presented.

Then, a new approach for the design of FIR quadrature mirror filter banks
is considered. In this approach, the design problem is solved by means of its
transformation into an equivalent bicriterion optimization problem.

The last part of the dissertation is concerned with the design of 2-D FIR
linear phase filters with different symmetries. The application of the proposed
methods using the equiripple and the EQLS approximation to the design of such
2-D filters is presented. It is demonstrated that both proposed filter design
methods can be easy paralellized what is especially important in case of 2-D
and multidimensional filters. Examples of the application of the designed linear
phase 2-D filters, including 2-D half-band filters, to image processing are also
provided.





