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Od autorow

Niniejszy skrypt zawiera zbior zadan z kinematyki i dynamiki.
W zatozeniu autor6w ma on stanowi¢ pomoc dydaktyczng dla
studentéw I roku kierunkéw: Automatyka i Robotyka, Inzynieria
Zarzadzania oraz Mechanika i Budowa Maszyn. Dobor zadan zo-
stat podyktowany potrzeba uzyskania przez studentéw zatozo-
nych efektéw uczenia sie niezbednych do realizacji p6Zniejszych
zagadnien poruszanych na wytrzymatosci materiatéw, podsta-
wach konstrukcji maszyn i innych kursach wystepujacych w pro-
gramie nauczania. Opracowanie dotyczy standardowych zagad-
nien z kinematyki i dynamiki bedacych w programie kierunkéw
technicznych. Zaprezentowane w skrypcie zadania zostaly za-
czerpniete z powszechnie dostepnej literatury m.in. z Podstaw
Fizyki Halliday’a, Resnicka, Walkera, Zbioru Zadan z Mechaniki
Ogdlnej M. i T. Niezgodzinskich, Zbioru Zadan z Mechaniki Ogélnej
J. Leyki i J. Szmeltera, jak i stanowig opracowania wtasne autoréw.
W opracowaniu znajduje sie wstep teoretyczny z przyktadowymi
rozwigzanymi zadaniami. Niniejsze opracowanie zawiera réwniez
zadania, ktore przeznaczone s3 do samodzielnego wykonania. Ce-
lem tych zadan jest ugruntowanie zdobytej wiedzy z czesSci teore-
tycznej.






Rozdziat 1
Kinematyka

Wstep teoretyczny

1. Ruch prostoliniowy
1.1. Wzglednos$¢ ruchu

Jezeli rozpatrywane ciato jest w ruchu, to zmiane potozenia tego ciata
mozemy okresli¢ w stosunku do drugiego ciata, ktére nazywane jest
uktadem odniesienia. Dla przyktadu mozemy postuzy¢ sie jadacym
z pewng predkoscig samochodem. Dla przemieszczajgcego sie samocho-
du uktadem odniesienia moze by¢ stojacy na poboczu inny samochod.

samochod na poboczu samochod jadacy

Vo=0
Vi >V,

5> S

1.2. Definicja ruchu prostoliniowego

Jezeli punkt materialny porusza sie wzdtuz linii prostej, to ruch taki
nazywamy ruchem prostoliniowym. Potozenie punktu mozemy wow-
czas okresli¢ (zaktadajac statg predkos¢) za pomoca sktadowej czasu.
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—— ti2=tos+At
to-1 At !

ettt

Xo-1 Ax

W celu wyznaczenia predkosci Sredniej na odcinku pomiedzy punktami
P:1i P, wykonaé nalezy zgodnie z powyzszym nastepujacy iloraz:
Ax

Ve = A_t
Jezeli teraz przejdziemy do granicy tego wyrazenia (tak aby wyznaczy¢
predkos¢ w $cisle okreslonym punkcie) wyznaczymy predko$¢ w danym
punkcie:

V=i Ax dx

“aoar de
Zapis w powyzszym wzorze (x z kropka nad symbolem) oznacza po-
chodng funkcji wzgledem czasu.

1.3. Ruch jednostajny

W ruchu jednostajnym predkosc¢ ciata w kazdym punkcie drogi ma
taka samg warto$¢. Warto$¢ predkosci w ruchu jednostajnym jest rowna
predkosci Sredniej.

gdzie:
s — dowolny odcinek drogi,
t - czas w ktorym ciato przebyto odcinek s.

10



Rozdziat 1. Kinematyka

Dla ruchu jednostajnego warto$¢ drogi przebytej w czasie oraz z okre-
$long predkoscia mozna przedstawi¢ w uktadzie Kartezjanskim, gdzie
na osi odcietych odktadamy czas (t), natomiast na osi rzednych odkla-
damy predkos¢ V. Na rysunku droga przedstawiona jest w postaci pola
powierzchni prostokata o podstawie czasu t i wysokosci V (predkos$¢).

VA

1.4. Ruch jednostajnie przyspieszony

Jezeli podczas ruchu punktu materialnego wystepuje przyspieszenie
$rednie, ktore mierzone w dowolnych odstepach czasu daje takie same
wartosci, to ruch taki nazywamy ruchem jednostajnie przyspieszonym.
Rozpatrujac ruch punktu materialnego stwierdziliSmy, Ze na przestrzeni
odcinka czasu At nastgpit wzrost predkosci od Vodo Vi. W takim razie:

AV=V1—V0

AV
At
W celu wyznaczenia wartos$ci przyspieszenia w danej chwili nalezy
przej$¢ do granicy, gdy At—0:

Psr

. AV
P= Al ar
w zapisie rézniczkowym:
dv

P=E

11
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jednak jak pamietamy:
==
wiec:
_d ds
P=at at

w symbolice rachunku rézniczkowego:
= —_-—= x"
P=ar

Przyspieszenie to druga pochodna drogi wzgledem czasu (oznaczana
jest symbolem x z dwiema kropkami).

v A B

Powyzszy wykres przedstawia przyrost predkosci w czasie:

AV
b= At
gdzie:
AV =V =V,

12



Rozdziat 1. Kinematyka

jezeli przyjmiemy, Zze V, jest okreslong predkoscia poczatkowa, ktéra
wystepuje w punkcie A, natomiast w punkcie B predkos$¢ V, to dysponu-
jac czasem pomiedzy tymi punktami, zapisa¢ mozemy:

V-1,

p= -V =V,+pt

Jest to rownanie ruchu jednostajnie przySpieszonego:

Predkosc¢ koncowa jest rowna predkosci poczatkowej powiekszonej
o wszystkie przyrosty predkosci, jakie wystapily w rozpatrywanym
czasie tego ruchu (p - uwzglednia przyrost predkosci w czasie 1 s,
natomiast iloczyn pt - w czasie t sekund).

W celu wyznaczenia przebytej drogi postuzymy sie ponownie tym sa-
mym wykresem:

s=51+52
1 1V -V, Vt—Vot Vt+Vot V4Vt
= — 2: — 2= = =
s V0t+2pt V0t+2 t Vot + > > >
Vo +pt+V)t @V, +pt)t 2Vt pt? t2
=(0 p 0) =( o +pt) _ 0+P —V0t+p—
2 2 2 2 2

13
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lub w zapisie catkowym:

>
[
\
I
|

pt

s=lim V, At
At—0
n

gdzie: n - liczba réznych predkosci na odcinku AB (nieskonczona)

t
S =f Vdt
0
t ptZ

t t
0 0 0 2

1.5. Rachunek wektorowy w kinematyce

Aby jednoznacznie okre$li¢ przemieszczenie dowolnego punktu, nalezy

spetni¢ nastepujace warunki:
— poda¢ punkt zaczepienia (wskaza¢ punkt poczatkowy),
— podac warto$¢ wielkosci - przedstawi¢ dtugo$¢ odcinka AB,

— podac kierunek - potozenie odcinka AB na ptaszczyznie (jezeli ruch

rozpatrywany jest na ptaszczyznie) lub w przestrzeni,

— podac zwrot - na odcinku AB nalezy zaznaczy¢ strzatka odpowiedni

Zwrot.

PowyzZsze warunki jednoznacznie wskazuja, Ze do okre$lenia przemiesz-
czenia uzywac nalezy wielkosci wektorowych lub po prostu wektoréw.

14



Rozdziat 1. Kinematyka

ZASADA NIEZALEZNOSCI RUCHOW

PrzypadekI

Jezeli na ptaszczyZnie I1 punkt materialny x dozna przemieszczenia
od punktu A do punktu B, oraz przemieszczenia od B do punktu D.
W takim razie punkt materialny przebyt droge tamang ABD, ktérej re-
zultatem jest przemieszczenia z punktu A do punktu D. Zatem prze-
mieszczeniem ostatecznym jest wypadkowa AD (punkt materialny nie
przebyt drogi AD, lecz przebyt droge tamang ABD).

Podsumowanie: kolejnos$¢ przemieszczen - przemieszczenie [, nastepnie
Il = wypadkowa AD.

Przypadek II

Nastepnie jezeli zamienimy kolejno$¢ przemieszczen. Punkt x dozna
tym razem najpierw przemieszczenia Il nastepnie przemieszczenia I, to
w konsekwencji widzimy, ze to ruchu jest inny jak w poprzednim przy-
padku, natomiast sam skutek, tzn. przemieszczenie wypadkowe nie
zmienito sie i wynosi tak jak poprzednio AD.

Podsumowanie: kolejnos¢ przemieszczen - przemieszczenie I, nastepnie
[ = wypadkowa AD.
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Przypadek III

Rozpatrzymy zagadnienie na przyktadzie platformy poruszajacej sie
po torowisku oraz znajdujacego sie tam cztowieka. Z punktu A czlowiek
porusza sie w kierunku punktu B, nastepnie wagonik przesuwa sie
wzdtuz torowiska na odcinku BC. W wyniku tych przemieszczen, czto-
wiek znajduje sie w punkcie C. Jezeli rozpatrzymy inny przypadek, tzn.
ruch cztowieka odbywa sie jednocze$nie z ruchem wagonika to mozemy
zaobserwowac, ze cztowiek tak jak poprzednio na koncu ruchy znajduje
sie w punkcie C.

Podsumowanie: dwa przemieszczenie zachodzg osobno - efektem jest
przemieszczenie wypadkowe AC = dwa przemieszczenia zachodza jed-

nocze$nie — efektem jest réwniez takie samo przemieszczenie wypad-
kowe AC.

A zatem:

Przemieszczenie wypadkowe otrzymuje sie jako przekatng réwno-
legloboku zbudowanego na przemieszczeniach sktadowych.

Definicja: Jezeli punkt materialny odbywa jednoczesnie kilka ru-
chéw, to kazdy z poszczegdlnych ruchéw dokonuje sie tak, jak gdyby
inne ruchy nie mialy miejsca, tzn. ruchy sktadowych nie przeszka-
dzajq ani nie pomagajq sobie wzajemnie.!

cztowiek —\ wozek \

A

toryx

L A. Piekara, Mechanika ogélna, Panstwowe Wydawnictwo Naukowe, Warszawa 1967.



Rozdziat 1. Kinematyka

DODAWANIE GEOMETRYCZNE PREDKOSCI

Do naszych rozpatrywanych uktadéw dotozymy nastepnie parametr
czasu. Poszczego6lne przemieszczenia podzielone zostaly na réwne od-
cinki t. Kazde z poszczegdlnych przemieszczen tzn. AB, BC, CD, AJ, J1 i tak
dalej odbywalo sie w czasie 1s. Jezeli teraz geometrycznie dodamy po-
szczeg6lne przesuniecia AB do AJ, BC do BA’ itd., to otrzymamy prze-
mieszczenia wypadkowe: AA’, A’A” oraz A”A”, ktére s3 sobie réwne. Kat
a, ktory wystepuje w przyktadzie jest rowniez jednakowy w kazdym
z rozpatrywanych rownolegtobokéw.

H AIII

I All

J/ A/ i

Wobec powyzszego dochodzimy do wniosku: przemieszczajqcy sie
punkt porusza sie ruchem prostoliniowym jednostajnym.

Ponownie rozpatrzymy poszczegélne wektory sktadowe tzn. AJ, AB, ]I,
BC i tak dalej. Dochodzimy wéwczas do wniosku, Ze poszczegoélne prze-
mieszczenia odbywajg sie w czasie, a wiec np. wektor AJ wyraza pred-
kos¢ V3, wektor Vi wyraza predko$¢ na przemieszczeniu AB. Wektory
V1,V2, nazywamy wektorami predkosci sktadowych.

W takim razie wektory predkosci Vi V2, na podobienistwo wektoréw
przemieszczen AJ, AB, J1, BC, dodajq sie geometrycznie.

V=V1+V,

Uwaga: W cze$ci teoretycznej wektory w réwnaniach zaznaczono
czcionka pogrubiong. Warto$ci skalarne natomiast pisano kursywa.

17
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W przypadku obliczen analitycznych skorzystamy z twierdzenia
Carnota.

v? = v? + v2 — 2v,v,c0s(ABA")

Poniewaz nazwany kat a pomiedzy wektorami ViV, wynosi a=§[800-
ABA’ , zatem cosa=-cosABA’. Wz6r zatem na obliczenie v bedzie miat

postac:
v? = v? + v3 + 2v,v,c0sa

Jednoczes$nie gdyby oba wektory byty do siebie prostopadte, to cosa=0
a wzor wyglada nastepujgco:

v? = v} +v3

DODAWANIE GEOMETRYCZNE PRZYSPIESZEN

Tak jak w poprzednim przypadku, niech punkt materialny porusza
sie ruchem ztoZzonym z dwodch ruchéw prostoliniowych jednostajnych.
W takim razie geometryczna predko$¢ punktu wynosi:

V=V1+V,

Nastepnie po czasie At predkosci w/w punktu, predkosci wynosza od-
powiednio AV; oraz AV,.

punktx —- g

AV,

A wiec otrzymana predkos¢ wynosi:

Ve=(V1+AV1)+(V2+AV3)

18



Rozdziat 1. Kinematyka

Jak mozemy zaobserwowac przyrosty predkosci AV; oraz AV, dodajg sie
geometrycznie:

AV, AV

AV,

AV=AV1.AV;

RUCH KOLOWY JEDNOSTAJNY

Jezeli dany punkt porusza sie po okregu to ruch taki nazywamy ru-
chem kotowym. Ruch punktu nazywamy jednostajnym jezeli dane, jed-
nakowe odcinki kota punkt pokonuje w jednakowych odstepach czasu.
Jezeli odcinek tuku s zostaje przebyty w czasie t, to wéwczas:

s
V=-
t

Predkos¢ katowa natomiast wyrazi sie wzorem:
%

w=—

t

jednak:

S:(p-R’ (p:%

19
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wiec:

~ |wlw

v
TR

0=2
t

Predkos¢ liniowa zatem, jest iloczynem promienia kota oraz predkosci
katowej:
V=R-w

Predkos¢ liniowa (biorac pod uwage okres T) jest stosunkiem obwodu
kota do okresu T.

- 2mR
T
Predkos¢ katowa jest zatem:
_2m
C=T

PRZYSPIESZENIE DOSRODKOWE

Niech punkt materialny porusza sie po obwodzie kota ze statg pred-
koscig V. Punkt materialny znajduje sie w punkcie A. nastepnie w ciggu
bardzo matego czasu At punkt materialny pokonuje droge As - punkt
materialny znajduje sie obecnie w punkcie B. W tym punkcie predkos¢
rozpatrywanego obiektu rowniez wynosi V. A wiec nie zmienita sie
predkos$¢ - zauwazmy jednak, ze kierunek wektora predkosc¢ ulegt zmia-
nie (jest on zawsze styczny do toru, zmienit sie natomiast kat w stosun-
ku do wektora zaczepionego w punkcie A).

Wektor predkosci w punkcie B oznaczono jako wektor Vg, natomiast
przesuniety wektor z punktu A (reprezentowat on predko$¢ w punkcie
A - ktéra jak juz wspomniano jest réwna w punkcie B) do punktu B
oznaczono jako Va.

Z powyzszego zapisu wynika, ze wektor Va przeksztatcit sie po czasie At
w wektor Vg. Przyrost wektora Vg w stosunku do wektora Vao0znaczono

20



Rozdziat 1. Kinematyka

jako wektor AV. Nasuwa sie w takim razie pewna dygresja - skoro wek-
tor Vajest rowny wektorowi Vgdlaczego zatem méwimy o przyroscie.

Oto6zZ przyrost AV nie zmienia wartosci liczbowej predkosci (v), lecz tyl-
ko jej kierunek.

Jezeli przyjmiemy, Ze czas At jest bardzo krotki, to réwniez przebyty tuk

As posiada bardzo matg warto$¢, a wiec mozemy rozpatrywac przebyty
tuk jako prosta.

Powstaty tréjkat rownoramienny AOB jest podobny do trojkata EBD,
gdyz majg takie same katy.

Wiec:
As

— =—, ale DE = Av, a v, =70, zatem
R Vy 4

=28 =%
<[5% <[T

21
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A . y . Av .
Skoro A—i wyraza predkos¢ v, natomiast A—Z jest to stosunek przyrostu
predkosci do czasu, w ciggu ktérego nastapit ten przyrost - jest to zatem
przyspieszenie. Jak obserwujemy wystepujace przyspieszenie nie zmie-
nia wartosci predkosci, lecz jej kierunek.

As o Av
—=v i —=a
At At
gdzie: a - warto$¢ przyspieszenia,
zatem:
As Mw
At _Ac P _ ¢
R v’ R w

w konsekwencji przeksztatcenia:

UZ

Cl:?

W powyzszym wzorze wyznaczyliSmy warto$¢ przyspieszenia jakie wy-
stepuje w ruchu jednostajnym po okregu. Dalej wyznaczymy potozenie
naszego przyspieszenia - $cislej mowigc - jego kierunek.

22



Rozdziat 1. Kinematyka

Jak mozemy zaobserwowaé na powyzszym rysunku, wektor Av=BC jest
skierowany w kierunku odcinka BO=R. Zmniejszajac warto$¢ czasu At
do zera, zmniejsza sie rowniez odcinek As, ktérego warto$¢ dazy do ze-
ra. Rozpatrywane trojkaty AOB, EBD staja sie coraz bardziej smukte,
a katy u ich podstaw daza do katéw prostych. W zwigzku z tym, potoze-
nie wektora Av skierowane jest do Srodka kota. Widzimy zatem, Ze
wcze$niej wyznaczone przyspieszenie a ma taki sam kierunek jak Av.

Definicja:

Jezeli punkt materialny porusza sie po okregu ruchem jednostaj-
nym, to posiada on przyspieszenie dosrodkowe, ktore skierowane
jest do Srodka okregu, wartos¢ tego przyspieszenia wynosi:

‘TR
skoro:
RZ_wZ
V=R-w - a= = w?-R
R
Podstawowe wzory
Lp. Rownanie Brakujaca warto$¢
1. |(V=Vo+a-t X - Xo ()
1 2
2. x—x0=V0't+§-a-t Vv
3. | VE=VE+2-a-(x—xp) t
1
4, X—XO=E'(V0+V)-t a
1 2
5. x—x0=V-t—§'a't Vo

23
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2.Zadania rozwigzane

Zadanie 1

Na strugarce podtuznej obrabiana jest stalowa ptyta o dtugosci 3 m
i szerokosci 0,7 m. Srednia predko$é ruchu stotu roboczego strugarki, na
ktdérej zamocowany jest obrabiany przedmiot wynosi V.=0.4 m/s, za$
predkos¢ ruchu jatowego wynosi V;=0.6 m/s. Oblicz czas strugania ptyty,
jezeli posuw narzedzia na jeden suw stotu wynosi p=2mm.

3m
obrabiany
materiat
N
” \% stot
1
[ — kierunek ruchu

0,7 m

b=l

o™

1. Obliczamy czas jednego przejscia tp.

t, =t +t,
gdzie:

tp — czas przejscia,
tr - czas ruchu roboczego,

tj - czas ruchu jatowego.

24



Rozdziat 1. Kinematyka

t, =

p +

=
S|

3m 3m

0.4m/s + 0.6m/s S+os s

tp

Sr - droga przebyta w czasie ruchu roboczego,

Sj - droga przebyta w czasie ruchu jatowego,

2. Obliczamy liczbe przejsé.

3. Obliczamy czas strugania

tser =ty " Ly

tor = 12.55 - 350 = 4375s

Zadanie 2

Dwie wciggarki wciagaja bloczki betonowe ze statg predkos$cig rowna
odpowiednio: Vi=20 m/s i V,=32 m/s. Jaka bedzie rdéznica w czasie
weciggniecia t bloczkdw na wysoko$¢ s=60 m.
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60 m

% %

1. Obliczamy czas wciaggniecia bloczka przez pierwsza wciggarke.

gdzie:

t1 — czas wciggniecia bloczka przez pierwszg wciggarke,

60m

t; = =
L7 20m/s

2. Obliczamy czas wciagniecia bloczka przez druga wciagarke.

ty = —
2=y,
gdzie:

t2 - czas wciggniecia bloczka przez pierwsza wciagarke,

3. Obliczamy réznice w czasie wciagniecia
tT = tl - tz

tr =35s—187s =1,13s
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Zadanie 3

Z jakim przyspieszeniem rusza z miejsca wciagarka, jezeli w czasie
t=12 s osiaga predkos¢ V=7,3 km/h?

LAV V-V,

a=—=
At e —t

gdzie:

AV - przyrost predko$ci w czasie,

At - czas, w ktérym nastapit przyrost predkosci,
Vi - predkos¢ koncowa,

V- predkos¢ poczatkowa,

ti— czas koncowy,

tp- czas poczatkowy.

2,03%— 0 .
= m = 0,17m/s
Zadanie 4

Motocyklista jechat zabytkowym pojazdem, po prostej drodze z predko-
$cig 70 km/h. Po przebyciu 8 km w motocyklu brakto paliwa i zostat on
zmuszony, by dalej i$¢ pieszo do stacji benzynowej odlegtej o 2 km. Droga
zajeta mu 0,5 godziny. Oblicz: ile wynosita catkowita droga przebyta przez
motocykliste, ile czasu mineto od rozpoczecia podrézy do dotarcia na
stacje benzynowa3 i z jakg $rednig predkos$cig poruszat sie motocyklista?

1. Obliczenie catkowitej drogi przebytej przez motocykliste
S¢c =Smt+Sp
gdzie:
S¢c = 8km + 2km = 10km

27



Wybrane zagadnienia z mechaniki techniczne;j...

sm — droga przebyta na motocykluy,

sp — droga przebyta pieszo.

2. Obliczenie czasu trwania podraézy,

%)

353

tm

gdzie:

tm — czas jazdy motocyklem,
sm — droga przebyta na motocykluy,
Vm - predkosé motocykla

8km

tm ==————=0,11h
™ 70km/h

te =tm +tp
gdzie:
tc. =0.11h + 0.5h = 0.61h

tc — czas podrdzy,
tm — czas jazdy motocyklem,

tp — czas podrozy na pieszo.

3. Obliczenie predkosci Sredniej motocyklisty w czasie podrézy

S
Ver =t—z
v = 2Okm e sokm/n
r = Qe1n - 103%m/
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x A
4+ stacja —- Ax=104 km
— koniec jazdy
— 10
€ 84 4 e d
= -
z 8+ . “—marsz
bt .
2 Vo jazda
g6+ [~
2 |
8_ |
4 I
|
2 =€
! At=0,62h t
| | | >
0,2 0,4 06
czas w [h]

Zadanie 5

Woézek suwnicy wyrusza ze stalym przyspieszeniem i po czasie t;j=3 s
osigga predko$¢ Vi=1 m/s. Z ta predkoscia jedzie przez t,=30 s, a na-
stepnie zatrzymuje sie na drodze hamowania b=3 m. Wykonaj wykresy
przyspieszen, predkosci i wozka.

Zadanie rozwigzujemy w trzech zakresach:

[ - wézek przyspiesza,
I1 - wdzek jedzie ze statg predkoscia,

[l - wozek zwalnia do zatrzymania sie.

I zakres

1. Obliczamy przyspieszenie a; w pierwszym zakresie Kkorzystajac
z rownania 1 z Tabeli 1:

V1:V0+a1't1

przeksztatcajac i podstawiajac dane otrzymujemy:
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a; = L
1m/s 1 )
! 3s §m/s

2. Obliczamy przebyta droge s1 korzystajac z réwnania 2 z Tabeli 1
1
1 =V0-t+§-a-t2

podstawiajgc dane otrzymujemy:

1
s;==-a-t?=

5 m/s?-9s? = 1.5m

N[ =
W] =

II zakres

W zakresie drugim warto$¢ predkosci jest stata z czego wynika, Ze przy-
spieszenie wynosi 0. Brakujacg warto$¢ drogi obliczamy stosujgc wzor
na predkos¢ srednig, ktéry po przeksztatceniu otrzymuje postacé:

52=V2't2

po podstawieniu otrzymujemy:

m
sz=1-?-305=30m

111 zakres

1. Obliczamy przyspieszenie korzystajac z réwnania 1 z Tabeli 1, gdzie
predko$¢ konicowa Vi= 0, a predkos¢ poczatkowa Vo= V.

Vk:V0+a't3

po przeksztatceniu i uwzglednieniu danych:
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2. Obliczamy t; korzystajac z réwnania 4 z Tabeli 1, gdzie predkos¢ kon-
cowa Vi= 0, predkos$¢ poczatkowa Vo = Vi, a droga hamowania réwna sie

S3=b.

1
b:E-Vl.t?)

po przeksztatceniu i podstawieniu danych otrzymujemy:

WyKkresy:

t3 =

_2-b 2-3m _
v,  1m/s

6s

a
[m/s?]
I
1
3
& I a, 33 39
0 3 3 »
! ‘ [N
‘ ‘ I .
I I I
\" ! | 1
[m/s] : : !
I I I
\4
[ | 1
1 [ | 1
| | I
! | I -
s N
| | |
s [m] & ! | |
M5 1 :
31,54 ‘ ; |
I I I
| | 1
| I I
I I I
! | 1
15+ . | 1
i | L 1 -
3 33 39 t[s]
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Zadanie 6

Samochdéd jadacy z predkoscig poczatkowa Vo=120 km/h rozpoczyna
hamowanie, w wyniku ktérego redukuje swa predko$¢ do V=80 km/h
przejezdzajac w tym czasie droge s = 200 m. Ile wynosito przyspieszenie
samochodu a oraz jak dlugo trwato hamowanie skoro wiemy, ze pojazd
hamowat ze stalym przyspieszeniem?

Aby otrzymac¢ zgdane wyniki musimy rozwigza¢ uktad dwdch réwnan
z dwoma niewiadomymi, ktory stworzg réwnania 1) i 2) z Tabeli 1:

) V=Vy+a-t
2) 5>‘=V0-1:+%-a-t2

V;VO i podstawiajac je do

Przeksztatcajac rownanie 1) do postaci t =

réwnania 2) otrzymujemy

2

V-V, 1 V —Vy\?
o e (1

Nastepnie mnozgc obustronnie powyzsze réwnanie przez 2a oraz wy-
konujac dziatania otrzymujemy

2:a-s=2-Vo-V—=2-V¢+V2=2-Vy-V+V§

Po uporzadkowaniu prawej strony rownania mozemy obliczy¢ a ze wzo-
ru w postaci
172 - V02
a=
2-s

Podstawiajac dane liczbowe w m/s oraz m otrzymujemy

(22,22m/s)? — (33,33)?
= = —1.54 2
a 2. 200m >dm/s

: . . . V-V, . - .
Wracajac do rownania 1) w postaci t = TO i podstawiajac dane liczbo-

we mamy
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22.22%— 33.33%
t = = _7.21s
—1.545&2

Zadanie 7

Kierowca samochodu, jadacego z predkoscia 60 km/h, po pokonaniu
ostrego zakretu zauwaza w odlegtosci 18 m lezace na drodze drzewo.
Mimo trwajgcego 1,8 s hamowania samochd6d uderza w tg przeszkode.
Oblicz ile wynosito state przyspieszenie pojazdu w czasie hamowania
oraz ile wynosita predko$c¢ z jaka uderzyt on w drzewo?

1. W celu obliczenia predkosci z jakg samochdd uderzyt w drzewo ko-
rzystamy ze wzoru 4) z Tabeli 1

1
S:E'(V0+V)‘t

ktéry po przeksztalceniu otrzymuje postac:

v=25_y
=22,

po wstawieniu wartosci liczbowych mamy:

_ 2-18m
T 1.8s

m
~16.67— =333m/s

2. W celu obliczenia przyspieszenia korzystamy ze wzoru 1) z Tabeli 1
V= VO + at

ktéry po przeksztatceniu otrzymuje postac:

po wstawieniu wartosci liczbowych mamy:
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3332 _ 16670
a= S F S = _7.41m/s?

Zadanie 8

Lecacy ptak porusza sie ze staltym przyspieszeniem réwnym 2 m/s2.
W pewnej chwili jego predko$¢ wynosita 5 m/s. Wyznacz jego predkos¢
w chwili: a) o 2 s wcze$niejszej, b) o 2 s pdZniejszej

Korzystamy ze wzoru 1 z Tabeli 1
V= VO +a-t
gdzie:

V - predkos$¢ chwilowa,
Vo - predkos¢ poczatkowa,
a - przyspieszenie elektronu.

m m m
V]_:V0+a'(t0+t1)=5?"‘25_2'(0_25)=1?

V,=Vo+a-(tg+t,) =5—+22.(0+25) =9~
2= Vora-lpriz)= S 52 S) = S

gdzie:

V1 - predkos¢ ptaka w chwili wcze$niejszej
V, - predkos¢ ptaka w chwili p6Zniejszej

to - czas w pewnej chwili, to=0

t1 - czas w chwili wcze$niejszej,

tz - czas w chwili p6zniejsze;.
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Zadanie 9

Zawodnik rzuca pitke baseballowa pionowo do géry, wzdtuz osi y, z
predkoscig poczatkowa 12 m/s.

pitka
W najwyzszym punkcie
V=0 y
podczas ruchu w dot
'y a=-g, predkosc jest
ujemna, a jej wartosé
Y bezwzgledna rosnie
A
Yy
podczas ruchu do géry
a=g, predkos¢ jest _
g, pre J y=0

dodatnia, a jej wartos¢
bezwzgledna maleje \\ \\\

a) Jak dtugo pitka bedzie sie wznosi¢, az do osiggniecia najwiekszej
wysokosci?

Korzystamy ze wzoru 1) z tabeli 1
V= VO +a-t

po przeksztatceniu i nastepnym podstawieniu danych otrzymujemy:

t_V—V0_0—12m/s_12
~ a  —9.81m/s? o8

gdzie:

V - predkos¢ w chwili osiggniecia przez pitke maksymalnej wysokosci,
Vo - predkos¢ poczatkowa pifki,

a - przyspieszenie pitki.

b) Ile wynosi najwieksza wysoko$¢, na jaka wzniesie sie pitka, w odnie-
sieniu do punktu wyrzucenia?
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Korzystamy ze wzoru 3) z tabeli 1
V2=V¢+2-a-(x—xp)

po przeksztatceniu i nastepnym podstawieniu danych otrzymujemy:

VZ—-V§ 0-(12m/s)*
2-a  2-(—9.8m/s?)

y = 7.3m
gdzie:

y = X - Xo - wysoko$¢ na jaka wzniesie sie pitka,

V - predkos$¢ w chwili osiggniecia przez pitke maksymalnej wysokosci,
Vo - predkosc¢ poczatkowa pitki,

a - przyspieszenie pitki.

¢) Jak dtugo bedzie wznosic sie pitka do punktu lezacego 5m nad punk-
tem jej wyrzucenia?

Korzystamy ze wzoru 2) z tabeli 1
1
(x—x0)=V0-t+§-a-t2

po przeksztatceniach i nastepnym podstawieniu danych otrzymujemy
kolejno:

—th t2
Yy =V 2‘1

1
5m = (12m/s) - t — o (9.8m/s?) - t2
49-t2—-12-t+5=0
rozwigzujgc otrzymane réwnanie kwadratowe mamy:
t1=0.53sit; =1.9s

Pitka osigga wysoko$¢ 5m zaréwno w czasie ruchu w gore, jak i w czasie
ruchu w dét.

36



Rozdziat 1. Kinematyka

Zadanie 10

Wyznaczy¢: a) tor punktu A, b) poczatek toru i jego koniec, c) kierunek
ruchu, d) predkos$¢ i przyspieszenie, e) réwnanie ruchu po torze

Réwnania opisujace ruch punktu:
x=24+2-t (%
y=3+6-t (*

1. Przebieg toru punktu

Z réwnania (*) wyznaczamy t i nastepnie wyliczono warto$¢ wstawiamy
do réwnania (**), otrzymujemy wowczas kolejno
, x—2

-2

y=3+6-"2=3+3-(x—2)iwkoficu
y=3-x—3(*%
Réwnanie (***) opisuje tor ruchu punktu A

A

3_____

Nf— - - - - =
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2. Poczatek toru - punkt Ag

Poczatek toru znajduje sie w punkcie A, dla t=0. Wstawiajac t=0 do
réwnan (*) i (**) mamy

Xg=2+2-0=2
Yo=3+3-0=3
gdzie:

Xo - wspotrzedna x punktu A,

yo — wspébirzedna y punktu Ao.

y

A

3 - - - A

NT— = - - = =

34

3. Punkt koncowy A - po uptywie czasu t

Nalezy obliczy¢ droge s = ApA

s =/ = x0)? + (v = )2

po podstawieniu rownan (*), (**) i wspoétrzednych punktu Ag otrzymujemy:

s=JQ2+2t-2)2+B+6-t—3)2=V4-t2+36-t2 =633t
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<Y

4. Predkos$¢ punktu jest pierwszg pochodng przemieszczenia (drogi) po
czasie

V=5=6.33

5. Przyspieszenie punktu jest pierwsza pochodna jego predkosci po czasie

p=V=0

Zadanie 11

Wyznaczy¢: a) tor punktu A, b) poczatek toru i jego koniec, c) kierunek
ruchu, d) predko$¢ i przyspieszenie, e) rownanie ruchu po torze

Réwnania opisujgce ruch punktu:
x=4+5-t% (%
y=2+6-t% (*

1. Przebieg toru punktu

Z réwnania (*) wyznaczamy t i nastepnie wyliczono warto$¢ wstawiamy
do rownania (**), otrzymujemy wowczas kolejno
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x—4

y:2+6-T=2+1.2-x—4.81wk0r'1cu
y=12 x—2.8(***%

Réwnanie (***) opisuje tor ruchu punktu A

2. Poczatek toru - punkt Ay

Poczatek toru znajduje sie w punkcie A, dla t=0. Wstawiajac t=0 do
réwnan (*) i (**) mamy

Xo=4+5-0=4
Yo=2+6-0=2
gdzie:

Xo — wspéirzedna x punktu Ao,

yo - wspoétrzedna y punktu Ag
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2. Punkt koncowy A - po uptywie czasu t

Nalezy obliczy¢ droge s = ApA

s=(x—x0)2 + (¥ — y)?

po podstawieniu rownan (*), (**) i wspotrzednych punktu Ao otrzymujemy:

s=y(@+5t2—4)2 +(2+6-t—2)2 =125 t*+36-t* =61 - t2

3. Predko$¢ punktu jest pierwsza pochodng przemieszczenia (drogi) po
czasie:

V=s=2-t-V61
4. Przyspieszenie punktu jest pierwszg pochodng jego predkosci po czasie:

p=V=2-\/6_1

Zadanie 12

Na ponizszym rysunku przedstawiono trzy rézne schematy obcigZzenia
tego samego ciata, ktére moze sie poruszac bez tarcia w kierunku osi
poziomej. Wyznacz przyspieszenie ciata w kazdym z trzech przypadkow
jesli: masa wynosi 1 kg, sita F1=15 N, F,=12 N, F3=5N. Sita F3; dziata pod
katem 60°do poziomu.

a) — b) _. — c) —

W kazdym z przypadkéw korzystamy z Il zasady dynamiki Newtona.
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Przypadek 1

_—

Eyyp =m-d
po uwzglednieniu schematu obcigzenia mamy:

F,=m-a,
nastepnie po przeksztatceniu rownania i podstawieniu wartosci liczbo-
wych otrzymujemy:

F, 15N ,
angzmz 157’71/5

otrzymany wynik jest dodatni, co oznacza, Ze przyspieszenie krazka jest
skierowane w dodatnim kierunku osi x:

Przypadek 2

Eyyp =m-a
po uwzglednieniu schematu obcigzenia mamy:
Fl - Fz =m:- ax

nastepnie po przeksztatceniu réwnania i podstawieniu wartosci liczbo-
wych otrzymujemy:
m 1lkg

a, = =3m/s?

otrzymany wynik jest dodatni, co oznacza, ze przyspieszenie krazka jest

skierowane w dodatnim kierunku osi x:

Przypadek 3:
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- 8 X g o
| X
|
N
po uwzglednieniu schematu obcigzenia mamy:
F3’x_F2 :m'ax

nastepnie po przeksztatceniu rGwnania i podstawieniu wartosci liczbo-
wych otrzymujemy:

_F3-cos0 —F, 5N -cos60 —12N
- m B 1kg

ay = —9.5m/s?
otrzymany wynik jest ujemny, co oznacza, ze przyspieszenie krazka jest
skierowane w ujemnym kierunku osi x:

Zadanie 13

Rysunek przedstawia widok z géry walca o masie 10 kg, ktéry porusza
sie bez tarcia po poziomej ptaszczyZnie. Kierunek jego przyspieszenia,
o warto$ci 4 m/s?, jest wyznaczony przez wektor d. Przyspieszenie to
jest efektem dziatania trzech sit poziomych Fi=10 N, F,=40 N i nieznanej

sity Fs. Wyznacz site Fs.
y t
a4
a
\ .’
X

——

F.

70
AR
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Wypadkowa F,,,, sit dziatajgcych na walec jest sumg trzech sit i jest
zwigzana z przyspieszeniem d walca. Zgodnie z Il zasadg dynamiki Ne-
wtona mamy:

Ty
Il
3
Qu

wyp
stad wynika:
F+F+F=m-d
po przeksztatceniach mamy:

Fy=m-d—F-F (%)

Diagram sil:

_T:: v
4
s —
m-a -F,
|
0 X
Fy

graficzne wyznaczenie
. —d
sity F;

Dygresja:
Powyzej skorzystaliSmy z dziatan na wektorach wg ponizszych zasad:

a) Dodawania

“\y
Il
Qu
+
S
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1) Nalezy narysowaé wektor @ w dogodne;j skali i pod wtasciwym
katem,

2) W tej samej skali nalezy narysowac¢ wektor b tak, by jego pocza-
tek byt konicem wektora d, oczywiscie pod odpowiednim katem,

3) Sumag tych wektoréw jest wektor §, ktérego poczatkiem jest po-

czatek wektora d, a koicem koniec wektora b.
b) Odejmowania
d=d—b=ad+(-b)

1) Zeby znalezé réznice wektoréw d , nalezy dodaé wektor —b do
wektora d

Wyznaczamy sktadowe prawej strony réwnania (*) wzdtuz osi x, a na-
stepnie wzdtuz osiy

a) Dla osi x mamy:
ﬁ3,x =m'a_x)—m—a=m-(a-cos60°) — F, - cos 30°,
po podstawieniu wartosci liczbowych mamy:

o=t 10kg- 4™ \/§10N—1134N
3x T NGt T -

b) Dla osi y mamy:
ﬁ3_y=m-a_y’—m—l?2_;=m-(a'sin6O°)—F1‘sin30°—F2 =0

po podstawieniu wartosci liczbowych mamy:

R V3 m 1
Fyy ==+ 10kg 4= — 510N — 40N = ~1035N
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Ostatecznie wartos¢ Fswyliczamy z ponizszej zaleznoSci:

F; = /ng +F$, = 1532N

Zadanie 14

Cztowiek o masie m=80 kg ciagnie wagon kolejowy ze stalg sila, ktéra
jest wieksza 2.5 razy od jego ciezaru. Kierunek tej sity tworzy z pozio-
mem kat 6=30°. Ciezar wagonu, ktory porusza sie bez tarcia wynosi
W=700 kN, a zostat on przesuniety na odlegto$¢ 1 m. Ile wynosita pred-
ko$¢ wagonu w chwili, gdy cztowiek przestat go ciggna¢? Zaktadamy, ze
kota wagonu poruszaty sie po szynach bez tarcia.

Z tresci zadania wynika, ze:

1) Przyspieszenie d jest stale, poniewaz wagon byt ciagniety ze sta-
13 sitg,

2) Ruch zachodzi w jednym kierunku po szynach kolejowych,

3) Wagon przebyt droge d=1 m

Zadanie rozwigzujemy korzystajac ze wzoru 3) z Tabeli 1
V2=V¢+2-a - (x—2x9) (%

mozemy przyjac, ze:
V=0

d=x-%,

nieznang wartos$¢ przyspieszenia a Kkorzystajac z Il zasady dynamiki
Newtona

Fwyp =my -a (**)
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gdzie:
Fuyp — sita wypadkowa dziatajgca na wagon,
m,, — masa wagonu,

a - przyspieszenie wagonu w kierunku x

Diagram sit:

-7

cztowiek

<Y

jedyna sita dziatajaca na wagon w kierunku poziomym jest sktadowa
T, =T - cos 8 naprezenia liny ciggnietej przez cztowieka. Wobec tego
réwnanie (**) przybiera postac:

T -cosO =my - a (***)
gdzie:
T=25-m-g,
gdzie:

T - napiecie w linie,
m - masa czlowieka,

g - przyspieszenie ziemskie,
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w
my =—
g

gdzie:

mw - masa wagonu,
W - ciezar wagonu,

g - przyspieszenie ziemskie

Przeksztatcajgc réwnanie (***) oraz podstawiajgc powyzsze dane
otrzymujemy:
_T-cosb

a=
my

po podstawieniu danych liczbowych mamy:

_ 2.5-80kg - 9.81m/s* - cos 30"
- 700kN
9,81m/s?

a = 0.023m/s?

Podstawiajac warto$¢ a do rdwnania (*) mamy

V2=0+2-0.02m/s? - 1m
stad:
V=0.22m/s

Zadanie 15

Na rysunku przedstawiono uktad sktadajacy sie z dwéch ciat o masach
odpowiednio m1=3 kg i mz=2 kg. Masy liny i krazkéw pomijamy. Ciato

wiszgce W opada w dét, a ciato $lizgajace sie S porusza sie ruchem przy-
spieszonym w prawo. Oblicz: a) przyspieszenie obu ciat, b) naprezenie

w linie.
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/— klocek S

my
=)
/— klocek W
my

\j
Diagram sit:
a) b)
y y
klocek
wiszacy
— - —
N % T
m T Tl -
/ X 0| ™ X
klocek
slizgajacy sie - -
ng T Fgw
r S

J '
zadaniem krgzka jest

jedynie zmiana kierunku

Dla rysunku a) w kierunku poziomym (kierunku ruchu ciata m1) rézna

od zera jest jedynie sita T

Fwyp =my - ay

49



Wybrane zagadnienia z mechaniki techniczne;j...

po podstawieniu danych otrzymujemy réwnanie z dwiema niewiadomymi:

T=my a(¥
Dla rysunku b) w kierunku pionowym (kierunku ruchu ciata m;) dziata-
jasity TiF,,

Fvyp =mz - ay

T-Fy=my: (—a)
po podstawieniu danych mamy:
T—my-g=—-my-a(*)

Réwnania (*) i (**) tworza uktad dwéch rownan z dwiema niewiado-
mymi. Odejmujg oba réwnania od siebie stronami otrzymujemy

my-g=mp-a+m,-a

po przeksztatceniu otrzymujemy:

m

a=-—T. g ()

mqi+m,

Po podstawieniu réwnania (***) do réwnania (*) otrzymujemy:

my ) _m-my-g

T:m-( =
1 my +m, mq +m,

po podstawieniu danych liczbowych otrzymujemy:

_ 2kg -9.81m/s?

=3.92 2
3kg + 2kg 3.92m/s

_ 2kg -3kg -9.81m/s?

=11.77N
2kg + 3kg
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Rozdziat 1. Kinematyka

Zadanie 16

Ciato o masie m1=4 kg znajdujgce sie na réwni pochytej o kacie nachyle-
nia 30° po ktérej moze poruszac sie bez tarcia, jest potgczone ling
z drugim cialem o masie m;=2.5 kg. Lina jest przetozona przez mogacy
sie obracac¢ bez tarcia krazek o znikomo matej masie. Wyznacz: a) przy-
spieszenie kazdego krazka d, b) kierunek przyspieszenia klocka wiszg-

cego, c) naprezenie w linie T

my

Dla rysunku a) w kierunku poziomym (0$ x) rézne od zera sg sita T
i sktadowa sity Fg1. Z drugiej zasady dynamiki Newtona mamy:

Fwyp =mq - Ay
T —Fgq-sinf =my -ay (*)
w rezultacie otrzymali$my réwnanie (*) z dwoma niewiadomymi:
Diagram sit:

2 v, ”

- X y

A

=4
‘7
@

A

ma
—

Y Fe

=
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Dla rysunku b) w kierunku pionowym (0$ y) mamy:
Eyyp =My - a,
T—-my-g=-my-a,
stad po przeksztatceniach mamy:
T=my-g—my-ay(*)
otrzymali$my drugie rownanie z dwiema niewiadomymi.

Réwnania (*) i (**) tworza uktad dwéch réwnan z dwiema niewiado-
mymi. Podstawiajac T oraz dane do réwnania (*) mamy:

my-g—my-a—mq-g-sin30 =my-aq

po uporzadkowaniu otrzymujemy:

1
al-(m1+m2)=g-<m2—z-m1)

i w koricu mamy

1
my; —75:My
a, =  c_—
L

podstawiajac dane liczbowe otrzymujemy:

_9.81m 2.5kg — 2kg
-~ s2 2kg + 4kg

a, = 0.81m/s?

Otrzymana warto$c¢ przyspieszenia jest dodatnia co oznacza, ze drugie ciato
porusza sie w dot - zgodnie ze zwrotem przyspieszenia z rysunku b).

Podstawiajac dane liczbowe do réwnania (**) otrzymujemy:

m m
T =23kg - (9.815—2 - 0.815—2) = 20.7N
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Zadanie 17

Renifer ciggnie sanie wazace m=100 kg ze stalg predkoscig i po pozio-
mej powierzchni. Pomiedzy saniami a $niegiem wystepuje tarcie kine-
tyczne o wspotczynniku p=0.1, a kat ktory tworzy sita dziatajgca na
sanie z poziomem wynosi 30°. Wyznacz warto$¢ sity dziatajacej na sanie
od strony liny.

y
L >
X
|
Diagram sit:
y
>
X
=

Z drugiej zasady dynamiki Newtona wynika:
T+N+F+fi=0(*

Suma sit réwna sie zero gdyz, przyspieszenie z prawej strony rownania
(*), ze wzgledu na statg predkos¢, wynosi zero.
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W kolejnym kroku formutujemy réwnania réwnowagi bedace rzutami
sit na osie xi y:

T-cos¢p—pui-N=0(*%
T-sing+N—-—m-g =0

Réwnania (*) i (**) tworza uktad dwdch réwnan z dwiema niewiado-
mymi. Wyznaczajac N z réwnania (*) i wstawiajac do réwnania (**)
otrzymujemy

_ Hg-m- g
cos @ + yg - sing

po podstawieniu wartosci liczbowych otrzymujemy:

T=91N

Zadanie 18

Rysunek przedstawia dwa stykajace sie ze soba klocki: A o masie
ma=4 kg i B 0 masie mg=6 kg. Po przytozeniu do klocka A statej sity po-
ziomej Fp) o warto$ci 20N klocki $lizgaja sie bez tarcia po podtozu
wzdtuz osi x. a) ile wynosi przyspieszenie klockow? b) jaka sitg H_B) klo-
cek A dziata na klocek B?

a) Ze wzgledu na kierunek dziatania si{yfp)obydwa klocki stanowia
uktad ciat sztywno ze soba zwiazanych. Korzystamy z Il zasady dy-
namiki Newtona:

X
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Rozdziat 1. Kinematyka

E, = (my + mp) - a, po przeksztatceniu i podstawieniu wartosci liczbo-
wych otrzymujemy warto$¢ przyspieszenia klockow:

B _ 20N
my+mp  4kg + 6kg

= 2m/s?

b) Korzystamy z Il zasady dynamiki Newtona
Fapp=mp-a

po podstawieniu wartosci liczbowych mamy:
m
FA,B = 6kg . 25—2 = 12N

Klocek A dziata na klocek B sita nadajaca mu przyspieszenie 2m/s2.

3. Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 1
Réwnania punktu okreslone za nastepujacymi réwnaniami:

a) x=6+6t y=3+6t,
b) x=5+2t, y=4+4t,
c) x=3+2t?, y=4+ 3t?,

Nalezy wykona¢ na podobienistwo zadan 10 oraz 11. Wyznaczy¢ pred-
ko$¢, przyspieszenie, droge tor ruchu.
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Zadanie 2

Woézek zurawia wyrusza ze stalym przyspieszeniem i po czasie t1=12 s
osiaga predkos¢ vi1=3 m/s. Utrzymujac ta predkosc¢ jedzie t2=18 s, a na-
stepnie zatrzymuje sie na drodze hamowania d=2 m. Wykonaj wykres
przyspieszen, predkos$ci oraz drogi wozka.

Nalezy wykona¢ na podobienstwo zadania 5.

Zadanie 3
Dane sg réwnania ruchu punktu:

a) x=2 +4cos6t y=2 + 4sin6t
b) x=4 + 2sin4t y=3+2cos4t

Nalezy wykona¢ na podobienistwo zadan 10 oraz 11. Wyznaczy¢ pred-
ko$¢, przyspieszenie, droge tor ruchu.

Zadanie 4

Wyznaczy¢ predkosé poszczegélnych wskazéowek zegara, tzn. godzino-
wa, minutowa, sekundowa. Dtugosci poszczeg6lnych wskazéwek wyno-
sz3: godzinowa 8 cm, minutowa 15 cm, sekundowa 12 cm.

Zadanie 5

Wyznaczy¢ predko$c i przyspieszenie pierscienia M, ktory znajduje sie
na powierzchni poruszajacego sie preta. Predko$¢ obracajacego sie pre-
ta AG wynosi .2

2 M. Niezgodzinski, T. Niezgodzinski, Zbiér zadan z mechaniki ogdélnej, Wydawnictwo
Naukowe PWN, Warszawa 1998, s. 176.
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Zadanie 6

Wyznaczy¢ predkos¢ i przyspieszenie pierscienia M, ktory znajduje sie
na powierzchni poruszajgcego sie preta. Predkos$¢ obracajgcego sie pre-
ta GAo wynosi w.3

Zadanie. 7

Korba AV wykonuje n obr./min. Korba zamocowana jest do podpory H.
Po uwolnieniu z podpory H, korba w wyniku dziatania ciezaru G zacznie
sie obraca¢ dokota podpory A. Wyznaczy¢ réwnanie ruchu, predkosc¢
i przyspieszenie ciata G. Dtugo$¢ korby wynosi r.

3 M. Niezgodzinski, T. Niezgodzinski, Zbiér zadarn z mechaniki ogélnej, Wydawnictwo
Naukowe PWN, Warszawa 1998, s. 176.
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Zadanie 8

Pret AK o dtugosci r porusza sie zsuwajac z przewyzszenia. Koniec preta
A oparty jest o podtoge i $lizga sie po prostej, natomiast drugim koricem
opiera sie w punkcie H, potozong na wysokosci h. Nalezy wyznaczy¢
predkosé, przyspieszenie konca preta K oraz punktu podparcia preta B.
Dane: 1, h, i - cosnt.

Zadanie 9

Tarcza o promieniu r zamocowana ciegnem do tarczy o promieniu R.
W wyniku obrotu ciegna ze statg predkoscia katowa w1, tarcza o pro-
mieniu r obraca sie bez poslizgu dookota tarczy o promieniu R. Wyzna-
czy¢ predko$¢ katowg tarczy o promieniu r oraz predkosci poszczegol-
nych punktow A, B, C, D.

58



Rozdziat 1. Kinematyka

Zadanie 10
Suwak P porusza sie w prowadnicy pionowej napedzanej jarzmem OM

osadzonym przegubowo w punkcie O. Jarzmo napedzane jest korba
o dtugosci r. Majac dane n, r, OU=b oraz g - wyznaczy¢ réwnanie ruchu.

%
—

A\







Rozdziat 2
Dynamika

Wstep teoretyczny

1. Dynamika punktu materialnego

Powszechnie stosowang zasada w dynamice jest zasada niezaleznosci
dziatania sit. Opiera sie ona o zasade rownolegtoboku, ktéra stosowana jest
w statyce. A zatem przypomnijmy sobie ze statyki trzy prawa Newtona:

1. Punkt materialny pozostaje w spoczynku lub porusza sie ru-
chem jednostajnym prostoliniowym, gdy nie dziatajag na niego
zadne sity lub dzialajace sity r6wnowazg sie.

2. Jezeli na dany punkt materialny dziala sita P, to udziela punk-
towi przyspieszenia odwrotnie proporcjonalnego do masy te-
go punktu:

P =mp
gdzie: P - sita, m - masa, p - przyspieszenie.

3. Kazdemu dziataniu towarzyszy réwne, skierowane przeciwnie
przeciwdziatanie.

W oparciu o powyzZsze prawa sformutowano jak w/w zasade niezalezno-
Sci dziatania sit, ktéra brzmi:
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Dziatanie dwéch sil na punkt materialny jest rownowazne dziata-
niu jednej sily wypadkowej, rownej sumie geometrycznej sit skila-
dowych.4

Po zastosowaniu wzoru P=mp wypadkowe przyspieszenie p, jest réwne
sumie geometrycznej przyspieszen sktadowych i wynosi:

P =p1t+Dp2
1.1. Dynamiczne réwnania ruchu punktu materialnego

Z zasady niezalezno$ci dziatania sit wynika, Ze po zrzutowaniu sity P,
na uktad ptaski otrzymamy nastepujace zaleznoSci:

4+ M. Niezgodzinski, T. Niezgodzinski, Zbidr zadan z mechaniki ogédlnej, Wydawnictwo
Naukowe PWN, Warszawa 1998, s. 156.
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Rozdziat 2. Dynamika

d*x
P, =mp, = mdt2 = mx,
dZ
P, =mp,=m proi my,
i odpowiednio na uktad przestrzenny
d*x .
szmpxzmﬁ=mx;
dZ
P, =mp, = mﬁ =my,
d*z .
P,=mp, = mﬁ =mz,

Powyzsze zalezno$ci nosza nazwe: dynamiczne réwnania ruchu punktu
materialnego.

Sita P rozumiana jest jako wypadkowa, tj. suma geometryczna sit skta-
dowych. W rozwigzywaniu dynamiki punktu materialnego korzystamy
zatem z réwnan:

d’y d*z
D Pu=mgg D Py =ma ) Pu=mgy

1.2. Srodek masy uktadu mechanicznego

Uktad mechaniczny to zbiér punktéw materialnych. Jezeli rozpatru-
jemy pojedyncze ciato sztywne to punkty materialne, ktére tworza to
cialo nie zmieniaja potozenia wzgledem siebie (ciato jest doskonale

sztywne).

Dysponujgc dowolnym ciatlem sztywnym mozemy na jego powierzchni
zaznaczy¢ dowolny punkt materialny m;. Niech wspomniany punkt mate-
rialny oddalony bedzie od poczatku uktadu wspétrzednych o warto$¢ ri.
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PotozZenie $rodka ciezko$ci wyznaczymy zatem z wcze$niej poznanych
wzordow dotyczacych srodkow ciezkosci ciat sztywnych.

z A
C
S m,
rc :ZC ) I
T
0 E L Z-
: —— o
VX .
Ye 1 Xc X
X 2 o
Yi
Zmirl
rC
mC
m, = Zmi
X = 2 m;x; _Xmyy; g = Y m;z;
(4 mc y mc c mc

Wyrazenia ), m;x;, Y. m;y;, Y. m;z; nazywane s3 momentami statycz-
nymi lub momentami pierwszego rzedu.

1.3. Wypadkowa sil wewnetrznych

Wypadkowa sit wewnetrznych dowolnego uktadu mechanicznego
mozemy zapisa¢ w postaci sumy sit dziatajacych kolejno na poszczegél-
ne punkty tego uktadu:
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Rozdziat 2. Dynamika

ZSL' =S12 + S13+ Spq +
ot Sp1 + Soz + Sap 4
oS30+ Sgp + Szq + o0
ot Sup + Sup + Sgz + -

Mozemy zauwazy¢, ze sity wystepujace w powyzszej sumie sg sobie pa-
rami rowne i przeciwnie skierowane, kazda taka para stanowi wiec
uktad zerowy, a zatem i suma tych uktadéw jest rowna zeru.

ZSlZO

1.4. Réwnania ruchu srodka masy ukltadu mechanicznego

Uktad mechaniczny sktada sie z pewnej liczby punktéw material-
nych. Wyznaczmy zatem jeden z tych punktéw i nazwijmy go mi. Do
naszego punktu przytozono wypadkows3 sit zewnetrznych oraz wypad-
kowa3 sit wewnetrznych odpowiednio P;oraz S..
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Z A

Réwnanie dynamiczne ruchu:
P; +5; = m;p;

a zatem dla wszystkich punktow ciata:

Zpi+zsi=2mipi

jednak z powyzszych rozwazan wiemy, ze:
dlatego:

po zrzutowaniu na o$ x:

dzxi
Z Pix = Z Mg

d? d?
Z P = Z a2 (mymx;) = WZ mymx; =

Z Piy =m Py

66
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Rozdziat 2. Dynamika

PowyZsza zalezno$¢ przeprowadzona zostata dla osi x, jednak dla pozo-
statych osi jest analogiczna. Nastepnie trzy r6wnania mozna zapisac

w postaci wektorowe;j:
Z Pi =mep.

Srodek masy uktadu materialnego porusza sie tak, jak punkt mate-
rialny, w ktéorym skupiona jest cala masa ukladu, gdy na punkt ten
dziala wypadkowa wszystkich sil zewnetrznych przytozonych do
tego uktadu.s

2. Momenty bezwtadnosci

2.1. Moment bezwladnos$ci wzgledem plaszczyzny

](xy) :szdm
m

i analogicznie

Joz = [ x*dm, Jax) = J, v dm

z A

Y=<

5 M. Niezgodzinski, T. Niezgodzinski, Zbiér zadarn z mechaniki ogélnej, Wydawnictwo
Naukowe PWN, Warszawa 1998, s. 174.
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Momentem bezwladnoS$ci ciala wzgledem plaszczyzny nazywamy
sume iloczynéw - zebranych dla catej masy ciata - elementéw masy
przez kwadraty odleglosci tych elementow od danej ptaszczyzny.
Momenty takie nazywamy momentami drugiego stopnia.t

2.2. Moment bezwladnosci wzgledem osi

Moment bezwtadnos$ci wzgledem osi z obliczmy z zaleznoSci:

V<

Moment bezwtadnosci wzgledem osi jest rowny sumie iloczynéw elemen-
tow mas przez kwadrat ich odlegtosci od rozpatrywanej osi.

p? = x% +y?

a zatem:

1z =_[ (x? +y2)dm=j xzdm+j y2dm
m m

m

ale jak juz wiemy:

](yz) = fmxzdm: ](zx) = fmyzdm ](xy) = fmzzdm

6 M. Niezgodzinski, T. Niezgodzinski, Zbior zadan z mechaniki ogélnej, Wydawnictwo
Naukowe PWN, Warszawa 1998, s. 183.
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wiec:
Jz =](zx) +](zy)

Moment bezwladno$ci wzgledem osi jest rowny sumie algebraicz-
nej momentéw bezwladno$ci wzgledem dwo6ch wzajemnie prosto-
padlych ptaszczyzn, ktérych krawedzia przeciecia sie jest dana 0S.”

2.3. Twierdzenie Steinera

Jezeli chcemy wyznaczy¢ moment bezwladnos$ci ciala wzgledem osi
réwnolegtej do osi centralnej, oddalonej o pewna warto$¢ - nalezy za-
stosowac twierdzenie Steinera.

Z A
ZA
rdm
Ye
C // -
P s
1
1 1
| | y
R - >
______ a X X
Yo -0 Vot
X Yo Y1
wedtug oznaczen - zaleznoSci:
a’?=x5+yf,  pP=xi+yl,  x=xitx, Y=Y1+¥

7M. Niezgodzinski, T. Niezgodzinski, Zbiér zadani z mechaniki ogdlnej, Wydawnictwo
Naukowe PWN, Warszawa 1998, s. 183.
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biorac pod uwage wzor:

Joe = f G2 +yDdm, ], = f @2 + y?)dm

Jo = [ 104+ %002 + 0+ 302l =
m
= f [(x§ +y5) + (xF + yf) + 2x0x1 + 2ypy1]dm,
m

Jednak wiemy, ze wspotrzedne Srodka masy w zapisie catkowym wynoszg:
=— [ xam ye=— [ ya =— [
xc—mc mx m, yc—mc my m, ZC_mC mz m,

W naszym przypadku wspétrzedne xc, yc Srodka masy C w uktadzie xci
yc sg réwne zeru:

1
X, = m_c fmxldm =0, y. = m_c fmyldm =0

w takim razie otrzymujemy:

Jz=Jzc + ma?®

Moment bezwladnosci wzgledem dowolnej osi z jest rowny sumie
momentu bezwladnosci wzgledem réwnoleglej osi centralne;j i ilo-
czyny masy ciala przez kwadrat odleglto$ci miedzy osiami.8

8 M. Niezgodzinski, T. Niezgodzinski, Zbior zadar z mechaniki ogélnej, Wydawnictwo
Naukowe PWN, Warszawa 1998, s. 186.
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3. Zadania rozwigzane

Zadanie 1

WyobraZmy sobie crash test, w czasie ktérego umieszczono w odlegtosci
2 km dwa identyczne samochody osobowe o ciezarze 104 N. Z jaka tacz-
ng energia kinetyczna zderzylyby sie te samochody, gdyby poruszaty sie
z tym samym przyspieszeniem rownym 0.5 m/s2.

Eys = % -mg - V(%)
gdzie:

Exs — energia kinetyczna samochodu,
ms - masa samochodu,

V - predko$¢ samochodu.

Do obliczenia Exs samochodu z réwnania (*) brakuje nam jego masy i
predkosci. Obie te wielko$ci wyliczamy ponize;j.

Ws s
1) my =% (9

W; - ciezar samochodu,
g - przyspieszenie ziemskie,
Wstawiajac dane liczbowe do réwnania (**) otrzymujemy
10*N

s =9 81m/s2

= 1019kg

2) Predko$¢ samochodu w chwili zderzenia wyznaczamy korzysta-
jac z réwnania 3 z Tabeli 1.

V2= V3 +2 (x—x0) ()
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gdzie:

Vo = 0 - predkos¢ poczatkowa samochodu,
a - przyspieszenie samochodu,

(x - Xo) - odlegtosé¢, ktorg przebedzie samochdd do chwili zderzenia.
Podstawiajac dane liczbowe mamy.

0.5m m?
. £1000m = 1000 —-
s s

V2=0+2-

po spierwiastkowaniu mamy:
V; =31.6m/s

Podstawiajac do réwnania (*) warto$ci masy i predkosci samochodu
otrzymujemy

1, m? .
Eks=5-10 -10005—2=5-10 ]

Laczna energia kinetyczna dwoch samochodéw bedzie oczywiscie dwa
razy wieksza i wyniesie 107].

Zadanie 2

Rysunek przedstawia trzy sity: F1=5 N, F,=7 N i F3=10 N przytozone do
ciata poruszajacego sie bez tarcia po podtodze.

y
& N2
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1. Ile wynosi praca catkowita wykonana przez te sity nad ciatem w cza-
sie jego przemieszczenia w prawo o 2 m?

VVC = W1 + WZ + W3
gdzie:
W, - praca catkowita wykonana nad ciatem,
W1 - praca wykonana nad ciatem przez site F;,

W, - praca wykonana nad ciatem przez site F»,

W3 - praca wykonana nad ciatem przez site Fs.
Wy=F -r-cos0"=5N-2m-1=10]

. 1
W, = —F, -r-cos60 =—7N-2m-§=—7]

W3 =F;-1r-c0s90° = 10N -2m -0 = 0]
W, =10Nm —7Nm + ONm = 3]

2. Co dzieje sie z energia kinetyczng (ro$nie, nie zmienia sie czy maleje)
w czasie opisanego wyzej ruchu?
Na ciato dziata stata sita, co zgodnie z Il zasada dynamiki Newtona powo-
duje, Ze ciato porusza sie ze stalym przyspieszeniem (a = %). Skoro ciato
porusza sie ze stalym przyspieszeniem, to jego predkos$¢ rosnie, a skoro
1

predkosc¢ rosnie, to i energia kinetyczna ciata ro$nie (Ej, = S me V).

Zadanie 3

Dwdch tragarzy przesuwa skrzynie wazaca 200 kg na odlegto$¢ 10 m.
Pierwszy z nich pcha ja sitg F1=15 N skierowana pod katem 30° w dé6t od
poziomu, a drugi ciggnie ja sitg F,=5 N skierowang pod katem 60° w gére
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od poziomu. Pomiedzy skrzynig a podtozem nie ma tarcia, a wartoSci
i kierunki sita podczas ruchu nie zmieniajg sie. Wyznacz:

1. catkowitg prace jaka nad skrzynig wykonaja sity F1 i F» w czasie
jej przemieszczania o wektor (Z,

2. wyznacz prace wykonang nad skrzynia przez site ciezkosci,

3. predkosc¢ jaka ma skrzynia po przemieszczeniu jej o 10 m zakta-
dajac, ze na poczatku byta w spoczynku.

—
E —_—
S ! F, & Ea
—’,
d
Diagram sit:
y
>
X
szafa
pancerna
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1. Wyznaczenie pracy catkowitej W¢

Praca catkowita wykonana nad skrzynig jest réwna sumie prac wyko-
nanych przez sity F1 i F

WC = W1 + Wz,
gdzie:
W1 - praca wykonana przez site Fy,
W - praca wykonana przez site F;
Wy =F -d-cosy
W, =F,-d-cose
gdzie:
d - przemieszczenie skrzyni,
Y - kat pomiedzy sila F, a przemieszczeniem d,
€ - kat pomiedzy sitg F a przemieszczeniem d.
Po podstawieniu wartosci liczbowych mamy

W; = 15N -10m - cos 30" + 5N - 10m - cos 60" = 155 |

2. Wyznaczenie pracy wykonanej przez site ciezkosci - W,

Wo

=F;-d - cos 90°
gdzie:
F, - sifa ciezkoSci

Po podstawieniu wartosci liczbowych otrzymujemy zero, poniewaz
cos90° = 0. Praca wykonana przez site bedaca prostopadta do prze-
mieszczenia zawsze wynosi zero.
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3. Wyznaczenie predkosci konicowej skrzyni — Vi

Predkos¢ skrzyni zmienita sie, poniewaz w wyniku dziatania sit F1 i F»
zmienila sie jej energia kinetyczna - E.

W, = AEx = Exgon — Ekpoc

po przeksztatceniu, uwzglednieniu, Ze Epoc = 0 i podstawieniu danych
liczbowych otrzymujemy:

Zadanie 4

Ciato o masie 10kg, ktore poczatkowo pozostawato w spoczynku, zosta-
o wciggniete za pomoca liny po réwni pochytej, po ktérej poruszato sie
bez tarcia, na wysoko$¢ h=3 m i zatrzymane przebywajac przy tym dro-
ge d=5 m. Wyznacz:

1. jaka praca zostata wykonana nad ciatem przez site ciezkosci E,

2. jaka praca zostata wykonana nad ciatem przez site T dziatajaca
na ciato ze strony liny.

skrzynia

£ skrzynia
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Diagram sit:

1. Wyznaczenie pracy wykonanej nad ciatem przez site ciezko$ci Fg)
W, =F,-d-cos(6 +907) (¥)
gdzie:

W, - praca wykonana przez site ciezkoSci,

(6+90°) - kat pomiedzy sitg ciezkosci E ciala a jego przemieszczeniem.
Uwzgledniajac, ze cos(6 + 90°) = —sin6 oraz sinf = %otrzymujemy
réwnanie (*) w postaci:

Wy=-m-g-d-sin@=-m-g-h

podstawiajac dane liczbowe otrzymujemy:

m
W, = —10kg - 9.815—2 -3m = —294.2]

2. Wyznaczenie pracy wykonanej nad ciatem przez site T dziatajaca na
ciato ze strony liny

Do obliczen korzystamy z rownosci pracy i zmiany energii Kinetyczne;j.

AEy = Wy + Wy + Wy = 0 (*)
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gdzie:
AE,, = 0, poniewaz zaréwno na poczatku, jak i na koricu ruchu ener-
gia kinetyczna wynosito zero, gdyz ciato pozostawato w spoczynku,

Wn=0, poniewaz kierunek dziatania sity normalnej jest prostopadty
do przemieszczenie ciata,

Po uwzglednieniu powyZszego réwnanie (**) otrzymuje postac:
Wr —294.2] =0
Skad:
Wr = 294.2]

o
Co oznacza, Ze praca wykonana przez site T musi zniwelowa¢ negatyw-

ng prace wykonana przez site Fg).

Zadanie 5

Winda o masie m=500 kg jedzie w dét z predkoscig Vpoc=4 m/s, gdy na-
gle podtrzymujgca ja lina zaczyna zeslizgiwac¢ sie z bebna w wyniku cze-

go winda zaczyna spada¢ ze stalym przyspieszeniem d = %. Oblicz: 1)

—

jaka praca zostata wykonana nad windg przez site cigezkoSci F; podczas
spadku windy na drodze d=12 m, 2) ile wynosi praca Wt wykonana nad
winda podczas jej spadku na drodze 12 m, przez site T, jaka lina ciggnie
winde w gore, 3) ile wynosi catkowita praca W¢ wykonana nad windg
podczas jej spadku, 4) ile wynosi energia kinetyczna Ex windy pod ko-
niec jej spadku z wysoko$ci 12 m.
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lina windy

Diagram sit:

winda

j d
FQ

!

1. Wyliczenie pracy Wy wykonanej nad winda przez site ci(—;ZkoéciFg)

podczas spadku windy na drodze d
Wg=Fg-d-c050°=m-g-d-1
po podstawieniu danych liczbowych:

m
W, = 500kg - 9.815—2 -12m = 58.8kJ
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2. Wyliczenie pracy Wr wykonanej nad windg przez sihgfpodczas
spadku windy na drodze d

Korzystajac z Il zasady dynamiki Newtona mamy
T-F=m-a
po przeksztatceniu otrzymujemy:
T=m-a+m-g(*
Wr=T-d-cos¢ (**)
gdzie:
@ - kat pomiedzy sita Ta przemieszczeniem d

Podstawiajac réwnanie (*) do réwnania (**) dane otrzymujemy kolejno

4
WT=m-(a+g)-d-cos¢=m-(—%+g)-d-cos¢=§-m-g-dcos¢>

po uwzglednieniu danych liczbowych mamy:

4 m o
Wr = T 500kg - 9.815—2- 12m - cos 180" = —4.7 - 10%]

3. Wyliczenie calkowitej pracy catkowitej W¢ wykonanej nad windg
podczas jej spadku

We =W, +Wr =588 10* — 4.7 -10* = 1.18 - 10/

4. Wyliczenie Ei pod koniec spadku windy

AE, = W, po podstawieniu warto$ci konicowej i poczatkowej energii
kinetycznej oraz przeksztatceniu wzoru otrzymujemy

Exkon = We + Ekpoc
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gdzie:
Eipoc — energia kinetyczna poczatkowa,

Exkon — energia kinetyczna konicowa.

Po uwzglednieniu wzoru na energie kinetyczng i podstawieniu wartosci
liczbowych otrzymujemy kolejno

1 2 1 m
Eikon = We +5-m - Vo = 11.8K] + - 500kg - 4— = 12.8k]

Zadanie 6

Na ciato, ktore $lizga sie po powierzchni bez tarcia, dziatajg dwie sity
F1=3 N i F2=4 N. W pewnej chwili predko$¢ ciata wynosi V=2 m/s. Oblicz:
1) moc chwilowa pochodzacg od kazdej z sit, 2) Oblicz moc catkowitg Pc.

~

' ar
/ O,
— 4
F, \
F v
- 1 —
7
brak tarcia '

1. Obliczenie mocy chwilowej P11 P,
Moc chwilowa od sity Py

Py =F,-V-cos¢,
gdzie:

@, - kat pomiedzy wektorami sity F; i predkosci V
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Po wstawieniu wartosci liczbowych otrzymujemy
m o
P = 3N-2?-c05180 =—6W

Znak” - ” w powyZzszym wyniku oznacza, Ze sita F1 ,odbiera” energie od
ciata z szybkoscia 6 J /s
Moc chwilowa od sity P
P, =F,-V-cosg,
gdzie:
®; - kat pomiedzy wektorami sity F i predkosci V

Po wstawieniu warto$ci liczbowych otrzymujemy.
m o
P, = 4N~2?-cos60 = 4W

Znak” +” w powyzszym wyniku oznacza, ze sita F, ,dostarcza” energie
do ciata z szybkoscig 4 J /s

2. Obliczenie mocy catkowitej
Pc =P+ P, =—6W +4W = -2W

Otrzymany wynik oznacza, ze sumarycznie ciato traci energie, Ex maleje,
zatem maleje i V, zatem zmienia sie réwniez Pc.

Zadanie 7

Na rysunku pokazano ciato o masie 5 kg, ktére porusza sie bez tarcia, po
torze od punktu a) do punktu b). Sumaryczna zmiana potozenia ciata
w pionie wynosi 2 m. Jakg prace wykonata nad ciatem sita ciezkosci
w czasie jego ruchu po torze?
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Zeby rozwigza¢ powyzsze zadanie nalezy uzmystowié sobie nastepujace
rzZeczy:

1) Nie mozemy zastosowa¢ wzoruW, =m- g -d - cos¢, bo kat ¢
pomiedzy kierunkami sity Fg)i przemieszczenia d zmienia sie
wzdtuz toru w sposéb, ktérego nie znamy,

2) Si}anest sita zachowawczga tzn. zamienia energie kinetyczna
na potencjalna,

3) Catkowita praca wykonana przez site zachowawcza nad czastka
poruszajaca sie po dowolnej drodze zamknietej jest rowna zero,

4) Praca wykonana przez site zachowawcza nad czastka przez site

zachowawcza, przemieszczajaca sie miedzy dwoma punktami
nie zalezy od drogi, po jakiej porusza sie czastka

Stosujac powyzsze mamy
Wap = Woe + Wep, (%)
gdzie:

Wb, - praca wykonana nad ciata pomiedzy punktami aib,
W, - praca wykonana nad ciata pomiedzy punktami ai c,

W, — praca wykonana nad ciata pomiedzy punktami cib.

Wac=Fg~d'cos¢=m-g-%-cos¢=O,bocos90°=0(**)
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gdzie:

@ - kat pomiedzy sila ciezkosci Fg) a przemieszczeniem d na odcinku ac

Wy =m-g-h-cosf = 5kg-9.81g-2m-1 = 98.1] (***)
gdzie:

0 - kat pomiedzy sitg ciezkosci Fg) a przemieszczeniem d na odcinku cb

Podstawiajac wyniki obliczen dla réwnania (**) i r6wnania (***) mamy

W,, = 0+ 98.1] = 98.1]

Zadanie 8

Chtopiec o masie 35 kg jezdzi na deskorolce po przeznaczonym do tego
torze w ksztatcie pétkuli o promieniu 4 m. w pewnej chwili stoi on nie-
ruchomo na gérnej krawedzi toru.

1. Jakg prace wykona nad chlopcem sila ciezkosci w czasie jego swo-
bodnego zjazdu na dno toru? Pomijamy tarcie.

Korzystamy z zaleznoSci
W = —AE,
gdzie:

W - praca, jaka wykonajg nad chtopcem obcigzajace go sity,

AE, - zmiana energii potencjalnej
M(g = —(m . g . r)
gdzie:

W, - praca wykonana nad chtopcem przez obcigzajgce go sity, w tym
przypadku site grawitacji,
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m - masa chtopca,

r - wysoko$¢ nad punktem odniesienia (gérng krawedzig toru),
w tym przypadku réwna promieniowi toru

Po wprowadzeniu danych liczbowych i uwzglednieniu faktu, ze wyso-
ko$¢ nad punktem odniesienia zmniejszyla sie o 4m mamy

m
W, = - <35kg 9,81 (—4m)> =138 10%

2. lle wyniesie zmiana energii potencjalnej uktadu chlopiec - Ziemia
w czasie jego ruchu?

AE, = Epx — Epp
gdzie:

Epx - energia potencjalna konicowa,

E,p — energia potencjalna poczatkowa.

AE, =—m-g-r—m-g-0=—-m-g-r

Po podstawieniu wartosci liczbowych mamy

m
AE, = —35kg - 9,81 4m = —1,38 - 10%]

Zadanie 9

Ki$¢ bananéw o masie 20 kg wisi na pniu bananowca 5 m nad ziemia. Ile
wynosi grawitacyjna energia potencjalna E, uktadu ki$¢ banandéw - zie-
mia, gdy jako punkt odniesienia (y=0) przyjmiemy potozenie:

1) Powierzchni ziemi,
2) najnizszych lisci bananowca znajdujacych sie 2 m nad ziemia,
3) pnia bananowca, na ktérym wisi kis¢ bananéw,
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4) najwyzszych lisci bananowca znajdujacych sie 2m nad pniem
bananowca?

Zaktadamy, Ze na powierzchni ziemi grawitacyjna energia potencjalna
jest rowna zero.

gdzie:

m - masa ciata,
g - przyspieszenie ziemskie,
h - wysoko$¢, na ktorej znajduje sie ciato.

grawitacyjna energia potencjalna E, uktadu ciato - Ziemia zalezy jedynie

od potozenia y(h) ciata w pionie, liczonego wzgledem punktu odniesie-
nia y=0.

y
_~— korona
6 6 3 1 0 2 drzewa
_~—— poziom
5] 5 2 0 1A gatezi
Loy
Leeeey
e -~ poziom
4 FEEEEELs 0 2 Sy balkonu
0 3 5 |6
|
0 m @ @ @ X

Dla wyzej zdefiniowanych punktéw odniesienia mamy odpowiednio:

1) Epl =m-g-h = 20kg.9’81g.5m= 981J,
2) Epp=m-g-h,=20kg- 9,815 3m=5886],
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3) Eps=m-g-hs=20kg 9815 -0m=0]
4) Epp=m-g-hy =20kg- 9,81522- —(2m) = 392,4
Ki$¢ banan6w zostaje ucieta i spada na ziemie. Jaka jest zmiana grawita-

cyjnej energii potencjalnej uktadu kis¢ bananéw - Ziemia w kazdym
z czterech powyzszych przypadkow?

AE, =m-g- Ay
gdzie:
Ay - zmiana wysokoSci

Zmiana grawitacyjnej energii potencjalnej nie zalezy od wyboru poziomu
odniesienia y=0, zalezy natomiast od zmiany wysokosci Ay. We wszyst-
kich czterech przypadkach zmiana wysokosci ma warto$¢ Ay = —5m.

m
AE, =m-g- Ay = 20kg - 9,815—2- (=5m) = —981J

Zadanie 10

Strazak wazacy m=75 kg ruszajac do akcji gasniczej zjezdza po stupie na
dot. Jego predkosc poczatkowa 5 m nad ziemig wynosi zero, za$ pred-
ko$¢ w chwili dotarcia na ziemie wynosi 5 m/s.

V,=0 m/s
m=25kg

12m
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1. Ile wynosi zmiana grawitacyjnej energii potencjalnej uktadu strazak -
Ziemia (AE,) w czasie jego zjazdu do ziemi?

AE, = Epy — Epy
gdzie:

Epp — energia potencjalna poczatkowa,

Epk — energia potencjalna konicowa
m 3
AEp:O—m-g-hz0—75kg-9.81s—2-5m=—3.67-10]

gdzie:

h - wysoko$¢ z jakiej zjezdza strazak

2. Ile wynosi energia kinetyczna strazaka w chwili jego dotarcia do ziemi?

1 , 1
Ey =5 m-Vg =5-75kg - (5m/s)* = 937.5]

gdzie:

Vi - predkos$¢ konicowa (w chwili dotarcia na ziemie) strazaka

3. Ile wynosi $rednia sita tarcia dziatajgca na strazaka w czasie jego zjazdu?

Diagram sit:

strazak mg
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Korzystamy z Il zasady dynamiki Newtona
fe—m-g=m-a=m-(g—a)(¥)
gdzie:

fi - Srednia warto$¢ tarcia dziatajacego na strazaka

a - przyspieszenie strazaka
przyspieszenie a wyznaczamy z réwnania trzeciego (Tabela 1)
Ve=VZi+2-a-(x—xp)

po ktérego przeksztatceniu otrzymujemy:

V- _(10m/s)2—0_1m
a_Z-(x—xo)_ 2-5m Y

gdzie:
Xx-Xo=h

Po wstawieniu obliczonej warto$ci przyspieszenia do rownania (*) mamy

m m
fo = 75kg - (9.815—2 - 15—2) = 660.75N

Zadanie 11

Dziecko, siedzgce nieruchomo w chwili poczatkowej, zaczyna zeslizgi-
wac¢ sie wzdluz zjezdzalni wodnej. Punkt startowy zjezdzalni znajduje
sie na wysokosci h=10 m nad dolnym jej koncem. Wyznacz predkos¢
dziecka na koncu zjezdzalni. Pomin wptyw tarcia.
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Z tresci zadania wynika, ze:

1) Do wyznaczenia predkosci dziecka na konicu zjezdzalni nie mo-
zemy zastosowac przyspieszenia jego ruchu, bo nie znamy kata
nachylenia zjezdzalni,

2) Mozemy natomiast wykorzystac fakt, ze predko$¢ zwigzana jest
z energig kinetyczng, do wyznaczenia ktoérej zastosujemy zasade
zachowania energii mechanicznej

W uktadzie izolowanym, w ktérym zmiana energii pochodzi jedynie od
sit zachowawczych energia kinetyczna (Ex) i energia potencjalna (Ep)
mogg sie zmienia¢, lecz ich suma czyli energia mechaniczna (En) nie
moze ulega¢ zmianie.

AE,, = AE, + AE, =0
Ekg - Ekd +Epg - Epd =0
gdzie:
Exg — energia kinetyczna na gorze zjezdzalni,
Ewd - energia kinetyczna na dole zjezdzalni,

Epq - energia potencjalna na gorze zjezdzalni,

Eig — energia potencjalna na dole zjezdzalni,

Ekg + Epg = Ekd + Epg
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N |-

1
mYE Mgy, =g omeVEitmeg-ya ()

gdzie:
V, - predkos¢ na goérze zjezdzalni,
Y - wysoko$¢ y na gorze zjezdzalni,
Vg4 - predkos$c¢ na dole zjezdzalni,

Y - wysoko$¢ y na dole zjezdzalni,
Réwnoczesnie mnozac przez 2 i dzielgc przez m rownanie (*) otrzymujemy
Vi+2-9-y5=Vi+2-g-ya
a nastepnie:
Vi=Vi+2-9(¥g—¥a)
po uwzglednieniu, ze V4=0 i yz-yq = h mamy:
Vo=JZ g h

po podstawieniu danych liczbowych otrzymujemy:

m
Vv, = Jz 19,81 - 10m = 14m/s

Zadanie 12

Jadacy z predkoscig 65 km/h narciarz o masie m=80 kg zaczyna sie wzno-
si¢ na stok o nachyleniu 15°. Pomijajac wptyw oporéw ruchu oblicz:

91



Wybrane zagadnienia z mechaniki techniczne;j...

predkosé
koncowa V,=0 km/h

Z predkosé

ptaszczyzna
stoku poczgtkowa

poziom odniesienia dla obliczenia
energii potencjalngj

1. Jaka droge L przebedzie narciarz az do zatrzymania?
Korzystamy z zasady zachowania energii mechanicznej

Ekp + Epp = Ekk + Epk(*)
gdzie:

Exp — energia kinetyczna poczatkowa,

E,p — energia potencjalna poczatkowa, Epp=0, bo wysokos¢ ponad po-
ziom odniesienia h=0,

Ew - energia kinetyczna koncowa, Ew=0, bo narciarz zatrzymuje sie,

Epk — energia potencjalna koncowa

Po uwzglednieniu powyzszego réwnanie (*) przyjmuje postac

Eyxp = Epi, po kolejnych przeksztatceniach otrzymujemy wzor na h

-m-Vp2=m-g-h

N =

W
h=22(
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gdzie:

h - wysoko$¢ wzgledem poziomu odniesienia na jaka wjechat narciarz,

Vp - predkos¢ poczatkowa narciarza

Po uwzglednieniu danych liczbowych otrzymujemy

p (152

m
9,815—2

=33m

uwzgledniajgc wzor na sinus kata w tréjkacie prostokatnym mamy

L - h _ 33m 132
“sin15°  0.25 m

2. Czy droga L zmieni sie, gdy zmniejszymy mase narciarza?

Nie, poniewaz warto$¢ h nie zalezy od masy narciarza.

3. Czy droga L zmieni sie, gdy zwiekszymy predko$¢ narciarza?

Tak, zwiekszy sie, poniewaz warto$¢ h zalezy od predkosci narciarza
w kwadracie.

Zadanie 13

Skoczek o masie 50 kg ma przy odbiciu z progu skoczni narciarskiej
predkos¢ o wartosci 25 m/s. Na skoczka dziata sita oporu powietrza
w wyniku czego w chwili lgdowania w punkcie, lezagcym w pionie 0 20 m
nizej od progu, ma on predkos¢ o wartosci 20 m/s. O ile zmniejszyta sie
pod wplywem oporu powietrza energia mechaniczna uktadu skoczek -
Ziemia w czasie jego lotu od wybicia do 1adowania na zeskoku?

Korzystamy z zasady zachowania energii mechanicznej

Ekp + Epp = Ekk + Epk + Op
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gdzie:
Eixp — energia kinetyczna poczatkowa,
Epp — energia potencjalna poczatkowa,
Ew - energia kinetyczna konicowa,
Epx - energia potencjalna konicowa,

Op - opory ruchu (energia rozproszona w czasie lotu)

Uwaga: za chwile poczatkowg przyjmujemy odbicie sie skoczka z progu,
a za chwile konicowa ladowanie na zeskoku. Za punkt odniesienia (h=0)
przyjmujemy zeskok

1
Epp==-m-V} = 3 50kg - (25m/s)? = 15.6 - 103]

N =

m
Epp =m g +h="50kg-9.8120m=98110%

Exp = L m-VZ= L 50kg - (20m/s)? = 10 - 103]
2 2

m
Epk=m-g-h=50kg-9.81s—2-0m=O]

Po podstawieniu wartosci liczbowych mamy

OP = Ekp + Epp - Ekk - Epk = 1541 . 103]

Zmiana energii mechanicznej uktadu skoczek - Ziemia spowodowana
oporami powietrza wynosi 15.41-103].

Zadanie 14

Hokeista uderza krazek w kierunku bramki z predkoscig poczatkowa
150 km/h. W chwili, gdy przekracza on linie bramkowg ma on predko$¢
115 km/h. O ile zmniejszyta sie energia mechaniczna uktadu krazek -
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Rozdziat 2. Dynamika

Ziemia, jesli krazek $lizgat sie caty czas po lodzie? Masa krazka hokejo-
wego wynosi 160 g.

Do rozwigzania zadania korzystamy z zasady zachowania energii me-
chanicznej z tym zastrzezeniem, Ze na zmiane energii mechanicznej (En)
wpltyw ma jedynie zmiana energii kinetycznej (Ex) - krazek caty czas
porusza sie po lodzie, wiec jego energia potencjalna nie zmienia sie.

AE,, = AE,
Exp = Exx + Oy
gdzie:
Exp — energia kinetyczna poczatkowa,

Ew - energia kinetyczna konicowa,

O: - opory ruchu (energia rozproszona w czasie $lizgania sie krazka

po lodzie)
1 2 1 2
Eyp = 5 m: vy = 5 0.160kg - (41.67m/s)* = 138,91]
1 , 1
Exi = S m: Ve = 5 0.160kg - (31.94m/s)? = 81.61]

AE,, = 0, = 138.91] — 81.61] = 57,3]
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4. Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zadanie 1

Punkt materialny o masie m zsuwa sie z wysokosci h wzdtuz réwni po-
chytej pod katem alfa do poziomu, a nastepnie porusza sie po prostej
poziomej. Obliczy¢ jaka droge przebedzie punkt do chwili zatrzymania,
wiedzac, ze ruch ciata rozpoczal sie z punktu D bez predkosci poczat-
kowej. Wspotczynnik tarcia wynoszg odpowiednio p1, po.

H2
Zadanie 2

Dwa ciata o ciezarach G i Q potaczono ling przerzucona przez krazek.
Wyznaczy¢ naciag liny oraz predkos¢ ciata G po przebyciu drogi h. Tar-
cie w krazku poming¢.
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Rozdziat 2. Dynamika

Zadanie 3

Trzy ciata o ciezarach G i Qi, Q2 potaczono ling przerzucona przez kra-
zek. Wyznaczy¢ naciagi w linach oraz predkos¢ ciata G po przebyciu
drogi h. Tarcie w krazku poming¢.

Zadanie 4

Dwa ciata o ciezarach Qi i Q; ustawione zostalty na réwni. Wysoko$¢
i szeroko$¢ rowni podano na rysunku. Obliczy¢ przyspieszenie ciat oraz
nacisk S, jaki wywiera ciato Qi1 na ciato Q2 podczas zsuwania z réwni.
Dane: Q1, Q2 oraz wspoétczynniki tarcia pii po. Uwaga: gz > .
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Zadanie 5

Wociggarka ustawiona jest na wysoko$ci h1+h;=8 m i przeznaczona jest
do wciagania skrzyn tadunkowych o masie Q. Wysoko$¢ h1 wynosi 3m.
Wociggarka pracuje ze stalg predkoscig na odcinku AB. Chropowato$¢
odcinkéw nalezy traktowac¢ wedlug rysunku. Réwnia nachylona jest pod
katem 450 do poziomu. Nalezy obliczy¢ prace, jaka zostanie wykonana
na odcinkach o réznej chropowatosci oraz prace catkowita. Masa skrzy-
ni wynosi 200 kg, a wspétczynnik tarcia p1=0,15 oraz p,=0,25.

Zadanie 6

Nalezy wyznaczy¢ warto$¢ wtozonej pracy aby przewrdocié figure przed-
stawiong na rysunku. Jednorodny element nalezy przewrdci¢ dookota
krawedzi A. Masa catkowita prostokata (bez wyciecia) wynosi m=3000
kg, a dtugos¢ bokéw a=2 m, b=3,5m, c=1,2 m, r=0,2 m.
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Rozdziat 2. Dynamika

Zadanie 7

Winda towarowa opuszcza sie ze stalg predkoscia V1=0,8 m/s. Masa
windy wynosi m=1200 kg. Masa windy z pelnym tadunkiem wynosi
2800 kg. Na obu stronach klatki zastosowano hamulec cierny, ktérego
zadaniem jest zahamowanie windy w chwili zerwania liny.

Obliczy¢, jak wielka site tarcia o $ciany szybu windy musi wykona¢ me-
chanizm hamulca tak aby zatrzymac spadajaca winde na odcinku s=8 m.
Sita hamowania ma wartos$¢ statg na catej dtugosci drogi hamowania.
Obliczy¢ dla otrzymanej sity tarcia droge hamowania dla windy zatado-
wanej. Obliczy¢ site nacisku na $ciany szybu wiedzac, Ze wspélczynnika
tarcia p=0,2.

Zadanie 8

Na ptaszczyznie w punkcie x znajduje sie ciato. Odlegto$¢ punktéw x iy
wynosi s, kolejna odlegto$¢ tzn. y i z rOwniez wynosi s. Rzutnia nachylo-
na jest pod katem a do poziomu. Jaka nalezy ciatu nada¢ predko$¢ po-
czatkowa Vy aby ciato przemiescito sie do punktu z. Wspotczynnik tarcia
dla czesci poziomej oraz skosnej wynosi .
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Zadanie 9

Obliczy¢ moment bezwtadnos$ci elementu obrotowego przedstawionego
na rysunku. Moment bezwtadnos$ci wyznaczy¢ wzgledem osi symetrii x.
Wymiary elementu wedlug rysunku. Masy elementéw wynoszg odpo-
wiednio: m,—- masa walca wydrgzonego ($rednica zewnetrzna D1), my -
masa zaslepki o $Srednicy zewnetrznej D (jednej sztuki), m. - masa czesci
chwytowej o $rednicy zewnetrznej d (jednej sztuki).?

A
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;
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9 M. Niezgodzinski, T. Niezgodzinski, Zbidr zadan z mechaniki ogédlnej, Wydawnictwo
Naukowe PWN, Warszawa 1998, s. 273.
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Rozdziat 2. Dynamika

Zadanie 10

Wyznaczy¢ moment bezwtadnosci walca o masie m, promieniu r oraz
wysokosci 1. Moment bezwtadnosci nalezy wyznaczy¢ wzgledem osi t
przechodzacej przez Srodek ciezkosci walca. 0O$ t tworzy z osig x kat
y=600 natomiast o0$ t z osig z kat (p=459.10

10]. Leyko, ]. Szmelter, Zbiér zadari z mechaniki ogdlnej, Panstwowe Wydawnictwo Nau-
kowe, Warszawa 1976, s. 259.
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