0 NAJPROSTSZYM SPOSOBIE WYNAJDOWANIA SREDNIEJ GEOMETRYCZNIE PRO-

PORCYONALNE] MIEDZY DWIEMA LINIAMI DANEMI, WYZNACZANIU PEWNYCH

PUNKTOW ELLIPSY, TUDZIEZ O WZORACH NA POWIERZCHNIA PASA KULISTEGO
I NA OBJETOSC NIEKTORYCH BRYL OBROTOWYCH.

1.
Najprostszy sposob wynajdowania $redniej geometrycznie pro-

porcyonalnéj migdzy dwiema liniami danemi, w ktérym nie po-
trzeba ani dzieli¢ linii na dwie czeSci réwne (dla znalezienia
srodka poétokregu), ani tez wyprowadzaé prostopadlej, zalezy
na uzyciu trojkata rGwnoramiennego, jak nastgpuje:

Na linii prostej nieograniczonej odcinam cze¢$¢ AB (jig. 1)
rowng danej linii mniejszej, tudziez, w strony przeciwne sobie,
czgsci AC 1 BD, kazda réwng danej linii wigkszej; z punktow
C i D, jako ze $srodkéw, promieniem CA—DB, kresle dwa luki
kola, przecinajace si¢ z soba w punkcie E; linia EA lub EB,
bedzie $rednia zadang.

Fig. 1.

Niech bowiem ten luk kota, ktoéry si¢ nakreslito ze srodka
C, bedzie dopelniony do potokregu JIEJI': niech tez z punktu E
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bedzie do DC spuszczona prostopadta EEIl, i ztaczmy EA'. Po-
niewaz punkt E jest, z wykres$lenia, réwno oddalony od punktoéw
D i C, prostopadta przeto EL3 dzieli linia DC na dwie czgsci
rowne; a ze BD=AC z wykreslenia, a tem samem i AD=BC,
prostopadia zatem EP dzieli oraz i linia AB na dwie rowne
czesci. Linia wiec EA, bok trojkata prostokatnego AEA', jako
$rednia proporcyonalna miedzy AA' i AP, jest $rednig propor-
cyonalng migdzy 2AC i -£AB, a tern samem i miedzy AC i AB;
linie za$ EB i EA, jako pochyte rowno oddalone od spodka
prostopadlej EP, sa rowne.

Aby to samo udowodni¢ bez kreslenia potokrggu i spu-
szczania prostopadlej, poprowadzmy linie EC i ED. W trojka-
cie EDC, z wykre$lenia rownoramiennym, katy D i C przy
podstawie DC, sg rowne; a ze nadto dwa boki trojkata EDB
obejmujace soba kat D, sa, z wykreslenia, rowne dwom bokom
trojkata ECA obejmujacym sobg kat C; trzecie przeto boki EB
i EA tych dwoch trojkatow sa takze rowne. Trojkaty za$
EAB i CAE, jako réwnoramienne i majace kat A przy podsta-
wach AB, AE, wspolny, a zatem wzgledem siebie réwnokatne,
daja proporcya AB:EA=EA:AC.

Uwazmy, ze niniejsze wykreslenie, jezeli je bedziemy mogli
i zechcemy zaczaé od przedtuzania danej linii mniejszej, odbe-
dzie si¢ cate za pomoca jednej tylko rozwartosci cyrkla, dang
Jinig wieksza obejmujace;.

Kto pierwszy nauczyl wynajdowania $redniej geometry-
cznej wylozonym tu sposobem, nie jest mi wiadomo. Ni¢ ma
tego sposobu Paucker w swych Fundamente der Geometrie.
Mitau, 1842, chociaz tamze (Erster bis vierter Cursus, str. 96—98)
podaje siedm innych sposobdéw. Znajduje si¢ za$ ten sposob,
z nieznaczng tylko odmiang, a z dowodzeniem na pierwsze po-
przedzajace wychodzacém, w dziele Kunze’go: Lehrbuch der
Geometrie. Planimetrie. Jena, 1842, str. 176, bez nadmienienia
jednak, czy jest nowym. W ksigzce nierdbwnie poOzniejszej:
Calculs pratiques appliqués auce sciences d'observation. Paris, 1857,
autorowie jéj, pp. Babinet i Housel, w przypisku na str.
127, przytaczaja niniejszy sposob jako rzecz nowa, ktérg mial
poda¢ p. Gouzy (z Lauzanny), ale nie pisza, w jakiem dziele
i kiedy, a mianowicie, czy przed rokiem 1842, Nie masz rzeczo-
nego wykreslenia w tych przynajmniej ksigzkach o geometryi
polskich, ktére si¢ moglo mie¢ pod reka, chociaz z nich, biorac
tylko obszerniejsze i pomijajac przektady, pig¢ wyszlo w latach
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1844, 1848, 1853, 1854 i1 1858. Mniemalo si¢ wiec, ze pozy-
teczna by¢ moze powtdrzy¢ tu rzecz, malej tylko liczbie osob
w latach 1843—1848 wyktadana, i dotaczy¢ dowodzenie drugie,
aby nauczyciel mogt wybra¢, ktéore zdawaé mu si¢ bedzie dla
uczniow latwiejszém.

2.

Jezeli ze srodka O (tig. 2) ellipsy”™ do cieciwy tqczqcdj ktorykol-
wiek koniec A osi wielki¢j z ktorymkolwiek koncem B osi malej, spu-
scimy prostopaditqg OD, ktora zatom owq cigciwe AB podzieli na dwa
odcinki AD 1 BD: o, kazdy z\ czterech punktow, ktoregoby odle-
glosci od obu osi byly (odrywgjgc uwage od znakow) rowne téj pro-
stopadtej OD (jak punkt M, dla ktéorego OP i PM s3 =OD),
bedzie sie znajdowal na ellipsie, 2°, kazdy z\cztorech punktow, kto-
regoby odleglos¢ od osi matoj byta rowna odcinkowi wigkszemu AD,
a odleglos¢ od osi wielkiéj moecna odcinkowi mniejszemu BD (jak
punkt N, dla ktorego OQ=AD, a QN=BD), bedzie takze punktem
nalezgcym do ellipsy.

Fig. 2.

W tréjkacie bowiem OAB, w ktorym z wierzchotka O kata
prostego spuszczona jest do przeciwprostokatn¢j AB, prostopa-
dta OD, mamy, jak wiadomo:

fmn  OA.OB OA2 OB

)D— AB ' AD— AB’' BD— AB
(pierwsza rowno$¢ wlyptywa i ztad, ze kazdy z dwoch iloczynow
AB.OD. OA.OB, wyraza podwojong powierzchnig trojkata
OAB). Ktadac zatem, dla skrocenia, OA=a, OB=;>, i uwazajac,
ze AB=J/OA2-f-OBl=1/a2+;>3, bedzie

GD— AD— , BD=
/ul-pol Val4*b }/a2-bb)
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Ellipsa. gdy jedne jej o$, tu wielka, wezmiemy za o$ odcig-
tych z, a 0§ malg za o$ rzednych y, ma, jak wiadomo, za rownanie
alt/24-2>2N—a?ba. (1)
Zaktadajac, w tern rownaniu,
t=r (2), lub y=—x« (3),
widzimy, ze kazdego z tych punktow, w ktorych ellipse przeci-
naja linie dzielace katy miedzy jej osiami zawarte na dwie rowne
czgéci, odcieta, a tern samem i rzgdna, jest, co do jej bezwgle-
dnéj warto$ci, rowna
ab
V(1i-Vb4'

a zatem rowna prostopadiej OD: co dowodzi czgSci pierwszej
twierdzenia.
Szukajac za$ punktow, w ktorych ellipse przecinaja srednice

majgce za robwnania

) ) (x

3=-,« 4)’ 5)’
widzimy, ze odcieta i rzedna kazdego z tych punktow, odrywa-
jac uwage od znakow, sa odpowiednio rowne
ul . )
J/az+6) | Va'-Vbl'

a zatem rowne odcinkom AD i BD: co dowodzi czgsci drugiej
twierdzenia.

Wiadomo, ze styczne do ellipsy wjej punktach lezacych
najednejze ktorejkolwiek S$rednicy, sa rownolegle do $rednicy
z tamtg sprzezonej, i ze S$rednice (2) i (5), (3) i (4), sg wlasnie
dwiema parami $rednic ellipsy sprzgzonych. Z pomigdzy zatem
stycznych do ellipsy w punktach Io, dwie s3 réwnoleglte do
srednicy (5), a dwie do $rednicy (4); i nawzajem, z pomigdzy
stycznych do ellipsy w punktach 2°, dwie sa réwnolegle do
srednicy (3), a dwie do $rednicy (2). Jak wigc punkta Io sg
oczywiscie wierzchotkami kwadratu wpisanego w ellipse, tak
znowu punkta 2° sg temi punktami ellipsy, w ktorych sie jej
dotykaja boki kwadratu na niej opisanego.

Aby si¢ zresztg o niniejszej wlasnosci punktow 2° jeszcze
inaczej przekona¢, uwazmy, ze styczna ellipsy w punkcie téj
linii krzywej majacym na wspolrzgdne ef i y’, przecina sie¢

z osig odcigtych w punkcie majacym za odcigta —, azosigrze-
K

)

dnych, w punkcie majacym za rzedna b_2; aze ta odcieta i ta
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rzgdna, w zatozeniu
, 4. n) - P
e WP AsEyw-

przechodza obie na +)/V;+;>); styczne wiec do ellipsy w pun-
ktach 2°, tworzg czworokat majacy za swoje wierzcholki te
punkta, w ktorych si¢ okrag kota wspolsrodkowy z ellipsa,
a majacy za promien cigciwe AB, przecina z osiami ellipsy prze,
dluzonemi: co nietylko dowodzi, ze niniejszy czworokat jest
kwadratem, ale nam jeszcze przypomina, jak si¢ na ellipsie,
ktoréjby obie osi byly, co do ich dlugosci, dane, opisuje kwadrat.

Latwo ta postrzedz, ze gdyby rownanie (1) wyrazato, ogol-
niej, ellipse odniesiong do jéj srodka i do jej $rednic sprzezo-
nych; wspolrzgdne punktow przeciecia sig tej ellipsy z srednica-
mi (2) i (3), bylyby tez, co do swych dlugosci, rowne prostopa-
dtej spuszczonej z wierzchotka kata prostego na przeciwprosto-
katng w takim trojkacie prostokatnym, ktoryby za boki obejmu-
jace kat prosty, miat potowy « i b owych S$rednic sprzezonych:
odcigta za§ i rzedna kazdego z punktow przecigcia si¢ téj
ellipsy ze $rednicami (4) i (5) (wzgledem $rednic (3) i (2) sprze-
zonemi), bylyby podobniez tak dlugie, jak odcinki rzeczonej
przcciwprostokatnéj, bokom a i b przylegle. Z pomigdzy stycz-
nych do ellipsy w pierwszych czterech punktach, dwie bytyby
tez rownolegle do Srednicy (0), a dwie do $rednicy (4); i nawza-
jem, z pomiedzy stycznych do ellipsy w czterech drugich
punktach, dwie bylyby réwnolegle do $rednicy (3), a dwie do
$rednicy (2). Jak wigc pierwsze cztery punkta bylyby wtedy
oczywiscie wierzchotkami rownolegloboku o wszystkich bokach
rownych wpisanego w ellipsg, a majacego osi wspotrzednych za
linie przechodzace przez S$rodki bokéw przeciwlegltych; tak
znowu styczne do ellipsy w czterech drugich punktach, tworzy-
lyby prostokat opisany na ellipsie, majacy przekatne na osiach
wspolrzednych, czyli czworokat o wierzchotkach przypadaja-
cych na przecigciu si¢ osi wspotrzednych z okrggiem kota
wspolsrodkowym z ellipsg, a majacym za promien rzeczong
przeciwprostokatng (ktora, jak wiadomo, jest rowna linii tacza-
cej koniec osi wielkiej z koncem osi malej w tejze samej ellipsie).
A gdyby, w zalozeniu a—b" rownanie (1) wyrazalo ellipse odnie-
siong do j¢j srodka i do jéj $rednic sprzezonych rownych; naten-
czas cztery pierwsze i cztery drugie punkta bylyby jednemi
i terni samemi czterema punktami, i to koncami obu jéj osi, czyli

jéj wierzchotkami.
2
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W Kompendium der ebenen und sfarisclien Trigonometrie.
Wien, 1856, autor, p. Ernest Sedlaczek, dowodzi (str. 109—
113) pierwszej czesdci twierdzenia podanego na poczatku niniej-
szego artykulu, przerabiajac powyzsze rownanie ellipsy, odnie-
sionej do jéj srodka i do obu jéj osi, na uktad rownan

1 p2dosyl 1 62wst2il
1—e2dos?#’ 1—¢2dos2#
(gzie el oznacza stosunek roznicy u2—>52 do al), dajacych wspot-
rzgdne punktu rzeczonej krzywej, do ktéorego wyprowadzona ze
srodka linia prosta czyni z osig odcietych kat Dla okazania
za$, ze w tym samym uktadzie wspotrzednych, odcigta i rzedna
takiego punktu ellipsy, w ktorym styczna tej krzywej jest do
obu jéj osi rowno nachylona, sg, co do swych dlugosci, rowne
odcinkom AD i BD, uzywa rownan
) adwstp ) p4dosly
alwstly+/>1dosy aiwstly+/>2dos2y

dajacych wspohrzgdne punktu rzeczonej krzywej, w ktorym jéj
styczna czyni z osig odcietych kat (. Przegladajac owo Kom-
pendium przy koncu r. 1856, zanotowalo si¢ tatwg do uczynie-
nia uwage: ze autor moglt byl tych wlasnoéci dowies¢ innym
sposobem, prowadzacym oraz do twierdzenia ogdlniejszego,
ktorego nie podaje.

Chcac nakresli¢ przez przyblizenie ellipse, ktorej obie osi
sa, co do ich dlugosci, dane: moznaby, wyznaczywszy jej
wierzchotki, wyznaczy¢ jeszcze, wedlug twierdzenia podanego
na poczatku niniejszego artykutu, jéj punkta Io i 2°; a majac,
tym sposobem, dwanascie punktéw zadanej ellipsy Scisle wyzna-
czonych, dokonczy¢ jéj rysunku za pomoca linialu do kreslenia
linij krzywych, lub tez od reki. A chociaz nie kazdy zgodzi sig
z autorem na to, zeby niniejszy sposob kreslenia ellipsy (ktorego
si¢ on, jak pisze, nauczyl od swojego niegdy$ nauczyciela, §. p.
Leopolda Karola Schulz von Strasznie ki) nalezato prze-
ktada¢ nad inne sposoby dobrze wiadome; zawsze przeciez
przyda si¢ wiedzie¢ i o wylozonym dopiero sposobie mniej zna-
nym, komu czesto przychodzi kresli¢ ellipse.

3.

Niech AB i CD (jig. 3) beda dwie cigeciwy kota, do jego
srednicy PQ w punktach G i H prostopadte; ktoreto zresztg
punkta G i H moga przypada¢ nietylko po jednejze ktoréjkol-
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wiek stronie $rodka S rzeczonego kota, ale i ze stron przeci-
wnych, lub tez jeden z nich moze by¢ samymze S$rodkiem S.
Gdy poélokrag PAQ lub PBQ, zrobiwszy obrot catkowity okoto
osi PQ, zakresli powierzchnig kuli; natenczas luk AEG Iub BED
zakresli czg$¢ tejze powierzchni, zwang pasem kulistym. Réwno-
lezniki nakreslone w tym obrocie przez punkta A i C lub przez
punkta B i D, nazywaja si¢ podstawami rzeczonego pasa; a wy-
soko$cia onego jest odleglos¢ plaszczyzn tych dwoch réwno-
leznikéw od siebie, jak np.HG, lub tez prostopadta DI spuszczo-
na z punktu D do AB. Jezeli w szczegdlnosci punkt H, a z nim
i punkta C, D, padaja na punkt P; wtedy pas kulisty, czgsé
powierzchni kuli utworzona obrotem catkowitym tuku PEA Iub
PFB okoto osi PQ, ma tylko jedne podstawe, i zowie sig
czaszka kulista.

Wedlug znanego powszechnie twierdzenia geometry! ele-
mentarnej, pas kulisty (badz o jednej, badz o dwoch podstawach)
ma za miar¢ iloczyn z okregu kola wielkiego przez wysokosc.
Gdy zatem pole pasa kulistego utworzonego przez obrot tuku
AEG lub BED okoto PQ, nazwiemy Z; bedzie

Z=7t.PQ.DL (1)
gdzie mc oznacza stosunek okregu kota do $rednicy. Jestto wzor
do znalezienia pola Z najprostszy, gdy znamy S$rednice kuli i gdy
mozna tatwo wymierzy¢ wysokos¢ pasa.

Poprowadzmy cigciwy AD i BD. Wiadomo, ze jakimby-
kolwiek byt trojkat ABD, zawsze prostokat z dwoch jego bo-
kow AD i BD jest rownowazny prostokgtowi ze $rednicy PQ
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kola opisanego i z prostopadtej DI spuszczonej na bok trzeci
AB. Zamiast wiec wzoru (1) mozna napisac
Z=11.AD.BD, 2)
gdzie AD i BD znacza, nie luki, lecz cigciwy. Przyczém mozna
uwazaé, ze dla rownosci tukéw AEC i BED, cigciwa AD jest
réwna cigciwie dzielacej oba te luki na dwie rowne czgsci, 1 ze
w przypadku réwnosci podstaw pasa, wzor (2) nie rozni si¢ od
wzoru (1).
Niech r oznacza promien kuli, czyli potowe S$rednicy PQ;
a przyjmujac luk APB wigkszym od tuku CPD, oznaczmy katy
przy S majace te luki za miary, odpowiednio przez 2« i 2/9.
Poniewaz z katow przy S, majacy za miare tuk APD, jest rowny
«4-/9, majacy za$ za miarg¢ tuk BED, jest réwny «—/9, a tém

samem cigciwy

«4-/9 «—/9,
AD=2rwst——  BD—2rwst——]}

wzor przeto (2) wychodzi w gruncie na jedno ze wzorem

«4-/9 f«—/9

Z—"TCr'vist WSt 3)

dobrze znanym, chociaz pospolicie inaczej si¢ dowodzacym, i do
ktorego, zamiast katow « i /9, zwykto si¢ czgsciej wprowadzaé
ich dopehienia do 90°, czyli szerokos$ci geograficzne podstaw
pasa. Za pomocg tego wzoru (3) obliczaja si¢ powierzchnie
réznych paséw ziemi, uwazanej w przyblizeniu za kulg.
Pot6zmy, dla skrocenia, promienie podstaw pasa
AG=GB=a, CIll=HD=6, a wysoko$¢ DI—w.
Poniewaz
AI=AG4-HD=a4-6, BI==(GB-HD)=*(a—b),
biorac przed fiawiasem znak 4% gdy a>b, a—, gdy a<o; trdj-
katy przeto AID i BID, jako prostokatne przy I, daja
AD>==f«4-6"24-w2, BDI=(a—6j24-w2;

a na mocy tych warto$ci, rownanie (2) przechodzi na

Z=7t]/ a+b)24-wa"(a—b)2+w2}. 4)
Wzor dopiero napisany odpowiada, jak widzimy, jednemu ze
znanych wyrazen na obje¢to$¢ O odcinka kuli, majacego uwazany
tu pas kulisty za swoj¢ powierzchnig boczng (czyli na objetosé
bryly utworzonej przez obrot catkowity figury HGAEC lub
HGBFD okoto osi HG), mianowicie wyrazeniu

O=17iw(a2+62+jwl), (5)
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i stuzy do znalezienia Z, gdy si¢ nie zna S$rednicy kuli, a moze
tatwo zmierzy¢ a, b i u'

Gdyby np. naczynie, w ksztalcie odcinka kuli o podsta-
wach rownoleglych wydrazone, miato 25,3 cali $rednicy gorne-
go otworu, 17,5 cali $rednicy dna, a 10 cali glebokosci; wzor (4),
zakladajagc w nim a—12,65, 5=8,75, a ic=10, pokazalby nam,
ze sama boczna powierzchnia wewngetrzna tego naczynia wynosi
796,52 cali kwadratowych; do czego doliczajac powierzchnia
dna, mieliby$my 1037,05 cali kwadratowych calej powierzchni
wewnetrznej. Wedhlug za§ wzoru (5), naczynie to obejmowaloby
w sobie 4239,87 cali szeéciennych, a zatem 5,65 wiader (liczac
750,57 cali sze$ciennych na wiadro), lub tez 58,61 kwart (litrow),
stosownie do tego, jakby cale byly rossyjski¢j lub tez nowej
polskiej miary.

Chcac przy obliczania drugiej strony wzoru (4), w przy-
padku trudnosci podnoszenia do kwadratow, mie¢ wicksza
pomoc z tablic logarytmow'yeh, wprowadza si¢ katy positkowe,
tojest: z wiadomych a, b i w, szuka si¢ najprzod katow
DAB=;, i DBA=/z (czyli |(«—/?) 1 <(«+/?)) przez réwnania

20 20

StyX= b st§j a—b
nastepnie bokéow AD i BD za pomoca rownan
4 20 a-l'b 20 a—b
AD =T dos’ PP wsm  dosai

a potém powierzchni Zs za pomocg wzoru (2).

Jak wzor (1), tak tez i wzory (2), (3)i (4) shuzg nietylko
dla pasa kulistego o dwoch podstawach, ale obejmuja w sobie
i przypadek czaszki kulistej, tudziez przypadek powierzchni kuli
catej. Podobniez, jak wiadomo, ma si¢ rzecz ze wzorem na O.
Wzoér (3) mozna nawet braé w znaczeniu jeszcze ogoélniejsz¢ém,
tojest, jako wyrazajacy roéznice miedzy powierzchniami dwoch
czaszek o podstawach niekoniecznie rownolegtych.

Oczywista zreszta, ze aby z linij 20, a i b, danych od upo-
dobania na odleglos$¢ od siebie srodkéw G i H, tudziez na pro-
mienie GB i HD podstaw pasa kulistego, znalez¢, przez wykre-
slenie, $rodek i promien kuli; dosy¢ ze $rodka linii BD wypro-
wadzi¢ do niej prostopadia az do przecigcia si¢ z linig przecho-
dzaca przez punkta H i G. Chcac za$, przez rachunek, znalez¢
odlegtos¢ zr, w jakiej od $rodka linii HG, na niej samej lub jej
przedtuzeniu przypada s$rodek kuli; dosy¢é uwazaé, ze S$rodek
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kuli, tudziez $rodki linij BD i HG, sa wierzchotkami trdjkata
podobnego trojkatowi BDI, i ze zatem
(a-V-b)(a—b)

przyjmujac dodatno§¢ wartosci na x za wskazujaca kierunek od
srodka linii HG ku punktowi G: a co do promienia r tejze kuli,
samo zestawienie z soba wzorow (1) i (4) pokazuje, ze

J/|fa4-;92+w2||fa—6)2+ 102
L0
W naczyniu np. powyzej uwazaném, §rodek kuli przypadatby
na osi pasa o 9,173 cali wyzej dna, a promien tejze kuli wyno-
sitby przeszto 12,677 cali.

Przejscie ze wzoru (1) do wzoru (2), a z tego znowu do
wzoréow (3) i (4), ma Paucker w przytoczonych powyzej Fun-
damente der Geometrie. Mitau, 1842 (Stereometrie, str. 236—237);
tylko, ze dla skrocenia wyktadu, pomingt naumyslnie samoz
rownanie (4), a poprzestal na wskazaniu postgpowania, ktore
uwazal za dogodniejsze w praktyce, tojest: ze aby z wiadomych
a, bieo, znalez¢ Z, kazg zaczyna¢ od wynajdowania katow po-
sitkowych Il 1 X Pomimo tatwosci zagadnienia, i chociaz si¢
nie rzadko natrafia na przypadki wzorow (2) i (4) odnoszace si¢
do czaszki kulistej, mato jednak musi by¢ takich dziet elemen-
tarnych, ktoreby nauczaty, jak znalez¢ powierzchnig pasa kuli-
stego, majac dane promienie jego podstaw i wysokos¢. W ksig-
zeczce bowiem: Die Berechnung vom Fldicheninhalt der Kugelzone.
Ein Beitrag zu jedem Lehrbuch der Stereometrie von Dr. Paul
Escher, Privatdocenten an der philosophischen Abtheilung des
Schweizerischen Polytechnikums in Ziirich. Ziirich, 1859, autor jéj,
powiedziawszy, ze dzieta do nauki stereometry! bynajmniej
wspomnionego zagadnienia nie dotykaja, wyklada dwa sposoby
algebraiczne, dwa trygonometryczne i nareszcie sposob czysto-
geometryczny, ktoéremi toz zagadnienie rozwigzal, podajac tamze
wzory (2) i (4), a nawet i wskazang sobie przez p. Dra Fries
mozno$¢ przerobienia wzoru (2) na Z—"~UT" wstu- wstZ, za rze-
czy nowe. Dodaje tez, ze znaczenie wzoru (2), gdybysmy druga
onego strong chcieli uwaza¢ za wyrazenie powierzchni ellipsy
lub powierzchni bocznej walca prostego o podstawie kolowej,
podat byl do protokotdéw 31go zebrania si¢ niemieckich ba-
daczOw natury, i ze sobie zamOwil, aby trzy z jego rozwigzan
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byly w 32 tomie Grunert’owego Archiv der Mathematik und
Physik zamieszczone.

Dajmy, ze uwazany tu pas kulisty przeciety jest plaszczy-
zng do plaszczyzn jego podstaw rownolegla, dzielgca wysokosé
cnego (a zatem i samze pas) na dwie czgsci, z ktorych lezaca
przy podstawie z promienia a, do lezacej przy podstawie z pro-
mienia 6, ma si¢ jak m do n, rozumiejac przez m i n dwie linie
lub dwie liczby dodatne; i niech ¢ bedzie promien tego przecie-
cia. Opierajac si¢ na wlasnoéci cigciw przecinajacych si¢
w kole lub za kotem, przyjdzie si¢ tatwo do réwnan

A (m + n)202—(na—mb)2»

mn
BD) (m-Vn)lcl—(na-Vmb)! >
mu
ue \(m-Vn)c2—nal—wZr!,

mn
z ktorych zreszta kazde prowadzi juz do dwoch pozostatych.
Dwa pierwsze z tych trzech réwnan, w polaczeniu ze wzorem

(2), daja
Z—mn Vi(m + njlc)—(ma—mb)2\(m + n)2cl—(ma-+mb)l{, (6)
a trzecie pokazuje, ze promienie 4, 6, ¢ i stosunek 7.z nie moga
si¢ bra¢ od upodobania, ale musza dopelia¢ warunku
(m~+n)c2Z>nal + mb).
W szukaniu wspotrzednych prostokatnych $rodka okregu maja-
cego przechodzi¢ przez trzy punkta, ktorychby odciete byty
w 20 n—m w
2 2 »ritn 2
a rz¢dne odpowiednio
. ai b, c,
rownanie powyzsze dla w) wypadloby nam jako warunek na to,
aby srodek okregu przypadal na osi odcigtych.
Jezeli w szczegolnos$ci zalozymy m=n, i warto§¢ promienia
d temu zalozeniu odpowiadajaca, czyli promien tak zwanego
sredniego przecigcia pasa, nazwiemy co; bedzie, wedtug wzoru (G),
2==a"\4C»-(a-b Y\,
a powyzsza nier6wno$¢ przejdzie na
27=>al+])
Wyrazenie objeto$ci 0 przez promienie «, /, ¢ i przez sto-
sunek m.n, byloby, w porownaniu do wzoru (5), wyrazeniem



12 WIADOMOSCI

zawilém. Ale wspomnienia dopiero objgtos¢ wyraza sic bardzo
prosto przez co i w; na mocy bowiem zwiazku

a2+62=-2"-jwl, *
wzor (5) sprowadza si¢ do

O=mm(c't—/2WY) ,
pokazujac: ze odcinek kulisty, badz o jednej, badz o dwoch
podstawach rownoleglych, jest rownowazny nadmiarowi walca
tej samej wysokosci, majacego za podstawe S$rednie przecigcie
odcinka, nad potowe kuli majacej tez wysokos¢ za srednicg.

Wzmianke o wzorze (6) ijego przypadku, moze gdziein-
dziej niepodanych, tudziez o niniejszém najprostszém a mato
znaném wyrazeniu na 0, dopisalo si¢ dlatego, aby uczacym
si¢ nastreczy¢ tatwe, a z poprzedzajacemi wzorami Wwigzace si¢
¢wiczenie. W tym samym celu dodamy tu jeszcze, ze gdy tuk
BFD nie wickszy od potokregu, wraz z prostopadlemi BG'
i DH' spuszczonemi z jego koncoéw na linig prostg P'Q" wzgle-
dem PQ réwnolegtla, gdziekolwiek w kole lub za kotem na jego
ptaszczyznie potozona, ale rzeczonego luku nieprzecinajaca,
zrobi okolo tejze linii prostej P'Q' obrot calkowity; pole 2
powierzchni, jaka wtedy nakresli tuk BFD, tudziez objgtos¢ O’
bryty, tg powierzchnig pobocznie, a kolami przez prostopadle
BG' i DH' nakré$lonemi, jako podstawami ograniczonej, daja
si¢ znalez¢ sposobem zupetnie elementarnym.

Niech albowiem d oznacza odleglo$¢ $rednicy PQ od osi
P'Q' obrotu, biorgc d za ilos¢ dodatng lub odjemng, stosownie
do tego, czy tuk BFD i 0§ P'Q' obrotu lezag ze stron przeci-
wnych $rednicy PQ lub po jednéjze jej stronie; 2Z niech oznacza
dlugos¢ luku BFD, a p niech wyraza pole figury HGBFDH.
Uwazajac powierzchnig w obrocie catkowitym figury HG'BFDH'
okoto osi P'Q' przez tuk BFD nakre$long, za granice powierz-
chni nakre$lonej, w tym obrocie, przez linig tamana, zlozoha
z cigciw coraz mniejsze czesci rzeczonego luku podpierajacych,
a bryte nakreslong przez samez figur¢ H'G'BFDH' za granice
summy walcow coraz krotszych, w tez bryle wpisanych lub na
niej opisanych, okaze si¢ tatwo, ze

2'=+(2Tr<Z.2Z+ Z), (7

O —"d"w-A-"TTd.p-VO: (®)
gdzie w rownaniu piérwszém nalezy przed nawiasem bra¢ znak
+. jezeli luk BFD zwrdécony jest do osi P'Q' obrotu, strong
wklesta; a znak—, jezeli przeciwnie, luk BFD zwrdcony jest do
osi P'Q' obrotu, strong wypukla.
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Gdyby np. luk DFB zaczynat si¢ w punkcie P, i wynosit
i swojego okregu, byloby 27—fJTr, w—r, p—i-rtrl
0=2"TCr3i a zatem, oznaczajac jeszcze bezwzgledna wartos¢ odle-
glosci d przez d's wiedzieliby$my, ze w tym razie

Z2*—Tir(ad £2r),
O'=Ttr(d*) + | nra + |xl),

i ze z podwojnych znakéw 4-1 — nad sobg napisanych, potrze-
ba bra¢ gome lub dolne, stosownie do tego, czy niniejsza
¢wiartka okrggu, powierzchnig boczng bryly kreslaca, jest do
osi P'Q' obrotu zwrocona strong swoja wklesta lub wypukta.
A jezeli polokrag, wraz ze stycznemi wyprowadzonemi z jego
koncow az do spotkania si¢ z rownolegla do jego S$rednicy,
onegoz nieprzecinajacg, obrocimy catkowicie okoto tej réwno-
leglej, jako okoto osi; powierzchnia boczna bryly tak utworzo-
nej, i samaz bryla, beda mialy za miar¢ podwojone drugie
strony rownan dopiero podanych, rozumiejgc przez » promien
potokregu, przez d! bezwzgledna odleglos¢ srodka od osi obro-
tu, i biorac, podlug tego, czy poOtokrag jest do wspomniongé;
dopiero osi zwrocony strong swoja wklesta lub wypukta, z po-
dwojnych znakow goérne lub dolne. Te same réwnania pokazuja
jeszcze, ze gdy na plaszczyznie przechodzacej przez linig prosta
stala, ze srodka w odlegtosci di od tej linii prostej potozonego,
promieniem r nie wigkszym od d’, nakreslimy okrag kota, a po-
tem ptaszczyzng obrocimy catkowicie okolo rzeczonej linii pro-
stej, jako okoto osi; powierzchnia picrscienia przez koto utwo-
rzonego bedzie miata za miare 4ulrci, a objeto$¢ tegoz pier-
$cienia bedzie rowna 2Ttr)<Z.

Ogolnie, poniewaz odleglo$¢ cieciwy BD od $rodka S, jest
czwartg proporcyonalng do za, “(a-\-b) i BD, potrafimy latwo
przewyzke trapezu GBDH nad trojkat SBD wyrazi¢ przez
a, b iw, aprzydajac tak znaleziong przewyzke do wyrazenia na
wycinek SBFD, znajdziemy wyrazenie na p. Tym sposobem,
podstawiajac jeszcze za 0 druga strong réwnania (5), przekona-
my si¢, ze wzor (8) wychodzi na rownanie

0 —"Jiw d +al4- +|wl) )

4 b6/ W (a—byd 4-27idruk sty——y [ )
27a afo

wktorém, zamiast r, nalezatoby jeszcze potozy¢ jego warto$¢

powyzej podang, chcac mie¢ O wyrazoném w samych tylko

d, ¢y b iw. Przez wyrazenie mnozace tu 2se/rl, rozumie si¢
. 3



14 WIADOMOSCI

w kole z promienia réwnego jednosci, najmniejszy z tych tu-
kow, ktorych styczna trygonometryczna jest rowna stosunkowi
wysokosci x do ut;> wyrazony w czesciach rzeczonego pro-
mienia: jestto, innend stowy, stosunek potowy tuku kreslacego
powierzchnig boczng bryly, do promienia r tegoz tuku.

Gdy w réwnaniu (9), zamiast 20, napiszcrny 2w, a zaktada-
jac potem a—b—|/rl—wl, wezmiemy catego wypadku potowe;
bedziemy mieli réwnanie

O’ —TiwCd"-Vr"—"w) -f-d]/r2—w?2) J-mccl T2.tuk wst~»  (10)

odnoszace si¢ do przypadku, kiedy jeden z punktow G, H, pada
na $srodek S. Przez wyrazenie mnozace tu TI¢Z2, rozumie si¢
podobniez w kole z promienia réwnego jedno$ci, najmniejszy
z tych lukow, ktorych wstawa jest rowna stosunkowi wysokoS$ci
20 bryty do 7, w czgéciach rzeczonej jednosci wyrazony: jestto,
innemi stowy, stosunek luku kreslacego powierzchnia boczna
bryly, do promienia r tegoz tuku.

Wskazemy teraz, jakby rdéwnanie (9) mozna stosowac do
wynajdowania obj¢tosci tych czeséci stupa w porzadkach archi-
tektonicznych. ktére albo sa brytami takiemi. jakich tu objg¢tosé
oznaczamy przez (), albo si¢ tez sktadaja z dwocli tego rodzaju
bryl, powierzchnie boczne na wspolnym réownolezniku z soba
zgodzone (tojest do siebie styczne) majacych. Co si¢ moze
przyda¢ tern bardziej, ze autor dzieta: GtiindUcher und ausfiihr-
licher Unterricht zur praktischen Geometrie von Jobann Tobias
M ayer. Fiinfter Theil, zweite, verbesserte Auflage. Gdttingen,
1820. w nauce o wynajdowaniu brylowatosci cztonkéw stupa
dopiero wspornnionych (str. 668—677), nie podoje rownania (9),
ale ogranicza si¢ uwagg tych tylko przypadkow, ktore si¢ za-
wierajg w rownaniu (10). (*)

() W niniejszém (a moze i w piérwszém z r. 1808) wydaniu tej
piatej czeSci swojego dzieta, mowigc w § 122, str. 491—497, o przybli-
zonym dochodzeniu objgtosci bryt obrotowych przez ostrokregi Scigte, uzy-
wa Mayer (str. 493) i dowodzi twierdzenia: Ze ostrokrag majacy za
podstawe kolo, a Sciety ptaszczyzna do niej réwnolegla, jest co do obje-
tosci rowny A walca majacego za podstawe koto z promienia réwnego
summie promieni obu podstaw ostrokregu $cigtego, wigcej] — walca maja-
cego za podstawe kolo z promienia réownego rdéznicy promieni podstaw
tegoz ostrokrggu Scigtego, a ktorebyto walce mialy oba jednaka z ostro-
krggiem S$cigtym wysokos¢. Nie mozna wigc rzeczonego twierdzenia
przypisywaé autorom, ktorzy o niom po roku 1820, i to w znaczng liczbe
lat pézniej pisali. «
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Niech dla skrocenia, promienie podstaw tej bryty, do ktorej
si¢ Scigga réwnanie (9), beda: G'B—a', H'D=¢', i niech bedzie
dot/,=[. Poté6zmy nadto,

—U
w przypadku a T>b% m=2"2,

IIIal.

aw przypa(lljku g ,  Itt—~>---2 il

tak, iz rozumiejac przez wysterk lub wypust, przewyzke wicksze-
go z dwoch promieni ¢* 1 b’ nad mniejszy z nich, m bedzie wy-
razato stosunek wypustu do wysokosci: w przypadku a’—b’,
wypust, a z nim i stosunek ni, przywiedzie si¢ do zera. Samez
wreszcie bryle, o ktorej tu mowa, stosownie do tego, czy tuk
BED kreslacy jej powierzchnia boczna, zwrdcony jest do osi
P'Q' obrotu strong swoja wklesta lub wypukta, nazywajmy,
w pierwszym razie, kregiem, a w drugim, Zlobkiem lub wkleskiem;
i niech odtad, dopoki si¢ inaczej nie powie, O’ wyraza tylko
objetos¢ kregu, objetos¢ zas ztobka oznaczajmy przez Om. Po-
niewaz a—b—"Ca'—b'), d==+af—a, biorac z podwojnych zna-

kow 4- i — nad sobg napisanych, goérne dla kregu, a dolne dla
ztobka; na mocy przeto zwiazkow a-Vb—w a—6=todoti,
bedzie

a-Vb=Jlco, dotu—=xm, a—b=xmw, a?==|tnito,

r—:M>J/(1+ 1) +ml), cfe=ttz'—i(l=m)tt>:
gdzie z podwdjnych znakow + 1 — przed ni i dla zr, nalezy, dla
kregu, bra¢ goérne lub dolne, stosownie do tego, czy a”-b’ lub
a'<;b’- dla zlobka za$ przeciwnie. Co wiedzac, i biorgc jeszcze,
jezeli sie podoba, na uwage tosamos¢ a2jt-bl—;f|(a+y()2-f-(a— ()2,
potrafimy druga strone réwnania (9) wyrazi¢ przez a', w, m, [ iJ],
z ktorychto ostatnich dwoch iloéci jedna ktorakolwiek wyznacza
juz druga z nich. Okaze si¢ tym sposobem, ze kladac, dla
skrocenia,

1i=1(+1r)i(i+1)X-!|, W)
bedzie objetos¢ kregu
0—nic\a)+ (tl+ni)«'w+| [ | + ni2—n(i%ni)]to2], (12)
a objetos¢ ztobka
0 "=nwl«'?—(m£nt)a'w———+-nt2—n(igpm)]ty2l: (13)
gdzie, tak w piérwszém jako i w drugiém réwnaniu, z podwoj-
nych znakéw 4- i — nad sobg napisanych, potizeba bra¢ gorne,

jezeli « jest promieniem podstawy wigkszej; a dolne, jezeli
przeciwnie, a' jest promieniem podstawy mniejszej. Pamigtajmy
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nadto, ze w oznacza wysoko$¢ bryly; m stosunek wypustu do
wysokosci, czyli dostyczng mniejszego z katéw G'BD i H'DB,
kiedy podstawy sa nierowne, i ktoryto kat (przechodzacy wraz
z wigkszym, przy réwnosci podstaw, na prosty) bedziemy nadal
oznaczali przez (f/-); a przez Z—luk doti rozumie sie polowa
dlugosci tuku kreslacego powierzchnig bryty boczng, biorac
promien T tegoz tuku za jedno$¢.

Gdy np. wypust jest rowny wysokosci, a tuk kreslacy
powierzchnig boczng bryly, ma 90°; wtedy m=l, 1=1
Jezeli wigc zechcemy jeszcze, zeby a’ oznaczalo, dla kregu,
promien jego podstawy wickszej, a dla ztobka, promien jego
podstawy mniejszej; otrzymamy z rownan (12) i (13), na tera-
zniejszy przypadek, wzory:

O'=7iu)\a'’—(2—j7r)a'w + (|—]|rT)rc2’,
O"=Ttwl«'1+(2—j7i)a'w + (G—| )W,
czyli, w przyblizeniu,
Or—TCw(ar2—0-/3/la"o -|-0,096u2),
0,,="w(a,2+0,429a/20+ 0,096w2).
Mamy tu zreszta z T—, 1 tatwo sprawdzi¢, ze z podanych
dopiero wzorow dla 0’1 O", Sciste zgadzaja si¢ ze wzorem dla
Ol powyzej na terazniejszy przypadek podanym.

Dla kregu i ztobka, utworzonych przez obracanie si¢ pot-
okregu wraz ze stycznemi, wyprowadzonemi z jego koncow
i przedtuzonemi az do spotkania si¢ z osig obrotu do tychze
stycznych prostopadta, a polokrggu nieprzecinajgcg, mielibySmy
u'—V, m—0, X—;TT, 1=0; a ztad, wedtug réwnan (12) i (13), wzory:

O —TikCa’?+ "TCa’w d-|W2),
On—TCw(a'’—"7ta’w+twl),
zgodne z tém, co si¢ o niniejszych dwoch brytach powyzej po-
dato, bo teraz xc—2¢, a'=d’.

Gdybysmy za o$ obrotu wzig¢li linig na ptaszczyznie kota,
do $rednicy PQ, po jej prawej stronie, w odleglosci nie mniejszej
od HD, rownolegle poprowadzona, i obrociwszy catkowicie
ptaszczyzne okolo tej osi, chcieli mie¢ objetos¢ bryly ograni-
czonej w cze$ci powierzchnia, jaka w tym obrocie opisat tuk
APD, a w czgéci kotami, ktorych okregi powstaly z obiegu
koncow A i D tegoz tuku: wypadloby od objetosci kregu, kto-
rego powierzchnig boczng nakreslit w tym obrocie luk AEP,
odja¢ objetos¢ ztobka, ktorego powierzchnig boczna nakreslit
w tymze obrocie tuk PD. Podobniez bryta, ograniczona w czgsci
powierzchnia, jaka teraz opisal luk QAPD, wigkszy od pol-
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okregu, a w czesci kolami, ktorych okregi zostaly nakreslone
przez konce Q i D tegoz luku, bylaby przewyzka kregu, ktérego
powierzchnia boczng opisal tuk QAP, nad Zlobek, ktorego
powierzchnig boczng opisal luk PD. A jeslibySmy za 0§ obrotu
wzieli linig na plaszczyznie kola, réwnolegle do s$rednicy PQ,
po jej prawej stronie, za kotem poprowadzong; bryla ograniczo-
na w czesci powierzchnia, jakaby w catkowitym obrocie rzeczo-
nej plaszczyzny okoto terazniejszej osi, opisat luk BQAPD,
a w czgsdel kolami z okregdéw nakreslonych przez punkta B i D?
sktadataby sie z pierscienia nakreslonego przez cale koto, i ze
ztobka o powierzchni bocznej nakreslonej przez tuk BFD.

Krag i ztobek, wystawione z przeciwnych stron na pod-
stawie wspodlnej, a majace powierzchnie boczne na okregu tej
podstawy wspdlnej do siebie styczne, sktadajg bryle, ktora si¢
nazywa pietka, gdy podstawa wspodlna jest mniejsza z dwoch
podstaw kregu, a wigkszg z dwoch podstaw ztobka; nazywa sig¢
za$ omuzecem, gdy przeciwnie, podstawa wspdlna jest wigksza
z dwoch podstaw kregu, a mniejsza z dwoch podstaw ztobka.
Do opisanej dopiero stycznosci powierzchni bocznych, rozumie-
jac przez a’ promien podstawy wspdlnej, potrzeba, zeby katy
ii i 1 czynily te sarng summe w zlobku, co i w kregu; a zatem,
zeby w pietce roznica (w)—2* a w grnszcn summa (w)+/,,. byla
dia kregu i ztobka ta sama. Co gdy bedzie dopelnionéin, obli-
czenie drugich stron réwnan (12) i (13), biorac z podwdjnych
znakow przed m, dolne w rownaniu piérwszém, a gorne w drn-
giém, i zebranie wypadkéw w summe, doprowadzi nas do obje-
todci pietki; obliczenie za$ drugich stron tychze réwnan (12)
i (13), biorac z podwojnych znakdéw przed m przeciwnie, gorne
w rownaniu piérwszém, a dolne w drugiém, i zebranie znowuz
wypadkow w summe, doprowadzi nas do objgtosci gruszca.

Pospolicie atoli krag i ztobek, skladajace czyto pigtke,
czy gruszec, sa takie, ze (i;) i X, a téin samém m i I, maja te same
warto$ci w ztobku, co i w kregu, a nadto jeszcze ten krag i ten
7tobek maja wysokos¢ jednaka. Taka pietka, lub taki gruszec,
W przecigciu plaszczyzng poprowadzong przez o§ obrotu, przed-
stawia, po jednejze ktorejkolwiek stronie tej osi, trapez, ktorego
bok przeciwlegly osi zastapiony zostal przez dwa luki kotowe,
na polowach tegoz boku jako na cigciwach, z przeciwnych stron
onegoz nakre$lone, po jednakiej liczbie stopni majace, a zatem
rowne; a m (jak w ogodle, kiedy luki kregu i zlobka sa tylko
podobne sobie) jest tu oraz stosunkiem bezwzglednej roznicy
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podstaw trapezu do wysokosci tegoz czworokata, czyli stosun-
kiem wypustu bryly zlozonej, do jej wysokosci. Jezeli wiec
objetos¢ takiej pigtki oznaczymy przez P, a objetos$¢ takiego
gruszca oznaczymy przez G, bedzie, wedtug rownan (12) i (13),
p TT.zwia™irf+ut3—II(1l—m)](2M')2},
u(ld-m)](2zz>)2|:
gdzie przez li rozumie si¢ zawsze wyrazenie (11). W kazdym
z dwoch niniejszych wzoréw, 2w oznacza wysoko$¢ brytly,
tojest, w pierwszym, pietki, a w drugim, gruszca; a' oznacza
promien réwnoleznika jednako oddalonego od obu podstaw'
bryty, rowny polowie summy promieni tychze dwoch podstaw:
Il jest stosunkiem wypustu bryty do jej wysokosci; X oznacza
w kole z promienia rownego jednosci, wyrazony przez te jednosé
luk podobny potowie kazdego z dwoch lukow rownych, styka-
jacych sie z soba na owym roéwnolezniku, i sktadajacych linig
esowlata, ktorej obrotem okoto osi slupa, tworzy si¢ powierz-
chnia boczna bryly; [ za§ oznacza dostyczng luku X-

Gdy np. pietka, W przecigciu onéj plaszczyzng poprowa-
dzong przez o$ obrotu, przedstawia, po jednéjze ktorejkolwiek
stronie tej osi, trapez majacy roznicg¢ podstaw réwng § wyso-
kosci, a ktorego bok przeciwlegly osi zastgpiony zostal przez
dwa luki, na potowach tegoz boku jako na cigciwach, z przeci-
wnych stron onegoz nakreslone, po 60° majace; natenczas
m==|, [—I/3, a ztad, w przyblizeniu, objetos¢ pigtki

IP—Tt,2wja,2+0,062(2w)2|.
Jezeli za$ roznica podstaw' rzeczonego trapezu jest potowa jego
wysokos$ci, a wspomnione luki, zamiast mie¢ po 60°, nalezg do
kot, z ktorych jedno ma $rodek na podstawie wigkszej, a drugie
na przedluzeniu podstawy mniejszej; bedzie wtedy IT1=|, [—
i: 111=2 (co prowadzi do promienia 7*="20 na wykreslenie rze-
czonych hukow); ztad, w przyblizeniu. X (=26°33'54") —0,4636,
a objetos¢ pietki

P—7i.2w\af2 a-0.0356(2 tc)2|:
niezgodnie z przytoczoném powyzej dzielem Mayer’a, ktory
na str. 676, zamiast 0,0356, czyli krocej 0,036, pisze 0,042.

Niech znowu np., przeciecie gruszca ptaszczyzna przecho-
dzaca przez o$ obrotu, bedzie, po jednéjze ktorejkolwiek stronie
tej osi, trapezem majacym roznice podstaw roéwna wysokosci,
a ktorego bok przeciwlegly osi zastapiony zostal przez dwa
luki, na potowach tegoz boku jako na cigciwach, z przeciwnych
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stron onegoz nakreslone, majace, kazdy po 60°, lub kazdy po
90°. W pierwszym z tych dwoch przypadkéw, bedzie ni=l,
A=ATL, [m/3; a ztad, objetos¢ gruszca
fevT.227736-0,0429(2ze)2j,
przestajac na przyblizeniu. W przypadku za§ drugim, bedzie
nt=1, 7 1=1; a zatem, w przyblizeniu, obj¢to$¢ gruszca
O=7I".2M1'40,024(2<c)9}:
cobysmy tez otrzymali, dodajac do siebie wartosci przyblizone
dla 0" 10", powyzej po roéwnaniach (12) i (13) za przyktad
podane. W niniejszym drugim przypadku, biorac konce podstaw
trapezu nie na osi lezace; spodki prostopadlych, spuszczonych
z tych koncow na linia dzielaca kazdy z dwoch pozostatych
bokow onegoz na dwie réwne czesci, sa Srodkami, z ktérych,
promieniem réwnym potowie odleglosci tychze $rodkow od
siebie, kreslg sic rzeczone dwa luki po 90° majace.

Jezeli dwoch ztobkéw, wystawionych z przeciwnych stron
na podstawie wspolnej z promienia a’, powierzchnie boczne maja
by¢, na okregu tej wspolnej podstawy, do siebie styczne; po-
winna warto$¢ summy /t+Z w jednym z dwoch ztobkow, z war-
toscig tejze summy w drugim z nich, spetnia¢ si¢ do dwodch
katéw prostych; przyczém nalezy pamietaé, ze jesli podstawa
wspolna jest mniejsza od kazdej z dwoch pozostatych, natenczas,
tak w jednym jako i w drugim Ztobku, jest dot/z=nt; w ktorym-
by za$ zlobku podstawa wzigta za wspdlng, byla wigksza od
pozostatej, w tym dotu=—ni. Majgc dany promien z/ wspdlnej
podstawy ztobkdéw, dane ich wysokosci, tudziez, w obu zlobkach,
dane miZ (lub f), wskazanemu dopiero warunkowi stycznosci
zados¢ czynigce, potrafimy, wedlug wzoru (13). znalez¢ objgtose
kazdego z tych dwoch ztobkéw, a zatem i objgtos¢ bryly z nich
zlozone;.

Niech bryta, z dwoch ztobkow w sposéb dopiero opisany
ztozona, nazywa si¢ cyda lub skocyqg w przypadku, kiedy podsta-
wa zewngetrzna kazdego ztobka jest do jego powierzchni bocznej
styczng. Poniewaz do téj stycznos$ci, rozumiejac przez a’ pro-
mien podstawy wspoélnej, potrzeba, zeby katy u i\ byly, w ka-
zdym z dwoch Zlobkow, sobie rowne; kazdy wigc z tych katow
w zlobku jednym, wzgledem kazdego z nich w zlobku drugim,
powinien by¢ dopelieniem do kata prostego, jezeli rzeczone
dwa zlobki majg sklada¢ skocya.

Gdy np., wjednym z dwoch ztobkéw sktadajacych skocya,
wypust jest rowny wysokosci, a tern samem i luk kreslacy po-
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wierzchnig boczng ma 90°; bedzie tez i w drugim z tych dwoch
zlobkow rzecz miata si¢ zupelnie tak samo. Objetos¢ wigc tej
skocyi, wedlug przyktadu podanego po wzorze (13), bedzie
scile rowna
mnla"\wh -bred) + 2—In)a' (w2+w2l) + (™M) (M3 +w23)),
rozumiejac przez a’ promien podstawy obu ztobkom wspdlnej,
aprzez W i wysokosci tychze ztobkow. Srodki, z ktérych
si¢ tu kresla luki Zlobkow, lezg na przedtuzeniu linii, podiug
ktorej podstawg wspolng przecina plaszczyzna poprowadzona
przez o$ obrotu; a promienie tych ukow sg rowne wysokos$ciom
tul 11i7-  Jezeli, jak pospolicie, jedna z dwoch dopiero wspo-
mnionych wysokosci wynosi a tom samem druga wynosi
"U7, rozumiejac teraz przez w wysokos$¢ skocyi; natenczas wyra-
zenie poprzedzajace na objeto$¢ przywodzi si¢ do
Tire’a,2 +13(4—7 7" a  Ww—in)o>)),
a zatem, w przyblizeniu, do
are(a'2 +0.238a'20 +0,032m>2).
Wezmy jeszcze za przyktad dwa ztobki: jeden o wysokosci
majacy [=nt=f, a drugi o wysoko$ci w2, majacy [—m=3;
i niech w kazdym z tych dwoch ztobkow, a' oznacza promien
podstawy mniejszej. Wzor (13), gdy w nim z podwdjnych zna-
kow przed m wezmiemy dolne, pokaze nam. ze w przyblizeniu,
objetos¢ pierwszego z dwoch niniejszych zlobkoéw jest rowna
1(«,2rcl—071252 5a'wll+ 0,0269127;3),
drugiego za$ ré6wna
m(a,2rl +1,91252'u721+1,404 Iw2S).
Przyjmujac, ze ¢* ma w obu ztobkach jedne i te sarng wartos¢,
i ustawiwszy te dwa ztobki na sobie tak, aby! mialy koto z pro-
mienia a' za podstawe wspdlna i byly zjej stron przeciwnych
potozone; powstanie ztad skocya, ktorej objetos¢ bedzie, w przy-
blizeniu, rowna summie dwoch wyrazen dopiero napisanych.
Majac zreszta dane, w pierwszym zlobku, oy i m=f, a w drugim,
202 1 m=3, i wiedzac nadto, ze podlug powyzszego wyrazenia
ogolnego na r, tuk ztobka piérw’szego ma za promien -lit'], a luk
ztobka drugiego ma za promien 5wl; potrafimy wykonaé
i sprawdzi¢ wykreslenie tukéw stycznych, sktadajacych linig
krzywa, ktorej obrotem okoto osi stupa tworzy sie¢ powierzchnia
boczna terazniejszej skocyi.
Miejmy tej skocyi dang wysokos¢ re, i zalozmy w szcze-
golnosci, ze promien Ty luku w ztobku pierwszym, ma si¢ mie¢
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do promienia 7 luku w Ztobku drugim, jak 3 do 8. Okaze sie, ze
W tym razie powinno by¢
MN=~; T— W, T W.

Podstawiajac w podanych ostatnio wyrazeniach na objetos¢
ztobkdw, za wl i ws wartosci dopiero napisane i zbierajac wy-
padki w summe, przekonamy sie, ze w tym przypadku, objgtos$c
skocyi ma za wyrazenie przyblizone

nw(a,lj—0,0503a'w+0,0291w)).
Jak zreszta samez niniejszg skocya wykresli¢, pokazuje to figura
na tablicy pierwszej w dziele Marco ni’ego: 0 porzgdkach archi-
tektonicznych. Poszyt 1. W Warszawie, 1828.

Wystawmy sobie teraz, ze na plaszczyznie dwoch linij
rownolegtych PQ i P'Q', dowolnie poprowadzonych, BED,
zamiast by¢ lukiem kota, jest linig krzywa, wedlug upodobania
od punktu B az do punktu D poprowadzong, byleby jej Zadna
z linij prostych PQ i P'Q' miedzy koncami B i D nie przecinala,
i byleby taz linia krzywa BED byta taka, aby kazda z prosto-
padlych do PQ, poczawszy od GB az do HD wilacznie, spoty-
kata ja w jednym tylko punkcie. Niech 2Z oznacza dlugos¢
rzeczonej linii krzywej BED; p niech oznacza pole odcinka
HGBFDH; w wysoko$¢ HG; a d niech oznacza odlegtos¢ linii
PQ od P'Q', uwazajac d za ilo$¢ dodatng, gdy linia P'Q' i krzy-
wa BED leza z przeciwnych stron linii PQ, a za ilo§¢ odjemna,
gdy linia P'Q' i krzywa BED leza po jednéjze stronie linii PQ.
Obro¢my ptaszczyzne rownoleglych PQ i P'Q' catkowicie okoto
linii PQ jako okoto osi; i niech Z oznacza pole powierzchni,
jaka w tym obrocie opisala linia krzywa BED, a O niech ozna-
cza objetos¢ bryly, ta powierzchnig pobocznie i kotami z okre-
gow przez punkta B i D teraz nakre$lonych, jako podstawami
ograniczonej. Tez sarng¢ plaszczyzng¢ obré¢my znowuz calko-
wicie okoto osi P'Q'"; i niech Z” oznacza pole powierzchni, jaka
teraz opisala ta sama linia krzywa BED, a O’ niech oznacza
objetos¢ bryty, ta powierzchniag pobocznie i kotami z okregow
przez punkta B i D teraz nakre$lonych, jako podstawami ogra-
niczonej. Rozwazywszy sposob, ktorym si¢ dowodzi zwigzkow
(7) 1 (8), kiedy BED jest lukiem kota, przekonamy sie, ze wspo-
mnione dopiero zwiazki (7) i (8) ostojg si¢ jeszcze i przy tera-
zniejszém znaczeniu ogolniejszém liter d, Z, Z, Z* p, 0 i O, do
nich wchodzacych; bylebysmy w zwigzku (7) brali przed nawia-
sem znak +, gdy krzywa BED przypada po jednéjze stronie
obu linij PQ i P'Q', a znak —, gdy taz krzywa BED przypada

4
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miedzy liniami PQ i1 P'Q'. Zostawiajac wilasnemu domystowi
czytelnika, jakby zwiazki (7)1 (8§) mozna podnies¢ do jeszcze
wigkszej ogolnosci, zakonczymy rzecz wzorami na objgtosé
kregow 1 ztobkdw elliptycznych.

Dajmy, ze BED jest czescia potobwodu ellipsy, majacej za
jedne o$, linia PQ=2r, a za drugg os, linia 2s, od PQ krotsza
lub dhuzszg; i potézmy g=s:r. W takiém przypuszczeniu, okrag
kota, ze srodka S rzeczonej ellipsy, promieniem SP=SQ=r na-
kreslony, bedzie okrggiem na tejze ellipsie opisanym lub w nie
wpisanym; i przez ktorykolwiek punkt na osi PQ poprowadzimy
do niej prostopadla, powstajaca ztad cigciwa ellipsy, do powsta-
jacej ztad cigciwy kota, bedzie si¢ miata zawsze, jak ¢ do 1.
Z czego wypada, ze i odcinek elliptyczny HGBFDH, czyli te-
razniejsze p, do odpowiedniego mu odcinka kotowego, tojest do
powierzchni, linig HG, prostopadiemi GB i HD, jesli tego po-
trzeba, przedluzohemi, tudziez lukiem rzeczonego kota ograni-
czonej, ma si¢ takze, jak ¢ do 1; a z dwoch bryt utworzonych
przez catkowite obrocenie si¢ wspomnionych dopiero dwodch
odcinkéw okoto osi PQ, pierwsza, czyli odcinek ellipsoidalny O,
ma si¢ do drugiej, czyli do odpowiedniego odcinka kuli, jak ¢?
do 1. Jezeli wiec teraz bedziemy przez O’ rozumieli objgtos$é
bryly ograniczonej powierzchniami, w obrocie catkowitym oko-
o osi P'Q', przez luk elliptyczny BED i prostopadte BG' i DH'
zakrdé$lonemi, 1jesli nadto przez <z=GB i £=HD bedziemy teraz
rozumieli rzedne koncoéw wspomnionego dopiero luku ellipty-
cznego BED, do osi PQ odcigtych prostopadle; przystosowanie
zwigzku (8) uogodlnionego, tudziez zapatrzenie si¢ na wzor (9),
w ktorym rzedne a i b koncow tuku kotowego maja si¢ do
terazniejszych a i D, jak 1 do ¢, doprowadzi nas do rownania

Of=7TTz«(2¢Z2+a2+62+felt))

4oy WD~ (a— 6 4 TCdgrl Juk sty - -~

gdzie, zamiast r2, nalezatoby jeszcze polozy¢
|(«4-6)24-mry2} [(a—b)24-q2w))
4q4wl

chcac mie¢ 0" wyrazoném w samych tylko a, 6, ¢, 20 1d. Bryla,
ktorej tuQ' oznacza objetosC, jest kregiem elliptycznym, jezeli
tuk elliptyczny BED, nie wigkszy od poétobwodu ellipsy, jest
do osi P'Q' zwrocony swojg strong wklesta; jest za$ ztobkiem
elliptycznym, jezeli przeciwnie, luk BED jest do osi P'Q'
zwrocony swoja strona wypukla.
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Gdy w podaném dopiero wyrazeniu na 0\ zamiast w, na-
piszemy 2ro, a zalozywszy potém a=;>=g|/r}—r0), wezmiemy
catego wypadku polowe; bedziemy mieli wzor

S;w)  ds e w

0, ="io(d2-V-s)————----1/1)—w))4-TT¢Zrs uk wst—
or2 T

T )
odnoszacy si¢ do przypadku, kiedy punkt G lub H pada na
srodek S ellipsy.

Jezeli w niniejszych dwoch wyrazeniach na O, zalozymy
g—1 czyli s=r; wrécimy do wzorow (9) i (10) na objetos$¢ kre-
gow i ztobkow, ktoreby wilasciwie nalezalo nazywaé kregami
1 Ztobkami kotowemi.

Rzecz o zwiagzkach (7), (8) i o przystosowaniu drugiego
z nich, pisatem w listopadzie, poprzednie za$ w sierpniu 1859 r.

A. F.






